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SUGL’INTEGRALI

COMUNI

A PIÙ PROBLEMI DI DINAMICA

T E S I

D E L

GIO. PENNACCHIETTI

,

E noto che nella Dinamica si presentano delle classi di

problemi per i quali si possono immediatamente assegnare
degl’ integrali pel solo fatto che le forze applicate ai vari
punti del sistema soddisfano ad alcune condizioni analiti-
che. Gl’ integrali comuni a tutti i problemi che apparten-
gono ad una data classe possono o contenere la espressione
analitica delle forze ( come l’iute-rale delle forze op-
pure essere da questa indipendenti ( come gI’ integrali delle
aree). Il Bertrand ha risoluto il problema (1) : Determinare
gl’integrali indipendenti dalla espressione analitica delle
forze che possono essere comuni a più problemi relativi al

(’) Sur les intégrales communes à plusieurs problèmes de Méca-
nique (Liouville t. XVII, 1 852) -Il metodo del Rertrand è stato applicato
anche dal Rouché nella sua Memoria o Sur les intégrales communes à
plusieurs problèmes de Méeaniqu,,, relatifs au mouvement d’un point sur
une surface ~ (Liouville, 2.ft sPrie, t. 111, 1858) - Si può ancora vedere
la Memoria del Bertrand « Sur quelques-unes des formes les plus sim-
ples. que puissent présenter les intégrales des équations diiferentieMes
du mouvement d’ un point n1atériel) ( 1,iouvílle, 2.8 serie, t. 11, 1857 ).

S. N. Lib. IV. s 9 °
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d’un punto, quando le forze sono funzioni soltanto
delle coorilirmte, e stabilire le condizioni cui debbono sod-

disfare le forze stesse, aiRnchè i corrispondenti problemi
ai-P.mettann quegl’ integrali.

11 metodo tenuto dal Bertrand nella risoluzione cli questo
problema consiste essenzialmente in ciò, che., potendosi
stante la arbitrarietà dei valori iniziali delle coordinate e
delle velocità, dedurre da una equazione che ottetti vamente
sia nn integrale del moto, quattro equazioni ( una delle

quali però necessariamente conseguenza delle altre ) fra le
tre componenti della forza, si può in gei-ierale, dato che sia
un integrale di un movimento, dedurre da esso le espres-
sioni delle forze che generano quel moto. Può per altro

accadere che quelle quattro equazioni si riducano anzichè a
ire indipendenti a due od anche ad una., ed allora quella
equazione integrale proposta potrà appartenere a tutti quei
problemi nei quali le componenti delle forze soddisfano alle

due redazioni od alla relazione cui le quattro equazioni si

riducono.
Il Korkine (1) ha ripreso il problema del Bertrand

togliendo la restrizione che le forze siano funzioni soltanto

delle coordinate ed ammettendo invece che esse possano
essere funzioni anche delle componenti della velocità, n1a

si è lirnitato a ricercare i s,*Istemi di due integrali conmni a
più problemi del moto di un punto sopra una supeificie. Se
non che in tal caso il metodo del 13ertrand non conduce più
ad equazioni finite fra X, ~r, Z, una ad equazioni che oltre
a queste quantità contengono le loro derivate rapporto ad

~’; talchè il Korkine ha dovuto tenere una via

diversa, fondandosi sul noto teorema del Clebsch: Un siste-~
rnia iacobiano o completo equazioni a derivate paqziali

(’) Sur les intégrales des équations d’un point n1atéricL. (Mathem.
Ànna en Leipzij 1870)
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del pruno ordine lineari ed omogenee con n variabili am-
mette soluzioni.

Seguendo la via tenuta dal Korkiiie cleterlnino da prima
(5. I.) la forma che debbono avere quattro equazioni indi-
pendenti dal tempo, afancllc possano essere integrali comuni
a píù problemi relativi al moto di un punto nello spazio,
quando le forze dipendono dalle coordinate e ùa le componenti
della velocità del pnnto; dopo, studiando il movimento di un

punto soggetto a forze funzioni soltanto delle coordinate, y
trovo dei risultati in parte non contenuti nella memoria del
Bertrand.

.

Sistemi di quattro integrali comuni
_ 

, 
indipendenti dal tempo.

Se un integrale :

delle equazioni ditteret z all del n1oto:

1,1 13 ’1. 
-

è comune ai due problemi ( X, Y, Z ) e ( X, , Y, , ZI ),
dovranno essere verificate le due equazioni che se ne dedu-
cono derivando la equazione integrale rapporto al tempo., e

C .-

sostituendovi per una volta X, 2 Y , Z

ed m’ altra Xi , 9 Y1 , 9 Zi, cioè la due equazioni :
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Ora delle componenti X , Y , y Z : XI , Y1 , Z, almeno

due corrispondenti possono supporsi diverse fra loro; siano

queste X, XI . Ponendo:

le due ultime equazioni prenderanno la forma :

e la equazione ottenuta da queste coll’ uguagliare a zero la
funzione alternata B ( A (F) ) - A ( B (F) ) sarà:

Perché il sistema (2) , (3) ammetta cinque soluzioni,
è necessario pel citato teorema del Clebsch che la (4)
o sia identicamente soddisfatta od una combinazione linea-
re delle (2) , (3) ; non può essere identicamente soddi-

, ’ .

sfatta evidentemente, perche il coefficiente è l’unità,
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non può essere conseguenza delle (9) , (3), perchè 111anCa
,-’ 1 cl Il7t-, e non può evidentemente essere conseguenza della
ZD
sola (2). D’ altra parte nemmeno se si snppone che F non

contenga esplicitamente t, le soluzioni possono essere cin-

que, perchè allora il numero delle soluzioni sarebbe mag-
giore della differenza fra il numero delle variabili e il

numero delle equazioni. Non possiamo avere dunque al più
che quattro soluzioni. Supponiamo che le (2) , (3) abbiano’
quattro soluzioni comuni indipendenti dal tempo : dovrà
la (4) essere una combinazione lineare delle (~) , (3), e

. h’B.. , d11’" 
d ’B . d. L. t Ilpoichè non contiene dovrà ridursi semplicemente alla

(3) moltiplicata per un fattore, sicchè dovranno i coeffi-

cienti della (4) essere proporzionali a quelli della (3), e si

avrà quindi:

Supponendo, come faremo sempre in seguito, che X, Y, Z
non contengano esplicitamente il ternpo, questo non com-

parirà esplicitamente per le posizioni (1) nemnmeno in

k , , l~’ , Z , ~’ , onde le (5) sviluppate divengono :

Queste mostrano che L , ~ sono funzioni omogenee di se-

condo grado di ~’ , y’ , z’ ; quindi potremo porre:
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Per le (1) ci hanno ora le condizioni :

Prendendo per- , A’ , 1, 1’ le esrfressioi i trovate, il sistc-
, z’

ma (2), (3) è completo, ed osservando che , ., , sono ora
.L 

xf «j

soluzioni della (2), e introducendo queste come variabili
nella (3) in luogo di due delle variabili proposte, per es.

soluzioni della equazione che se ne dedurrà,
saranno soluzioni anche della (2); ponendo

r equazione alle soluzioni comuni delle (2), (3) sarà:

Dunque: La e 

coryaurzi indi-

dal è che le soddisfino alle (6). Se

sono le equazioni del iiioto c ’ttn pztnto nel
piano sotto l’azione (li forze funzioni es,plicite del teni-
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delle e delle e se ile’ suoi qlial-
tre che sono della 

si sost?*Ilt"iscoiio

i cos  ~"’

del 99,ioto di 
nello spazio di forze fùiizioni

delle e del tern-

pez q,uali forze condizio&#x3E;ii (6).
Simiinumte il risultato del Korkme può formu arsi cos  :

SI-

è h eqztazione 

, one sosli*ttteíido ne’ sttoi due iiitegi-ali x , insostituendo ne’ s2coi due integrali x , y 5 

1 u o,,7 
. 

t trasformatic 2irt 
due dimensioni, ne~

qual£ si~ 
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II.

~Ge due forme degl’ integrali comuni nell’ ipotesi
delle forze funzioni soltanto delle coordinate.

D’ora innanzi suppongo le forze funzioni delle sole

coordinate; per le (1) altrettanto sarà di k, k’, 
onde 1’ integrale generale della (2) è:

Ponendo :

la (3) diviene:

Ora noi possiamo come

s,otte variabili indipendenti, e non essendo F , k , y k’, 1, 1’
in tale ipotesi funzioni di x’, equazione si scinde
nelle seguenti:
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e questa è la prima e più semplice forma d’integrali comuni
a più problemi. Se invece si hanno identicamente le (11 ),
si ha una seconda forma che studieremo nei §§. IX, e seg.
Il Bertrand nota che le equazioni k=cosl. , k’ cost.

rappresentano una serie di rette , e che quando A e h’
siano F una funzione dell’ altra, l’equazione rap-
presenta una superficie svilLlppabile: io non avrò bisogno
di queste osservazioixi:

moto di un punto nel piano si hanno tutte le equa-
zioni precedenti in cui mancano i termini che contengono
z , v ) k’ , 1’: in tal caso si ha una sola forma d’integrala e
le (8) e (9) non ammettono evidentemente più di due solu-
zioni : esprimendo poi le condizioni, perchè da esse possa
derivarsi un sistema completo di due o di tre equazione
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sl hanno scianto integrali :

e ii sistema:

che convengono a tre rispettive classi di e che
sono i soli integrali comuni a più prob emi nel piano. Le
(13) e (14) sono oftetiut,e dal Bertrand, le (15) e (16) dal

Il Bertranel le (13) e (14) colle costanti
il che non toglie evidentemente nulla alla gene-

ralita

La (, coii-ie osserva il Bertrand, diinostra il segnente
teorema : s .

Tutti 21’ integ r’ali cx più pi-obleriii (lel 1rnoto

di un punto nello ipotesi delle forze 
delle si lJossono ricavare daI! l’ dei

di 2cn punto nel piano, rappresentando
z le coordinate correnti di punto,

.sostituendo in y’-I,&#x3E;x’ , z’-- alle (le-

2-it,ale dy 
V!i V 

n 

x come 2)ai-aiiieti-o&#x3E; coz3ze 

e in fine le (l).

(!) Cfr. Bortr, cit. XVIII, XIX, XX.
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Analoga corrispondenza, esiste fra întegra1i I dei pro-
blemi a una dimensione e gFintegra i comuni a più problemi
Di due dimensioni. 

’

_ 

Prima forma. di integrali.

Se una funzione F non contiene alcuna delle variabili

x’, y’ , z’ , l’equazione non può essere integrale
comune a più pi«oblenii: infaiii allora si avrebbe 

camente :

da cui si dedurrebbe, derivando rapporto a x’ , che

F non potrebbe essere funzione di t, x , z. Per stu-

diare quindi gl’integrali della prima forma (IL, 12) po-
tremo supporre una delle tre funzioni :DB1 J 1BT , P uguale
all’ unità e dare all’ integrale la forn1a:

e ò funzioni soltanto ~r ~ y z.

Pongo:

Derivando la (1) rapporto a t si avrà:
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in cui, non essendo F , a , b , ~ , Y , 5 Z funzioni di y’ , z’
devono potersi annullare separatamente i coefficienti di

y’2 , z" , , y’z’ , ~’ , z’ e i termini indipendenti da y’ , ~, i
con che si hanno le sei equazioni:

Si ibrmino le equazioni:

E chiaro che le ( i ), (8), (9) non possono ammettere più di

due soluzioni comuni, ma esse non possono formare un
sistema completo, perchè le ( 10), ( 11 ), (12) non si possono
formare linearmente coi primi mèmbri di quelle, poichè
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ciascuno di essi contiene una derivata che non apparisce
nette (10), (11 ), (12). Dunque, se le (7), (8), (9) hanno
due soluzioni comuni esse devono formare un sistema iaco-

biano, e le (10), (11), (12) devono esser verificate identi-
.... da d b da , ,.

camente, , onde si deve avere y-===-2013===--==o, le quali 
’

, 
ex J/ dZ

unite alle (4), (5), (6) mostrano che a e b sono costanti.
Di più si avrà :

Indicando con a, 3 b , ~ tre costanti qualunque si può
porre dunque :

La condizione per le forze è

Dal sistexna (7), (8), (9) ovvero sostituendo in quest’ultima
..,::.  W1 i

equazione in e poi

integrando, si trovano i due integrali : i 
’

analoghi agl’ intef-rali ( 11, 15J 16 .
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1 1, .

Casi semplici.,

Consideriamo alcuni casi semplici di un integrale co-
mune della prima forma. Se F è funzione soltanto

le (111, 7, 8, 9) danno; indicando con C una costante;

ove C è una costante: da queste per 4, 5, 6)"
p costanti :

L’integrale e la condizione per le forze sono:

Supponendo :£11 funzione di 1t soltanto, si otterrebbero
ancora queste equazioni con C, -o. Supponiamo F funzione

y, u; essendo ora il nunmro delle variabili uguale
al numero delle equazioni, il sist(-,ma (111, 7, 8, 9) non può
ammettere alcuna soluzione, a meno che qua!cheduna di
quelle equazioni non sia identi--anie’iite soclJisfat! a o 
nazione lineare delle altre: il che non può accadere che se

Ora dF &#x3E; e1 Il sist,--nia ridiicendosi ille lue sole equaed i  sistema riducendosi Ue due sole 
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zioni 9), non sarà possibile di una soluiiJne,
e questa esisterà quando si abbia:

che si scinde nelle due:

onde per la (17) e per 4, 6 ), indicando coii e e e,
due costanti e con f una funzione arbitraria si ha:

Pot,etidosi supporre c=c1=o, e scrivenelo 1Y) invecw1 f(X "
la condizione per le forze e l’integrale sono. à

come si è trovato per il piano ( II, 13 ).
In ultimo sia F funzione di y, z , ( 111, 9 )

è L--o, e le equazioni (A,C)==--o , (~3,C) o, dovendo essere
verificate identican1ente, daranno :
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La equazione (A~B)==o pure deve divenire una iden-
tità, poichè non si può dedurre dalle due A-----~-o, B o; si
avrà dunque : ,

La ( III, 6 ) diviene allora

Le (20) e le ( 111, 4, 5 ) mostrano che si ha:

Dalla seconda delle (21) si rileverà che dev’ essere:

Contemporaneamente la prima delle (21) e la (22) danno:

ossia
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le quali, dovendo essere vendicate qualunque sia x, danno

donde it’ X’ ===1, quindi ~’ e x’ dovranno essere costanti, e
si dovrà avere, indicando con 1n ., n due costanti :

Introducendo nelle precedenti equazioni queste espres-
sioni per x e x, esse daranno:

e per conseguenza x’j 1 e X’ 1 sono costanti, onde si può
porre :

L’ inte,-rale e la condizione per le forze sono adunque:

Dalla discussione del Bertrand (Art. XVIII, XIX, XX
Mem. cit. ) risulta che un integrale della prima forma
comune a più problemi si riduce sempre alla (16) con

e con C differente o no da zero, e alla (19); pas-
sando dai casi semplici al caso generale, come pure rifa-
cendo i detti Articoli della nieinoria del Bertrand, noi

vedremo come si possa giungere immediatamente alle
forme più generali.

S. N. Lib. IV. e 10
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.
’ 

Un integrale indipendente dal tempo.

. clF ...
Sia -t ===0, ed il sistema (111, 7, 8 9 ) abbia una solu-

zione. Allora le (10), (11), (12) o saranno identicamente
soddisfatte ovvero conseguenza della (g); in questo secondo
caso la proporzionalità dei coefficienti darà:

Da queste equazioni che devono essere verificate qua-
lunque sia u, si ricavano anzitutto di nuovo le (IV, 20, 21)
già integrate, e dalle quali abbiamo dedotto:

e inoltre:
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Questè sviluppate divengono:

combinandole:

il cui integrale generale è 
quindi la prirna delle precedenti ci mostra che si ha:

Essendo permesso di porre la condizione per
le forze e l’íntegrale sono:

alla qual forma il Bertrand giunge con 1n p=o.
Il caso i n cui le (10), (12) sono verificate iden-

ticamente è stato trattato alla fine del ~. III.
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1 ......

Sistemi di due integrali con altro metodo.

Da quanto abbiamo detto nel §. II risulta che gl’integrali
comuni a più problemi a tre dimensioni si possono anche

dedurre dagl’ integrali dei problemi a due dimensioni de la

forma:

la quale può rappresentare le (IL, 13-1 ~ ) . La ( II, 15)
dà luogo ad integrali compresi nella forma:

Per brevità ponian&#x3E;o:

allora derivando F ultima equazione integrale si ottiene :
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Sostituendo per ~’ il suo valore tratto dalla (4) si ha:

in cui potendosi considerare x, y, z, u, z’ come vari-
bili indipendenti si possono mandare a zero i coefficienti
delle diverse potenze di x’ e z’; i termini in x’ danno :

equazione della forma:

dove A e B non dipendono dalla variabile u. Affinchè
la (5) possa essere verificata, come è stato supposto da una
funzione F che dipenda soltanto da x e da u, è necessario

che i suoi coefficienti non contengano altre variabili, quindi
A e B dovranno contenere soltanto x. Per integrare la (5)
si ricorra alla equazione: 1
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che 

. per cui l’integral generale della (5) è:

talchè possiamo anche prendere per integrale :

che, sostituendo per u il suo valor (4), è della forma:

Derivando questa si ha:

, ~B r- ,

che, dovendo essere verii cata per qualsiasi valore di ’ , J’;
si scomporrà nelle seguenti:
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La quarta e quinta derivate rapporto a y e a z mostra-
no che si ha:

Sostituendo questo valore di i U nella prima, se ne

ricava che si deve avere la forma più particolare :

Dalla seconda e dalla terza si vede che la forma più
generale che può assegnarsi ad U è : 

’

e che si i ha:

Combinando la sesta e settima si ha perciò:

da cui integrando e riponendo per p il suo valore (11) :

Sostituendo le espressioni (9-12) nella (7) e nell’ultima.
delle (8), queste divengono della stessa forma delle (111, 14),
ed è chiaro che in tal caso esiste anche l’ integrale (III, 15).
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VII.

Un integrale indipendente dal tempo
con altro metodo.

Nel dedurre dalle (Il, 13,14) gl’integrali comuni a più
problemi a tré dimensioni è di manifesto interesse il non

supporvi come fa il Bertrand, il quale (Art. XX
e XXI Mem. cit. ), dovendo poi introdurre x, come parame-
tro costante ottiene risultati sotto forma meno generale di
quelli ai quali, seguendo lo stesso metodo, giungiamo in
questo e nel seguente para.grafo, e che si ottengono ezian-
dio coli’ altro metodo. La ( II, 13 ) dà luogo ad integrali
della seguente forma :

Posto:

derivando si ottiene:
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Sostituendo per y’ il suo valore tratto dalla (5), e indi

uguagliando a zero il coefficiente di x’, si ha: i

che ha la forma (VI, 5 ): e quindi l’ integrale ha la forma

( VI, 6 ), ossia sostituendo per u il suo valore (5) :

Derivando questa si ha:
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che clà luogo alle seguenti :

Dalle prime cinque si deduce facilmente :

Combinando la sesta e settima si ha:

ossia

dove s  possono considerare y, r come tre variabili

indipendenti e quindi questa non può essere identicamente
soddisfatta a meno che non si abbia:
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e inoltre

All’ una e all’ altra ipotesi corrispondono rispettiva-
mente gl’ integrali :

le quali forme, potendosi in questa ultima senza togliere
nulla alla generalità supporre c~’ b’~o, si riducono alle

( IV, 23) e (V,24) trovate coll’ aliro metodo. L’ ultima

delle (7) dà le relative condizioni delle forze, che si otten-
gono anche derivando le (8) e (9) e sostituendo poi X, Y,Z
.. , 

d2 Z’
in luogo di d t2 , , d t2 , d (2 .

VIII.

Un integrale dipendente dal tempo.

La ( II, 14 ) dà luogo ad integrali della forma:

Pongo :
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e derivando la (1) trovo:

Sostituisco per t il suo valore tratto dalla (4), e col

porre uguale a zero il coefficiente di trovo : s

Essendo ~ integrale generale di questa , si

vede che la (1) deve ridursi alla forma:

ossia, riponendo per u la sua espressione, alla forma:

Se si pone:

la (5) derivata, dà:
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che si scinde nelle seguenti:

dalle quali si deduce facilmente indicando con 
delle costanti:

La (6) ove si ponga per ~~’ il suo valore dà la condizione
cui debbono soddisfare le componenti delle forze; I’ inte-

grale (5), indicando con c~ , b , c , f , c~ , ~ , C sette costanti
qualunque, prende la forma seguente:

La ( VII, 8 ) è della stessa forma di quest’ultima ove si
supponga C o. Tralasciamo di dedurre questa classe di

problemi dalle condizioni necessarie e s-iifficienti, perchè le
( III, 7, 8, 9,) diano luogo ad un sistema completo di

quattro equazioni. Se nella (8) si pone si
ha il risultato ( IV ), cui giunge il Bertrand, da cui per
mezzo d’una trasformazione lineare e precisamente ponendo

rispettivamente al lnogo di
a y , si giunge alla forma (8) stessa. È cos
esaurito lo studio degl’ integrali della prima forma.

..
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~x.

Seconda forma. Sistemi di quattro integrali
dipendenti dal tempo.

;

Nello studio degl’ integrali della seconda forma (,II, 7),
pei quali abbiam visto aver luogo le equazioni ( II, 11 ), il
Bertrand si occupa esclusivamente del caso, in cui le rette

cost. , k’=cost. siano normali ad una serie di superfi-
cie, nella quale ipotesi mostra che, prendendo un certo siste-
ma di coordinate. curvilinee, la ( II, 7 ) assume la forma:

Indi, fatto vedere che i soli casi nuovi da tentarsi sono

quelli, in cui le superficie Q3=cost. sono sfere o superficie
canali , potendo allora il sistema suddetto di coordinate

corrispondere alle coordinate polari e passando poi alle
coordinate rettilinee, trasforma l’integral precedente in
questo:

da iitte-da nel caso di 
d t 

- o, sl deduce cha: Se Zn un 

grale iitclipendente dal di un proble1na del
di un punto piano sotto l’ azione di

forze pC 11,’), fttnzioni dell., coordinate 11,’, si

in luogo di

~~,~ , ,~’,~’ , si -íiztegi--ctle coiitune a ttttti 
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a tre iii cui le forze soddisfano alle due
con,-Iizioizi :

Indipendenteinente da questi risultati del Bertrand (*) io mi
propongo ora di trovare tutti i possibili sistemi di quattro
e tre integrali indipendenti o no dal tempo.

Pongasi : 1

le ( II, 8, 9 ) diverranno:

Formando l’ espressione A( B(F) )-B(1-B(F)) ed ugua-
gliandola a zero, si ha :

r) Cfr. Bertr. Alern. cit. Art. 
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Il sistema (5), (6) ammette quattro soluzioni, se è

completo o acobano; n1:i la (7) non può essere evidente-
mente una conseguenza delle (5) (6), quindi essa dev’essere
identicamente verificata, cioè si deve avere:

le quali non possono essere identicamente soddisfatte che
se si ha :

Da queste, dalle (4) e dalle ( II, 11 ) si trae, indicando
con a, b, 2 c tre costanti :

onde:

Le condizioni per le forze sono allora:

e le (5) , (6) formano il sistema iacobiano
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Ora ax+cz sono soluzioni della prima equa-
zione : ponendo quindi

e introducendo nella seconda e 1 in luogo delle varia-
bili y e z, si ottiene 1’ equazione :

che avrà per soluzioni le quattro soluzioni cercate.

Dunqiie: Qualunque di qztattro iiite 9 rctt,,,
funzioni anche del a prrobleJni rela-
tivi al inolo di 2GYL nello spazio sotto dí

forze, funzioni delle sole coordinate, pitò dedursi 
J7iediatc»ie&#x3E;iie dai qztaltro delle del
inoto di un punto nel sotto di forze pur’e
fuizzioni delle sole coordinate. Basta sostituii-e alle

del punto nel piano e alle de -ivate rap-
al ’ , ’ &#x3E;.ispetiivar&#x3E;iente le quantità 

ax + cz , ~S’e n , ~ ) , ~ ( 7í
erano le co»ipo&#x3E;ienti delle forze accelerai,rici secondo

gli del piano, cos  ottenuti con-

senza deterntinazione a tutti i pro-
blemi del di un punto rnell0 spazio, 1sollecítato da

le coínponenti secondo gli assi x , y , z sod-
disfii2o alle equazioii  (8).

S. v L i b. s 11
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Le ( II, 16, 1 "~ ) danno un teorema analogo : Ogni
due 

a più due si dai due

integrali dei una dirnensione. Se

era differenziale del 1noto di quest’ 
.. , . dn

punto, sostituendo ne suoi due integrali per n e dt
rispettivan2ente si ottengono due in-
tegrali comuni cz tutti i problemi a due diJnensioni, in
cui le forze sodclisfano alla di condizione :

Nell’ipotesi attuale delle forze è chiaro che non possono
esistere sistemi di quattro integrali comuni, che non conten-
gano il tempo, pel moto d’un punto nello spazio, come pure
non possono esistere due integrali indipendenti dal tempo,
se il punto si muove nel piano ( Cfi°. §. I. ).

x.

Sistemi di tre integrali indipendenti
dal tempo.

Per questa ricerca dovremo supporre che nel sistema
dF

( X, 5, 6 ) manchi il termine e la (7) dovrà o

essere identicamente soddisfatta oppure una conseguenza
della (5); assumendo questa seconda ipotesi più generale,
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si 
. 

ha :

le quali sono identicamente soddisfatte, se si ha:

Da queste e dalle (II, 11) e 4) si ha integrando :

Supponendo, il che non toglie la generalità ai risultati, le
costanti C=C1=C2==O, le condizioni pet° le forze divengono
precisamente le 2), date pure dal Bertrand, e le equa-
zioni che danno i tré integrali comuni assumono ora la
forma:
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Se osserviamo sono soluzioni della
x x

priina, ponendo:

ed introducendo nella come nuove

variabili in luogo di y, z, u, v, si ha l’ equazione:

le cui soluzioni sono soluzioni comuni alle due precedenti,
e quindi sono gli integrali corcati

Il teorema del Bertrand può dunque enunciarsi cosi: s

Tutti i sistemi di tre integrali indi1uendenti dal teirapo
comuni a problem  al di itil. 

nello spazio sotto z’ azione di foí-ze, (’unzioni soltanto
delle coorclinate, si dai sisteíi i dei tre inte-

indipendenti dal tempo relativi al di un

piano sotto di funzioni
delle sole coordinate. Basta sostituire in questi ti-e ulti-

in luogo dielle e delle loro

derivate rapporto al rispettivamente le quantità

erano

le coinponenti seconrlo gli assi x delle farze che agi-
vatto sul cos  i-icavatt

senza uttei-iore determinazione a tutti i

problemi del di un punto nello spazio, quali le
componenti X, Y, Z delle forze aecelerati-ic  secondo

gli assi x, y , z alle due eqttazioiii (iX, 2).
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La (Il, i 4 ) dà luogo ad un teorema analogo : 
differenziale del di 2c?2

punto Per un CL sosti-

tuiscono nel suo integrale indipendente 

luogo di 1) , 1)’ quantità 
x

cos  ottenuto tutti i 

due nei quali le soddisfano alla 
di condizione :

Questi due teoremi comprendono come caso particolare
il principio delle aree.

X I .

Metodo per la ricerca, dei sistemi di tre integrali
comuni dipendenti dal tempo.

Se le ( ÌX, 5, 6 ) non costituiscono un sistema completo
esse avranno tre soluzioni comuni, nel caso che le tre equa-
zioni (IX, 5, 6, 7) formino un sistema completo. Poniamo:

la ( IX, 7 ) prenderà la forma:
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Uguagliando a zero le espressioni A( C(F) )-C( A(F) ) ,
B( C(F) )-C( B (F) ) si ha:

,Ma si ha tenendo conto delle ( II, 11 ):

ovvero anche:

Negli sviluppi di ( ~ sostituendo
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alle somme dei termini che contengono derivate terze di

l~ e k’, somme di termini i che contengono soltanto derivate
seconde mediante le ( 11, 11 ), si ha:

Ponendo~
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si ha:

Affinchè esistano tre soluzioni occorre che le (3), (4) o
siano identicamente soddisfatte, oppure uua identicamente
soddisfatta e 1’ al tra conseguenza della (--3’) e delle (5), 3 (6)
del §. IX, oppure tutte e due conseguenze cli queste.

Considereremo separatamente i quattro casi che si

presentano.

XII.

Primo sistema.

Supponiamo le ( XI, 3, 4 ) identicamente soddisfatte.
Si ha allora:
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Dalle (1) e dalle ( II, 11 ) si deduce facilmente:

Queste riducono le (2) a quattro sole equazioni distinte,
le quali ponendo:

prendono la forma:

l’osto:

si ha dunque per le (5), indicando con x tzna funzione
arbitraria: 1

La prima delle (4) prendendovi per 
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cli v iene :

integrando e indicando con ? una funzione arbitraria:

dove: O

Dalle (6) si ha dunque:

L’ ultima delle (4) è identicamente soddisfatta dagli
attuali valori di 1 , 1’ , purchè a abbia la forma :

essendo una funzione arbitraria di w.

La condizione per le forze che si ha dalla (6), ed i

due integrali sono quelli trovati nel §. III. eq: (13, 14, 15).
La (7), tenendo conto della (8), dà una seconda condi-

zione per le forze:
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RIa pei valori ora trovati per a , «’ , k , k’ ecc. la

(XI, 2 ) diviene:

e se per brevità poniamo :

introducendovi le variabili p., y in luogo di z e v, questa
prende la forma:

per cui se si pone:

~ integrale generale prenderà la forma:

ove F è simbolo di funzione arbitraria.
La ( lX, 5 ) si trasforma ora nella seguente:

onde posto :
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1’ integrale generale di quella equazione avrà la forma:

per cui ogni integrale della 5) è ora integrale anche
della (XI, 2).

La (IX~ 6) si trasforma allora nella seguente :

che è soddisfatta, oltre che dai due integrali già ottenuti,
anche dall’integrale della equazione :

e 

cioè, a causa della ( I1I, 14 ~, dall’ integrale della equa-
zione : ’

Indicando con 7 una costante, il terzo integrale comune
è adunque:

ossia ritornando alle variabili primitive:
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Secondo sistema.

Supponiamo ora che una delle ( Xl, 3, 4 ) sia identica-
mente soddisfatta e l’ altra sia conseguenza delle primitive:
è facile vedere che le (5), (6) del §. (IX.) contengono
ciascuna una derivata che non apparisce nelle (XI, y 3, 4):
una qualunque di queste potrà dunque essere conseguenza
delle primitive soltanto quando i suoi coefficienti siano pro-
porzionali ai coefficienti della ( XI, 2 ). Ciò posto, sia la

(XI, 3 ) identicamente soddisfatta e l’altra conseguenza
delle primitive. Sviluppando l’ equazione:

se ne deduce, afiinchè questa sia identicamente soddisfatta,
che debbono aver luogo le equazioni :
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Da queste, dalle ( II, 11 ) e dalle posizioni ( IX, 4 ) , y
( XI, 5 ) si trae, indicando con a , b, c tre costanti:

Quindi la ( XI, 3 ) diviene :

dove: e

Ora questa deve essere identicamente soddisfatta, e ciò sí
otterrà col porre :

e questa insieme alla (1) riduce la prima delle ( II, 11)
alla relazione:

I termini in Ui , .v4 , u3v , ~ , v e i termini indipen-
denti v del primo membro dell’ equazione:
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uguagliati a zero dannó:

Le (9) e (10) sono conseguenza delle (5) , (8); le due
equazioni (11) a causa della (5) e della (12) sono fra loro
equivalenti. L’integrale generale della (8) è

Sostituendo questa espressione di ~; nelle (5) , (6) si

trovano due equazioni, ciascuna delle quali non è identica-
mente soddisfatta qnalunque sia y a meno che non si scinda
in due altre, le quali permettono ài deterrninare le tre

funzioni arbitrarie q , § , x. Si trova allora, se a , b , 2 c ,
d, f, g sono sei costanti, c11e 1’ espressione più generale
di l~; è:
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è identicamente soddisfatta, se si ha:

dove L ha lo stesso significato che nel §. XII. Dalle equa-
conseguenze della (12) e della (2) si rica-

va, ponendo mente alla (1 ) :

e quindi per la (15):

onde, come nel s. precedente e dando ad m lo stesso signi-
ficato che aveva allora:

Sviluppando la (2) e per variabili

indipendenti si ha:

la quale integrata dà :
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dove si è posto:

La prima delle (11), osservando che si ha:

diviene:

per le posizioni del ~. XI e per i valori attuali di
considerando ~ come variabili indipendenti in

L uogo di x, y , z, 2 si ha :

Sostituendo in i-luesta per 
dt -’edt i loro valori trattibostituendo in questa pe r d2 L 

i loro valori tratti 
’

dy dp
dalla (18), e quindi sostituendo questo valore di li nella

(19), questa diviene à

Quindi si può porre:
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e la (18) diviene:

Per le ( l ~), (16) si hanno ancora la condizione e gl’ in-
tegrali ( III, 13, 14, 15). La seconda condizione per le

P·_

Le (IX, 5, 6), (XI, 2) formano ora titi sistema

completo. La terza diviene, introducetidovi come variabile M
in luogo di x:

onde, oitre le ( XII, 10 ), ponendo:

l’ integrale generale avrà la forma:

~y, sostituendovi alle 
le 

~ ~. , w, 3 diviene:
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la quale ha per integgral generale :

dove si è posto :

La ( IX., 6 ) diviene allora:

onde il terzo integrale comline è:

dove per le precedenti posizioni si ha:

Terzo sistema.

Sia la (XI, 4) identicamente soddisfatta, e i coefficienti
delle derivate parziali di F nelle (XI, 2, 3) siano fra loro
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proporzienali. Dalla prirna identità si deduce che le derivate
seconde di ~; e ~’ rapporto a J e z sono nulle, e inoltre:

Intanto si può porre:

La proporzionalità dei coefficienti delle ( XI, 2, 3) dà
anzitutto :

da cui si trae :

Sostituendo le espressioni di k e 1u’ nella prima e nella
seconda, se ne deduce:

Quindi la terza diviene:

Quindi o consideriamo da prima
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il primo caso; allora si ha dalle

ponendo uguali a zero i coefficienti

d  y e z ed il termine indipendente da queste variabili

dell’una o dell’altra delle ( II, 11 ), si ha facilmente colla

integrazione :

Nel caso in cui si abbia p == c~ ~ dalle (il, 11 ) si

rileva, ponendo uguali a zero i coefficienti di y , z ed il
termine noto, che deve essere infatti i coefficienti
di J e z nella prirna danno resp.

quindi si vede che questo caso rientra nel precedente.
Le (1) , (2) avuto riguardo alle (7) danno luogo, alle

( XII, ~, ~ ), ed anche alle seguenti :

La (8) prendendoci per diviene:
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Quindi:

dove è

E sostituendo nella ( XII, 6):

E bacile vedere che i valori (10) , (12) non possono
soddisfare alla (9) a meno che Q non sia una costante C.

Le espressioni cos  trovate per l~,- , h’ , 1 , I’ riducono

completo il sistema (IX, 5, 6; Xt~ 2)~ prendendo per ~ ~
le espressioni date nel §. XII (~ O), ponendo

ed operando come alla fine dei §§. XII. e XIII. avremo
oltre le 13, 14, 15), per terzo integrale :

ossia:
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e la seconda condizione per le forze sarà:

Quarto Sistema.

Sia no infine i coefficienti delle derivate parziali di F’

nelle (XI, 2, 3, 4 ~ proporzionali fra loro. La propor-
zionalità dei detti coefficienti nelle (XI) 2, 4), supposta
anche nel § dà luogo alle equazioni ( Xlll, 1-3,
7-12, 14-17). proporzionalità dei coefficienti nelle

3, 4 ) dà ora luogo alla unica equazione :

avendo e A2 ]0 stesso sig’nii cato che nel § XIII.
Uguagliando fra loro i coefficienti di e V2 nella (1)

si ha :

e indicando e 0/3 funzioni arbitrarie :
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donde :

dove: o

Sostituendo questi valori nelle (XIII, 8, 9 ), si deduce:

onde:

dove sarà pure :

_ 

affinchè i secondi membri delle (2) possano essere deri-
yate d’ una stessa funzione, ed affinchè la ( XIII, 10) sia
identicamente soddisfatta.

In ultimo per soddisfare alle ( II? 11 ) se 

sono costanti, è, come nel § XIV:

Per le ( XIII, 11 ) si ha dunque:
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da cui e dalla ( XIII, 12) si ottiene:

onde la (XIII., 12) diviene:

ossia per la ( XIII, 17), prendendovi per variabilí indi-

pendenti M y , z in luogo di x, y, z :

Integrando, e indicando con p una funzione arbitrar’a
si 

. 

ha : ’

o più particolarmente per soddisfare alla (5):

Una condizione per le forze e due integrali sono le

(lll, 13, 14, 15). La seconda condizione è:

Tl sistema ~ IX, 5, 6; ~I, ~ ) si verifica ora completa,
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ed ha le tre soluzioni della equazione:

avendo posto, oltre le ( XII, 10) anche:

Il terzo integrale è adunque :

Dott. PENNACCHIETTI.


