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SUGL INTEGRALI

COMUNI

A PIU PROBLEMI DI DINAMICA

D NS S 3
DEL

DOTT. GIO. PENNACCHIETTI

E noto che nella Dinamica si presentano delle classi di
problemi per i quali si possono immediatamente assegnare
degl’ integrali pel solo fatto che le forze applicate ai vari
punti del sistema soddisfano ad alcune condizioni analiti-
che. GI’ integrali comuni a tutti i problemi che apparten-
gono ad una data classe possono o contenere la espressione
analitica delle forze (come I'integrale delle forze vive) op-
pure essere da questa indipendenti ( come gl’ integrali delle
aree ). Il Bertrand ha risoluto il problema (*): Determinare
gl'integrali indipendenti dalla espressione analitica delle
forze che possono essere comuni a pitt problemi relativi al

(*) Sur les intégrales communes & plusieurs probiemes de Méca-
nique (Liouville t. XVII, 1852)—I! metodo del Bertrand & stato applicato
anche dal Rouché nella sua Memoria « Sur les intégrales cominunes &
plusieurs problemes de Mécaniqu- relatifs au mouvement d’un point sur
une surface » (Liouville, 2.* serie, t. III, 1858) — Si pud ancora vedere
la Memoria del Bertrand « Sur quelques-unes des formes les plas sim-
ples. que puissent présenter les intégrales des équations differentielles
du mouvement d’ un point matériel » ( Liouville, 2.° serie, t. II, 1857 ).
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moto d’un punto, quando le forze sono funzioni soltanto
delle coordinate, e stabilire le condizioni cui debbono sod-
disfare le forze stesse, affinché i corrispondenti problemi
ammettano quegl’ integrali.

11 metodo tenuto dal Bertrand nella risoluzione di questo
problema consiste essenzialmente in ¢id, che, potendosi,
stante la arbitrarietd dei valori iniziali delle coordinate e
delle velocitd, dedurre da una equazione che etfettivamente
sia un integrale del moto, quattro equazioni (una delle
quali perd necessariamente conseguenza delle altre ) fra le
tre componenti della forza, si pud in generale, dato che sia
un integrale di un movimento, dedurre da esso le espres-
sioni delle forze che generano quel moto. Pud per altro
accadere che quelle quattro equazioni si riducano anziché a
wre indipendenti a due od anche ad una, ed allora quella
equazione integrale proposta potrad appartenere a tutti quet
problemi nei quali le componenti delle forze soddisfano alle
due relazioni od alla relazione cui le quattro equazioni si
riducono .

Il Korkine (f) ha ripreso il problema del Bertrand
togliendo la restrizione che le forze siauno funzioni soltanto
delle coordinate ed ammettendo invece che esse possano
esscre funzioni anche delle componenti della velocita, ma
si & limitato a ricercare i sistemi di due integrali comuani a
pitt problemi del moto di un punto sopra una superficie. Se
non che in tal caso il metodo del Bertrand non conduce pit
ad equazioni finite fra X, Y, Z, ma ad eguazioni che olire
a queste quantitd contengono le loro derivate rapporto ad
«',y', ¢’ talché il Korkine ha dovuto tenere una via
diversa, fondandosi sul noto teorema del Clebsch: Un siste-
ma iacobiano o completo di 2 equazioni a derivate parziali

(*) Sur les intégrales des équations d’un point matéricl. (Mathem.
Annalen Leipzig 1879 ).
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del primo ordine lincari ed omogenee econ 7 variabili am-
mette n—p soluzioni.

Seguendo la via tenuta dal Korkine determino da prima
(8. 1.) la forma che debbono avere quattro equazioni indi-
pendenti dal tempo, affinché possano essere integrali comuai
a pint problemi relativi al moto di un punto nello spazio,
quando le forze dipendono dalle coordinate ¢ dalle componenti
della velocita del punto; dopo, studiande il movimento di un
punto soggetto a forze funzioni soltanto delle coordinate,
trovo dei risultati in parte non coantenuti nella memoria del
Bertrand.

L

Sistemi di quattro integrali comuni
indipendenti dal tempo.

Se un integrale:

“"——*F(W:%Za 96';3//,2'35)
delle equazioni differenziali del moto:
d*x d*y Az

=X gp=Y ) gz =1

é comune ai due problemi (X ,Y,Z) e (X,,Y,,Z,),
dovranno essere verificate le due equazioni che se ne dedu-
cono derivando la equazione integrale rapporto al tempo, e

d?x  dy  dPz
sostituendovi per d7 0 ar 0 qp

ed un’ altra X, , Y, , Z;, ciod le due equazioni:

»

una volta X, Y ,Z

dr o dl 2 (il" dr dl*
di”’ + '/+d° +du +c£z Y+da +dt i
dar dl dadr S dF

L’Z;xl+ /+d' +d-)c‘{+ll/Y‘+d Zl+d£ ==0.
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Ora delle componenti X , Y ,Z : X,, Y, ,Z, almeno
due corrispordenti possono supporsi diverse fra loro; siano
queste X , X, . Ponendo:

LYY, I,
__}L—T-————_‘Xi , I _———“—*‘X_Xi .......
Y, X-X,Y
Z:Y—-—IX::_Y-——]X :'—‘1"“—#‘ . . . . 1
v 1Ay X—X, )
7,X—X,Z

V=K X=Z,—kX ="
Ay

le due ultime equazioni prenderanno la forma:

AF dF  dF
AE)= b gk =0 oo 2)

dar
B\F)m o +dyJ +dz +d ! dz l +dt =0, (3)

e la equazione ottenuta da queste coll’uguagliare a zero la
funzione alternata B (A (I') ) — A (B (") ) sara:

' ? AR
©,A)— dm+j§/ K T AO—BE |+
+d %A(l) B(l‘);——o ........ ).

Perché il sistema (2), (3) ammetta cinque soluzioni,
¢ necessario pel citato teorema del Clebsch che la (4)
o sia identicamente soddisfatta od una combinazione linea-
re delle (2), (3) ; non pud essere identicamente soddi-

-~

sfatta evidentemente, perché il coefficiente di — &1'unita,

e,



non puod essere conseguenza delle (2) , (3), perché manca
dF¥ .
—7» @ mon pud evidentemente essere conseguenza della
sola (2). D’ altra parte nemmeno se si suppone che I non
contenga esplicitamente ¢, le soluzioni possono essere cin-
que, perché allora il numero deile soluzioni sarebbe mag-
giore della differenza fra il numero delle variabili e il
numero delle equazioni. Non possiamo avere dunque al pilt
che quattro soluzioni. Shpponiamo che le (2) , (3) abbiano’
quattro soluzioni comuni indipendenti dal tempo: dovra
la (4) essere una combinazione lineare delle (2), (3), e
: s
d—.7[:”
(3) moltiplicata per un fattore, sicché dovranno i coeffi~
cienti della (4) essere proporzionali a quelli della (3), e si
avra quindi:

poiché non contiene dovra ridursi semplicemente alla

’

’

z

k :zy—, k=
@x @©

1 A()—Bk) A(l)—B(k) -
R ] 7 e (9)

Supponendo, come faremo sempre in seguito, che X,Y, Z
non contengano esplicitamente il tempo, questo non com-
parird esplicitamente per le posizioni (1) nemmeno in
Eyk 0,0, onde le (5) sviluppate divengono:

dl . dar dal )
T +El;y +d7“ =20 , ——%-J{—dyJ +55° ‘=2,

Queste mostrano che I, ' sono funzioni omogenee di se-
condo grado di @' , ¥’ , 3" ; quindi potremo porre:

! ’

K 2

! ’
P ./ 4 ] Pl y z -
-—j-xlz?(a’;?/yz’:l?*; V= H”(x’y?‘};"o;'
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Per le (1) i hanno ora le condizioni:

Yw'__Xy’:.Eys‘@(vv y Yo Zy % )
> (6)
Zx’-—-XZ'::x’mﬁb(w Y, 5, "'.' 3,—> \/

Prendendo per &, %", [, I’ le espressioni trovate, il siste-

!

. . y oz
ma (2), (3) & completo, ed osservaudo che é—, » 7 Sono ora

v

soluzioni della (2), e introducendo queste come variabili
nella (3) in lnogo di due delle variabili proposte, per es.
y' , 2", le soluzioni della equazione che se ne dedurrd,
saranno soluzioni anche della (2); ponendo

’ ’
y
X

3
‘/;z.,,z_—;,

Y equazione alle soluzioni comuni delle (2), (3) sar:

dF  dF
d.,v+dy +d~y+dr‘?<9€, Y,3,0, C)-}-dgq/m v, z,m,8)=0.

Dunque: La condizione necessaria e sufficiente, affinche
pil problemi ammeltano quattro integrali comuni indi-
pendenti dal tempo, & che le forze soddisfino alle (6). Se

d%n dn dzN 43 dn  dg
ALY T d/> AR AR,

sono le equazioni differenziali del moto d'un punto nel
piano sotto Uazione di forze fun‘,zom esplicite del tem-
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po, delle coordinate e delle derivate, e se ne’ suot quai-
tro integrali che sono della forma:

y dn d&
a:f&t,n,ﬁ,m,ﬂ)

! 1

. . < . .
si sostduiscono x , y , =, ?L s 7 rspelticamente a
¢ @
_dn dz

t,n,8, Ti a1 i quattro integrali cosi ricavati sa-
ranno, senza wlteriore determinazione, © quattro inie-
grali comunt @ tulti 7 problemi del moto di un punto
libero mello spazio svito U azione di forze funzioni
esplicite delle coordinate, delle derivate e non del tem-
po, per qualy tro le forze sussistono le condiziont (6).
Similmente il risultato del Korkine pud formularsi cosi:

Se
d%n dn
E= 7 77 )

é U equazione differenziale del movimento a una dimen-

’

stone, sostituendo ne’ suoi due integrali x , vy , Zi— n

{uogo dv t , n qp » uests due integrale cositrasformats

converranno a tutlti quet problems a due dimensiont, net
quali sia soddisfatta la condizione:

: — Yy
@'Y —y' X=x"0(w , v , ‘é.} .
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I1.

LeA dae forme degl’ integrali comuni nell’ ipotesi
delle forze funzioni soltanto delle coordinate.

D’ora innanzi suppongo le forze funzioni delle sole
coordinate; per le (1) altrettanto sard di k, k" ,¢,7,
onde !’ integrale generale della (2) é:

a=F(x,y,z,y—kd' , 2=k ,t) ... (7)
Ponendo :
y—kr'=u , z—kaz'=v

la (3) diviene:

dF | dF dF dF
dt +d u+d7v+dul+dv
A dk dlz
+ doo+k +kd7 du > )]

¥/ dk ak’
—| 7u dx+"dy+ & dz>+d awtiay —H‘dz}]-()

Ora noi possiamo considerare w ,y , s, ¢, u, v, o come
sette variabili indipendenti, e non essendo F , &k, &', 1, I
in tale ipotesi funzioni di &', quest’ equazione si scinde
nelle seguenti:
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dl*  dF ar dr dif .

dt+d dzv-i-ﬁl—l—%l——o N €5))
IF AF dF/dk o dk Ci: d/b k' o
+h + dz du dJ +d‘. >~ +dz )——0 9)

dF - dl: ~ dk dF d/x dk dk
T dx—}—/‘dj-{-la dz>+a’ -{—k >“—o . (10).
Se non si ha identicamente:

dk dk  _dk ar' .
(-z;;-i_k@_{—kd—zz , d —]—]»d?/—}‘-kd,——-—o . e e (11)

!

la (10) integrata da, indicando con M, N, P delle fun-
zioni diw ,y, z:

a=IMo'4+Ny'+Pz" , o ,y,2,¢) . . .. .. (12)

e questa & la prima e pilt semplice forma d’integrali comuni
a pitt problemi. Se invece si hanno identicamente le (11),
si ha una seconda forma che studieremo nei §§. IX. e seg.
Il Bertrand nota che le equazioni k==cost. , k' = cost.
rappresentano una serie di rette, e che quando k e %'
siano I’ una funzione dell’ altra, I’equazione k==cost. rap-
presenta una superficie sviluppabile: io non avrd bisogno
di queste osservazioni.

Pel moto di un punto nel piano si hanno tutte le equa-
zioni precedenti in cui mancano i termini che contengono
2, v,k ,l':in tal caso si ha una sola forma d’integrali, e
le (8) e (9) non ammettono evidentemente pitt di due solu-
zioni: esprimendo poi le condizioni, perché da esse possa
derivarsi un sistema completo di due o di tre equazioni,



si hanno soltanto gl’ integrali:

a_[(J+c)q~(@+c\J] _H(JJ“C) GT:

a=(y+4c)s —(ctc)y' —Ct. . . .. .. e (14

e il sistema:

o=(ay 402"+ flay-+b2) . . . . ... .. L. (1)
d(ay-+0z) .

o A S S— 16
fVa—Qf/'(ai/+bz)d(aq+bz) (16)

che convengono a tre rispettive classi di problemi, e che
sono i soli integrali comuni a pitt problemi nel piano. Le
(13) e (14) sono ottenute dal Bertrand, le (15) e (16) dal
Korkine. 11 Bertrand da le (13) e (14) colle costanti
¢=c,=o0, il che non toglie evidentemente nulla alla gene-
ralita.

La (8), come osserva il Bertrand, dimostra il seguente
teorema :

Tutte gl mz‘eJ)ah comuni @ piis problemi del moto
di un punto nello s <pazw nell’ ipolesi delle forze fumzom
delle coordinate si possono ricavare dayl integrali der
probleint del moto di un punto nel piano, rappresentando
con 1y , z le coordinate correnti dv quest’ ultimo punto,
sostituendo wn quest’ integrale y'—hx' , 3'— K& alle de-

dy

rivale cT introducendort pot @ come parametro

dz
t’de’
costante, e facendoinfine leopportune deternvinasiont (1),

(1) Cfr. Bertr, Mem. cit. Art. XVIII, XIX, XX.
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Aunaloga corrispondenza esiste fra gl” integrali dei pro-
blemi a una dimensione e gl'integrali comuni a pitt problemi
a due dimensioni.

TII.

Prima forma. Sistema di due integrali.

Se una funzione ¥ non contiene alcuna delle variabili
x , 4,3 ,equazione I'==cost. non puod essere integrale
comuune a pitt problemi: infaiti allora si avrebbe identi-
camente :

df  dF | JF , dF
T +@y +gF =0

da cui si dedurrebbe, derivando rapporto a «’ , y', 2’ che
I non potrebbe essere funziove di ¢, z, y , 2. Per stu-
diare quindi gl integrali della prima forma (II, 12) po-
tremo supporre una delle tre funzioni M , N, P uguale
all’ unitd e dare all’ integrale la forma:

a=="(x ,y, 2,2 —ay'—0bz" , t) . .. (1)

essendo @ e b funzioni soltanto di @ , v , 3.
Pongo:

u=ux'—ay —bz .

R €9
L=aY4bZ—X .. ... ...

Derivando la (1) rapporto a ¢ si avrad:
T di , W A d
it tay e TaY it

da , db )\ , [(da , db )\ , )
+<d-y~.y Taf )y +'<07;3/ +(7;,Z>3 +L§=°>

O dF%(da db

F ¥ nn @z) (utay' 402
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in cui, non essendo I’ ;@ , b, X, Y , Z funzioni diy’, 2’
devono potersi annullare separatamente i coefficienti di
p
’ 19 ' ' . e . . ’
y'?,2?, 947,y , s eitermini indipendenti da y' , 3",

con che si hanno le sei equazioni:

Z%a+gz=o.. @, b—}-gb NG
df +dz+dba+gj’ ........ 6)
N S
b= T BT
L. U . PR

Si formino le equazioni:

da\dF. [(d%b d* @ d2b d*a \dI'

A,B)= 2( b+d )daz+u<l:c- dx? +dacdy dxd@)du o - (19
da dF d’ dF

(A,C)— 2 <A(L)+L W )d«f" ...... (1)
b dF ,d2b\dF

(B,0)— ‘i (——+<B(L)+L dx)——: ...... (12)

I chiaro che le (7), (8), (9) non possono ammettere pitt di
due soluzioni comuni, ma esse non possono formare un
sistema completo, perché le (10), (11), (12) non si possono
formare linearmente coi primi membri di quelle, poiché
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ciascuno di essi contiene una derivata che non apparisce
nelle (10), (11), (12). Dunque, se le (7), (8), (9) hanno
due soluzioni comuni esse devono formare un sistema iaco-
biano, e le (10), (11), (12) devono esser verificate identi-
de_db_da__

I —de—d: , le quali

unite alle (4), (®), (6) mostrano che @ e b sono costanti.
Di pil si avrd:

camente, onde si deve avere

L dL dL . dL
dx +dJ 05 dxb_l___‘_o

Indicando con @, b, ¢ tre costanti qualunque si puod
porre dunque:

L=r(ax+by-+cz).
La condizione per le forze &
X+ bYcZ—=r(amtby+cz) . .. ... (13)
Dal sistema (7), (8), (9) ovvero sostituendo in quest’ultima

d*e  d* .
equazione T ;lﬂj ) :;ltf in luogo di X, Y ,Z e poi

integrando, si trovano i due integrali:

—(ao' by c2')2—2 [w(ax-4-by+-cz)d(ax+by+cz) . (14)

__ [ d(azs+by+cz) s
ﬁ+t._ﬁa—}—?fn(ax-{—ly—{—c&)(l(clﬂ;-}-b_y-}—cz) (19)

analoghi agl’ integrali (1I, 15, 16).
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IV.
Casi semplici.

Consideriamo alcuni casi semplici di un integrale co=
mune della prima forma. Se I' & funzione di u , ¢ soltanto
le (111, 7, 8, 9) danno; indicando con C una cestante;

d a_i b

o , L=—C,

by

ove C & una costante: da queste per le (11, 4, 5, 6),
essendo m , n , p costanti:

=——iNE—n , b=1my—p.
L’integrale e la condizione per le forze sono:

a==(zy —yz Y-’ fny +pz—Ct . . . . (16).
C==m(sY —yZ)+X-+nY -+ pZ.

Supponendo I funzione di u soltanto, si otterrebbero
ancora queste equazioni con C==o0. Suproniamo It funzione
dix , v, u; essendo ora il numero delle variabili uguale
al numero delle equazioni, il sistema (IIf, 7, 8, 9) non pud
ammettere alcuna soluzione, a meno che gqualcheduna di
quelle equazioni non sia identicamente soddisfatia o combi-
nazione lineare delle altre: il che non pud accadere che se

—0 . . ..... (7

dr - .
Ora F7aml ed il sistema riducendosi alle due sole equa-
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zioni (ILI, 7, 9), non sard possibile pilt di wna soinzione,
e (uesta esistera quando si abbia:

de  d%a
de L
che si scinde nelle due:
d2a da N
20 A( L)+3La—%=o )

onde per la (17) e per le (IlI, 4, 6), indicando con ¢ e ¢,
due costanti e con f una funzione arbitraria si ha:

a____.oc—{-c, [ 1 [y+c \)
y+c 7T (wte)? Lx—{—ci

Potendosi supporre ¢==c,=o, e scrivendo, f(o%\ invece

./Z o .
di é/k%) la condizione per le forze e I'integrale sono:
/

- I /y
ml»——st{;ﬁ/&%) ........ (18)
am(y—ay PS4 (19

come si & trovato per il piano (1I, 13).

In ultimo sia I funzione di v , z , w. Allora (111, 9)
¢ L=o, e le equazioni (A,C)=o , (B,C)=o0, dovendo essere
verificate identicamente, daranno:

d*a d®b

———==() ]
da® 77 do?
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La equazione (A,B)=o0 pure deve divenire una iden=
tita, poiché non si pud dedurre dalle due A=o0, B=o; si
avra dunque:

da, dao d*a  d?
El?ob'*-il—zzo’ dodz  dady - (@D

La (1III, 6) diviene allora

db
d.%a+ d ..... (22)

Le (20) e le (1II, 4, 5) mostrano che si ha:

a‘}—+—7t1(2) b:__x+X1(y)
y+r(e) x4 ()
Dalla seconda delle (21) sirileverd che dev’ essere:

’ ’

™

W+ G0

Contemporaneamente la prima delle (21) e la (22) danno:

it +ﬂ‘1 ﬂ(x+m)
y¥m) G0 9= GteE

o Xy X'<m+X1)_
(+m) G0 ' 2+ @+

ossia

(-t (EH0" (Y +m)— (a4 (@4 )7 =0
(o714 (@ 40x ) E 40—y 4-m) (o7 =0
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le quali, dovendo essere verificate qualunque sia a7, danno
yFr=GE+0r 5 afr=y+mxs

donde ='y'==1, quindi n" e ¥ dovranno essere costanti, e
si dovra avere, indicando con m , # due costanti:

y—n
n=mz-n, T="

Introducendo nelle precedenti equazioni queste espres-
sioni per = e y, esse daranno:

[ !
Ty=——M)

e per conseguenza w, e y/, sono costanti, onde si pud
porre :

y—-"
m=pitq 5, A= "“%{“ :

L’ integrale e la condizione per le forze sono adunque:

a=y"—y 1 +p(zy'—y2)fm{ws —za")nw' 4 qy'+rz'...(23)
0=xY —yX+p(aY—yX)+m(xZ—zX)+-nX+4+qYFrZ.

Dalla discussione del Bertrand (Art. XVIII, XIX, XX
Mem. cit. ) risulta che un integrale della prima forma
comune a pitt problemi si riduce sempre alla (16) con
n=p==0 e con C differente o no da zero, e alla (19); pas-
sando dai casi semplici al caso generale, come pure rifa-
cendo i detti Articoli della memoria del Bertrand, noi
vedremo come si possa giungere immediatamente alle
forme pit generali.

S. N. Lib. IV. 10
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V.

Un integrale indipendente dal tempo.

Sia %_‘=o, ed il sistema (111, 7, 8, 9) abbia una solu-

zione. Allora le (10), (11), (12) o saranno identicamente
soddisfatte ovvero conseguenza della (9); in questo secondo
caso la proporzionslitd dei coefficienti dara:

da, . da d2b d?a dazb d2a
Wi

0 4" T azdy dads
u L

da  d°a

2610& :_A (L) +L‘d—;"—“ Ao
do L ’
db d*b

Q@M—B (L)-}-L%—ugm .
“dx 1

Da queste equazioni che devono essere verificate qua-
lunque sia u, si ricavano anzitutto di nuovo le (IV, 20, 21)
gia integrate, e dalle quali abbiamo dedotto:

o LTt matg)—ply+n)
y+n-t-mz y-n-t-mz

e inoltre:

7 db
A(L)+3L—%=o , B(L)+3L-—o.
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Queste sviluppate divengono:

dL
(og+p9)g -+ Fnnms) g 8L,
dL
o+ 0)—ply-+) {2 n-pms) g+ SmL—o,

combinandole:

dL, dL dL
p%‘l‘m@ dz_

il cui integrale generale & L::uP(x-}—joz—{—(: y yFmz+4-c,):
quindi la prima delle precedenti ci mostra che si ha:

[— 1 . <w+q+pz )
| (y+n+tmz)® " \y+4n4-mz

Essendo permesso di porre n=—g=o0, la condizione per
le forze ¢ I’integrale sono:

oY —yX+m(wl—zX)+p(zY —yL)= 1 (%‘+pz )

(y—}—mz y-tmz
o oy (s —s)+play—y) | +
w-pz \ (0-+4pz ;
2 fo(2 +mz> (y S I 24)

alla qual forma il Bertrand giunge con m==p=—o.

Il caso in cui le (10), (11), (12) sono verificate iden-
ticamente & stato trattato alla fine del §. III.
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VI.
Sistemi di due integrali con altro metodo.
Da quanto abbiamo detto nel §. Il risulta che gl’integrali

comuni a pitt problemi a tre dimensioni si possono anche

dedurre dagl’integrali dei problemi a due dimensioni della
forma:

a=Fy , 2,0y, )y +4(y , 2)7", t],

la quale pud rappresentare le (1I, 13-16). La (II, 15)
da luogo ad integrali compresi nella forma:

=T [p() (4 —hae')4-8() (&' =k @)/ Tp(a)y F4(@)a)@

Per brevita poniamo:

U=ho(@)FA¢@) . . . . . . . ()
H=—UX+4o@)Y4+¢(@)Z . . . . 2
p=p(x)y+d(@)z . . . . 3

u==(—Ux'4-9(0)y (@)’ )2+f (> 06) 4)

allora deriv ando I’ ultima equazione integrale si ottiene:
dr , . ,
o 12U el 4497 ]
[‘““’“(? @ dJ)x v (Ve ) ot 11|

+ I ey @ ey + 4 |4 o |+ =
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Sostituendo per #' il suo valore tratto dalla (4) si ha:

el =1zt (oG i)+

+H(G— @) {3 s+

( @)= dyU \)Vg(@f +H]+df<<U+?(w>y+v(x)z)x+

ar,
+Vu“"'f ) + dz x =o0,
!
in cui potendosi considerare # , ¥ , 2, w , 2’ come varia-
bili indipendenti si possono mandare a zero i coefficienti
delle diverse potenze di ' e 2z’; i termini in &" danno:

dF (2 dU’ d
TR i)~ 20) 2L Uyt @s )+
+%=0 ]
equazione della forma: \
dF dF

dove A e B non dipendono dalla variabile u. Affinché
la (9) possa essere verificata, come & stato supposto da una
funzione I che dipenda soltanto da x e da u, & necessario
che 1 suoi coefficienti non contengano altre variabili, quindi
A e B dovranno contenere soltanto . Per mte@rare la (5)
si ricorra alla equazione:

du
T——:Bu—{-—A
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che da:

L v Bd”dx+0),

\

_ per cui 'integral generale della (5) é:

a=F({,(@)u+-by()) ,

talché possiamo anche prendere per integrale:
a=Y,(X)ut-do(z). . ... .. 6)
che, sostituendo per u il suo valor (4), & della forma:
a=[—U2' + p(@)y' +4(@)z PF @)+ () -« - (D-

Derivando questa si ha:

2(—Us' oty o) [ —oe +(,P D=0 )=y
o Jor e @ (Vo e |

+—f (@' @yt (@)2)2' o (@)y +d(w)z ]-—}——w =0,

che, dovendo essere verificata per qualsiasi valore di &', ¥/,
si scomporrd nelle seguenti:

. du
ST HF @ U , (@) UFE) )R, £ (HaIUF@) )Tl

2§, JFOHT @s—o, 2(¥@—1 JF@+F @0
—2UF@HH (@ y+40)) + G0, 200 . . ®
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La quarta e quinta derivate rapporto a ¥ e a z mostra-
no che si ha:

=7, (0)y +my() s 75(@) «

Sostituendo questo valore di U nella prima, se ne
ricava che si deve avere la forma pitt particolare :

_my-+t+nzta )
VF @)

Dalla seconda e dalla terza si vede che la forma plu
generale che pud assegnarsi ad U &:

e che si ha:

_ b pon € by—]—c..
?(x) VF(—.’JE) ’ V(x)—VF—@ . (10) , p= VF( ) .. (1)

Combinando la sesta e settima si ha percid:

d — , d
51{(2 WV F@+ o F <x>>_21?(x)d—0’::
da cui integrando e riponendo per p il suo valore (11):

f=flawdbytca) . ... ... ... (12)

Sostituendo le espressioni (9-12) nella (7) e nell’ultima
delle (8), queste divengono della stessa forma. delle (111, 14),
ed & chiaro che in tal caso esiste anche I’integrale (III, 15).
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VII.

Un integrale indipendente dal tempo
con altro metodo.

Nel dedurre dalle (11,13, 14) gl’integrali comuni a pii
problemi a tre dimensioni & di manifesto interesse il non
supporvi c=c,;=o, come fa il Bertrand, il quale (Art. XX
e XXI Mem. cit.), dovendo poi introdurre = come parame-
tro costante ottiene risultati sotto forma meno generale di
quelli ai quali, seguendo lo stesso metodo, giungiamo in
questo e nel seguente paragrafo, e che si ottengono ezian-
dio coll’altro metodo. La (1I,13) da luogo ad integrali
della seguente forma:

a—_-F%[<y+<p<w>><z'~koo’>—~<z+¢<-v)><y’—k'w’>]2

S e). -],

Posto:

U=F (@) —k(y+olx) .. . . . .. .. )

H=UX—G+¢@))Y+(y+o@))Z . . . . .. (2

K (o-+-9() )¢ (@) — (s +o@) @) + -« + - - (3)
_ y+o(n) )

70___——Z ¥ ‘]L‘ (J/) ................. (4) ’

u—[Ua'—(a-+4(@) )y '+ (902 Fopr(r0).... )

derivando si ottiene:
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di LE'?(U‘” —~ (@) )y + (o) )z)

[da '2+(@—‘sb( ) | y+<dz+,(x)>m +H]
o Ko )7 |

dr
+dac %—}-d x = 0.

Sostituendo per 3’ il suo valore tratto dalla (), e indi
uguagliando a zero il coefficiente di ', si ha:

drf | dF (2 (u—mr) de K4+U
il @) (‘P <“>'"@> TG @) \ﬁ‘*dw ’

che ha la forma (VI, 5): e quindi I’integrale ha la forma
(V1, 6), ossia sostituendo per w il suo valore (9):

a=[ U —(24-4() )y +(y +o(2)) e Tf(@) +-F(r,2) . . (6)
Derivando questa si ha:
2| Us'—(s-+4(0) '+ (y+o(a) )5 |
du
[Gars (G —v@)ay+ (e @)os 11

@] U —Ga-49(a) Yy +-50@) >z'] +

A Kae'+(aH4@) )y —yte@)s | A
ar (zF9(@))* d
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che da luogo alle seguenti:

2o @) @ U=0, 7 (VGet4@)) )=U G
(Vs ) =32,

2(¥@)—g, G+ 2 @=o,

oG+ qo'\x>)f<w>+<y+q><x> ) (@=o,

dF K dF
*HUT (‘”)“L«%(W”Ld —o0, 2Hf(@)(s+4(@)— . - -

Dalle prime cinque si deduce facilmente:

U—may+-bac , o@)=—bo+ b, Y@)y—amta’ , fr)=1.

Combinando la sesta e settima si ha:

20D L oD,

[ ety [ 2202

ossia

<y—bw+b'>°dF(r %) dF(’" )

+(c—ab'—a'b) —o,

dove si possono considerare @« , i , » come tre variabili
indipendenti, e quindi questa non pud essere identicamente
soddisfatta a meno che non si abbia:

aF
da

:O’
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e inoltre

dF L
;=0 ovvero c=ab'-+}a'b.

Al una e all’ altra ipotesi corrispondono rispettiva-
mente gl’ integrali:

=a(yx' —ay)Fb(zx'—wz") 4 (ys'—zy ) Fca'—a'y' + 'z (8)
e=[a( (y+8)0"—wy" )+ b( (z4-a")0' —wz" )y +-V') 2’ —(z+a)y I

. y-+b' —bw
+F z—{—a’—}—ax)

le quali forme, potendosi in quest’ ultima senza togliere
nulla alla generalitd supporre a’==b'=o, si riducono alle
(1IV, 23) e (V,24) trovate coll’ aliro metodo. L’ ultima
delle (7) da le relative condizioni delle forze, che si otten-~
gono anche derivando le (8) e (9) e sostituendo poi X,Y,Z
) . dx d?y d’z

in luogo di A de’de "

VIIIL
Un integrale dipendente dal tempo.

La (1II, 14 ) da luogo ad integrali della forma:

e=F | (y9(e) (1)~ 2] . ()
Pongo:

U—h(a4(@) )= (y~o(@))e + « v v v e v e o ©)
R—UX—(z-4(@) )Y -y @) Yo /@) - . - - (3)
u=Us'—(z+-4(@) )y +(yFo@)@E—/@)t . . @)
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e derivando la (1) trovo:

dF
du

A
H =V ey e @)o's JE e

dU (dU

iz (w))x'y'—l-( PRRA (00))90 2

Sostituisco per ¢ il suo valore tratto dalla (4), e col
porre uguale a zero il coefficiente di a’y trovo:

dF  dJdF [’ (ac)
+duf (90)

Essendo !’ integrale generale di questa c_—/< )
grate 8 4 @)

vede che la (1) deve ridursi alla forma:

v
/@)

ossia, riponendo per w la sua espressione, alla forma:

U — (4 4(®) )y +(y+9(@) )2’
f(*)

—t....0)

Se si pone:
K'=UX — (24 (@)Y +(y+9®)Z. . . . .. - (6)
la () derivata, da:
ot (—ve)oy+ (55 +9@ oz +K e +
— (@)’ (U2’ — (a4 9(@) )y + (o) )] = [/(*)]P=o0 ,

I"_'T
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che si scinde nelle seguenti:

g1 @U=o, 1) () +1 @) )=,

5+ @)~ O s =, K=f),

dalle quali si deduce facilmente indicando con a,b,c,a’,b’,m
delle costanti:

U=ay+ bz+-c, o(x)=—baxr+0b", Y(x)=arta’, K'—_—1

prng ™
La (6) ove si ponga per K’ il suo valore da la condizione

cui debbono soddisfare le componenti delle forze; 1’ inte-

grale (D), indicando con a@,b,¢c,f, g, , C sette costanti

qualunque, prende la forma seguente:

a=a(wy —x'y)+0(ys' —y'2)F-c(s0'—z'x) 4 for' 4 g7y’ 4 ha'—Ct... (8)

La ( VII, 8) & della stessa forma di quest’ultima ove si
supponga C=o0. Tralasciamo di dedurre questa classe di
problemi dalle condizioni necessarie e sufficienti, perché le
(11, 7,8,9,) diano luogo ad un sistema completo di
quattro equazioni. Se nefla (8) si pone b=c= f=g==o0, si
ha il risultato (IV'), cui giunge il Bertrand, da cui per
mezzo d’una trasformazione lineare e precisamente ponendo
[+gs—ay , g+ax—>bz , z rispettivamente al Ilnogo di
ay , —ax , z si giunge alla forma (8) stessa. B cost
esaurito lo studio degl’integrali della prima forma.
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IX.

Seconda forma. Sistemi di quattro integrali
dipendenti dal tempe.

Nello studio degl’ integrali della seconda forma (II, 7),
pei quali abbiam visto aver luogo le equazioni (II, 11), il
Bertrand si occupa esclusivamente del caso, in cui le rette
h==cost. , k'==cost. siano normali ad una serie di superfi-
cie, nella quale ipotesi mostra che, prendendo un certo siste-
ma di coordinate curvilinee, la (II, 7 ) assume la forma:

a=F(qy,q2,9,91>9251)

Indi, fatto vedere che i soli casi nuovi da tentarsi sono
quelli, in cui le superficie ¢;==cost. sono sfere o superficie
canali, potendo allora il sistema suddetto di coordinate
corrispondere alle coordinate polari e passando poi alle
coordinate rettilinee, trasforma I’integral precedente in
questo:

a=V(ws'—z0' , wy'—yx' , ';/2,

SR
NS
~
[a—y
N—

. . dF . . .
da cui, nel caso di g7 = s deduce che: Se in un inte-

grale indipendente dal tempo di un problema del
movimento di un punto nel piano sotto U azione di
forze o(n,%), Y(n,8), funzioni delle coordinate ¢, si

z

Yy Yy , , .
L e, — [ ! 3
sostituiscono o’ o PYy—ya , xz'—z " wn luogo di

0,8, 1,5 5 si ha un integrale comune a tutti © problem:
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a tre dimensiont, i cus le forze soddisfano alle due
condiziont :

- y 3 z ,
| 2’ (0Y -—yX)ch(g—o , 0—0> a}(xl—zX )——{:(é 9?) .- (®
Indipendentemente da questi risultati del Bertrand (*) io mi
propongo ora di trovare tutti i possibili sistemi di quattro
e tre integrali indipendenti o no dal tempo.

Pongasi:
dk  dk > , dk’
n—~——<dzu+d ) n'= ( u—{-dz ) ........ ®)
A dr  dk
a/d —{- dJ—]-k +Zd7/+ do sttt o
i ar . dt o dl (Ik .
= +k +k dz+ U= dz .............
le (II, 8, 9) diverranno:
? I F
(F)——dI +k +7' d Fi nd +nd e e ®)
)
B(F)zil_t+u + +ldu+l Tp =0 - v o 6)
Formando I’ espressione A( B(F) )—B(A(F) ) ed ugua-
gliandola a zero, si ha:
dE Bk, d? k a2k dF
(B,A)= 2n —-}—2 dz+kd 30 +d 50 +2dyd uv--a )du
a*’ - ol’ I d’k dF __
+< Tt g R Vgm0 e ™

() Cfr. Bertr. Mem. cit. Art. XXI-XXVIL
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Il sistema (D), (6) ammette quattro soluzioni, se &
completo o iacobano; ma la (7) non pud essere evidente-
mente una conseguenza delle (9),(6),quindi essa dev’essere
identicamente verificata, cioé sil deve avere:

(izfi d*k dazh
n=n'=0 , df +d ;0242 3y dzuv-{»a_o
ak’ dzly A2k

u2 2
d_’g +d R —{—2

uzﬂ— =0 ,
le quali non possono essere identicamente soddisfatte che
se si ha:

Ak dk_aKdi
. dy  dz dy dz

1
e——g== =0 .

Da queste, dalle (4) e dalle (II, 11) si trae, indicando
con a, b, c tre costanti:

. @ .2
=7, C

dl__adl adl dl’ adl adl

de bdy™ cds 07 dm bdy cdz 07
onde:
l=9 (aw+by , awtcz) , = { (aw+-by , awd-cz).
Le condizioni per ie forze sono allora:
aXA-bY =9 (ax4-by,ant-cz), aX+cl— Y(aw+-by,ax+-cz), (8)

e le (), (6) formano il sistema iacobiano
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I db o dF
do " b dy R
dr dF
dt+ dJ+ dz+?du+ a0 0

Ora ax-by , ax-cz sono soluzioni della prima equa-
zione: ponendo quindi

dn , dt
awd-by=n, awdcz=t, p=n, F=t,

e introducendo nella seconda » ¢ & in luogo delle varia-
bili ¥ e 2, si ottiene I’ equazione:

dF  dF dF dF
dt +d 7 +dﬁ; +‘d;’cp( hy g)"‘"'d_;‘lﬁb(ﬂ s 8 ):—:o,

che avrd per soluzioni le quattro soluzioni cercate.

Dunque: Qualunque sistema di quattro wntegrali
funzioni anche del teinpo, comuni a pitv problems rela~
tivi al molo di un punto nello spazio sotto I'azione di
forze, funzioni delle sole coordinate, pud dedursi im-
mediatamente dai quattro wntegrali delle equazions del
moto di un punto nel piano sotto I’azione di forze pure
funzioni delle sole coordinate. Basta sostituire alle
coordinate n , ¢ del punto nel piano e alle derivate rap-
porto al tempo n' , & rispettivamente le quantitt ax--by,
av+-cz , ax'4by , ax'4-c2’. Se o(n,¢) , ¥(n, )
erano le componenti delle forze acceleratrict secondo
glt asst n , ¢ del piano, gl integrali cosi ottenuti con-
verranno senza ulteriore determinazione a tutti ¢ pro-
blemi del moto di un punto nello spazio, sollecitato da
forze le cui componenti secondo gli assi x,y , s sod-
disfino alle equaziont (8).

S.N. Lib. IV. 11
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Le (11, 16, 17) danno un teorema analogo: Ogni
sistema di due integrali dipendenti dal tempo comuni
a pi problemi a due dimensioni si ricava dai due
wntegrali dei problemi a wuna dimensione. Se

a2,
e TONNC)

era U equazione differenziale del moto di quest’ ultimo
. . . . . dn
punto, sostituendo ne' suoi due integrali per n e ¥
rispettivamente ax-by , ax'4by’', st ottengono due in-
tegrali comunt a tutti ¢ problemi a due dimensioni, in
cut le forze soddisfano alla equazione di condizione:

aX—4bY=0(ax-+4by).

Nell’ipotesi attuale delle forze é chiaro che non possono
esistere sistemi di quattro integrali comuni, che non conten-
gano il tempo, pel moto d’un punto nello spazio, come pure
non possono esistere due integrali indipendenti dal tempo,
se il punto si muove nel piano (Cfr. §. I.).

X.

Sistemi di tre integrali indipendenti
dal tempo.

Per questa ricerca dovremo supporre che nel sistema

- . dF
(X,5,6) manchi il termine g e la (7) dovrd o
essere identicamente soddisfatta oppure una conseguenza
della (5); assumendo questa seconda ipotesi pil generale,
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si ha:

d?k dik dazk
no=n'u QnZ_u(d ——U +dzgv -}-vdj sz—{—a) s

. az’ a2k azk’
2nl==v( 3y U +dz30 +2d e wv+a> R
le quali sono identicamente soddisfatte, se si ha:

dk__dk' dk'__dk_ d*k 4
dy dz ’dy “dz dy a2 Y

—{—u—,?l'i]i —+a'=0.

Da queste e dalle (II, 11) e (IX, 4) si ha integrando:

_yta o ETC
T ade ot

1 y+e, z+te Y+ z—{—_c2>

l_______~

ey wc ’m—}—c> V= (oa—}—c)ssb wtc ’ wdc

Supponendo, il che non toglie la generalita ai risultati, le
costanti ¢==c,—c,—o0, le condizioni per le forze divengono
precisamente le (IX, 2), date pure dal Bertrand, e le equa=
zioni che danno i tre integrali comuni assumono ora la
forma:

dF ar AR
dac+ +Zdz du_v(—ﬁ)—

+dz+ ?/ . du wdﬁb(i w)dv

::O,
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Se osserviamo che

8 IR

, ux , v sono soluzioni della

z
’

; 2 X ui ) ‘ ?/1 2

ed introducendo nella seconda n, &, w, , v, come nuove
variabili in luogo di % , z , w , v, si ha I’ equazione:

ar dF dT _dF ]
a;urF;EUi +(E§0(n , CH«%:P(‘H y =0,

le cui soluzioni sono soluzioni comuni alle due precedenti,
e quindi sono gli integrali cercati.

II teorema del Bertrand pud dunque enunciarsi cosi:
Tutti i sisteme di tre wntegrali indipendenti dal tempo
comuni a pilr problemi relativi al moto dv un punto
nello spazio sotto I azione di forze, funzioni soltanto
delle coordinate, si deducono dai sistemi dei tre inte-
grali indipendenti dal tempo relativi al moto di un
punto nel piano sotto U azione di forze pure funzion:
delle sole coordinate. Basta sostituire in questt tre ulti-
me integrals in luogo delle coordinate n , ¢ e delle loro
derivate rapporto al tempo rispettivamente le quantiti
%,é , wy'—ax'y | wz'—a'z. Se o(n, &), Y(n, &) erano
le componenti secondo gli assi n , § delle forze che agi-
vano sul puato nel piano, gl integrali cosi ricavati
converranno sensa ulteriore determinazione a tuiti 1
problems del moto di un punto nello spazio, nei quali le
components X ;Y , L delle forze acceleratrict secondo
gli asst x ,y , 5 soddisfano alle due equazioni (1X , 2).
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La (II, 14) da luogo ad un teorema analogo: Se la
(IX, 9) & U equazione differenziale del moto di un
punto per un problema a una dimensione, e se st sosti-
tuiscono nel suo integrale indipendente dal tempo wn

luogo di n , n' rispettivamente le quantiti, % , wy' —x'Y,

Pintegrale cosi ottenuto converrd a tutti ¢ problem: a

due dimensioni, nei quali le forze soddisfano alla equa-
zione di condizione:

—of L
m(mY_-yX)_@Q) .

Questi due teoremi comprendono come caso particolare
il principio delle aree.

XI.

Metodo per la ricerca dei sistemi di tre integrali
comuni dipendenti dal tempo.

Se le (IX, 5, 6) non costituiscono un sistema completo
esse avranno tre soluzioni comuni, nel caso che le tre equa-
zioni (IX, 5, 6, T) formino un sistema completo. Poniamo:

@k, A
oty +de wr-te, 2 m
PN y I
P/ Cl /l 2+dzlj 72_{_2 uv+a 5

la (IX, 7) prenderd la forma:

dF dF
C(INH=(B, A)-«Qn +2nd7 +p du+ Ta0 - )
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Uguagliando a zero le espressioni A( C(F))—C(A(T)),
B(C®EF) )—C(B(")) si ha:

@ C)_ng

C (1)—2A (n)% 4+ g (k) —2A (n )g

dr

du

dF%

+75] Coa—A () |+, §con—aG) | —o. ..®)

(B,C)——- |C (u)—2B(n)

4 %C(L)—EB(n)

dF JdF , ,
+e} O =B |+ 00)—BE) o (@
Ma si ha tenendo conto delle (1II, 11):

. dk dr’ dk dkdk | dk dk)
C(k)———QA(n):——6[ug > +rly olz% %d/ dz+dzdz J

, o drdr | dKdK) | (dkdk | /R
C(k)——?A(n)*—(S[u% Lt gdz dy+< ﬂ

ovvero anche:

Ob—2A =0 |+ ]

+o ?ﬁf’&ﬁ dfﬁiﬁ’» T
ek 2 L
d?dzﬂL df%ﬁ“’” e %]

]

+

Negli sviluppi di C(1)—A(p) , C(n")—A(p") sostituendo
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alle somme dei termini che contengono derivate terze di
ke k', somme di termini che contengono soltanto derivate
seconde mediante le (II, 11), si ha:
ARk dk @k
A=} gy 1,5ty e+ (7
(dk d* k| dE d*E dhd’k ar' d*k
ooy tayazTaap T az djdz) ”% —
da dk  ,dk
( Tk dy+kdz+ dy T d‘,>
drkd?k  dR' d*k' Ak k| dEBEN ,
O()—AP)= 63<dz/dj+dJ 33s) " (dszdz+dJ dz->”
rdk A2k dk' Ak Ak AR dk'd®E %
+(dj d'/dﬁ_’-dj d 2? dzdy~+dz dydz) v
de’ « dk  dF
(dx+kdj+k d7+ dj+ad~£

di d°k  dR'd*k
dz dy dz+dz d3?

Ponendo:

dt . dk ' \
ﬁﬂ'@l'*—dz ) ﬁ——d/l—}— ..... ®)

(i k dkdl dk' dl
+ dJ~l+”Z}i dzl+ <djdy dyﬁ%)’
A2k a2k 2<dkdl dk'()_l_l>
)

7’__dz+~dyd4 +2d22 ds dy dzdz
,  da dl» ar dhdl' ak’ ar
+2 LR 2<dydy dydz

1'—dy
do! d? k acr dkdl  dEdl
dZ+2deZl+2d 2? b2 dz dJ+dsz>
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sl ha:

Pk, Bk, Ak
C(u)——QB(n)::S <d}/2 u‘—}— d_:,’é U‘+2 dy—d;uv>+a—{-2ﬁ ’

, A2k a2E o, AR ' L op
C(v)—2B(n )::3<d—zﬂ u? - (—i—zév‘—{—z dy & uv> o' 428",

A3k dik 75 d* k
C(D)—B(p)=— gd—ys u3+a—;§ v3+3mu~v+3 dyds w7 w70

)

C()—B()——

&3k Ak @aE L \ ,
dy u3—{—-ﬁ 173+3Wu-v+ 3‘WUDQ+7 [ty 202.

Affinché esistano tre soluzioni occorre che le (3), (4) ©
siano identicamente soddisfatte, oppure uua identicamente
soddisfatta e I'altra conseguenza della (2) e delle (), (6)
del §. IX, oppure tutte e due conseguenze di queste.

Considereremo separatamente i quattro casi che si
presentano.

XIT.

Primo sistema.

Supponiamo le (XI, 3, 4) identicamente soddisfatte.
Si ha allora:

Th_ &k &k P &K Dk

T F i Fat il = 7 R

adrN\e  dE dk  dkdk  dE dk

@)+ &=y + T o

dkdl  dk dk  dkdl ak'\2
***** (E) _—.—:0’

@@_{_dydz dzdy+ )
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at+Rpf=—d +2F=0.........
de o (dkdl  dKdl\_ de dkdl | Ak dly
T (E?EZ]“"JMZ)“(T <El‘2@+&2(72)“° ©)
G (dkdU | dK Al de dkdl | didr
—_— O o= — —_——= — —— — e —— | ==
dy+‘<dydy T3 dz> dz T2 ("dzdy+clz dz) 0.

.
oy

Dalle (1) e dalle (II, 11) si deduce facilmente:

k=ax4-by—tcz4+-d , K=— . 3)

Queste riducono le (2) a quattro sole equazioni distinte,
le quali ponendo:

bl4-cl'=L , ossia (I, 1): aX+4-bY4-cZ=L
prendono la forma:

il dl o dl, . dr . dl /
Eﬂ;+k@+1& a;+3L—-O, c @—'-bz'(;,;—————o. .. (4)

1dL  1dL  1dL
aﬂz—g@-—ga—z ......... (5)

Tosto:
w=qx+byt-cz,

si ha dunque per le (9), indicando con = una funzione
arbitraria: '

Ry (6)

La prima delle (4) prendendovi per variabili» , v , z
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diviene:

; dl

p J< o) — ;a+b<w+d> ~+37(w)=0;

integrando e indicando con ¢ una funzione arbitravia:

— 37 (W)ytole , )
l= i N ¢))

dove:

_ ay-+(o+d) (by-+cz2) .
¢

Dalle (6) si ha dunque:

e (o 4d +3 by bJ)r(w)——bm(p R m)
c(w4d)

L’ultima delle (1) & identicamente soddisfatta dagli
attuali valori di [, ', purché ¢ abbia la forma:

2o, = 3w ()t ¢ @]+ 2T 1), ®

essendo f(») una funzione arbitraria di w.
La condizione per le forze che si ha dalla (6), ed i
due integrali sono quelli trovati nel §. 111. eq: (13, 14, 19).
La (7), tenendo conto della (8), d& una seconda condi-
zione per le forze:

a(‘Y—(m+d>X) () 4 3(by +e5)m()+7 (@) ) ay 4y 4 c) )| ©
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Ma pei valori ora trovati per a ,a , k, A ecc. la
(XI, 2) diviene:

ar dF dF dF
ut-en (o Gr—bz) + = @ e — gy ) =0
e se per brevitd poniamo:

by+tcz=p , butco—v . . . . (10)

introducendovi le variabili p,» in luogo di z e », questa
prende la forma:

dF dF
v Eg—/——*— s (w)—‘m=0,

per cui se si pone:
A=vu—7(»)y, ¢
I’ integrale generale prenderd la forma:
A=F(p,v,0,1),

ove I & simbolo di funzione arbitraria.
La (1X, 5) si trasforma ora nella seguente:

dn ) dF
D s o,

a

onde posto :

)—

(o) = ()52},



-
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1'integrale generale di quella equazione avra la forma:
s=F(v,0,t),

per cui ogni integrale della (IX, 5) & ora integrale anche
della (XI, 2).
La (IX, 6) si trasforma allora nella seguente:

~

d¥ | dF AN - g
TR dOr P HOMC T (w)—”'] ds ~°

dw

che & soddisfatta, oltre che dai due integrali gia ottenuti,
anche dall’integrale della equazione:

do
=) — (@t d) @)=,

'cioé, a causa della (III, 14), dall’ integrale della equa-
zione:

dg
e FO— (o) () —(a 2. = () 0.

Indicando con y una costante, il terzo integrale comune
é adunque:

oo — [l —2 () dofdo=1,

ossia ritornando alle variabili primitive:
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TR N
——(by—{—cz)s((w—}-d) (@) +<0190'—{—by'—{—cz')”2% +aw

— [ =) —2 [a@)doldo—y . . (D

XIII.
Secondo sistema.

Supponiamo ora che una delle ( XI, 3, 4) sia identica-
mente soddisfatta e 1’altra sia conseguenza delle primitive;
¢ facile vedere che le (D), (6) del §. (IX.) contengono
ciascuna una derivata che non apparisce nelle (XI, 3, 4):
una gqualunque di quesle potrd dunque essere conseguenza
delle primitive soltanto quando i suoi coefficienti siano pro-
porzionali ai coefficienti della ( XI, 2). Cio posto, sia la
(XI, 3) identicamente soddisfatta e 1’altra conseguenza
delle primitive. Sviluppando I’ equazione:

C(u)—2 B(n) =C(v)——o2 B(n"

n n

\

se ne deduce, affinché questa sia identicamente soddisfatta,
che debbono aver luogo le equazioni:

dk  dk &k Pk Pk
dy dz dy* dz2 dyd: «+28
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Da queste, dalle (II, 11 ) e dalle posizioni (IX, 4),
(XI, 5) si trae, indicando con « , b , ¢ tre costanti:

¥ a—-}—bk

b b b
- () 2"—50‘--- (), p=—8, p=—"p- @
Quindi la (XI, 3) diviene:

dk . dk ' drF  dE
(c@ bdz) (dy +dz ) ( )ly“b%)

d’L

dk df  _dF
% tdy u2+A 2dz -+< 2 1J+A‘d )uv%((’d bdv) - (4
dove:
d/ dk dk d/ dk dk
Ar':-@(\C@—-—bd—Z) y AQZJZ—<C'@'—50—ZE> .

Ora questa deve essere identicamente soddisfatta, e cid si
otterrd col porre:

\

di dk
e R

e questa insieme alla {1) riduce la prima delle (1I, 11)
alla relazione:
dk dk

=0

c@——a% e e e e e e e e (6).

I termini in «!, v*, %’ , %, v e i termini indipen-
denti da u , v del primo membro dell’ equazione:

C(u) —2B(m)  C() — B(p)
2n P o

M
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uguagliati a zero danno:

) Payap @) =Ry

APk Ak dk d_l_c+d_3/_idl;
dyrdydz ~dydzdz ' dyidz

& Ak dik (d% 2k dk ,
3 =2 ): 3 =2 — ... (9);
( ) ®) ) ©)

... (10);

a*k  dk a2k dk
+B) = 13 FB) ==V - - ca=0...(12).
(Re ﬁ)dy2 d,'//“ (Ret-F) dz?  de 72 (11) 5 a=o0 (12)

Le (9) e (10) sono conseguenza delle () , (8); le due
equazioni (11) a causa della (5) e della (12) sono fra loro
equivalenti. L integrale generale della (8) &

1

Y S TS A s

+ 2% (@, 2)

Sostituendo questa espressione di k nelle (5) , (6) si
trovano due equazioni, ciascuna delle quali non é identica~
mente soddisfatta qnalunque sia 4 a meno che non si scinda
in due altre, le quali permettono di determinare le tre
funzioni arbitrarie ¢ , ¢ , x. Si trova allora, sea , b, ¢,
d,[f,g sono sei costanti, che I’espressione pit generale
di & é:

k

f
=aw+by+cz+d+g .. ..(13)

Per le (1), (2), (3) I'equazione:

CO—=Bp)_CO—=BF) . a4
T p P o
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¢ identicamente soddisfatta, se si ha:

dove L ha lo stesso significato che nel §. XII. Dalle equa-
zioni a=0, «'==0 conseguenze della (12) e della (2) si rica-
va, ponendo mente alla (1):

aL AL
dw an Tk dJ+] ds

e quindi per la (15):

1 dL 1 dL
S e (16)

onde, come nel §. precedente e dando ad o lo stesso signi-
ficato che aveva allora:

Sviluppando la (2) e prendendo », y, = per variabili
indipendenti si ha:

dl [ (w)
kdy+k dz~ (o4-d)?’

la quale integrata da:

1 9, ) Ffrle)y
o6+ D} o+d)
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dove si & posto:

= (ty+e)( g0t d)+okday

. L
lle (11 i ha: f=—/"—-
La prima delle (11), osservando che si ha: 8 /(w P
diviene:
) :
b V0 {
O e 49

Ma per le posizioni del §. XI e per i valori attuali di
k., k', considerando » , p, v come variabili indipendenti in
lnogo di @, y, 2z, si ha:

. “_4[)fﬂ(w)~_ 2 (dl w al
N dy m+@4@+ﬂ(+®@)‘

Y . al dil. . .
Sostituendo in questa per ay ea; i loro valori tratti

dalla (18), e quindi sostituendo questo valore di y, nella
(19), questa diviene:

de g
(—Z—Ozaﬂ' (O)) .

[

Quindi si pud porre:

1
o—2n (W) p+ 24 ()

S. N. Lib, IV. 4
Lty
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e la (18) diviene: -

3 ) ) (oo d) (ay oy +e0)
@ )1+ g(o+D)

| =

Per le (15), (16) si hanno ancora la condizione e gl’in-
tegrali (1II, 18, 14, 15). La seconda condizione per le
forze é:

oS-+ JoraT—{ oo+ x|

— 4@ +5 ) (1-+90+0) (aro00te) -

Le (IX, b, 6), (XI, 2) formwno ora un sistema
completo. La terza diviene, introducendovi come variabile
in luogo di w:

(o-d) ( C_lE_—b—F> + (buco) (¢ ( L %):o,
onde, oitre le ( XII, 10), ponendo:
(@) u—vy=—
I’integrale generale avra la forma:
r=F(p,v,0,?).

La (IX, D), sostituendovi alle variabiliaw, 7,2, %,7?
le variabili g, v, 2, », diviene:
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dF AR
*qu T g5 =0

la quale ha per integral generale:
o=F(w,v,t)
dove si & posto:
ar—gpv ==7.
La (IX, 6) diviene allora:

¢¥ 1O N U
G O+ () =

onde il terzo integrale comune é:

¢ ()
f-}-.g((,)—}—cl)i/ a:—{—?J.n (w)dw

qff%gvm_. < gdw=7...(20)

dove per le precedenti posizioni si ha:

1=a

(w4-d)y'— <f+{](w-{— d:))x' 2——(&%' +by'4-c3) (ay +g (by-{—cz))

XIV.
Terzo sistema.

Sia la (X1, 4) identicamente soddisfatta, e i coefficienti
delle derivate parziali di I¥ nelle (XI, 2, 3) siano fra loro
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proporzienali. Dalla prima identita si deduce che le derivate
seconde di k e &' rapporto a ¥ e z sono nulle, e inoltre:

a-2p=a' 4206 =0...() ; y/=r=71=7V¢=0...Q2),
Intanto si pud porre:
k=g(x)y +9(@)z+r(@)...(3) 5 F'=p@)y+d@)a+m(2)...(4).

La proporzionalitd dei coefficienti delle ( XI, 2, 3) da
anzitutto:

C(k)—2A(@m) CH)—2A (n")

n nl )

da cul si trae:

Ak dk  d*k dk Ak dE Ak dk
dedydy dodydy ’ dodsdz  dwdzdz ’

d* dE' A’k dk’' Ak dk k' dk

dodyds ' dudzdy — dowdydz + dwdz dy "

Sostituendo le espressioni di % e &' nella prima e nella
seconda, se ne deduce:

¢ (W) =co(7), bi(@)==cyb(@) . ... ... ).

Quindi la terza diviene:

\

(c—c) ( ¢ @) (@) — o @) (@) —0. .. (6).

Quindi o c==¢, oppure p==c, ¢; consideriamo da prima
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d(ck—F
il primo caso; allora si ha dalle (1I, 11): - ( o ) __

b

quindi k=Fkc-c;: ponendo uguali a zero i coefficienti
di ¥y e z ed il termine indipendente da queste variabili

dell’una o dell’altra delle (I, 11), si ha facilmente colla
integrazione:

(41 d , 1 -
k= adun _j;l_‘)_?ij—cz_*‘ y k :—z(d-‘—bk) .. (l)

Nel caso in cui si abbia g==1c, ¢ dalle (II, 11) si
rileva, ponendo uguali a zero i coefficienti di vy , z ed il
termine noto, che deve essere ¢=c,; infatti i coefficienti
di ¥ e z nella prima danno resp.

9 -+ 9° + =0 , ?+?‘+ ao“=0,

quindi si vede che questo caso rientra nel precedente.
Le (1), (2) avuto riguardo alle (7) danno luogo, alle
(XII, 5, 6), ed anche alle seguenti:

dal dl dk, dk
i +k (a—yz+%z>=o..(8>

d s b(b+1)ﬂ —0 ... ©)

La (8) prendendovi per variabili » , y , ¢ diviene:

(“’Jr./‘*‘d)*— "‘*%(b—{-l) w—-—cz—{-am-}-bd =—3(n(0)+41).

X



— 174 —

Quindi:
o — () - GD (10 3 &)) .
Z-——-—— ™ (J)j —l‘ (m(u—i—y_—-——}—(j)‘; ........ (]O)
dove &
(041D —cz 4+ am + bd St
p= oryFd (11)
E sostituendo nella ( XII, 6):
l i P T (0)) — m e e e e (12)

B facile vedere che i valori (10), (12) non possono
soddisfare alla (9) a meno che ¢ non sia una costante C.
Le espressioni cosi trovate per &, £, [, I’ riducono

completo il sistema (IX, D, 6; XI, 2), prendendo per u,
le espressioni date nel §. XII (10), ponendo

C

Rvu - u?+ oy Fdp =" (p—o—am)? (42 =7,

ed operando come alla fine dei §§. XII. e XIII. avremo
oltre le (IIf, 13, 14, 15), per terzo integrale:

T=Y
ossia:
C (—Ev.ih__m__\z‘*" [((ﬁ’:"“(b—%Uy’-{—c"")(r—}—m)——(r)-l-a _{_d)gc’]Q:h (14)
Now -y / ) . 2 w1l 7.
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e la seconda condizione per le forze sara:

ofytd o C
— s =t oy (9

XV.

Quarto Sistema.

Siano infine 1 coefficienti delle derivate parziali di F
nelle (XI, 2, 3, 4) proporzionali fra loro. La propor-
zionalitd dei detti coefficienti nelle (XI, 2, 4), supposta
anche nel § XIII, da luogo alle equazioni ( XIII, 1-3,
7-12, 14-17). La proporzionalita dei coefficienti nelle
(X1, 3, 4) da ora luogo alla unica equazione:

Cdk L dinN(dE Pk " ko
(CEZT/ [dz>\d s +0l“ e djclzZLv):

__,VEA,?Iu +4,d +<d/”x+;§/‘ )uvg...(l)

avendo A, e A, lo stesso significato che nel § XIII.
Uguagliando fra loro i coefficienti di u* e »* nella (1)
si ha:

A2k Qd < dk d/.:> d*k Cl( dlk d/;)

df Fop\yT'w) a2 Pa\a e
di ko dk Ak dk dk
dy CEZT/H dz dz Cdy“ dz

Integrando, e indicando con g, e o, funzioni arbitrarie:

dk [ dk dr\? dk ( dk dlt)Q
@:?2('%' )( CZJ Z)dy) ’ J“—‘%(Tuﬁ (“j bd—:f) ’
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donde
dk_.__c.oﬂ(w’z\ El__lf_:?f‘(x??j\) (2)
az;ﬂ,_ i » o da T AT
dove

A=co(@,2)—bo (@, y).
Sostituendo questi valori nelle ( XIII, 8, 9), si deduce:

BA BN
dy*  dz? =9

onde:

%@, )=4@)z+h @ , g@,s)=r@y+m),

dove sard pure:
m () =Y (x) =0,

affinché i secondi membri delle (2) possano essere deri-
vate d’una stessa funzione, ed affinché la ( XIII, 10 ) sia
identicamente soddisfatta.

In ultimo per soddisfare alle (II, 11) se @, b,c,d
sono costanti, &, come nel § XIV:

p 00O+ Dy tcztd
- x4+ m ’

Per le (XIII, 11) si ha dunque:

71=72=0



onde la ( XIII, 12) diviene:

di  adl  (b4+1)I4cl )
de_Ed—z+ x+m =o0... (6

ossia per la ( XII, 17), prendendovi per variabili indi-
pendenti ®, y , z in luogo di @,y ,z:

dl c cn(w)

dz w—by—czfam w—by—cz4am’

Integrando, e indicando con ¢ una funzione arbitrara
si ha: '

l_Cﬂ(w)2+qo(w,y)

T o—by—cz4am ’

o pi particolarmente per soddisfare alla (5):

@) byt e+ /()

! w—by — ¢z 4 am

Una condizione per le forze e due integrali sono le
(Ill, 13, 14, 15). La seconda condizione é:

r/;(x +m)Y— <aac 441Dy +cz -—}—d> X%-———r(m)(by-}-cz)—ilf(w).

i

Nl sistema (IX, 5, 6; XI, 2) si verifica ora completo,
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ed ha le tre soluzioni della equazione:

dF AT  ar ) dIY
G O~ @O =

avendo posto, oltre le (XII, 10) anche:

(p—ow—am) (vt v)=2.

Il terzo integrale & adunque:

@@
fl/&??fn@)_d’o?d 0w — @ (x—4-1).

. [(a _ ““Hbﬁr)jﬂz”)x+<z)+1>g/+cz']:~,,

Dott. GiovaxnNt PENNACCHIETTI.



