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SUT POLIEDRI EULERIANI

— aeTtoR —

INTRODUZIONE

Il sig. Jordan in una memoria inserita nel giornale di
Crelle (vol. 66. Pag. 22) intitolata « Recherches sur
les polyedres » ha considerato i poliedri Euleriani nei
loro caratteri piu astratti, cioé nei rapporti di succes-
sione dei loro vertici, faccie e spigoli, non tenendo conto
delle relazioni di grandezza, e ne ha dedotto una bella clas-
sificazione dei poliedri stessi. Studiando quella teoria, ag-
giunsi alcune nuove considerazioni per determinare in modo
pit semplice, almeno in alcuni casi, la natura dei poliedri
Euleriani. Esponendo qui tali considerazioni, mi pare utile
di dire prima brevissimamente del processo, con cui il sig.
Jordan determina il modo di successione delle parti del
poliedro, e di richiamare gli enunciati di quelle proprieta,
da esso dimostrate, di cui ho fatto uso.

1. Sia mn uno spigolo qualunque di un poliedro. Un
osservatore posto sopra smm, in un punto vicinissimo al
vertice m, si muova sulla superficie esterna del poliedro
intorno a questo vertice e nel senso diretto, cio¢ lasciando
il vertice stesso alla sua destra. Egli incontrera ordinata-
mente un certo numero di spigoli mo, mp, myq.... e un certo
numero di faccie nmo, omp, pmq . . . . A ciascuno degli
spigoli mn, mo, mp, mq . . . . attribuisca rispettivamente
inumeri 1, 2, 3, 4...e a ciascuna delle faccie nmo,
omp , pmg ... parimenti i numeri 1, 2,3 . ... Inoltre
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indichi il vertice m col numero 1 e gli altri estremi =, o,
Ps @, ... degli spigoli min, mo, mp, mq . .. coi numeri 2, 3,
4 ... Numerati cosi tutte le faccie e gli spigoli concorrenti
inne gli estremi di questi spigoli, I'osservatore si trasporti
sopra imn, in prossimitd al vertice » e muovendosi ivi
come intorno al vertice i, dia agli spigoli, faccie e vertici
che incontra non numerati, numeri di seguito ai precedenti.
Quindi Posservatore si porti presso al vertice o nella dire-
zione om, e cosl via via si ponga successivamente in pros-
simita al vertice gid numerato, che ha il numero pitt piccolo
e si muova intorno ad esso, partendo da quello degli spigoli
numerati che vi concorrono, che ha il numero minore.

Cid posto, il sig. Jordan chiama aspetfo del poliedro
relativamente al vertice m ed allo spigolo mn, o, breve-
mente, aspetto i, mn: La relazione [fra il numero
d’ ordine di ciascun spigolo, quelly de’ suoi due vertic
estremi e quelli delle faccie che esso congiunge.

Un aspetto A di un poliedro si dice simaele ad un altro
aspetto A, dello stesso poliedro o di un poliedro differente
(il quale allora & detto simzele al dato) se ad uno spigolo S
qualunque in quell’aspetto corrisponde in questo uno spigolo
S, avente lo stesso numero, e se inolire le due faccie che
si congiungonoin S, e i due vertici di questo spigolo hanno
rispettivamente gli stessi numeri delle due faccie che si
congiungono in S e de’suoi due vertici.

Se A, A, sono due aspetti simili di un poliedro (o di due
poliedri simili) ed S, S, due parti tali di esso, che S abbia in
A lo stesso numero che S; ha in A,, si dice che S ha per
omologo S, relativamente agli aspetti A, A,. E due porzioni
qualunque di un poliedro si chiamano semilt o della stessa
specte se si possono trovare due aspetti simili, rapporto ai
quali esse sieno omologhe.

Se gli aspetti di un poliedro relativamente ad un vertice
e ad n spigoli concorrenti in esso sono simili, si dice che
quel vertice presenta una simmetria di rotazione di or-
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dine n. Analogamente una faccia presenta siminetria di
rotazione di ordine n se sono simili gli aspetti relativi ad
n degli spigoli che la limitano e a quello dei due vertici di
clascuno di questi spigoli, per cui quella faccia abbia il
numero 1. Infine si dice spigolo con stmmetria di ritorno
o di 2.° ordine uno spigolo tale che i due aspetti relativi
ad esso ed ai suoi due vertici sieno simili.

2. Inoltre il sig. Jordan conviene di esprimere per:

A) Linea tracciata sulle superficie di wn poliedro,
ogni linea spezzata continua formata da una serie di spi-
goli consecutivi. — Se una linea ha comune con un altra
linea (o con se stessa ) un vertice » (e anche uno spigolo
o una porzione di linea ) s’intenderd che quella linea sega
o tocca in v questa, secondoche passa da una parte all’altra
di essa, ovvero resta dalla medesima parte. Un osservatore
che si muovesse intorno a v nel senso diretto, nel 1.° caso
incontrerebbe alternativamente i tronchi delle due linee,
nel 2. incontrerebbe prima i due tronchi dell’ una, poi
quelli dell’ altra.

B) Lunghesza di una linea, il numero degli spigoli
che essa contiene.

C) Linea geodetica, la linea pitt breve che si puod con-
durre fra due vertici dati. La sua lunghezza misura la di-
stanza di questi due vertici.

D) Contorno chiuso, qualunque linea chiusa che non
taglia se medesima, intendendo che questa linea pud avere
due o pit parti che si toccano e anche coincidono purché un
osservatore possa percorrerlatutta con continuita senza mai
attraversarla.

E) Linea geodetica soprra una regione limitata da un
contorno chiuso, la linea pitt brreve che si pud tirare fra due
vertici dati formata di spigoli della regione stessa.

1) Ordine di successione intorrno ad un vertice degli
spigoli che vi concorrono, I’ordine secondo cui essi sono in-
contrati da un osservatore che descriva intorno a quel ver-
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tice un contorno piccolissimo nel senso diretto e sulla super-
ficie esterna.

G) Ordine di successione intorno ad una faccia degli
spigoli che la limitano, 1’ordine secondo cui li incontra un
osservatore che si muova lungo il contorno della faccia nel
senso diretto (cioé lasciando questa faccia alla sua desira )
e sulla superficie esterna.

H) Ordine div successione di piiv linee partenti da
un vertice, ordine di successione dei loro primi spigoli.
1) Ordine dv successione di pile linee partenti dai
differenti vertici di una faccia, Pordine nel quale un
osservatore, che percorra il contorno della faccia nel senso
diretto, incontra questi vertici.

3. Cid premesso, nella suddetta memoria il sig. Jordan
dimostra varie proposizioni preliminari, fra cui le seguenti.

Proposizione I. — La linea omologa di una geodetica
relatwamente a due aspetty simili & pure geodetica.

Proposizione II. — Se E, E, sono due elementi (*) omo-
loghi relativamente a due aspette simili di un poliedro
(o di due poliedri simili), Uovrdine di successione degli
spigoli intorno ad E & quello stesso dei loro omologht
wntorno ad E,.

Da questa proposizione segue che se m, mn, n,, mm,
sono due aspetti simili di un poliedro, un osservatore che
si ponga in e nella direzione mn vede le faccie, i vertici,
gli spigoli del poliedro succedersi nella stessa maniera, in
cui un altro osservatore posto in e, nella direzione m2,n,
vede succedersi le faccie, i vertici, gli spigoli omologhi.
Onde gli aspetti simili di un poliedro ¢i rappresentano al-
trettanti punti di vista differenti, sotto cui il poliedro si
presenta nella stessa maniera. Si dice percid che un polie-
dro & dissimmetrico quando & privo di aspetti simili, ed in-

(*) S'indica col nome generico di elemento una faccia o un
vertice. Questa denominazione & giustificata dalla legge di dualita.
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vece & simmelrico ovvero offre una certa simmetria se ha
un certo numero di aspetti simili. In questo caso la natura
della simmetria del poliedro dipenderd dal numero e dalla
disposizione degli aspetti simili.

Proposizione III. — Se due linee si segano o si toc-
cano 1 un vertice, le loro omologhe, relativamente
a due aspetti suimili, st segano o si toccano nel vertice
omologo.

Proposizione IV. — Se A, A, sono due aspette simils
di uno stesso poliedro, a un vertice qualunque, ab uno
spigolo (partente da esso), S uno spigolo o elemento, e a,
atby, Sy 7 loro omologhi rapporto ad A,Aqr; gli aspetti
a, ab , a,, a;b; sono simili e relativamente ad essi S ha
per omologo Sy — Di qui risulta che non pud avvenire che
uno spigolo ab e un suo esiremo ¢ sieno ordinatamente
omologhi a se slessi relativamente a due aspetti simili
(distinti ) A, A,.

Proposizione V. — Due elementi, spigole, linee, o
regiont sumili ad una terza sono simile fra di loro.

Proposizione VI. — Il numero degli aspetti differents
de un poliedro di S spigole & un divisore dv 2 S.

Questa proposizione si dimostra osservando che se esi-
stono ¢ aspetti simili ad un dato aspetto @, ab, per la Pro-
posizione IV ne esistono altri g simili ad un altro aspetto
e, ed, ec. Da cui discende altresi che uno qualunque di questi
gruppi di p. aspetti simili basta a definire la simmetria del
poliedro.

Proposizione VII. Un elemento E dv un poliedro omo-
logo a se stesso relativamente ad m aspetty simili pre-
senta simmetrio dv rotazione di ordine m.

Proposizione VII. — Il numero p. degli aspetti simil
di un poliedro & il prodotto del numero degli elementi
(0 spigoli) simili per I’ ordine di simmetria (ordine che
puo ridurst all’ uniti ) di uno de esse.

Proposizione 1X. — Se abede . . . a & un conforno
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chiuso, il quale divide la superficie del poliedro in
due regioni, una R situata alla destra dell’ osservatore
che percorra il contorno nel senso abede .. .a e Ualtra
R, alla sinistra, ed éab.cde, ...a, ¢l contorno omologo
relativamente a due aspette sineli: questo contorno
non taglierd se medesimo ( Proposizione III) e diwidera
la superficie del poliedro in due nuove regiont, di cur
quella a destra dell’ osservatore, che si muova nel senso
a,bcde,...a, & Comologa dv R, e Ualtra a sinistra
& Uomologa di R,.

Dato un poliedro, si dimostra che pud sempre prendersi
il suo poliedro polare in modo che, essendo Z un elemento
qualunque del poliedro primitivo ed Z, elemento polare
corrispondente, I'ordine di successione degli spigoli intorno
ad £ sia quello stesso degli spigoli polari intorno ad Z,: e
si d& il nome di poliedro polare diretto al poliedro polare
che gode di questa proprieta.

Proposizione X. — Se w & un poliedro polare diretto
di un poliedro dato P; A, A, sono due aspetti simily di
P; ed a, o, sono due aspetti di = relativi a due vertici e a
due spigoli polari respettivamente di due faccie e di
due spigoli omologhi di P ( riguardo ad A, 4,): gl
aspetti «, a, saranno sinili, e rapporto ad essi saranno
omologhi gli elementi o spigoli polart di elementi o spi-
go¥i omologhi rispetto ad A, A,.

4. Le cose precedenti sono vere per un poliedro qualun-
que. In appresso si considerano soltanto i poliedri euleriani
o semplici, cioé: Quei poliedri chiusi tali che qualun-
que contorno chiuso tracciato sulla loro superficie divide
la superficie stessa in due regiont separate: e si trova
che:

Proposizione XI. — Dicendo V, I, S 7 vertici, le fac-
cie e gli spigoli di una regione di un poliedro euleriano
limitata da un contorno chiuso (compresi quelli del
contorno), ha luogo. la relazione
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V4 F=8+1.

Dalla quale si deduce immediatamente il teorema di Eu-
lero .

Sui poliedri euleriani si dimostrano quindi due teoremi
fondamentali; di cui il primo é il seguente:

Proposizione XII. — Teorema fondamentale — Se una
regione R limitata da un contorno chiuso C & omologa a
se medesima relativamente ad n aspetts simili A, A, , A,.
A, _, del poliedro cur appartiene, essa, sen> 2, conterra
un elemento dotato dv simmetria di rotazione dv cut
I ordine sara almeno eguale ad n, e sen=2 potra in-
vece contenere uno spigolo con summetria di ritorno: e
n ogni caso gl altri elementi o spigoli della regione
stessa s1 raccoglieranno wn tanti gruppi, ciascuno di n
elementi o spigoli simili tutte distints.

Dalla dimostrazione di questo teorema si deduce una
proprietd che importa avvertire. — Il contorno chiuso C
avrd in generale (2, D) delle parti che si toccano e anche
coincidono; ma si dimostra che in qualunque caso dovra
esistere almeno un vertice s di C pel quale un osserva-
tore, che percorra tutto il contorno, passerd una volta
sola; e, prendendo gli omologhi s,s,, ., ss_, relativamente
agli aspetti A, A, ..., Ap_,, si trova che questi » vertici
appartenenti a C (poiché C & omologo a se stesso relati-
vamente a quegli aspetti) sono distinti ed hanno tutti la pro-
prietd di s, cioé 1’osservatore che descrive C passa per
ciascun di essi una volta sola. Ora, se I’elemento E della
regione R che presenta simmetria di rotazione almeno di
ordine 7 & un vertice, conduciamo fra E ed s una geodetica A
e prendiamo rapporto agli aspetti A, A,, Ay, . . .,
Ay, Ay oo, Ay, le omologhe A, A A, . ..., A,
A¢ .., Ay (congiungenti E ai vertici s, s,, . . sp—, ordinata-
mente). Si operi nello stesso modo se E & una faccia o
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uno spigolo, avvertendo soltanto di prendere per la linea A
quella che va da s al vertice di E pitt prossimo ad s, e
allora le A, A, ..., Asy, Aty ..., Ay, termineranno ai
differenti vertici di E. Cid premesso, dalla dimostrazione di
quel teorema risulta che le linee A, A, A,.., Ay g, Ap oy Ap
non possono avere alcun vertice comune (tranne una loro
estremitd se E é un vertice) e inoltre, che, relativamente
agli aspetti A, Ay le lince.

A, A“ . e At._“ At, J.'\f—’-“ .. ,An_1

hanno rispettivamente per omologhe le

Aty Atpgy ooy Aty oo oo oAy

M

,
intendendo che, I'ordine A, Ay, . .., A,_, rappresenti 'or-
dine di successione di queste linee intorno ad E (2, H)I).

5. Il sig. Jordan prende poi astudiare i differenti casi
che pud presentare un poliedro (euleriano), e considera
dapprima i tre seguenti:

A) Un elemento E di un poliedro offra simmetria dv
rotazione di ordine n e sia unico della sua specie.

B) Unelemento I di un poliedro, intorno al quale la
stmmetria di rotazione & di ordine massimo n, abbia un
altro (solo) elemento I, simile ad esso.

C) Non esista in un poliedro alcun elemento con sim-
metria di rotazione. In questa ipotesi si dimostra che deh-
bono esservi necessariamente spigoli con simmetria di
ritorno e si distinguono i due casi;

1.° Hsista uno spigolo con simmetria di ritorno
unico della sua specie. Se ne conclude che dovrd esi-
stere un altro spigolo e un altro solo con simmetria di
ritorno (unico della sua specie ); gli altri spigoli o elementi
raccogliendosi in gruppi di due simili.
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2.° Esistano pi spigoli stmili ad un dato ab, che
presentino simmetria di ivtorno. In questo caso si dimostra
che potra esistere s:ltanto un altio spigolo a b simile
alab, e che quttrolinee geo leticha conginngenti gli esiieui
di questi spizoll ad, a b dividono il poliedro in guaitro
regioni, di cai die nun snccessive sono s nili e clasctm
3 onwloga a se siessa relitivanente a d.e aspeti, siaill.
Onle ciascina di gueste regioul cont'ene uno spigelo con
simmetria di ritcrno (N, 4, Prop. Xil), e gli alt:i spigoli
o elementi si aggruppano in sisiemi di quaitro simili.

E dallo studio dei tre cvsi precedenti si deducono le
seguenti cinque classi di polieiri euleriani, aventi ordina-
tamente n, 2, 2, 2n, 4 aspetti simili:

1. Poliedri con simmetria per rotazione. Presen-
tano due elementi con simmetria di rotazione di ordine »
(» qualunque ), ciascuno unico della sua specie, tutti gli
altri elementi o spigoli essendo # volte ripetuti (*).

L. Poliedri con simmetria per rotuzione e ritorne.
Presentano un elemento con simmetria di 2.° ordine e uno
spigolo con simmetria di ritorno, ciascuno unico della sua
specie, gli altri elementi o spigoli essendo due volte ri-
petuti.

1. Poliedri con stimmetria per ritorno. Hanno due
spigoli con simmetria di ritorno, ciascuno unico della sua
specie, e tutti gli altri elementi o spigoli sono due volte
ripetuti.

IV. Poliedr: con summetria per rotazione e rove-
sciamento. Presentano due elementi simili (soli della loro
specie ) con simmetria di rotazione di ordine n (7 qua-
lunque ) e due sistemi di # elementi (o spigoli) simili con
siminetria di rotazione binaria, gli altri elementi o spigoli
essendo 27 volte ripetuti.

(*) Si usa per brevita questa frase ad esprimere che tutti gli
altri elemonti o spigoli si raccolgono in gruppi di # elementi o
spigoli simili,

8
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V. Poliedri con siiimetria per rilorno e rovescia-
mento. Offrono tre sistemi di due spigoli simili con simme
tria di ritorno, e gli altri spigoli o elementi sono quattro
volte ripetuti.

Per esempio: appartengono alla 1.* classe le piramidi
{ esclusi i tetraedri), alla IV® i prismi e i loro poliedri
polari che sono formati da due piramidi congiunte per la
base (esclusi i paralleleplpedx ), ec. ec.

6. Esaminati i casi in cui un poliedro fosse privo di
elementi con simmetria di rotazione o ne avesse uno, solo
della sua specie, ovvero due simili e soli della loro specie,
con simmetria di ordine massimo, restavano da conside-
rare 1 poliedri, nei quali gli elementi simili aventi simme-
tria di rotazione di ordine massimo fossero pilt di due.

tudiando appunfo questo caso, il sig. Jordan giuuge a tre
altre classi di poliedri euleriani, dotate di 12, 24, 60 aspetti
simili rispettivamente:

V1. Poliedri con simmetria tetraedirica. Possono
essere considerati come derivati da un poliedro simile al
tetraedro, sistituenlo a’ suoi spigoli, fusi simili e alle sue
faccie, regioni simili. Presentano due sistemi di quattro
eleneati simili con sim netria di rotazione di 3.° ordine
e un sistem di sei elementi (o spigoli) simili con simmetria
binaria, gli altri elementi o spigoli essendo dodici volte
ripetuti.

VII. Poliedri con simmetria cubottaedrica . De-
rivano da un poliedro simile al cubo o all’ottaedro nella
stessa maniera ora accennata. Hanno un sistema di sei
ele nenti simili con simmetria di rotazione di 4.° ordine, un
altro di otto elementi simili con simmetria di rotazione di
3.° orline, e un sistema di dodici elementi (o spigoli)
simili con simwetria binaria, gli altri elementi o spigoli
essenlo ventiquattro volte ripetuti.

VIIL. Poliedri con simmetria icosidodecaedrica.
Derivano da un poliedro simile all’icosaedro o al dodecae-
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dro. Presentano un sistema di dodici elementi simili con-
simmetria di rotazione di 5.° ordine, uno di venti elementi
simili con simmetria di rotazione di 3.° ordine e un siste-
ma di trenta elementi (o spigoli) simili con simmetria
binaria, gli altri elementi o spigoli essendo ripetuti ses-
santa volte.

Per completare la classazione, a queste otto classi
dovra aggiungersi una nona, che comprenda tutti i po-
liedri dissimetrici.

7. II problema che mi proposi a risolvere & il
seguente; — Per mezz) di due aspatti sinili di un poliedro
si pad determinare la natura di esso? —, o altrimenti; — .
Si pud fare una classazione dei poliedri euleriani considest
rando due soli aspetti simili? — : e giunsi a dimostrare
le proprietd che vengono appresso; per le quali, scegliendo
opportunamente due aspetti simili, la risoluzione del pro-
blema & ridotta allo studio di casi particolari.

L’importanza di quel problema risulta da semplici osser-
vazioni.— In prima, la teorica degl aspetti, non dipendende
dalla estensione e dalla forma degli spigoli e delle faccie,
ma soltanto dalla loro dispesizione relativa, pud applicarsi
immediatamente ad altri studi, oltre a quello dei poliedri. In
generale se si considera sopra una superficie piana o curva,
chinsa o aperta, concava o convessa ( priva di punti e linee
multiple) un numero qualunque di punti, congiuni a due
a due per mezzo di linee cie non abbiano parti a comune e
che conducano con continuitd da un punto ad uwn altro, si ha
una specie di rete, per la quale valgono tutte le cose gene-
rali dette sugli aspetti: Se poi quella superficie & chiusa e
semplicemente connessa possono applicarsi inoltre i teoremi
dimostrati sui poliedri euleriani. Cid posto, per riconoscere
la classe di un poliedro o di una rete & duopo trovare il
numero e la posizione degli aspetti simili, osservando.
attentamente il modo con cui sono disposte le sue parti.
Ma & chiaro che quella ricerca & semplificata se si riduce-

A Y
B ale
\,\QT ‘.’\l’. .
Q‘-\ ."",’T T
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allo studio delle proprieta del poliedro o della rete relati-
vamente a due aspetti simili.

DEFINIZIONTI.

8. Sieno 4,4, due aspetti simili di un poliedro
( euleriano ). L’ omologo di un elemento qualunque s di
esso, rapporio ad A,A4 , sard (in generale ) un altro ele-
mento s,. Relativamente agli stessi aspetti, s, avrda un
altro omologo s, ; cosi s, avra un altro omologo s;, ec. ec..
finché si giungera ad un elemento s, che sard uno dei
precedenti. Dico che s, & precisamente s. Infatti, se s,
fosse uno degli elementi s,,$,,... Sp_y, Sps+- Sp_q, per esem-
pio sy, questo elemento relativamente agli aspetti 4,4,
sarebbe omologo di due elementi s,_,, sy, distinti (poiché
per ipotesi s, & il primo elemento eguale ad uno dei
precedenti ) il che & assurdo. Prendasi ora un altro ele-
mento ¢ differente dai precedenti; collo stesso ragiona-
mento si potra oitenere un altro gruppo 7,7, ¢, .- tm—1 ©
cost di seguito. Talché, relativamente a due aspetti simili
A,A,, gli elementi del poliedro si potranno disporre in
tanti gruppi (s, 8 5 ..8n—1)s (L2, b )y onn (0,010 - Vpy)
ottenuti nel modo anzidetto ( essendo n-+m-4....4p il
numero degli elementi del poliedro) (*). Questi gruppi st
diranno cicli di elementi relativamente agli aspetti A, A,.
B chiwo che anal:gamente si posscno considerare cicli di
spigoli, di linec o di regioni.

9. Sia (ss . .8, ) un ciclo di vertici rapporto a
duae aspetti simili A, A . Coasideria no tutte le geo letiche

(*) Cid pud valersi anzh lall’ossorvare che, prendendo gli oms-
loghi b rutti gii elimenti di un polisdro relativa nente a lue asp -t
sinid Ay A, siohuano gl elem i stessi in un altro ordias, ciod
8l fu naw certa sostid zione sn quegii elemeuti, e si sa ch+ ogni
8ostituzione pud considerarsi ssmpre come il prodotto di pid sesti-
tuzioni circolari; cude oc. ec.
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condotte daciascuno dei vertici s,8,, . . Sy, .. Sp_y a tutti gli
altri e fra esse prendiamone una formata del minor numero
di spigoli; e sia, per es., quella che congiunge i due ver-
tici s, sp. Indichiamo questa linea con L,,,, e diciamo ¢
la sua lunghezza. Non esisteranno due vertici sp, sy fra
quelli del ciclo (s s,..5,_,) tali, che la geodetica condotta
fra essi abbia una lunghezza minore di ¢.

Cid posto, relativamente ai due aspetti A, A, la linea
Lo,y avra per omologa una linea L,,,+, condotta fra s, ed
Sp44; parimenti Ly .44 avra per omologa una linea Lg,pts
condotta fra s, ed s,,, e cosi vix via, finché si giungera ad
una linea Liy_,,p— congiungente s,_, ads,_,, la quale avra
per omologa una linea Ly,,, che in generale sara differente
da Lg,p. Poi Ly,, avraper omologa una linea Lty , g4y €C..
Considerando tutte le linee

Lo;nLnM—. .. 'Ln—nr—mer- . -L;mr- . -mer- L]

si dimostra, come al N.* 8, che la prima di esse, che &iden-
tica ad una delle precedenti, coincide appunto colla Li,r.
D’altronde fra quelle linee non esistono che le Liy,rLinyr..-
Lpn-p... che abbiano amendue gli estremi a comune colla
Logsy; quindi una di queste, per es. la Lpy,,, sara la prima
linea che coincide colla Ly,y. Il sistema delle geodetiche Lo,y
Liyr+ +o-Lipn— ,p—, 8i dird ciclo di geodetiche corrispon-
dente al ci.lo di vertici (ss,..8n_.) € si scriverd (Lo,yLijyp4y- .-
Lyn_.sr—1). Evidentemente ad un ciclo di vertici possono
corrispondere piu cicli di geodetiche; ma, in ogni caso: —
Il numero delle geodetiche di un ciclo & sempre un
multiplo del numerg dev vertici del ciclo a cut corii-
sponde. —

10. Agziangereno ancora poche altra definizioni. Per
grand2zza di ana regione, limitata d1 un contorn > chiuso,
¢'intanderd la somma de’suoi vertici, delle s.e f.ccio e
de’ suoi spigoli ( compresi quelli del contorno). Dicendo
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V,F,S il numero dei vertici, delle faccie e degli spigoli
della regione, dalla relazione (N. 4, prop. XI):

V+F=S+1
sl trae:

V4 F4+S=2841;

per cui la grandezza di una regione ¢ anche il doppio degl
spigoli che essa confiene aggiuntavi I'unitd. — Due regioni
saranno cquali se contengono lo stesso numero di spigoli,
disequali nel caso opposto e pile grande quella che con-
tiene un maggior numero di spigoli. Due regioni simili sono
evidentemente eguali.

PROPRIETA DEI CICLI.

11. Sia (ss,..s4_4) un ciclo qualunque di elementi rela-
tivamente a due aspetti simili A;A,. Poiché s é simile ads,
ed s; ad s,, s sard simile ad s, (N. 3, Prop. V). Ma s, &
simile ad s, quindi s & anche simile ad s; e cost ec.. Onde s
é simile a tutti gli elementi s;,s,,..5p—;, 1 quali per conse-
guenza sono simili fra loro. Un ragionamento analogo s
puo ripetere per le geodetiche di un ciclo corrispondente ad
un ciclo di vertici. Dunque:

Prop. . -— Gli eleinents di un ciclo sono elementi
sumale e le linee di wun ciclo linee simili. — Di qui s
deduce che, se 1 vertici di un ciclo (ss...sy—,) non presen-
tano simmetria, dovrd essere p=1 (N.° 9), cicé sara
(Loyrliyypa oo Lin—sp_.) un ciclo qualunque di geodetiche ad
esso corrispondente; perchd, altrimenti, da un vertice s par-
tirebbero almeno due linee simili, cioé s sarebbe simile ase
stesso relativamente a due aspetti e quindi presenterebbe
almeno simmetria di rotazione binaria (N. 3, Prop. VII).
Segue inoltre che, considerando il ciclo che contiene il
massimo nuntero di elementi ( o di linee ), il numero degli
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aspetti simili del poliedro non potrd esser minore di quel
numero (N. 3, Prop. VIII).

Non & vera la reciproca della proposizione precedente,
cioé non si possono sempre trovare due aspetti simili rela-
tivamente ai quali un_ gruppo di vertici simili formi un
ciclo ().

12. In seguito prenderemo a studiare principalmente i
cicli di vertici, poiché dalle proprietd di questi si potra
passare facilmente a quelle dei cicli di faccie mediante la

Proposizione II. — FHssendn = un poliedro polare
diretto di P, i cicli di elements (vertici o faccie) rela-
tivamentz a dne aspetti simili dell’ uno hanno per polart
cicle di elementi ( faccie o vertici) relativamente a due
aspetti simili dell’ altro.

Questa proposizione risulta subito dalla Prop. X. (N.3).
lnfatti sieno A,A, due aspetti simili di P ed «,«, i due
aspetti simili corrispondenti di #, cioé due aspetti riferiti
a due spigoli e due vertici polari di due spigoli e due
faccie omologhe relativammente ad A,A,. Se (ss, .. sp_y)
& un ciclo di elementi rapporto a questi aspetti, e sono
3,0, 9, .. d,_, ordinatamente gli elementi polari di s, s,
Sy - - Sp_,, risulta da quella proposizione che, rispetto ad
a,a,, sono omologhi ¢ e &,, ¢, e &,,...., 0y, €9, cioé
(09,0,..9,_,) & un ciclo ai elementi. ‘

13. Si consideri adunque un ciclo di vertici (ss;...sp-)
relativamente a due aspetti A,A;. Sia ( Loyplsypeq . - -
Ling~1yr—1 ) un ciclo corrispondente di geodetiche; ed
A A, sieno rispetiivamente m, wmo; m,, m, 0,. Rapporto
ad A, A, lo spigolo m,0, avra per omologo uno spigolo
14045 (el pari, relativamente agli stessi aspetti, 1,0, avra

(*) Per es. la reciproca non & vera nel caso semplicissimo di
un poliedro formato da due prismi triangolari aventi una base a
comune; poichd i sei vertici delle due basi distinte sono simili e
tuttavia non & possibile trovare due aspetti simili, rapporto ai
quali essi formino un eciclo.
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per omologo uno 8pigolo 7;0,,... e €ost my—.0g-, avrd per
omologo nno spigolo w0 ec. Per la Prop. IV (N. 3) gli
omol. ghi del poliedro restans i medesimi relativamente agli
aspetti sinlim, moedm , mo, , m, mo, elm , my,,...
My, Mpyopq 81 My, myo; . . . rispettivamente. Onde pud
scriversi che rapporto agli

aspetti simili s0N0 omologhi .
T A Pl e N i N

m o, Mo $,81--Speg Liosrs+e+Linputyr 4

my , M0, $1,88--8  Layp+10..Lo ¢

Mg , Myl $9,3.+-51  Lagyr+av-Lispas

Mgy Me-10t_4 St-1s5ts+-St.a Lt iyraetea- - Lagor -0

mg , M0t Sty St St Loyt Lo paey

Di qui si ricava che, relativamente agli aspetti simili n2,mo0,
Mg, MOt

R,S,,....Sn_, LO,T,L‘,r+h..uan_1".Hi
banno per omologhi rispettivamente
8ty Strqy -+ - Sig Loty Lt g 4l gy oo Lpmygyrrtey

ene segue che gli aspetti simili m,mo, m,m04, .. Mg, meoy,..
Monp-1yMinp.10np-1 SONO tutti distinti e che I'aspetto mipp, mpy0np
& precisamente m,mo. Infatti, se i due aspetti m,mo, iny, m0;
fossero identici, le linee Lg,pLit,pps----Linp 1,74 dovrebbero
essere eguali ordinatamente alle Ly, p¢. .. Ly, p+21, il che &
impossibile finché sia # < np. Ma quando, si abbia t=np, le
linee Li,pt-¢- . . Lig-ty pt-g—y, SO0 precisamente le L, . Linp-tsr_
e quindi non pud essere che 'aspetto mpp,yp0np sia distin-
to dall’aspetto m, mo; giacché relativamente a questi due
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aspetti simili, una linea L,,r (per es.) avrebbe per omologa
se stessa, vertice a vertice, il che & assurdo (N. 3, Prop. IV).
Si ha adunque mup=1mm, onp==0; e quindi, rappresentando
brevemente con A, Aj,...Ay...Anp, gli aspetti simili
My MO 5 My, MY01,... Mg, MO, ... Mpp1,Mnp-Onp.g, S CON-
chiude che:

Proposizione III. — Essendo (ssy..8p.1) un ciclo di ver-
tict ed (Ligyp. - Lingy,p-1) un ciclo corrispondente di geode-
tiche relativamente o due aspette A, Ay, si pud sempre

trovare un aspetto Ay simile ad A e tale che, rapporto
ad A, At,

8y Sy Sgy v Sty o+ Spy Lom"' Lhr*‘t’ Lmz__i,r__‘

abbiano per omologhi ordinatamente
StyStd-1y+c0Sopyeer Sty Ltyrty.. LQ’"""‘Qt geee Lt-br+t—4§

gli aspetti ssmale A, Ay, Ay o Ay Ay .. App_y essendo tutt
distinti ed avendo la proprieti che gli omologhi del po-
liedro restano © medesimi relativamente a due aspetti
successivt Ag_, A¢ (posto An,=A). — Evidentemente questa
proposizione comprende in se la Proposizione I.

14. Le geodetiche diun ciclo (Lioyr L ypiqe o Linp_15r-1)
corrispondente ad un ciclo di vertici (ss,...sp— ) relativamente
a due ~spetti A, Ay avranno in generale vertici a comune.
Distinguiamo due casi, cioé quello in cui esse hanno uno
o amendue gli estremi e qualche vertice intermedio a co-
mune e quello in cui hanno soltanto qualche vertice inter-
medio a comune.

1.° caso. E chiaro che, indicando brevemente con
(sv)g,r la distanza di due vertici s, v contata sopra una
geodetica Ly,r, si ha la

9
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Proposizione 1V. — Se due geodetiche Liyp_rso Lioyr,
aventi almeno un medesimo estremo s, passano per uno
stesso vertice v dovrd essere

(89)p_r10==(89)p, : da cul (s”p“rv),,p_r, o==(8,2)0»»

poiché, se fosse p. es. (SV)np_rso0> ($2)osr, la linea Linp_g,0
non sarebbe geodetica fra due suoi vertici, come deve
essere. - In questo caso poi & importante notare un
altra proprieta. Le due linee Lypy_p,0,Li0,r relativamente
ai due aspetti simili A, A, (N. 13, Prop. lII ) hanno per
omologhe le linee Ly, Liy,qr; onde se quelle passano per
un vertice », quesie passeranno per un altro vertice o,
omologo di v, e viceversa se queste passano per un ver-
tice v,, quelle passeranno per un vertice » di cui », sia
I’ omologo. In ambedue i casi, essendo omologhi i tronchi

(82)np_rso » (Sr01)osr, dOVra aversi;
(50 mp—1r10==(8,0, )

cind, per la proposizione precedente,

(SU)" H‘z(sf‘v’)ﬂ? r :
(nnque;

Proposizione V. — Se una yeodetica Lo,y passa per un
vertice v della Lipy_y,o (avente un estremo s a comune
con essa ) ad una distanze d da s, passerd altresi per
un vertice vy, omologo di v, che appartiene alla geode-
tica L,y (avente a comune colla Lo,y Ualtro estremo s;)
ed & situato alla stessa distanza d da s,; e viceversa —.

E inoltre le Loy, Ly, s, sisegheranno o toccheranno in v,
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come le Lipp_ys0 Lioyr 1 & (N. 3, Prop. 1I1). Nel caso par-
ticolare che la linea Linp 1,0 coincidesse colla Ly, cioé fosse

»="¢, il ragionamento non si modifica e allora si conclude

che: — Se una geodetica Ly, up, passa per un vertice v
)
della geodetica lipy,, (che ha comuni con essa amendue
2

gl estrem?) ad una distanza d da uno di essi, passerd
ancora per un vertice v, della stessa geodetica, allu
medesima distanza d dall’altro estremo.

2.° caso. Consideriamo I’'altro caso, cioé supponiamo che
due geodetiche Lg,p+r Lg,q+r, non aventi alcun estremo
comune, passino per uno stesso vertice ». Dico che ruesto
vertice sard il mezzo di amendue. Infatti, se ¢id non fosse,
la geodetica Lp,p4r (peres.) sarebbe divisa dal vertice v
in due tronchi disuguali; e quindi, prendeno il pitt piccolo
di essi che sarebbe minore di ;¢ (N. 9), e aggiungendolo
al pilt piccolo degli altri due tronchi in cui » divide Lg, g4y,
il quale al pit sarebbe eguale a 3¢, avremmo una linea,
congiungente due vertici distinti del ciclo, di lunghezza < ¢;
il che & impossibile. Dunque:

Proposizione VI. — Due geodetiche di un ciclo
Lp,p+r s Lgsqers di cui gli estremi sieno differenti, non
possono avere a comune che il loro vertice di mezzo.

Le geodetiche di un ciclo godono inoltre della seguente
proprieta:

Proposizione VII. = Un vertice v di una geodetica
Lo,y di un ciclo (Ligsy.- Linp_1,y_1) corrispondente ad un
ciclo (584...Sy_1) relativamente a due aspetti A,A,, omo-
logo a se stesso rapporto a questi aspetti, & il vertice di
mezzo comune a tutte le linee del ciclo.

Infatti, il tronco (sv),,y relativamente agli aspetti A,A,
(N. 13, Pr.III) avendo per omologo il tronco (s,0)ryay,
st ha,
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(59)osr = (5y0)psar

quindi, poiché la distanza fra i due vertici s, , » deve
essere evidentemente la stessa sopra L,y 0 Ly, .y, sard

(50)0yr==(5¢0)0,r}

donde ec. B poi evidente che quel vertice v presenta
simmetria di rotazione almeno di ordine np.

15. Supponiamo che un ciclo di geodetiche ( Lo,y ..
Ly ,s—)) sia formato di un numero di geodetiche eguale al
numero dei vertici del ciclo (ss,..s,—1) a cui corrisponde, e
inoltre che le geodetiche del ciclo non si seghino in alcun
punto. Cerchiamo il numero dei contorni chiusi formati da
esse, il che ci tornera utile in seguito.

Prendansi le geodetiche che hanno successivamente un
estremo a comune '

(a) LosrsLiryars Lioyssrs -+« s Lin—pso-

Se 7 & primo con 7, per un teorema noto (*), soltanto
colla linea L o Si ritornerd ad s, cioé le (a) saranno
tutte differenti e perd saranno le Lg,p,Li ey oo Lip_typ_s
disposte in un certo ordine: onde in quel caso il ciclo

(*) 11 teorema & il seguente:

Avendo una servie di n punti, di cui ¢ d-terminato soltanto U or-
dine di successione 8. $,,..8n— € trasportandoci in questi punti di r
in r a partive da s, cioé da s in sc,das n Sy ... €C; S€ T & Primo con n
i ritornerd al punto di partenza s, dopo essere passati una volta per
ciascuno di quegli n punti; se r non é primo con n ed ha con n il -

. .. " .
massimo comun divisore ¢, ed = si tornera ad s dopo essere

passati una volla per ciascuno dei v punti s, 8¢ Sye,ee 86ympyr -
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formera un sol contorno chiuso. Ma se » ed » non son
primi ed & ¢ il loro massimo comun divisore, ponen-

do ';—_—u per lo stesso teorema, la linea Liv_iryur;0 Lip_iyrso

sara la prima delle (a) che ritorna ad s, e quindi queste
linee si ridurranno alle sole distinte

Lo:r Lrun .. -L(p-l)r’pr- . -L(u-—-x)rm)

le quali formeranno un contorno chiuso. Fra queste v linee
non sono comprese certamente le Ly,p+; Lyypga-+- Ligyptg ...
Le_,,pte-y, perocche, se cid avvenisse, dovrebbe essere

pr==k-+pn, essendo k<Ze e p. intero,

eguaglianza che non pud verificarsi, giacché » ed » sono
divisibili per ¢, e & no. Quindi, relativamente agli aspetti
A, Ay, le linee Lo, py Lipygye .. Lig—typyo avranno per omolo-
ghe altre v linee Lyypiy Lrstsarat oo Ligotyrayyys le quali
formeranno un altro contorno chiuso. Parimenti le linee
Lyypty - Li1yp+ 1 daranno origine ad altri contorni chiusi.
Adunque, ricordando anche la Prop. IIT (N. 13);

Proposizione VIII. — Se ad wun ciclo div n vertici
(s5...8p. ) corrisponde un ciclo din geodetiche(Ligyy. - Lipyr.1)
che non si segano in alcun punto, questo ciclo formera
un sol contorno chiuso Lg,eLiyy gro . Lig—y 4.0 sc v & primo
con n; ne formera e,

Lo,r[.lr,,r- “e -L(v--l)r,o, “ee Laml,"+6-1- e ¢L(‘-""l)r+5-”£--|

se r non & primo con n ed ha con esso il massimo comun
divisore € e st pone-'-: =v; ciascun contorno chiuso essendo

omologo a se stesso relativamente a v aspetts simili
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aventy la proprieta che gli omologhi del poliedro re-
stano ¢ medesimi relativamente a due aspetti successivi
Ad=nr Agy.

16. Aggiungerd ancora la dimostrazione di due altre
proprietd dei cicli, benché in appresso non si presenti
occasione di applicarle.

Prendiamo sopra una geodetica Ly, di un ciclo (Lg,y..
Lyp—tsr—1) corrispondente ad un ciclo (ss..sp—1), un ver-
tice  qualunque (che non sia un estremo). Questo vertice
apparterra ad un ciclo di vertici (uu,u,...uy--) , %, trovan-
dosi sopra L,y , %, sopra L, py .., %p-1 sopra Lp_.,p4p,
% sopra Li,ep, ec. Il ciclo (wu,...up_.) si potrebbe dire
ciclo secondario del ciclo primitivo (ss,..Sp_.). Sieno m le
geodetiche che passano pel vertice u: pel vertice », passe-
ranno altre m geodetiche, per u, altre m, ec.. Somman-
do tutte le geodetiche che passano per w,u ,u,,...%5—, Si
hanno mhA linee. Fra esse se ne trova certamente una qua-
lunque del ciclo (Ligp..Lipp~ 5y~ ), perché questa linea deve
contenere uno dei vertici del ciclo secondirio; ma perd in
quel numero potra, in generale, essere contata piu volte. Po-~
niamo che la linea Lg,.contenga % vertici del ciclo secon-
dario, (essendo k<Zh). La linea L.,,4, conterrd ik vertici
omologhi dello stesso ciclo e cosi di seguito; e quindi ogni
geodetica nel numero mh sard evidentemente contata k
volte Dunque:

Essendo np il numero delle geodetiche di un ciclo
corrispondente ad un ciclo (ss ..sy—), h ¢l numero del
vertict di un suo ciclo secondario, m rl numero delle
yeodetiche che passano per un vertice di questo ciclo
e k il numero dei vertici di esso che giacciono sopra
una geodetica, st ha la relazione
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np=— .

Se h=n ed m=1 si ha p=;‘, e poiché p é intero dovra

essere k=1 e quindi p==1, come si vedrebbe anche geo-
metricamente.

Consideriamo ora tutti i cicli secondarii di un ciclo pri-
mitivo (relativi ad un dato ciclo di geodetiche), e sieno
hy my ky; hiymiy k, ;5 oo hyymy, ke, le quantitd relative
a ciascuno di essi, considerate nella proposizione precedente.
Se V ¢ il numero dei vertici di una geodetica (esclusi gli
estremi), & evidente che deve essere: =

ktloytkat . ... +ke=V,

cioé, per la proposizione ora dimostrata.

hm—+-hymy-hgmo—+-.....-+h m=Vnp;

Ia qual relazione da un altra proprieta facile ad enunciare.

PROPRIETA GENERALI

DEI POLIEDRI EULERIANI RELATIVE Al CICLi

17. Supponiamo che una regione R di un poliedro,
limitata da un contorno chiuso C, sia omologa a se mede-
sma relativamente ad n aspetti simili A;A;,A;... Ap .
Consideriamo in quella regione le geodetiche A, Ay, A,,...
Ay- che notammo nel n.° 4. Ivi si disse che, intendendo
disposti gli aspetti A, A,  A,... Ap,, As... Ay in un certo
ordine, relativamente agli aspetti A, A, le linee
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hanno per omologhe le
Ny Mgty ooy Ao gy oo Mgy

talche, riguardo agli

aspetti simili SOno omologhe

T ———— T T ——— Nttt
A, A, Ay Ay o Ay,
Au Au AZ; . At’ A:
A27 Aﬂ) A37 At—i) Ai;
At-—i) At_’,At, ........... At_g,
At, At, At+‘, .......... At__{,
Ay, ApctAy oo Ay,

Segue diqui che: gli omologhi del poliedro relativamente
a due aspetti simili successivi Ay_y, Ay sono i medesimi.
Infatti il primo spigolo o di Ay, (per es.), relativamente
agli aspetti A, A, ovvero agli aspetti A;_,, A; avra sempre
per omologo il primo spigolo 40, di A;. Ma gli omologhi
del poliedro relativamente agli aspetti m, mo, m,, 11,0, sono
omologhi per la Prop. IV (N. 3) si rapporto ad A, Ay,
come rapporto ad A;_;, A;; dunque ec.

Ora la regione Ry, che si ottiene staccando dal poliedro
la regione R, & pure omologa a se medesima relativamente
agli aspetti simili A, A, ... Ap_y (N. 3, Prop. IX). A
ciascuna delle due regioni R, R, si applica quindi il teo-
rema fondamentale enunciato nel N. 4 (Prop. XII). Sieno
5,84,8g, ... Sn_y n elementi (distinti) del poliedro omologhi
rapporto agli aspetti A,Ay,... Ap_; ordinatamente (situati
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N

tutti in R o in R,). Poiché s, ¢ omologo di s, rispetto ad
A,,A,, per 1’ osservazione fatta sopra, sard suo omologo
anche rispetto ad A,A,. Parimenti, relativamente a questi
due aspetti, saranno omologhi s, ed s,, 55 ed s, ... sy_; ed s;
il che vuol dire che (ss;..s,_,) & un ciclo di elementi rap-
porto ad A, A, e in generale rapporto ad A,_,, A;. Cid si
ripete per tutti i gruppi di » elementi simili del poliedro.
Se n>2, ciascuna delle regioni R, R, conterrd inoltre un
elemento con simmetria di rotazione almeno di ordine =
che formera un ciclo di un solo elemento; e se n=2, quel-
I’ elemento potra essere sostituito da uno spigolo con sim-
metria di ritorno, di cui i due vertici comporranno un
ciclo. Dunque;

TEOREMA I. - Se una regione R di un poliedro
¢ omologa a se stessa rapporto ad n aspetti simili, st
possono disporre questi aspetti in un certo ordine A,Ay,..
Apy, Ay, Ap_i; pel quale gli omologhi del poliedro sieno
t medesimt rapporto a due aspetti successiwvt Ag_y, Aq.
Riguardo a questi aspette glv elementi del poliedro for-
mano tanti cicle dello stesso numero n di elementi, tranne
due, che, se n>2, dovranno essere formati dv un solo
elemento, e, se n==2, potranno essere formati o di un
elemento o di due (come gli altrr).

18. Dal teorema dimostrato dedurremo facilmente
quest’altra proprieta:

TEOREMA II. — In un poliedro (euleriano) simme-
trico, st possono sempre trovare due aspetti simili, rela-
tivamente av quals © cicli di element sieno formati dello
stesso numero dv elementy, tranne due, che potranno in-
vece contenere un solo elemento.

Ricordando infatti che in un poliedro (euleriano e simile
a stesso relativamente a un certo numero di aspetti) deve
esistere almeno un elemento o spigolo che presenti simmetria
(N. D, C), bastera che consideriamo i tre casi seguenti:

A) Esista almeno una faccia I che present sim-

10
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metria di rotazione di ordine n. Allora la regione formata
dal poliedro rimanente, esclusa la faccia I, & omologa a
se stessa relativamente ad 7 aspetti simili e quindi si pud
applicare il teorema I (N. 17); donde si deduce immedia-
tamente il teorema II.

B) Fsista alineno un vertice con siminetiia di rola-
zione di ordine n. Allora il poliedro polare diretto del
poliedro dato avrd almeno una faccia con simmetria di
rotazione di ordine 72 (N. 3, Prop. X). Quindi, pel caso
precedente, nel poliedro polare esisteranno certamente due
aspetti simili A, A, che hanno la proprietd enunciata. Al
due aspetti A, A, corrispondono nel poliedro dato due aspetti
simili &, , (N. 11, Prop. II) rapporto ai quali i cicli di ele-
menti sono polari dei cicli di elementi del poliedro polare e
quindi sono formati dello stesso numero di elementi; onde ec.

C) Non esista alcun elemento con simmelria di
rotazione. Allora dovrd esistere uno spigolo con sim-
metria di ritorno. Se questo é unico della sua specie. (N. D,
C, caso-1.2) il teorema ¢ evidente, poiché tutti i cicli
vengono formati di due elementi. Se non & unico della sua
specie, vedemmo (N. 5, C, caso 2.°) che ne esiste un altro
solo simile ad esso e che fra i due spigoli si potevano con-
durre quattro geodetiche che dividevano il poliedro in quattro
regioni a due a due simili e ciascuna simile a se stessa rela-
tivamente a due aspetti; e ora, applicando ad una gqualun-
que di queste regioni il teorema I (N. 17), se ne conclude
la proprietad enunciata. Anche in questo caso tutti i cicli
sono formati di due elementi.

In tal modo il teorema II & pienamente dimostrato. —
Diremo aspetts fondamentals di un poliedro, due aspetti
simili A, A, che godono della proprieta detta in quel teore-
ma, e che potranno essere anche aliri, differenti da quelli
considerati nella dimostrazione ().

(*) Anzi qui si pud proporre la questione: — Rapporto a due
aspetti simili gnalunque come si comportano i cicli di elementi?
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19. Sia (LgypLigspgey -+« Linp—y5r—1) un ciclo di geodetiche
corrispondente ad un ciclo di vertici (ss,..s,_,) relativa-
mente a due aspetti fondamentali A, A,. Dico che dovra
essere p=1. Infatti poniamo che abbiasi p>1, cio¢ la
linea Ly,, sia differente dalla L,,,; e sia, per esempio, »
un vertice <i Li,y, pel quale non passa la linea Liy,,. 1l
ciclo a cui appartiene » non pud essere formato di un ver-
tice, perché allora per esso passerebbe anche la linea Ly,,:
dunque dovra essere formato di » vertici. Ma anche questo
& impossibile; poiche, trasportandoci successivamente nei
vertici v,v,,9,,...d1 quel ciclo, che si trovano rispettivamente
nelle linee Lig,py Lt ype1y Liypas -, sideve ritornare a » o pri-
ma o dopo di essere arrivati alla linea Li,,, cioé essendo
passati per un numero di vertici v,2,,,.. minore o mag-
giore di #. Quindi la linea Ly, passerd per v. Se tutti i
vertici di Lg,, debbono trovarsi sopra Ly,,, segue necessa-
riamente che dovrd essere Lg,, = Ly,,, € pero:

TEOREMA 1II. — Relativamente a due aspetti fon-
damentaliil nuwmero delle geodetiche diun ciclo & equale
al numero dei vertici del ciclo a cut corrisponde.

20. Avendosi adunque un cielo (ss;..5p_) relativamente
a due aspetti fondamentali A, A,, un ciclo qualunque di
geodetiche ad esso corrispondente sard (Lig,p. .. Jin_y,r_1). 1ie
geodletiche di questo ciclo avranno in generale vertici a
comune. Ci proponiamo di dimosirare che per ogni ciclo
di vertici si pud sempre trovare un ciclo di geodetiche le
quali non si seghino in alecun vertice ().

I vertici di una geodetica L,,, tranne quello di mezzo
(quando esista), per la Prop. VI (N. 14) non possono

1l caso di due aspetti fondamentali & un caso particolare o il caso
generale di due aspetti simili? — Esamineremo tale questione in
una appendice che fard seguito a questa tesi.

(*) In alcune parti, questa dimostrazione & analoga a quclla
data dal sig. Jordan pel 2.° teorema fondawmentale.
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essere comuni che alle geodetiche Liy_y,9, Ly,qy, che sono
le sole fra quelle del ciclo che abbiano un estremo comune
con essa. Sia w il vertice, comune alle linee L0 Ligyrs
pitt lontano dal loro estremo comune s. Quel vertice
non potrd avere da s una distanza > 28 (N.9). Infatli
se fosse (8w )gyp>30, sarebbe (520 )4, < 19, @ poiché,
(N. 14, Prop. IV),

($910)osr = (Spp®@)n—rso

ne seguirebbe:

(8r20)orr 4 (Sn_rtIn_rso <8 3

il che non pud essere (*). Dunque w si trovera nella prima
metd di L,,,. Nella seconda meta, L,,, avra vertici a co-
mune colla linea Ly,qp dei quali il pit distante w0, da sy,
per la Prop. V (N. 14), sara tale che

(srwd)mr=(sw)ow

ed & chiaro, per le cose dette, che i vertici del tronco
(ww4)o,r ( che potrebbe anche esser nullo ), escluso quello
di mezzo, non sono comuni ad alcuna delle linee Lij,pyy,. -
Ln-—nr—1- .

Cido posto, consideriamo la linea

! \ , . 20 Q@
Ll oyr=(s®)oyr=(10101)0yr~ (10181) s 2r
che & di lunghezza 8. Essa formerd un ciclo di geodetiche

(*) Questo ragionamento non vale se s,—,=—s,, ciot r===2 Ma in
questo caso le linee L,y Ly2, coincidono, e allora, per 1 osser-
vazione fatta dopo la Prop. V (N. 14), & facile vedere come cid

che segue, con leggicre modificazioni, sussista rigorosamente.
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(L'oyr L'ty ptete - - Line 1y 1) relativamente ad A, A (N. 19,
Teor. III). Le geodetiche L'y,p+....L'y—1,r—;, essendo for-
mate (come la L'y,,) di tronchi delle Lo,p....Lin_i,p_y, nel
tratto (w0 w))esr nON potranno aver vertici a comune colla
L'g,p, tranne quello di mezzo. Inoltre, relativamente ai due
aspetti A, A, (N. 13, Prop. II), s, Lo,y , o hanno per
omologhe s, , Liyysp , 1), ciod il tronco (sw)e,r che ap-
partiene ad L'g,» ha per omologo il tronco (s, 7¢y)y,qp che
appartiene pure a quella linea. Ma relativamente ad A,A,,
la L'o,y deve avere per omologa la L'.,.; dunque questa
linea coincide interamente colla L',,, nel tronco s, .
Parimenti per la Prop. V (N. 14) la linea L'y_y,, coinci-
derd colla L'o,, mel tronco sw. Nei tronchi sqw;, sw la
linea L'o,p non pud avere vertici a comune con alcun altra
linea del ciclo, cui essa appartiene; dunque quella linea ¢
tale che non pud essere tagliata che nel vertice di mezzo
dalle L',y .. L'y _t,py. Del pari la linea L';,p4 omologa
della L', non puo essere segata che nel suo vertice di mezzo
dalle L'y, p49...Lin_1,y_1, L',y omologhe delle precedenti re-
lativamente ad A, Ay (N. 3, Prop. IlI): e cost ec. Si con-
clude che: — Dato un ciclo di vertici (ss)...Sa_)) esiste
sempre un ciclo di geodetiche, ad esso corrispondente,
(Lloyy L'iypgre - Lin_tyr—1) avente la proprieta che le geo-
detiche non st possono segare che nel vertice di mezzo—.

21. Sia » il vertice di mezzo comune a due geodetiche
Lo,y L, ¢4 (aventi o no un estremo a comune) di un ciclo
(Liosp. - Lin_1,y—,) rapporto a due aspetti fondamentali A, A,.
Le omologhe L,y y, Litq1,¢19+, di quelle due linee rapporto
ad A, A, passeranno pel loro vertice di mezzo v, omologo
di v e cosi via via, finché si giungera alle linee Liy_y, syt
Lat_yy.4+r—1 Passanti per un vertice v, mezzo di amendue;
di cui I’omologo sard il vertice di mezzo comune alle
Lityorer s Ligy g4 (omologhe delle precedenti), ciod ». Dunque
(o2, ) & un ciclo di vertici, e, poiche #<n, dovra
essere £-=1. Cio significa che: — Se due geodetiche qua-



— 118 —

lunque di un ciclo (Lgype..Lin—typ—1) hanno a coinune il
loro vertice di meszo, esso & un vertice di mezzo conune
a tutte le linee del ciclo. — Evidentemente questo ver-
tice & con simmetria di roiazione almeno di ordine =; e
perd si trae di qui che: — Se in un ciclo di geodetiche
(Liosrs e - Lin—yyp_), rapporto a due aspetti fondamentali,
due geodetiche hanwno a comumne il vertice di mezzo,
questo & un vertice di simmetria di rolasione del polie-
dro almeno d¢ ordine n. —

Dalle cose precedenti risnlta dunque che le geodetiche
del ciclo (L'oyr , L'tsrg1 5 «-.Llazyyr_1) o avranno tutte a
comune il vertice di mezzo, o non avranno alcun vertice a
comune. Ora, supposto che esse abbiano a comune il ver-
tice di mezzo », imaginiamo un osservatore che situato fra v
ed s in prossimitd di » sopra L'o,y, ruoti intorno a » nel
senso diretto e sia il tronco vsy della linea L'g,44, quello
che egli incontra immediatamente. La linea

L“mg:‘“(s”)‘orr‘{‘(wg)‘g;w-r

é di lunghezza ¢ e non ¢ segata nel vertice ¢ da qualun-
que linea formata coi tronchi (sv)'o,, (s,2)'esr, (510) 15041 5
(8p+10)'1yp+1 +... € Neppure potrd essere segata da una tal
linea in altri vertici, poiché, se cid fosse, le linee L'y,r,
LYypaq..Lln_i,r_r st taglierebbero in vertici differenti dal
vertice di mezzo. Ora la L',q d& luogo ad un ciclo (L",g...
L"u_1,9—1) di cui le geodetiche sono appunto formate di quei
tronchi. Quindi la L",, non sard segata da alcuna delle
L, g+1.-.L'_1,9-15 @ pereid la L",44 non potrd essere
segata dalle L",g45, --L' 1,91, L',g e cosi via via;
cioé le geodetiche del ciclo (L"o,g...L"s 4,4_y) non si taglia-
no in aleun vertice. Laonde si pud concludere che:
Teorema IV. — Dato un ciclo di vertici (88y...8p—1),
relativamente a due aspetti jondamentaly A, Ay, esiste
sempre (almeno) un ciclo di geodetiche (Lo, Lijypsy...
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Ln—tyr—1 ), @d esso corrispondente, avente la proprietd
che le geodetiche non sv seghino in alcun vertice.

22. Quanti contorni chiusi pud formare un ciclo (co-
munque ottenuto ) di geodetiche (Lg,y...Lip—y,r—1 ) che non
si tagliano? — Consideriamo dapprima il caso in cui le
geodetiche abbiano a eomune il loro vertice di mezzo ». Una
linea Lg,r consterd di due tronchi (vs)eyr , (¥Sy)0,r cOncor-
renti in ». Imaginiamo un osservatore che si muova intorno
a o (nel senso diretto ) partendo da (¢5),, ; € supponiamo
che egli non trovi immediatamente il tronco (vsy)e,r ma un
altro (v34)g,g-+r appartenente alla linea Lg,y ,. B chiaro
che l'osservatore dovra incontrare il secondo tronco di questa
linea prima di arrivare a (vSy)o,r , altrimenti (N.2,A) le
Losy » Lig, g4 si taglierebbero in ». Similmente se 1’osserva-
tore parte da (vsg)g,g+r € incontra subito un tronco di un
altra linea, dovrad trovarne il secondo tronco prima di per-
venire & (vSg+y)g,g-+: € cosl di seguito. E poiché il numero
dei tronchi, compresi fra i due della linea che si considera,
diminuisce ciascura volta, risulta che dovra giungersi infi-
ne ad una linea del ciclo di cui i due tronchi sieno succes-
sivi. Gli omologhi di questi tronchi rispetto ad A, A, deb-
hono godere della stessa proprietd (N. 3, Prop 1I): quindi
una linea qualunque del ciclo & formata di. due tronchi
successivr. Ora se » ed » hanno il massimo comun divisore
e, per la Prop. VIII (N.15), quel ciclo si scinde in ¢ contorni
chinsi. Prendasi uno di essi, per es. Lo,r Lipyop...Liy—1yrs0

(posto u:’é). Questo contorno divide il poliedro in due

regioni; delle quali una & formata da v porzioni p,p1,pa;,-..
( congiunte fra loro dal toccarsi delle linee in v) limitate
rispettivamente dai tronchi (v8)p_ps0 € (©8)oyr 5 (UVSp)osr €
(E$0)rsor, (OSz)rsar € (USar)arsar. -5 TAPPOrto ad A A, (N. 13,
Prop. III) essendo evidentemente omologhe p € £y, pi € pa.-»
donde (N. 10) p=p, =p,=... Una linea Lg,g+r del ciclo
differente da quelle del contorno considerato, non pud esi~
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stere fuori di quelle porzioni, giacché i suoi due tronchi
verrebbero ad interporsi fra i due tronchi di una linea del
contorno, i quali percid non sarebbero successivi. Sia g la
porzione che contiene il tronco (vsg)g.g+r ¢ quindi I'altro
(v8¢)g—r,g- Rapporto ai due aspetti A,Ay, i due tronchi che
limitano p hanno per omologhi i due tronchi precedent;
cioé o ha per omologa I'una o T’altra delle due regioni,
nelle quali il contorno formato da questi tronchi divide il
poliedro. Ma cid non pud aver lnogo, di quelle due regioni
una essendo pitt piccola di p poiché vi é contenuta e I’altra
pit grande di p, perché comprende p.,p,,... Non pud quin-
di esistere linea del ciclo diversa da quelle del contorno
considerato, e perd dovrd essere ¢=1. Duncue le linee del
ciclo formano un sol contorno chiugo.

23. Abbiasi ora un ciclo (Lg,p...Lip—1,p—) di geodetiche
che non si tagliano e non passano pel loro vertice di mezzo.
Applicando di nuovo la Prop. VIII (N. 15) quel ciclo for-
mera e contorni chiusi, essendo ¢ il massimo comun divisore
fra » ed ». Esaminiamo il caso in cui sia e > 1.

Gli e contorni chiusi formati dalle linee del ciclo sono
(N. 15);

(LosrL"’er e L(y_a)r,o)zc

(Lhr—i-iLr-i—u«z'r—Q—a et L(v—a)1'+1,l):01

(L

e’r+2L1‘+2aer+2 teet L(v—a)r—i—gag):OQ

(L8~1 w4 €-1 Lr+€~1 ror48-1 .0 L(\,—|)7‘+e—!7s-l)=09—l
Relativamente agli aspetti A, A;, C ha per omologo

Cy, Cy ha per omologo C, . ... (ciod (CC;...Ccy)

¢ un ciclo di contorni). Onde se diciamo R ed R',R, ed R',,
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R,edR',...ordinatamente le due regioni, nelle quali ciascuno
di quei contorni chiusi divide il poliedro, saranno, per es.,
omologhe, rapporto ad A, A,, le R ed Rj, R, ed R,

.....

R'edRY,R,ed Ry. ... ([N.3, Prop. IX): talché sara
(N. 10).
R:Rq:R.z: v == RE_1
(b) R':R'1=R'2= . .= R,

Ora & chiaro dapprima che non pud aversi R=R’, perché,
se ¢i6 fosse, C; non tagliando in alcun punto il contorno C
ed avendo differenti da questo contorno almeno i vertici del
ciclo, dovrebbe staccare da. quella delle due regioni R, R
in cui & situato, una regione pit piccola di amendue: e cid
per le (b) & assurdo. Sara adunque R differente da R' e per
esempio R < R'. Allora il contorno C, non potra trovarsi
nella regione pilt piccola R, giacché dovrebbe separare da
essa una regione minore di R e di R'. Per la stessa ra-
gione il contorno C, non si troverd nella regione R e
neppure nella R, e cost ec. Per conseguenza le region:
R, Ry, ... Re_y sono tutte esterne U una all’ altra, cioé
non possono avere altri vertici o spigoli a comune tranne
quelli dei contorni che le limitano.

Inoltre ciascuna delle C, Cy, ... C._y (presa sempre nello
stesso senso) & omologa a se stessa relativamente ai u
aspetti simili (N. 19),

© A, A, A, ... Ay

hre

quindi rapporto agli stessi aspetti & pure omologa a sé stessa
ciascuna delle R, Ry,...Re_;.

Ci0 premesso, consideriamo due casi:

A) v>2. Allora ciascuna delle regioni R,Ry,...R;_
contiene certamente un elemento con simmetria di rotazione
almeno di ordine » (N. 4, Prop. XII), cio¢ un elemento che

11
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& omologo a se stesso relativamente ai v aspetti simili (¢).
Questo elemento rapporto agli aspetti fondamentali A, A,
deve formare un ciclo di un solo elemento, perocché, se for-
masse un ciclo di» elementi, rapportc ad A, A, non potrebbe
esser simile a se stesso. Per conseguenza ’elemento di sim-
metria della regione R, essendo omologo a sé stesso relati-
vamente ad A, A,, dovrebbe appartenere anche alla regio-
ne R, che le & omologa rapporto a questi aspetti e cosi
alla R, omologa della R,... ec. Cio & possibile soltanto, per
la proprietd dimostrata sopra, quando quell’elemento esista
sui contorni C,C,,C,,... cioé (Prop. VII, N. 14) quando
esso sia il vertice di mezzo comune a tutte le linee del
ciclo: il che ora escludiamo. Dunque non pud essere v>2.
B) v=2, cioé e =} ; il che suppone = pari.
In questo caso la seconda parte del ragionamento prece-
dente non sussiste pili, perché ciascuna delle regioni R,
Ry, . . R._ essendo omologa a sé stessa relativamente ai
due aspetti A, A, pud contenere (N. 4) in luogo di un ele-
mento con simmetria di rotazione di 2.° ordine, uno spigolo
con simmetria di ritorno; e allora non si cade nell’assur-
do precedente, giacché i due vertici di ognuno degli spi-
goli con simmetria di ritorno (simile a sé& stesso rap-
porto ad A, A,), contenuti nelle regioni R, Ry,.. R,_,
potrebbero appartenere ad un ciclo di # vertici relativa-
mente ad A, A,. Ma, cié supponendo, non pud tuttavia
aversi v=2; il che proveremo, mostrando prima che deve
essere n=4 e poi che questo caso conduce all’assurdo.
In vero, il contorno C (per es.) & omologo a se stesso
rapporto ad A, A, e nella regione R trovasi uno spi-
golo simile a se stesso riguardo a questi aspetti. Nella
regione R' si troverd un altro spigolo o elemento simile
a se medesimo rapporto ad A, A,, e gli altri spigoli o ele-
menti del poliedro si distribuiranno in gruppi di due simili
dustinti, relativamente a quegli aspetti (N. 4, Prop. XII).
Sicché potranno esservi, al piu, due spigoli simili a se
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stessi rispetto ad A, A,. Ma vedemmo che debbono esistere
e di tali spigoli (tutti distinti, affinché i loro estremi com-
pongano un ciclo di 2¢ vertici): dunque e=2 ; cioé¢ n—=4 ed
r=2. Allora, essendo (aa,a,a;) un ciclo rapporto ad A, A,
esistono due spigoli ¢ a, , a,a5 omologhi a sé stessi rap-
porto ad A, A, :onde, riguardo a questi aspetti, non ¢ alcun
elemento simile a sé medesimo. Segue ( N. 13, Prop. 1II')
che relativamente ad A, A, non pud aversi alcun ciclo di
un elemento; e quindi nessun elemento & omologo a sé
stesso rignardo a due qualunque del quattro aspetti A,A,,
A,,A5. Ora conduciamo da ciascuno dei due vertici a, a,
agli altri due a,,a; le geodetiche e fra esse scegliamo la pit
breve e sia (per es.) quella che congiunge @, a,. Detta
A,, questa linea produrrd un ciclo (A,A A, A;) rapporto ad
AA, (N. 13), le A,A,,A; congiungendo rispettivamente
1,0y 5 Qa0 5 G, Se due linee del ciclo hanno wn vertice
comune, & chiaro che la sua distanza dai due estremi di esse,
posti sullo stesso spigolo, deve essere la medesima sopra le
due linee. Ne discende dapprima che le due linee pari Ay, A,
non possono passare per uno stesso vertice; il quale sarebbe
omologo a sé& medesimo rapporto ad A,A,; e parimenti le
due linee dispari non possono avere a comune alcun vertice.
Perd una linea pari, che ha con una delle linee dispari uno
stesso estremo, potrd avere con queste altri vertici comuni.
Sia u, il vertice di A,, fra quelli che trovansi sulle linee
dispari, pitt prossimo al mezzo (vertice o spigolo) di essa e
per w, passi (per es.) la linea A,. Supposto che u, sia
situato fra ¢, e il mezzo di A,, indichiamo con u quel
vertice di A, pel quale (au),=(a,u,),=(a,u,),. Per le pro-
prieta di u,u, & evidente che nel tratto wu, la linea A,
non avra vertici a comune con aleun altra e che, rapporto
ad A,A,, u, sard omologo di w«. Per cui, dicendo (v u,1,15)
il ciclo a cui appartiene %, i quattro tronchi (u,), , (#425),,
(2425)9, (45u)5, che nonhanno fra loro alcun vertice comu-
ne, comporranno un ciclo rapporto ad A,A;; ciod il contorno



— 124 —

chiuso  wyu,u;u, formato da essi, sard omologo a sé stesso
(nella medesima direzione) relativamente ai quattro aspetti
A, Ay, Ay A;. Se il vertice 1wy era situato sulla linea Aj
avremmo trovato analogamente un contorno chiuso 2,251
simile a sé stesso rapporto ad A,A;,A,,A,. Siffatto contorno
divide il poliedro in due regioni, ciascuna contenente (N. 4)
un elemento con simmetria, riguardo a quegli aspetti: il che
non pud avvenire. Questa conseguenza non sarebbe alterata
quando %, cadesse in a, cioé le A,, Aj, Ag, A5, non avessero
vertici a comune (tranne gli estremi), giacché allora esse
formerebhero parimenti un contorno chiuso omologo a sé
stesso rapporto ad A, A,, A,, A;. Dunque per cid che pre-
cede, non potendo essere =4, il supposto di »==2 & assurdo.

Si conclude che, anche nel caso considerato in questo
N.°, dovrd essere e=1. Quindi, ricordando il risultato
del N.° precedente, si ha la seguente proprieta,

Teorema V. In un poliedro (euleriano) un ciclo di
geodetiche (Loyy...Lin_1,_1) (che non si segano) corrispon-
denti ad un ciclo di vertici, relativamente a due aspetti
fondamentali, forma wn sol contorno chiuso: cioé, r &
primo con n.

CASO PARTICOLARE

24. A mostrare un applicazione, supponiamo che il
numero % dei vertici di un ciclo relativamente a due aspetti
fondamentali di un poliedro sia >95.

In questo caso il contorno chiuso formato da un ciclo
di geodetiche, che non si tagliano, corrispondente ad un
ciclo di vertici, essendo simile a sé medesimo relativamente
ad » aspetti, divide il poliedro in due regioni, ciascuna
omologa a sé stessa almeno rapporto a quegli # aspetti
e quindi (N.4) contenente un elemento con simmetria di
rotazione di ordine >95. Onde il poliedro che consideriamo
non potrd appartenere ad alcuna delle tre classi II, 11, V
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(N. 5) e neppure alle tre classi VI, VII, VIII (N. 6) del
sig. Jordan, i poliedri che vi appartengono essendo privi
di elementi di simmetria di ordine >5. Quel poliedro sara
adunque necessariamente di una delle due classi I, IV;
cioé; — Un poliedro che relativamente a due aspetts
fondamentali presenta un ciclo di un numero di ele-
inenti > sara con simnetria per rotazione, o con
simmetria per rotazione e rovesciamento.

Pisa 1.° Luglio 1868.

Bermint Eveenio.
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APPENDICE

Tn questa appendice é risoluta la guestione proposta
nella tesi (N. 18, Nota) relativa al modo con cui si compor-
tano i cicli di elementi rignardo a due aspetti simili qua-
lunque, ed é aggiunto qualche altro caso particolare.

25. Sieno A, A; due aspetti simili qualunque di un’
poliedro, ed E un elemento omologo a sé medesimo rap-
porto ad essi. Potremo supporre che E sia una faccia,
sostituendo il poliedro polare se ¢ un vertice (N. 12). La
regione che rimane, staccando dal poliedro la faccia E, é
omologa a sé stessa relativamente ad A, A,. Sieno «,a;,..
a,_y, altriv—2 aspetti, rapporto ai quali la regione (e quindi
la faccia ) é omologa a sé medesima. In essa ( N. 4,
Prop. XII') si troverd un elemento E, con simmetria, gli
altri elementi o spigoli della regione raccogliendosi in
gruppi di v simili (distinti) rapporto ad A, A,, a,, a;...2, 4.
Talche, rispetto ad A, Ay, potrd esservi un aliro solo ele-
mento K, simile a sé stesso: cioé rapporto a due aspetti
stimilt  qualunque possono esistere al pit due cicli
di un elemento: e perd, due aspetts simili, rapporto ai
quali esistapo pilv di due cicli di un elemento, sono
identict.

Cio premesso, prendasi fra tutti i cicli di elementi, rap-
porto ad A, Ay, quello (ss,...s0_,) che & formato del
massimo numero # di elementi. Se n-—=2, tutti i cicli
saranno di due elementi, tranne due che potranno essere
invece di un elemento. Supponiamo quindi »>2. In prima
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dovra essere aspetto A, (N. 13) identico all’aspetto A,
perche, rapporto ad A, Ay, s, ;... sp_, sono ordinatamente
simili a s& stessi, cioé si hanno almeno tre cicli di un ele-
mento. Ora sia (a4, ...0,_,) un altro ciclo di elementi
rapporto ad A,A,, ovev<me>1. Ricordando la dimo-
strazione della Prop. IIT (N. 13), si ha che

rapporto ad SOno omologhi
T — T T —— N\
A =m,mo

)83+ -Sn_qg 5 0304y...0
Altz:nz“mi(), $1559y-..8 y  T1,05,...7

------------

...............

-------------

An_1,="1n_y ,1Mp_10p_,

cioé (a), (31),-.- (4,_,) sono ordinatamente, rapporto ad A,
A,, tanti cicli di un elemento. Poiché¢ A, & distinto dal-
Iaspetto A (N. 13), segue che dovrd essere v—=2. E non
potra esistere un altro ciclo di elementi (v Yieewvy 1), pel
quale sia p<n, e >1; perché, collo stesso ragionamento
si troverebbe 1.=2; e, rapporto ad A, A,, avremmo quattro
cicli di un elemento (s), (3,) , (v) , (va). Aggiungasi che,
rispetto ad A, A4, quando esista il ciclo (¢ 4,), non vi sara
alcun ciclo (@) di un elemento, poiché, riguardo ad,A, A,,
esisterebbero tre cicli (a), (s),(s). Ne risulta che, rapporto
a due aspetti-A,A , (v <n), alcun elemento (tranne s, a,)
non sard simile a sé stesso, giacché dovrebbe formare un
ciclo di un elemento, ovvero appartenere ad un ciclo di
un numero di elementi v <#, rispetto ad A, A,.

Le cose precedenti mostrano che, rapporto a due aspetti
simili qualunque di un poliedro (euleriano), non possono
. aver luogo casi differenti da questi due.

1.° Tutti i cicli sono dello stesso numero di elementi
tranne due che possono essere invece di un elemento.
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2. Tutti i cicli sono dello stesso numero # di ele-
menti (r>2), tranne uno (s 5,) di due elementi; non aven-
dosi in questo caso alcun elemento (diverso da o,7,) omo-
logo a sé stesso rapporto a due aspetti A, A, .

Il teorema II (N. 18) ci avverte che il 1.° caso puo
avvenire. Ora domandiamo: é egualmente possibile il 2.°
caso?

26. Dimostreremo anzitutto che, se il 2.2 caso & pos-
sibile, deve essere n=4. —In vero, sia S uno spigolo con-
corrente in ¢ (") ed (S84...S,_,) il ciclo a cui appartiene.
Gli spigoli di questo ciclo si dividono in due gruppi; quelli
con indice pari concorrenti in o e quelli con indice dispari
in 7, (i qua’due gruppi sono due cicli rapporto ad A, A,).
Si conducano tutte le geodetiche fra I’ estremo (differente
da ¢ 0 5,) di ciascun spigolo di un gruppo e gli estremi degli
spigoli dell’altro gruppo, e sia la pitt breve quella (per es.)
che congiunge i due spigoli S, S,,4,. Indichiamo con A, la
linea formata da essa e da questi due spigoli. Rapporto
ad A, A,, la linea A, genera un ciclo di linee (A,A,....
Ay Ayyy ... Apy), essendo ordinatamente S, ed Sypys, ...
S.ﬂ ed S.21+g‘u+1 ’ Sﬁ‘rh ed S~2T+'zy+'2"" Sn_1 ed Szy. gll
spigoli estremi di A[,... Ay, Ayeq,. . Ap—,. Due linee pari
di quel ciclo A,, A,z non potranno avere alcun vertice a
comune #; poiché, dovendo essere evidentemente (o£),—
(6t)ar, € Ay, o avendo per omologhi A,., @, rapporto ad
A, A,;, il vertice ¢ sarebbe omologo a sé medesimo ri-
guardo agli stessi aspetti: e similmente due linee dispari
non possono avere alcun vertice comune. Ora imaginiamo
un osservatore che faccia un sol giro intorno a o (nel

(*) Qui si suppone, per brevita, che o,s, sieno due vertici. Perd il
ragionamento, con qualche modificazione, & egualmente valido se
quei due elementi sono due faceie. D’altronde il risultato ottenuto
nell’una ipotesi & vero anche nell’ altra, in virta delle Prop. X.
(N. 3) e II. (N. 12).
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senso diretto). Se egli incontra (per es.) lo spigolo S,,
immediatamente dopo lo spigolo S, giacché relativamente
ad A, A,. gli spigoli S, S,. hanno per omologhi gli spi-
goli 8,., S,., & evidente (N. 3, Prop. II) che, dopo S,,,
trovera subito S,r, e cosi di seguito; talche sara

S, Su s Seryers Snoar

I’ ordine di successione delle linee pari (o dispari) intorno
a5 (N. 2, H). E siccome quelle linee non hanno alcun
vertice comune, |’ ordine di successione delle stesse linee
intorno a o,, come appare manifestamente dalla rappre-
sentazione grafica, sard (inversamente)

SaH—H ’ Syfﬁ—t—i\m_- 3 teeer S-zf*+1+2-;-

Ma, rapporto ad A, A,uts, gli spigoli S, S,y Spoas
hanno per omologhi

S‘ﬁ"—\-‘ s SQP+1+2T veies S‘-’f“"*‘i—?‘r 5

e perd (N. 3, Prop. II) anche questo & I’ ordine di suc-
cessione intorno a o,: onde dovra essere

2ut14-2t = 2u4-1—27 (mod. »),
ossia,
4r=0 (mod. n),

cio¢ S, =S; e quindi n= 4.

Sard adunque ( Ay A, A, Aj) il ciclo considerato dianzi,
nel quale Ay e A, , A, e A; non hanno rispettivamente
vertici a comune. Bensi una linea pari (o dispari) ha col-
I'una o I’ altra delle due linee dispari (o pari) uno stesso
spigolo estremo e potrd avere con esse altri spigoli o ver-
tici a comune. Sia u, quello dei vertici di A, pe’ quali
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passano le linee dispari, pilt prossimo al mezzo (vertice o
spigolo) di A, e giaccia (per es.) sulla linea A,. Supposto
che u, trovisi fra s e il mezzo di A, diciamo u quel ver-
tice di A, pel quale & (5u),=(71,),=(5,%,),. Ripetendo un
ragionamento esposto nel N. 23 (B), dimostreremmo si-
milmente che il ciclo a cui da luogo il tronco (ue,), forma
un contorno chiuso, simile a sé stesso rapporto ad A, A,,
A,, A,: onde dovrebbe esistere un elemento omologo a sé
medesimo rignardo a quegli aspetti; il che non pud av-
venire.

Dunque il 2.° caso (N. 25) non & possibile; cioé due
aspetts simili qualunque sono due aspetts fondamentals,
o altrimenti:

Teorema. — Relativamente a due aspetti simile qua-

lunque tutts © cicli sono formati dello stesso numero di
elementi, tranne due che possono essere invece di uu
elemento.

Laonde i teoremi III, IV, V (N. 19, 21, 23) e il caso
particolare del N. 24 valgono per due aspetti simili qua-
lunque.

27. Diremo ordine di una coppia di aspetti simili il
numero di elementi che entra in un ciclo rapporto ad essi.

Un poliedro, che abbia due aspetti simili A, Ay d’or-
dine n, presenta due elementi (o spigoli) con simmetria
@’ ordine n o multiplo di n. — Infatti il contorno chiuso
formato da un ciclo di geodetiche, che non si tagliano, corri-
spondente ad un ciclo di vertici, relativamente ai due aspetti
A, A4, divide il poliedro in due regioni omologhe a sé
stesse rapporto agli # aspetti A, A,,... Ap_;. Onde in cia-
scuna di quelle regioni trovasi un elemento con simmetria
almeno di ordine 7, che forma un ciclo rapporto ad A, A,.
Si indichi con E uno di essi e si supponga che sia un ver-
tice, intendendo di considerare il poliedro polare se & una
faccia. Sia Esm uno spigolo concorrente in E ed (mmy...
my-y) il ciclo a cui appartiene I’altro vertice 72 di questo spi-
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golo. Se esiste un altro spigolo Eu simile agli » spigoli
Em, Em,, ... Em,_,, il vertice n appartenendo ad un ciclo
( g+ -+ ner), saranno By, Epy, ... Buy g altri n—1 spigoli
simili agli » precedenti. Sicché il numero degli spigoli simili
concorrenti in-E dovra essere multiplo di »; onde ece.

Viceversa: Un poliedro che presenta un elemento con
simmetria di ordine n ha coppie di aspette simili degle
ordint n e submultipli di¢ n. — In vero ’elemento sia, per
semplicitd, un vertice K. Si prendano » spigoli simili con-
correnti in E e sia Em, Em,, ... Emy,_, il loro ordine di
szccessione intorno ad E. Essendo "=y (numero intero),
si considerino gli aspetti simili E, Em; E, Em,. Riguardo
ad essi, Em, Em,, ... Em,—, hanno per omologhi rispetti-
vamente (N. 3, Prop. 11) Emp, Empy,,... Emg, 4. Rap-
porto agli stessi aspetti, questi spigoli hanno per omologhi
Emgp, BEmgpty, ... Bmgp_y. Cost seguitando, si trovera
infine che, relativamente a quegli aspetti, (m mpm,p ...
My—np ) 5 (M4 Mptg oeo My—pypty ), ... SONO tanti cicli di v
elementi; e quindi ecc. - Per esempio, un poliedro della
VII classe (N. 6) presenterd coppie di aspetti simili degli
ordini 4, 3, 2 rispettivamente; un poliedro dell’ VIII
classe, coppie di aspetti degli ordini 5, 3, 2.

28. Vedemmo nel N. 24 che, se un poliedro ha due
aspetti simili d’ ordine »>9, appartiene alla classe I o IV.

Supponiamo ora che un poliedro offra due aspetti simili
d’ordine #>2; ed inoltre che i due elementi con simmetria
4’ ordine #»>2, che formano due cicli rapporto a quegli
aspetti (N. 27), sieno di natura differente, cioé una faccia
e un vertice. Il poliedro che consideriamo non pud en-
trare nelle classi II, III, V (N. 5) prive di elementi di
simmetria di ordine >2: e neppure nella classe IV (N. 5)
che pud avere soltanto due elementi sémile (cioé due faccie
o due vertici) con simmetria di ordini >2. Inolire, se
n>3, si vede immediatamente che quel poliedro non ap-
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partiene alle classi VI, VII, VIII (N. 6) giacché un polie-
dro di queste classi non contiene due gruppi differents di
elementi simili con simmetria d’ ordine > 3. Se poi n=3 il
poliedro considerato avra due gruppi different: di elementi
simili con simmetria d’ordine 3 o multiplo di 3 (N. 27); e
perd non potra essere delle classi VII, VIII. Dungue: —
Se un poliedro presenta due aspetti simili d’ordine n> 2,
esistono due cicly di un elemento. Se questi elementi sono
una faccia e un vertice il poliedro sard con simmetria
per rotazione quando n>3, e con simmetria per rota-
ztone ovvero tetraedrica quando n =3 .

29. Se un poliedro ha due aspetti simili di 2.° ordine
A, A, possono esservi o due cicli di un elemento o uno
solo o nessuno (N. 27). Poniamo che abbia luogo il 2.°
caso. Sieno E, S rispettivamente 1’ eiemento e lo spigolo
simili a sé stessi rapporto ad A, A,: I’elemento E potra
avere simmetria di rotazione d’ordine >2% S’ immagini
che E sia una faccia. La regione che risulta, togliendo
dal poliedro la faccia E, & omologa a sé¢ medesima riguardo
ad A,A,. Se E fosse simile a sé stessa rapporto ad altriv—2
aspetti oy, oty ... «,_y, lo stesso avverrebbe di quella regio-
ne; e allora in questa (N. 4, Prop. XII), sarebbe situato un
elemento con simmetria, gli altri elementi o spigoli distri-
buendosi in gruppi di v simili ( distinti ) rapporto ai v
aspetti A, A,, ay;... «,_,. Laonde non potrebbe esservi uno
spigolo S simile a sé stesso riguardo ad A, A;. Dunque il
poliedro che consideriamo ha un gruppo di spigoli simili e
uno di elementi simili con simmetria di 2.° ordine; e quindi
non & compreso nelle classi I, III, V, VI, VII, VIII;
cioé: — Un poliedro che, relativamente a due aspetls
simile (del 2.° ordine ), presenta un solo ciclo di un
elemento, e con simmetria per rotazione e ritorno,
oppure per rotazione e rovesciamento.

Forli 19 Agosto 1869.
BerTint Eugenio.



