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SUI POLIEDRI EULERIANI

INTRODUZIONE

Il sig. Jordan in una memoria inserita nel giornale di
{ vol. 66. Pag. 22 ) intitolata suí-

les ha considerato i poliedri Euleriani nei
loro caratteri più astratti, cioè nei rapporti di succes-

-sione dei loro vertici, faccie e spigoli, non tenendo conto
delle relazioni di grandezza, e’ne ha dedotto una bella clas-
sificazione dei poliedri stessi. Studiando quella teoria, ag-

giunsi alcune nuove considerazioni per determinare in modo
più semplice almeno in alcuni casi, la natura dei poliedri
Euleriani. Esponendo qui tali considerazioi-ii, mi pare utile
di dire prima brevissimamente del processo, con cui il sig.
Jordan determina il modo di successione delle parti del

poliedro, e di richiamare gli enunciati di quelle proprietà,
da esso dimostrate, di cui ho fatto uso.

l. Sia uno spigolo, qualunque di un poliedro. Un
osservatore posto sopra in un punto vicinissimo al
vertice si muova sulla superiicie esterna del poliedro
intorno a questo vertice e nel senso diretto, cioè lasciando
il vertice stesso alla sua destra. Egli incontrerà ordinata-
mente un certo numero di spigoli e un certo

numero di faccie .... A ciascuno degli
spigoli .... attribuisca rispettivamente
i numeri l, 2, 3, 4 ... e a ciascuna delle faccie 

parimenti i numeri 1, 2, 3 .... Inoltre
’ 7
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indichi il vertice ni col numero 1 e gli altri estremi n, o,
p, q, ... degli spigoli 1no, ... coi numeri 2, 3,
4 ... l/lun&#x3E;erati cos  tutte le faccie e gli spigoli concorrenti
in 1ft e gli estremi di questi spigoli, Fosservatore si trasporti
sopra in prossirnità al vertice it e n1uovendosi ivi

come intorno al vertice dia agli spigoli, faccie e vertici
che incontra non numerata numeri di seguito ai precedenti.
Quindi l’osservatore si porti presso al vertice o nella dire-
zione e cos  via via si ponga successivamente in pros-
simità al vertice già numerato, che ha il numero più piccolo
e si muova intorno ad esso, partendo da quello degli spigoli
n umerati che vi concorrono, che ha il nutiiero minore.

Ciò posto, il sig. Joidan chiama aspetto del poliedro
relativamente al vertice ~~ ed allo spigolo o, breve-

aspetto La_ tra il numero
di ciascun quelli suoi due 

e quelli delle faccie che esso congiunge.
Un aspetto A di U11 poliedro si dice siii le ad un altro

aspetto A, dello stesso poliedro o di un poliedro differente
(il quale allora è detto al dato) se ad uno spigolo S
qualunque in quelFaspetto corrisponde in questo uno spigolo
S, avente lo stesso e se inoltre le due faccie che
si congiungono in S, e i due vertici di questo spigolo hanno
rispettivamente gli stessi numeri delle due faccie che si

congiungono in S e de’ suoi due vertici.
Se A, A, sono due aspetti simili di un poliedro (o di due

poliedri simili) ed S, S, due parti tali di esso, che S abbia in
A lo stesso numero che Si ha in A,, si dice che S ha per
ornologo S, relativamente agli aspetti A, A~ . E due porzioni
qualunque di un poliedro si chiarnano siiiiiti o della stessa
sliecie se si possono trovare due aspetti simili, rapporto ai
quali esse sieno omologhe.

Se gli aspetti di un poliedro relativamente ad un vertice
e ad 12. spigoli concorrenti in esso sono simile si dice che

quel1)ert£ce una sirn1netria di i-otazione di o~~-
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dine n. Analogamente una faccia presenta cl i

rotazione di ordine 1~ se sono simili gli aspetti relativi ad
n degli spigoli che la limitano e a quello dei due vertici di
ciascuno di questi spi-oli, per cui quella faccia abbia il

numero l. Infine si dice spigolo con di 

o di 2.° orcline uno spigolo tale che i due aspetti relativi
ad esso ed ai suoi due vertici sieno simili.

2. Inoltre il sig. Jordan conviene di esprimere per:
A) Linea sulla dí 

ogni linea spezzata continua formata da una serie di spi-
goli consecutivi. - Se una linea ha comune con un altra

linea ( o con se stessa ) un vertice v ( e anche uno spigolo
o una porzione di linea ) s’intenderà che quella linea 
o tocca in v questa, secondochè passa da una parte all’altra
di essa, ovvero resta dalla medesima parte. Un osservatore
che si muovesse intorno a v nel senso diretto, nel 1. ° caso
incontrerebbe alternativaxnente i tronchi delle due linee,
nel 2. o incontrerebbe prima i due tronchi dell’ una, poi
quelli dell’ altra.

B) di il numero degli spigoli,
che essa contiene.

C) Linea geodetica, la linea più che si può coli-
durre fra due vertici dati. La sua lunghezza misura la di-

stanza di questi due vertici.
D) chiuso, qualunque linea ehiusa che non

taglia se meclesima, intendendo che questa linea può avere
due o più parti che si toccano e anche coincidono purché un
osservatore possa percorrerla tutta con continuità senza mai
attraversarla.

E) geodetica regione limitata da un
contorno chiuso, la linea piú b)-eve che si può tirare fra due
vertici dati formata di spigoli della regione stessa.

F) di successioite intorno ad vertice degli
spigoli che vi concorrono, l’ orùine secondo cui essi sono 
contrati da un osservatore che descriva intorno a quel ver-
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tice un contorno piccolissimo nel senso diretto e sulla super-
ficie esterna.

G) OO.dine di successione intorno ad faccia degli
spigoli che la limitano, l’ordine secondo cui li incontra un

osservatore che si muova lungo il contorno della faccia nel
senso diretto (cioè lasciando questa faccia alla sua destra )
e sulla superficie esterna.

H) Ordine di successione di partenti da
2n vertice, l’ ordi11e di successione dei loro primi spigoli.
I ) Ordine di successione di linee partenti dai

differenti vertici di faccia, l’ordine nel quale un
osservatore, che percorra il contorno della faccia nel senso
diretto, incontra questi vertici.

3. Ciò premesso, nella suddetta memoria il sig, . Jordan
dimostra varie proposizioni preliminari, fra cui le seguenti.

Proposizione 1. ~-~- La linea di una geodetica
relativamente a due aspetti è geodetica.

Proposizione II. - 8e E, E due (*) orno-
. loqhi relativamente a aspetti simili di pol1:edro
(o di due poliedri di successione degli
spigoli intorno ad E è quello stesso dei loro o1nologhi
intorno ad E1.

Da questa proposizione segue che se ~~a~, ui17zi

sono due aspetti simili di un poliedro, un osservatore che
si ponga in ~2 nella direzione nqn vede le faccie, i vertici,
gli spigoli del poliedro succedersi nella stessa maniera, in

cui un altro osservatore posto in 11~1, nella clirezione mi
vede succedersi le faccie, i vertici, gli spigoli omologhi.
Onde gli aspetti simili di un poliedro ci rappresentano al-
trettanti punti di vista differenti, sotto cui il poliedro si

presenta nella stessa maniera. Si dice perciò che un polie-
dro è dissim1netrico quando è privo di aspetti sirnili, ed in-

(*) S’ indica col nome generico di elemento una faccia o un
vertice. Questa, denominazione è giustificata dalla legge di dualità.



93

vece è sLrnrnetrico ovvero una certa simmetria se ha

un certo numero di aspetti simili. In questo caso la nat&#x3E;ura

della simmetria del poliedro dipenderà dal 7z1t»iero e dalla
dis»osixio&#x3E;ee degli aspetti sirnili.

Proposizione 111. - Se c,t2Ge linee si segano o si toc-

cano !(n ^ertiee, le loro J-elatira»ie&#x3E;ztc
a clue aS1Jetti si o si tocca/no vertice

omologo.
Proposizione IV. - Se A, A, sono ctzce aspetti 

cti stesso a vertice qualunque, ab uno
da esso), S spigolo o elemento, e a1

a1b1, Si i 
* 

loro omologhi ad A, A1; qli aspetti
a, ab , a~, al b1 sono simili e relativamente ad essi S ha
per omologo SI -’ Di qui risulta che non può avvenire che
uno spigolo ab e i:n suo estremo a sieno ordinatamente

omologlii a se stessi rel,-ttivanieiite a due aspetti simili

( distiDti ) A, A1.
Proposizione v. Due spigoli, linee, o

regioni simili una terza sono simili cL2 loro.

Proposizione VI. - Il degli aspetti 
di ZG22 poliedro di S è un divisore di 2 S.

Questa proposizione si dimostra osservando che se esi-

. stono p. aspetti simili ad un dato aspetto c, per la Pro-

posizione IV ne esistono altri p. simili ad un altro aspetto
e, ed, ec. Da cui discende altres  che uno qualunque di questi
gruppi di p, aspetti silnili basta a definire la simmetria del
poliedro.

Proposizione VII. Un elemento E (li poliedro omo-
logo a se stesso relcttivainente ad m aspetti simili 
senta simigzetrit-t Gt2 rotazione di ordine 111.

Proposizione VIII. - degli aspetti simili
di uyz poliedro è il pr’odotto del degli 
( o spigoli) di sitn netria (ordine che
PllÒ cti 2cno di essi.

Proposizione IX. --- S:e abede ... a è 



94

chiuso, il quale divide la superficie del poliedro in
due R situata alla destra dell’os,sei-vatot-e

il senso abede ... ~, e r altra

R, alla ed è a, 2l conto --izo 

relati?,-,aritenle a due aSjJetti sirnili: questo contorno
taglierà se &#x3E;iiedesi»io ( Proposizione III) e dividerà

la i~2 d2.ce nuove di citi
a destra dell’ osservato i-e, che si nel senso

a~, è di R, e l’ altra a sinistr1a
è di 

Dato un poliedro, si dimostra che può sempre prendersi
il suo poliedro polare ín modo che, essendo .~’ un elemento

del poliedro primitivo ed l’eleniento polare
corrispondente, l’ordine di successione degli spigoli intorno
ad .~’ sia quello stesso degli spigoli polari intorno ad e

si dà il nome di diretto al poliedro polare
che gode di questa proprietà.

Proposizione X. - Se 7r è poliedi-o polare diretto
di P oliedr-o dato ~=&#x3E;; A, A, du.e aspetti sirnili di
P; ed «, a~ sono due aspetti di ~: a due vertici e a
due sp7,*goli polari respettivaiiiente di (lue faccie e di

clue di P ad A, A1): gli
aspetti a, ex, saranno e raplJorto ad essi saranno

qli elementi o spigoli polari di elernenti o spi-
goli omologhi rispetto ad A, .~1, .

4. Le cose precedenti sono vere per un poliedro qualun-
que. In appresso si comsiderano soltanto i poliedri 
o cioè: lJolieclri tali 

que contorno chi&#x26;iso tracciato sulla loro superficie divide
la superficie stessa in (lue regioni scparate: e si trova
che:

Proposizione XI. - Diceizdo V, :B’, S r ver1tici, le fac-
cie e gli sp(qoli di regione di un poliedr1o 

da u~2 contor1no chiuso q2telli del

contorno), ha Ict relazione
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Dalla quale si deducü immediatamente il teorema di Eu-

lero.
Sui poliedri euleriani si dilTIOstrano quindi due teoremi

fondamentali ; di cui il primo è il seguente:
Proposizione XII. Teoreiria fondamentale Se una

R da contorno chiuso C è 
se »icdes177za relativaiiiente ad n aspetti siinili A, A, , A2.
An i del _poliedro essa, se li) 2, conterrà
un eleniento dotato di sinimeti-ía di rotazione di cui
l’ ordine sarà almeno eguale ad n, e i1-
vece contenere spigolo con sirnmetria di ritorno: e

caso gli altri o spigoli della regione
stessa si i-accoglieranno in gruppi, ciascuno di n

o spigoli simili t2ctti d2st2nt2.
Dalla dimostrazione di questo teorema si deduce una

proprietà che importa avvertire. - Il contorno chiuso C
avrà in generale ( ~, D) delle parti che si toccano e anche
coincidono; mai si dimostra che in qualunque caso dovrà
esistere almeno un vertice s di C pel quale un osserva-
tore, che percorra tutto il contorno, passerà una volta
sola; e, prendendo gli sn_, relativamente

agli aspetti A, A~, ... , si trova che questi n v e rtici

appartenenti a C (poichè C è omologo a se stesso relati-
vamente a quegli aspetti) sono distinti ed hanno tutti la pro-
prietà di s, cioè F osservatore che descrive C passa per
ciascun di essi una volta sola. Ora, se l’elemento E della ¡

regione R che presenta simmetria di rotazione almeno di
ordine n è un vertice, conduciamo fra E ed s una geodetica A
e prendiamo rapporto agli aspetti A, ~ A1, A2p ... ,
t- t’ ... , le 01l10loghe A, A2, .... At-1’
At - .. (congiungenti E ai vertici s, SI .. ordinata-

mente). Si operi nello stesso modo se E è una faccia o
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uno spigolo, avvertendo soltanto di prendere per la linea A
quella che va da s al vertice di E più prossimo ad s, e

allora le termineranno ai

differenti vertici di E. Ciò premesso dalla dimostrazione di

quel teorema risulta che le linee. "
non possono avere alcun vertice coinune (tranne una loro
estremità se E è m1 vertice) e inoltre, che, 
agli aspetti A, At le linee.

hanno ?/tispettivamente pei- le

intendendo che, l’ordine A, A, ... ) An-1 rappresenti l’or-
dine di successione di queste linee intorno ad E ( 2, H) I).

5. Il s~g. Jordan prende poi a studiare i differenti casi
che può presentare un poliedro ( euleriano ), e considera
dapprima i tre seguenti :

A) U~z elemento E di un offra di

rotazione di 1~ e della specie.
B) E di polieclro, al quale la

di rotazione è di ordine niassinio ii, abbia un
altro (solo) elemento .L’1 simile ad esso.

C) esista i2 poliedro alcun elemento 
di In questa ipotesi si dimostra che del§-

bono esservi necessariamente spigoli con simmetria di

ritorno e si distinguono i due casi;
1. ° SlJigolo cor2 di ritorno

unico della sua sl)ecie. Se ne conclude che dovrà esi-
stere un altro spigolo e un altro solo con simmetria di
ritorno ( unico della sua specie ); gli altri spigoli o eleiuenti
raccogliendosi in gruppi di due simili.
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2. ° Esistano sp goli ad un dato ab, che
sim iietria In qnesto caso si dimostra

che potrà es:stere nn o spigolo a b siinile
a 1 e ehe q’l1ttro linee geo glio 
di questi ab, a b dividong il in quiitro

di C~~~ d-ie n’H1 sono i e 

è a se a d 1.8 aspetr ~ si nili.
~l~ queste con

simmetria di rítcrno . °a e gli 
o si et ii 1 

s 

;li /1 o ele,-nf,,iití s  aggruppano iii di 
E d l110 studio dei tre c’)si precedenti si deJucsno le

seguenti classi di :J ie lr A euleriani,) l aventi 
atnente n, 2) 2, 29í, 4 aspetti s

1. Poliedr’i con rotaz£one. Presen-
tàn0 due elernenti con di rotazione d-1, ordine 2

( 5i ciascuno unico della sua specie, tutti gli
altri elen1enti o spigoli essendo 1~ volte ripetuti (*)~

li. Poliedr’i rotazione e 

Presentano n elemento con siinnietria di 2. o ordine e uno

spigolo con sii»Inetria di riiorno, ciascuno unico della 
specie~, gli altri elementi o spigoli essendo due volte ri-

petuti.
111. Poliedri con per Ilanno due

spigoli con simmetria di ritorno, cias;uno unico della sua

specie, e tutti gli altri elementi o spigoli sono due volte

ripetuti..
con lier rotazione e rove-

8Cianiento. Presentano due elementi si.,ri li ( soli della loro
specie ) con simiiietr a di rota,zione di ordine 1 

lUnque e due sistemi di n eleiiieiiti (o spigoli) siniili con
sirnifietria di rotazione binaria, gli nltri elemeiiti o spigoli
essendo 2n volte ripetuti.

(*) Si usa per brevità ad esprimere che tutti gli
altri elementi o spigoli si in gruppi di t~ elementi o

spigoli simili.

8
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V. Poliedri per e rovescia-
Oifrono tre sistemi di due spigoli sin1ili con simme

tria di ritorno, e gli altri spigoli o elementi sono quattro
volte ripetuti.

Per eseinpio : appartengono alla 1 . classe le piramidi
( esclusi i tetraedri ), alla IV i prismi e i loro poliedri
polari che sono formati da due piianiidi congiunte per la

base ( esclusi i parallelepipedi ), ec. ec.

6. Esaminati i casi in cui un poliedro fosse privo di
elementi con siiriinetria di rotazione o ne avesse uno, solo
della sua specie, ovvero due simili e soli della loro specie,
con simmetria di ordine rnassimo-, restavano da conside-
rare i poliedri, nei quali gli elementi simili aventi simme-
tria di rotazione di ordine massimo fossero più di due.
Studiando appunto questo caso, il sig. Jordan giunge a tre
altre classi di poliedri euleriani, dotate di 12, 24, 60 aspetti
simili rispettivainente:

VI. Poliedri con siinmetria tetraedrica. Poss0no
essere considerati come derivati da un poliedro simile al
tetraedro, sJstituen lo a’ suoi spigoli, fusi simili e alle sue

faccie, regioni simili. Presentano due sistemi di quattro
ele,nenti simili con sim netlria di rotazione di 3. o ordine
e un sistema di sei elementi (o spigoli) simili con simmetria,
binaria, gli altri elementi o spigoli essendo dodici volte

ripetuti.
VII. Poliedri con sinuniet&#x3E;"ia De-

rivano da un poliedro simile al cubo o all’ottaedro nella
stessa ma,niera ora accennata. Hanno un sistenia di sei

elementi simili con simmetria di rotazione di 4. o ordine, un
altro di otto elementi simili con simmetria di rotazione di
3.° or linee, e un sistema di dodici eleiiieiiti (o spigolo)
simili con sirntnetria binaria, gli altri elementi o spigoli
essen-lo ventiquattro volte ripetuti.

VIII. PJtiedr’i con icosidodecaedrica.

Derivano da un poliedro simile all’icosaedro o al dodecae-
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dro. Presentano un sistema di dodici elementi simili con

simmetria di rotazione di 5.° ordine, iirio di venti elementi

simili con simmetria di rotazione di 3.° ordine e un siste-

ma di trenta elementi ( o spigoli ) simili con simmetria

binaria, gli altri elementi o spigoli essendo ripetuti ses-

santa volte.
Per completare la classazione, a queste otto classi

dovrà aggiungersi una nona, che conipreí d,-t tutti i po-
liedri dissimetriLi.

7. Il problemi che iiii propesi a risolvere è il

seguente ; -Per mezz) di asp3tti simili di un poliedro
si p,iò determinare la natura di esso? 2013 3 o alt.iinentij 2013
Si può fare una classazione dei poliedri euleriani cotiside4.;i
rando dire soli aspetti sÎlnili 1 - : e giunsi a dirnost,rare
le proprietà che vengono appresso; per le quali, scegliendo
opportunamente due aspetti simile la risoluzione del pro-
blema è ridotta allo studio di -casi particolari.

I/importanza di quel problema risulta da semv)l c  osser-
vaz oni. - 11 prima, la teorica degli aspettis non dipendendo
dalla estensione e dalla forma degli spigoli i e delle g

ma soltanto dalla loro disposizione relativli, 3 può applicarsi
immediatamente ad altri studi, oltre a quello dei poliedri. In
generale se si considera sopra una superficie, o curva,
chiusa o aperta, concava o convessa ( di punti e linee
multiple) un itumero qualunque di punti congiunsi a due’
a due per mezzo di linee che mn abbiano parti a comune d_
che conducano con continuità da un punto ad 1111 altro, si ha
una specie di rete, per la quale valgono tutte le cose gene-
rali dette sugli aspetti ; Se poi quella superficie è chiusa c=_

semplicemente connessa possono applicarsi inoltre i teoremi

dimostrati sui poliedri euleriani. Ciò) posto, per riconoscere
la classe di un poliedro o di una rete è duopo ti--ov,-tre il
numero e la posizione degli aspetti sirnili, osservando,
attentamente il modo con cui sono disposte le sue parti.
Ma è chiaro che quella ricerca è seinplificata se si riduce-



100

allo studio delle proprietà del poliedro o della rete relati-
vamente a due aspetti simili.

DEFINIZIONI.

8. Sieno A,A, due aspetti simili di un poliedro
~ euleriano). L’omologo di un elemento qualunque s di i

esso, rapporto ad A, A , sarà ( in generale) un altro ele-

mento s ¡. Relativamente agli stessi aspetti, 8t avrà un
altro on1ologo S2; cos  sz avrà un altro omologo s,~, ec. ec., s
finchè si giungerà ad un elemento che sarà uno dei
precedenti. Dico che s. è precisarnente s. Infatti,, 
fosse uno degli elementi sl, s.,2... 8’-1’ sr, .. sn_’ , per esem-

questo elemeento relativamente agli aspetti 
sarebbe l’ol iologo di due elementi sr_,, distinti (poichè
per ipotesi s,, è il primo elemento eguale ad uno dei

procedei t  ) il che è assurdo. Prendasi ora un altro ele-

iiiento t differente dai precedenti; collo stesso ragiona-
mento si potrà ottenere un ... 

cos  di seguito. Taleliò, relativamente a due aspetti simili

r, i, gli elerrentí del poliedro si potranno disporre in

tanti gruppi 1 (~ ~ , sn-,~) ~ i (~ ~. ~ - s ~-.). / , ... e (~’ ’ y
ottenuti I riel modo anzidetto (essenfl0 il

numero degli elementi del poliedro) (~). Questi gruppi si

(i ,,anno cicli iel:itivan?eTite ngli aspetti ii, A1 e
. J chhro che analogamente si possono considerare cicli di

spigguli, di linee o di regioni.
9. Sia (~... s 811- ) ciclo di vertici rapporto a

dae aspetti simili Ll) A, . no tutte le geoletiche

(*) Ciò pUJ V8 ÌersI che, gli On1)"
llJghi .li ’utti g:i d! p nente a ine .tt

6., ,,, &#x3E; -ltí in nn .titrí) cioJ
si f 811 e si sa. éh,&#x3E; ogni
8o:-tiru.dol1e pnò considerarsi come ii prodotto p ù sosti-
tuzioni circolari; cnkle cc, ec.
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condotte da ciascuno dei vertici s, ~~, .. sr, .. 8,-, a tutti gli
altri e fra esse prendiamone una formata del minor numero
di spigoli; e sia, per es,, quella che congiunge i due ver-
tici ~~, 2 sr. Indichiamo questa linea con L,a,r, e diciamo o
la sua lunghezza. Non esisteranno due vertici fra

quelli del ciclo (s s, - - s.-, ) tali, che la geodetica condotta
fra essi abbia una lunghezza minore di ~.

Ciò posto, relativamente ai due aspetti A, ~~~ la linea

avrà per omologa una linea LDr+ ~ condotta fra S1 ed
Sr+~; parirnenti avrà per omologa una linea 

condotta fra s~ ed 8r+2 e cos  via, via. finchè si giungerà ad
una linea congiungente la quale avrà
per omologa una linea L n,r, che in generale sarà dit erente

da Lo, r . Poi L’, . avrà per omologa un a linea r+~’ ec..

Considerando tutte le linee

si dimostra come 8, che la prima di esse, che è iden-
tica ad una delle precedente coincide appunto colla IJo,re
D’altronde fra quelle linee non esistono che le 

che abbiano amendue gli estremi a comune colla
quindi una di questeg per es. la Lpn,r, sarà lc1 prima

linea che coincide colla sistema delle geodetiche 
L~y.~...Lp~-,~; i si dirà corrispon-
dente al ci ,lo di vertici (88:..8,,_,) e si scriverà 

Evidentemente ad un ciclo di vertici possono
corrispondere piu cicli di geodetiche ; ma, in ogni caso: --
Il (lelle geodetiche di un ciclo è sempre 

dei del cui 

10. Aggiungerlo ancora poche altre definizioni. Per
di tlU 1. regione, limitata d i un coni&#x3E;rn &#x3E; chiuso,

s’mtQnderà la somma de’ suoi vertici, delle S.8 
de’ suoi sp goli quelli del Uieendo
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V,F,S il numero dei vertici, delle faccie e degli spigoli
della regione, dalla relazione ( ~~. 4, prop. XI ): 

r_

si trae.- à

per cui la grandezza di una regione è anche il dopp o degli
spigoli che essa contiene aggiuntavi F unità. - Due regioni
saraiitio egzíal  se contengono lo stesso numero di spigoli,
diseguali nel caso opposto e lJilù quella che eon-
tiene un maggior numero di sp goli. Due regioni simili sono
evidentemente eguali.

.

PROPRIETÀ DEI CICLI. s

I 1. Sia un ciclo qualunque di elementi rela- =

tivamente a due aspetti simili A,A,. e Poicbé s è simile ad_ s,
ed sj sarà simile ad 31 (N. e 3, Prop. V). 
sirnile ad 8;;, quindi s è anche simile -td s,, e cos  ec.. Onde s
è a tutti gli elementi i quali per coilse-
guenza 80110 simili fra loro. Un ragionamento analogo si

può ripetere per le geodetiche di un ciclo corrispondente ad
un ciclo di vertici  Dunque:

Prop. L -- Gli eli un ciclo. sono 
e t’e linee un ciclu linee siinilí. - Di qui si

deduce che, se i vertici di un ciclo ~ss...z~~~.;) non presen-
tano sínimetria, dovrà essere p==’1 (N.O 9 ), cioè sarà
(Lo,rL1,r+.....I~n-~,r_’) un ciclo qualunque di geodetiche ad
esso corrispon(lente; perché, altrinxenti, da un vertice s par 
tirebbero almeno due linee simile 9 cioè s sarebbe se

stesso relativamente a due aspetti e quindi presenterebbe
almeno simmetria di rotazione (N. 3, Prop. VII).
Segue inoltre clie, considerando il ciclo che contiene il
massima numero di eleii enti ( o di linea il numero degli
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aspetti simili del poliedro ii -Dii potrà esser minore dí que
numero (N. 3, Prop. VIII).

Non è vera la reciproca della proposizione precedente,
cioè non si possono sempre trovare due aspetti simili rela-
tivamente ai quali an gruppo di vertici simili formi un

ciclo (*).
12. In seguito prenderemo a studiare principalmente i

cicli di vertice poiché dalle proprietà di questi si potrà
passare facilmente a quelle dei cicli di faccie-iiiediante la

Proposizione II. - E,sseii,do 7t poliedi-o polare
(liretto di i cicli di (1)ertic£ o faccie) rela-

a aspetti polari
cicli di ele nei2ti ( faccie o &#x3E;.elaticà»iei?te a due

asi)elti 
Questa proposizione risulta subito dalla Prop. X. ~~T.3~.

Infatti sieno due aspetti simili di P ed tX’"1 i due

aspetti simili corrispondenti cioè due aspetti riferiti
a due spigoli e due vertici polari di due spigoli e due
faccie omologhe relativamente ad Se .. 

è un ciclo d i elementi rapporto a questi aspetti, e sono

(J2 . 9 ordinatamente gli elenienti polari di s, S1
82 .. 9 risulta da quella proposizione che, rispetto ad
a, 2,, sono omologhi () e Ó’1’ () 2’ ~ ° ’ °’ ~~,.~~ e il, cioè

.. - ) è un ciclo f,it elementi.
13. Si consideri adunque un ciclo di vertici ~~~~. ~ m~n~.~ ~

relativamente a due aspetti A,Al. 
un ciclo corrispondente di geodetiche; ed

sieno rispettivamente ~~~" jYi , °1. Rapporto
ad 6~, A~ 7 lo spigolo i avrà per omologo Uno spigolo

del pnri, relativamente agli stessi aspetti, avrà

(*) Per es. la reciproca non è vera nel caso semplicissimo di
nn poliedro formato da due prismi triangolari aventi una base a
comune ; poichè i sei vertici delle due basi distinte sono simili e

tuttavia non è possibile trovare due aspetti simili, rapporto ai
qu&#x26;  es3i formino un ciclo.
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per omologo uno spigolo ~~~o ; ~ ... e cos  avrà per
omologo uno spigolo ec. Per la Prop. IV (N. 3) gli

ghi del poliedro resino i medesimi relativamente agli
aspetti si.n.ii 3’Y~.~ 7;2~ o; , 01 8:~ f~t ~ ~i2~,C~,,3...

~- ~ e1 Onde può
scriversi che rapporto agli

aspetti simili sono omologhi ,

Di qui si ricava che. relativaniente agli aspetti simili 

hanno per omologhi rispettivamente

e ne segue che gli aspetti simili 
sono tutti distinti e che i’aspetto m.po...

è precisaniente iiz, -;, o . Infatti, se i due a spetti 1n,,1no, 
fossero identici, le linee dovrebbero
essere eguali ordinatamente alle il che è

impossibile Snchésia Ma quando, si abbia t==p, le
linee sono precisamente le 
e quindi non può essere che 1’aspetto sia distin-
to dall’ aspetto 111" nio; giacchè relativarnente a questi due



105

aspetti simili, una linea Lo,, (per es.) avrebbe per oinologa
se stessa, vertice a vertice, il che è assurdo (N. 3, Prop. IV).
Si ha adunque onp=o; e quindi, rappresentando
brevemente con A, gli aspetti simili

m, 1no , 1 s si con-
chiude che:

Proposizione III. - Essendo ciclo di ver-
tici e~~ ciclo di geode-
tiche relativa1nente a due aspetti A, Ai, si 

trovare un aspetto At acl A e tale ch,e, 
ad A, At,

abbiano per ordinatamente

gli aspetti simili essendo 

distinti ed avendo la proprietà che gli omologhi del po-
liedro restano z ii edesimi relativamente a due aspetti
s,uccessivi ÁtB.t-1 At (posto Anp=A). - Evidentemente questa
proposizione comprende in se la Proposizione I.

14. Le geodetiche di un ciclo (Lo?rL 
corrispondente ad un ciclo di vertici (SS1...Sn- ) relativamente
a due aspetti A, Al avranno in generale vertici a comune.
Distinguiamo due casi, cioè quello in cui esse hanno uno
o amendue gli estremi e qualche vertice intermedio a co-
inune e quello in cui hanno soltanto qualche vertice inter-
medio a comune.

1." caso. È chiaro che, indicando brevemente con
la distanza di due vertici s, v contata sopra una

geodetica si ha la
9
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Proposizione IV. - Se geodetiche Lo,,.,
alm.eno un estremo s, passano per uno

-stesso vertice 97 dovrà essere

poichè, se fosse p. es. la linea 

non sarebbe geodetica fra due suoi vertici, come deve

essere. - In questo caso poi è importante notare un

altra proprietà. Le due linee relativamente
ai due aspetti simili A, A~ (N. 13, Prop. lII ) hanno per
omologhe le linee Lo.r onde se quelle passano per
un vertice v, queste passeranno per un altro vertice v,
omologo di v, e viceversa se queste passano per un ver-
tice quelle passeranno per un vertice v di cui v, sia
1’ omologo. In ambedue i casi, essendo omologhi i tronchi

(SrV1)o,r, dovrà aversi;

per la proposizione precedente,

liinqae;

Proposizione B1-. -~ Se itna Lo~r passa 
v della (avente 2~n estremo s CG comune

con essa ) ad una d s, passerà altres  pei-
vertice v1, omologo di v, che appartiene alla geode-

t’ica (avente a comune colla Lo,’ l’altro estre’fno s,
ed è situato alla stessa distanza d da e viceversa -.

E inoltre le Lor, si segheranno o toccheranno in vi
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come le Lnp-r,o Lo,r in v (N. 3, Prop. Nel caso par-
ticolare che la linea ~.,o coincidesse colla cioè fosse

i-= 22 il ragionamento non si modifica e allora si conclude13 5 o

che : .~ ~~ una geodetica 1-)assa per ~-

della geodetica comuni con essa ariiendue

gli (td una d da c~i essi, 
ancora per un vertice Vi della stessa geodetica, alla

1&#x3E;iedes1nla distanza d 
2. o caso. Consideriamo l’altro caso, cioè siippoiliarfio che

due geodetiche Lq,q+r, 11011 aventi alcun estremo

comune, passino per uno stesso vertice v. Dico che questo
vertice sarà il mezzo di amendue. Infatti, se ciò non fosse,
la geodetica (per es. ) sarebbe divisa dal vertice 1)

in due tronchi disuguali; e quindi, prendenio i più piccolo
di essi che sarebbe minore di (N. 9), e aggiungendo lo
al più piccolo degli altri due tronchi in cui v divide 
il quale al più sarehbe eguale a. la, avremmo una linea,
congiungente due vertici distinti del ciclo, di lurighezzi  à;
il che è impossibile. Dunque :

Proposizione VI. - Due geodetiche di ciclo
di cui estremi sieno differenti, 

possono avere a che il loro vertice di mezzo.
Le geodetiche di un ciclo godono inoltre della seguente

proprietà:
Proposizione VII. - Un vertice v di una geodetica

Lo’r di un ciclo (LoJr.. corrispondente ad ~s~~

ciclo relativamente a aspetti A,A, orrzo-
logo a se stesso rapporto a questi aspetti, è il vertice dei
mezzo comune a tutte le linee del ciclo.

Infatti, il tronco (sv)o,,. relativamente agli aspetti A,A,,
( I. 13, Pr. 111 ) avendo per o -nologo il tronco 
si ha,
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quindi poichè la distanza fra i due vertici s,. , v deve
essere evidentemente la stessa sopra o sarà

donde ec. E poi evidente che quel vertice v presenta
sitnmetria di rotazione almeno di ordine np.

15. Supponiamo che un ciclo di geodetiche (Lo,y."
,r_,) sia formato di -un numero di geodetiche eguale al

numero dei vertici del ciclo a cui corrisponde, e

inoltre che le geodetiche del ciclo non si seghino in alcun

punto. Cerchiamo il numero dei contorni chiusi formati da

esse, il che ci tornerà utile in seguito.
Prendansi le geodetiche che hanno successivamente un

estremo a comune 
’

Se 1. è primo con ~t, per un teorema noto (*), soltanto
colla linea si ritornerà ad s, cioè le (a) saranno
tutte differenti e però saranno le Lo,r,L 5r+ ,...L~~-1,r-1
disposte in un certo ordine: onde in quel caso il ciclo

(*) Il teorema è il seguonte :
Avendo una serie d-z n punti, di cui è d,tern&#x26; ízato soltanto ’ or-

dine di ,guccessione 8. trasp()rtandoci in questi punti di r
in r a partire da s, cioé da s in Sr, da s in 82~ .... ec; se r è primo con n
si ritornerà al punto di partenza s, dopo essere passati una volta per
ciascuno di quegli n punti; se r non è con n ed ha con Il il.

massimo divisore E, ed tornerà ad s dopo essere

passati una volta per ciascuno dei v punti s, s, s,r "., S(aJ-~)~ .
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formerà un sol contorno chiuso. Ma se’ r ed n non son

primi ed è e il loro massimo comun divisore, ponen-

do per lo stesso teorema, la linea ,,,o 

sarà la prima delle (a) che ritorna ad s, e quindi queste
linee si ridurranno alle sole distinte

le quali formeranno un contorno chiuso. Fra queste linee
non sono comprese certamente le Li ,r +-1 L2,r+2... L",,1+1c ...

perocchè, se ciò avvenisse, dovrebbe essere

essendo e p, intero,

eguaglianza che non può verificarsi, giacché r ed n sono
divisibili per- no. Quindi, relativamente agli aspetti
A2 A1J le linee Lr’2r... avranno per olTIolo-

ghe altre v linee Lt,1’+ ... le quali
formeranno un altro contorno chiuso. Parimenti le linee

daranno origine ad altri contorni chiusi.
ricordando anche la Prop. 111 (N. 13);

Proposizione VIII. - Se ciclo di n vertici

~ss~ ..s~_ ) corrisponde un ciclo di n 
clae non si alcun punto, questo ciclo formerà

sol contorno chiuso ~)~..L(n-~ r è primo
con n; rte formerà e,

se r non è primo con n ed ha con esso il comun

e e si ponet -= v; ciascun contorno chiuso essendo
. e

ornologo a se stesso a v aspetti simili
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aventi la che gl  omolo,qhi ctel poliedro 
stano i ?"elativa&#x3E;nente a due aspetti successivi

Atr.
16. Aggiungerò ancora la dimostrazione di due altre

proprietà dei cicli, benchè in appresso non si presenti
occasione di applicarle.

Prendiamo sopra una geodetica un ciclo 

corrispondente ad un ciclo (88,..Sn-i), un ver-

tice u qualunque (che non sia un estremo). Questo vertice
apparterrà ad un ciclo di vertici trovan-

dosi sopra L ,r+’ , U2 sopra sopra 
14 sopra ec. Il ciclo ~zcu, ...uh_4) si potrebbe dire
ciclo secondario del ciclo prirnitivo Sieno r~z le
geodetiche che passano pel vertice u: pel vertice ~~, passe-
ranno altre m geodetiche, per un altre ec.. Somman-

do tutte le geodetiche che passano per u,u U.2,...,uh-" si

hanno mh linee. Fra esse se ne trova certamente una qua-
lunque del ciclo (Lor.. Lnp- ,r- ), perchè questa linea deve
contenere uno dei vertici del ciclo secondario; ma però m
quel numero potrà, in generale, essere contata più volte. Po-
niaino che la linea L,,,,conteiiga h vertici del ciclo secon-
dario, (essendo kh). La linea L"r+1 conterrà i k vertici
omolog hi dello stesso ciclo e cos  di seguito; e quindi ogni
geodetica nel numero sarà evidentemente contata
volte Dunque:

Essendo np il delle geodetiche di ciclo
ad ciclo (S8 ..St-), h il nuiiiero dei

vertici di suo ciclo secondario J m il numero delle

geodetiche che passano urt vertice di questo ciclo
e k il numero dei vertici (li esso che gia,cciono sopra

geodetica, la 
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Se ==== ed si ha p= A, e poiché p è intero dovrà

essere k= 1 e quindi p= 1, come si vedrebbe anche geo-
metricamente.

Consideriamo ora tutti i cicli secondarii di un ciclo pri-
mitivo (relativi ad un dato ciclo di geodetiche), e sieno

k, ; h,, rr~ ~, k , ; ... ht, kt, le quantità relative
a ciascuno di essi, considerate nella proposizione precedente.
Se V è il numero dei vertici di una geodetica (esclusi gli
estremi, P evidente che deve essere: - °

cioè, per la proposizione ora dimostrata.

ia quali relazione d~ un altra proprietà facile ad enunciare.

PROPRIETÀ GENERALI

DEI POLIEDRI EULERIANI RELATIVE AI CICI.1

17. i Supponiamo che una regione R di un poliedro,
limitata da un contorno chiuso C, sia omologa a se mede-
s ma relativamente ad n aspetti simili A,A,A... 
Consideriamo in quella regione le geodetiche A, Ai, A,, ...
iin- che notaniino nel n. ° 4. Ivi si disse che,, intendendo
disposti gli aspetti A, Al, A,... At... t in un certo

ordine, relativamente agli aspetti A, At, le linee
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hanno per omologhe le

talchè, riguardo agli

Segue di qui che: gli o»iologhi del poliedro i-elatívamente
a due aspetti successivi i medesirni.

Infatti il primo spigolo 1no di Ai_, (per es.), relativamente

agli aspetti A, A, ovvero agli aspetti At avrà sempre
per omologo il primo spigolo mio, di At. Ma gli omologhi
del poliedro relativamente agli aspetti m, sono

omologhi per la Prop. IV (N. 3) s  rapporto ad A, Al,
come rapporto ad A~ ; dunque ec.

Ora la regione R1, che si ottiene staccando dal poliedro
la regione R, è pure omologa a se medesima relativamente
agli aspetti simili A, A,, ... A~_~ ( N. 3, Prop. ~X). A
ci,liscana delle due regioni R, R, si applica qiiindi il teo-

rema fondamentale enunciato nel N. 4 (Prop. XII). Sieno
... sn_i n elementi ( distinti ) del poliedro omologhi

rapporto agli aspetti A,A~,... An_, ordinatamente (situati
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tutti in R o in R~). Poichè 82 è omologo di s,~ rispetto ad
per l’ osservazione fatta sopra, sarà suo omologo

anche rispetto ad Parimeiiti, relativamente a questi
due aspetti, saranno omologhi S2 ed 83’ 85 ed s,, ... sn_1 ed s;
il che vuol dire che (ssl .. s~,~1 ) è Zln ciclo di elementi rap-
porto ad A, Al e in generale rapporto ad At-1, At. Ciò si

ripete per tutti i gruppi di n elementi simili del poliedro.
Se n&#x3E; 2, ciascuna delle regioni R, R1 conterrà, inoltre un
elemento con sitnmetria di rotazione almeno di ordine 1

che formerà un ciclo di un solo elemento; e se n:-=::2, quel-
1’ elemento potrà essere sostituito da uno spigolo con sim-
metria di ritorno, di cui i diip, vertici comporranno Ull

ciclo. Dunque;
TEOREMA I. - Se R di un poliedro

è omologa a se stessa ad n aspetti si

possono aS1Jetti un certo A,A1, ..
~t~ · .A‘~1,-9~ pel quale gli poliedro sieno

i rapporto a aspetti successivi At-1, At·
a questi aspetti gli elementi del _poliedi-o for-

tanti cicli dello stesso numero n di tranne

due, elae, se n&#x3E; 2, dovranno essere formati di un solo
elemento.,, e, se n=2, potranno essere o di 22

elentento o di 9 li altri).
18. Dal teorema dimostrato dedurremo facilmente

quest’altra proprietà:
TEOREMA II In un _poliedro 

[-1/’fico, si possono sempre dtte aspetti retct-
t2vctmente ai quali i cicli di elementi sieno jor1nati dello
stesso numero di elementi, tranne due, che potranno i1~-
vece contenere un solo elemento.

Ricordando infatti che in un poliedro (euleriano e simile
a stesso relativamente a un certo numero di aspetti ) deve
esistere almeno un elemento o spigolo che presenti simmetria
(N. 5, C), basterà che consideriamo i tre casi seguenti:

A) Esista almeno unct faccia F elze presenti 
10
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metria di cli n. Allora la regione formata
dal poliedro rimanente, esclusa la faccia F, è omologa a
se stessa relativamente a d ~~ aspetti simili e quindi si può
applicare il teorenia I (N. 17); donde si deduce immedia-
tamente il teorema II.

B) Esista un di 

ione eli n. Allora il poliedro polare diretto del

poliedro dato avrà almeno una faccia con simmetria di

rotazione di 1l (N. 3, Prop. i ). Quindi" pel caso
precedente, nel poliedro polare esisteranno certainente due
aspetti simili A, Ai che hanno la proprietà enunciata. Ai

due aspetti corrispondono nel poliedro dato due aspetti
simili a~ ai (N. I 1, Prop. II) rapporto ai quali i cicli di ele-
illelltl sono polari dei cicli di elementi del poliedro polare e
quindi sono fornmti dello stesso numero di elementi ; onde ec.
C) esista die

rotazione. Allora dovrà esistere uno spigolo con 

metria di ritorno. Se questo è unico della sua specie. (N. 5,
C, caso .1. O) il teorema è evidente, poichè tutti i cicli

vengono formati di due elementi. Se non è unico della sua

specie, vedemmo (N. 5, C, caso 2. e) che ne esiste un altro
solo simile ad esso e che fra i due spigoli si potevano con-
durre quattro geodetiche che dividevano il poliedro in quattro
regioni a due a due simili e ciascuna simile a se stessa rela-
tivamente a due aspetti; e ora, applicando ad una qualun-
que di queste regioni il teorema I (N. 1 ~ ), se ne conclude
la proprietà enunciata. Anche in questo caso tutti i cicli

sono formati di due elementi.
In tal modo il teorema II è pienamente dimostrato. -

Diremo aS]Jetti di un poliedro, due aspetti
simili A Ai che godono della proprietà detta in quel teore-
ina, e che potranno essere anche altri, digerenti da quelli
considerati nella dimostrazione (*).

(*) Anzi qui si può proporre la qaestione: - Rapporto a due
aspetti simili qualunque come si comportano i cicli di elementi?
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19. Sia i ... ~~n~ ~ t , r- ~ ) un ciclo di geodetiche
corrispondente ad un c clo di vertici 

mente a due aspetti fondamentali A, 11. Lico che dovrà
essere ~===1. Infatti poniamo che abbiasi 1) &#x3E; l, cioè la

L,n,r sia differente dalla sia, per esefmpio, v
un vertice ~li Lo, r, pel quale non passa la linea Ln,r. Il

ciclo a cui appartiene v non può essere formato di un ver-
tice, perché allora per esso passerebbe anche la linea L~~,~.:
dunque dovrà essere formato di it vertici. Ma anche questo
è inpossilJile; potel-iè, trasportandoci successivainente nei
vertici D, v u V2,...di quel ciclo, che si trovano rispettiva iiient -e
nelle linee Lo,r, L ,r+~, L!,r+2 . -, si deve ritornare a v o pri-

o dopo di essere arrivati alla linea Ln,r, cioè essendo
passati per U11 nun1ero di vertici ininore o 

giore di n. Quindi la linea L,i,r passerà per v. Se tutti i

vertici di Lo,r debbono trovarsi sopra segue necessa-

riamente che dovrà essere Lo, r Ln, r, e però:
TEOREMA III. dZCe /012-

di u2 ciclo è eguale
al dei del ciclo ~~ 

20. Avendosi adunque un ciclo 
a due aspetti fondamentali A, A,, un ciclo qualunque di
geodetiche ad esso corrispondente 
geodetiche di questo ciclo avranno in generale vertici a

comune. Ci proponiamo di dimostrare che per ogni ciclo

di vertici si può sempre trovare fin ciclo di geodetiche le

quali non si seghino in alcun verticc (*).
I vertici di una geodetica tranne quello di niezzo

(quando esista ), per la Prop. VI (N. 14) noi possono

Il caso di due aspetti fondamenta.li è un caso particolare o il caso

generale di due aspetti simili ? - Esamineremo tale questione in
una appendice che farà seguito a questa tesi.

(*) In alcune parti, questa dimostrazione è analoga a quella
data dal sig. Jordaii pel 2.° teorema fon(I,,itneiitale.
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essere comuni che alle geodetiche Ln-r,o, che sono

le sole fra quelle del ciclo che abbiano un estremo comune
con essa. Sia LO il vertice, comune alle linee Ln-r,o 
più lontano dal loro estremo comune s. Quel vertice z~~

non potrà avere da s una distanza &#x3E; (N.9). Infatti

se fosse ~? ~ sarebbe  jò, e poichè, &#x3E;

(N. 14, Prop. IV),

ne seguirebbe:

il che non può essere (*). Dunque si troverà nella prima
metà di Lo,r. Nella seconda metà, Lo,r avrà vertici a co-
mune colla linea Lr, 2r dei quali il piú distante t da sr5

per la Prop. V (N. 14), sarà tale che

ed è chiaro, per le cose dette, che i vertici del tronco

potrebbe anche esser nullo), escluso quello
di mezzo, non sono comuni ad alcuna delle linee 

,

Ciò posto, consideriamo la linea

che è di lunghezza ~. Essa formerà ciclo di geodetiche

(*) Questo ragionamento non vale xe 1Yla in

questo caso le linee coincidono, e allora, per osser-

vazione fatta dopo la Prop. V (N. 14), é facile vedere come ciò
che segue, con leggiere modificazioni, sussista rigorosamente.
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(L’o,r L’~,r+l...L’n-1,r-~) relativamente ad A, ~ ( ~T. ID,
111). Le geodetiche L" ~ , r+ 1.... L’,z_ ~, r_, , essendo for-

mate (come la L’o,~) di tronchi delle Lo,r....Ln-~,r_~, nel
tratto non potranno aver vertici 

. 

a coi-iiiine colla

tranne quello di mezzo. Inoltre, relativamente ai due
aspetti A, Ar ( N. 13, Prop. 3 Lo,r , ic hanno per
oiyiologhe s. 3 9 Z’, cioè il tronco (szv )o , r che ap-
partiene ad ha per omologo il tronco (Sr 2 cl)r,Tr che
appartiene pure a quella linea. 11a relativamente ad A,a,r,
la L’o,r deve avere per omologa la dunque questa
linea coincide interamente colla L’o,r nel tronco s. 

Parimenti per la Prop. V (N. 14) la linea coinci-

derà colla L’o,r nel tronco s2v. Nei tronchi sw la

linea non può avere vertici a comune con alcun altra
linea del ciclo, cui essa appartiene; dunque quella linea è
tale che non può essere tagliata che nel vertice di mezzo

dalle L’1,r+~.,..L’n_t,r-~. pari la linea LB,r+~ omologa
della L’o,r non può essere segata che nel suo vertice di mezzo
dalle L~~~...L~_,~_.~L~~ omologhe delle precedenti re-
lativamente ad A, A1 (N. 3, Prop. III): e cos  ec. Si con-
clude che: ciclo di esiste. -
sempre un ciclo di geodetiche, a(1 esso corrispondente,
(L’n,r LB,r+~...L’n-t,r-~) avente la proprietà che le geo-
detiche si possono vertice di 

21. Sia v il vertice di mezzo comune a due geodetiche
Lo,,, Lt, t+r (aventi o no un estremo a comune) di un ciclo
(Lo,r...Ln-1,r-~) rapporto a due aspetti fondamentali A, A l.
Le omologhe L1,~.+.~,Lt+~,~+~~+ ~ dai quelle due linee ra pporto
ad A, Ai passeranno pel loro vertice di mezzo V~’ omologo
di v e cosi via via, finchè si giungerà alle linee 

t passanti per un vertice mezzo di aniendue;
di cui l’omologo sarà il vertice di mezzo comune alle

L,t, -&#x3E;t+r , (omologhe delle 1-)recedeiiti), cioè. Dunque
iii-i ciclo di vertici, e, poiché tC2, dovrà

essere -==1. Ciò significa che: - Se qeodetiche qua-
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dí cielo ct il
loro ver’tice clii esso è un cli 
a tutte le linee clel cielo. - Evide-,,itemente questo ver-
tice è coii siniineti?ia. di rotazione qlmeiio d ordine i?; e

però si trae di qni che: --- i~z ciclo (lz geodetiche
a due aspetti 

clue geodetiche hanno a il vertice (lz 

ZG2’L vertice di 

d)-o alnielio (li 11. * -

Dalle cose precedenti risnlta dunque che le geodetiehe
del ciclo (L’o,T, I/’ur+1 , o avranno tutte a

comune il vertice cli mezzo, o non a;ranno alcun vertice a
COlTIune. Ora, supposto che esse abbiano a comune il ver-
tice di mezzo v, imaginiaino un osservatore che situato fra v
ed s in pi?ossinaità di v sopra L’o,r, intorno a v nel
senso diretto e sia il tronco vsg della linea quello
che egli incontra iiiirr ediataiiiente. La linea

è di Itinghezzn, a e non è segata neI da qualun
que linea formata coi tronchi 5

(Sr+1V)’1,r+1 .... e neppure potrà essere segata da una tal
linea in altri vertici, poichè, se ciò fosse, le linee L’o, r ,
L’~~~r+1...L’n-s,r-i si tag’lierebbero in vertici differenti dal
vertice di inezzo. Ora la L"o,g dà luogo un ciclo (L"o,g...

di cui le geodetiche sono appunto formate di quei
tronchi. Quindi la non sarà segata da alcuna delle

e perciò la L"1,g+1 non potrà essere
segata dalle L’’~,g+~ , ..L"~..1,~_1 , L"o,g e cos  via via;
cioè le geodetiche del ciclo noi si taglia-
no in alcun vertice. Laonde si può concludere che:

Teorema IV. ciclo di vertici 
relativanze&#x3E;ite a aS1Jetti A, Ai, eri’ste

(aln1eno) 2~n ciclo c~i fleodetiche (Lo,r, 8
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ad esso la 

efie le geodetiche si seghino 
22. Quanti contorni chiusi pnõ formare -iii-i ciclo (co-

munque ottenuto) di geodetiche che non

si taggliaiio? - Consideriamo dapprima il caso in cui le

geodetiche abbiano a comune il loro vertice di mezzo v. Una
linea consterà di due tronchi (vs)o,r, concor-

renti in v. Invaginiamo uno osservatore che si 111uova intorno
a v ( nel senso diretto ) partendo da (rs)o;r ; e supponiamo
che egli non trovi immediatamente il tronco n1a un

altro (V3g)g,g+r appartenente alla linea Lg,g r. È chiaro

che l’osservatore dovrà incontrare il secondo tronco di ,questa
linea prima di arrivare a (vsr)o,r, altrimenti le

Lo,r , Lg,g+r si taglierebbero in v. Similmente se l’osser;a-
tore parte da e incontra subito un tronco di un
altra linea, dovrà trovarne il secondo tronco prima di per-
venire a e cos  di seguito. E po;.ehè il numero
dei tronchi, compresi fra i due della linea che si considera,
diminuisce ciascuna volta, risulta che dovrà g°iungersi i ifi-
ne ad una linea del ciclo di cui i due tronchi sieno siteces-
sivi. Gli omologhi di questi tronchi rispetto ad A, A, deb-
bono godere della stessa proprietà (N. 3, Prop II): quindi
una linea qualunque del è formata di. due tronchi

Ora se r ed 1 hann0 il inassixno cornuTI divisore

e, per la Prop. VIII (N. i~), quel ciclo si scinde in e contorni
chiusi. Prendasi uno di essi, per es. Lo,r 

posto :=). Questo contorno divide il poliedro in due

regioni; delle quali una è formata da 11 porzioni 
( congiunte fra loro dal toccarsi delle linee in v ) lin1itate

rispettivamente dai tronchi e 

(~)~~t-)(~~-)~~ e (’G7S2r)2r,z;r ... ; rapporto ad A,A1, (N. 13
Prop. Ili) essendo evidentemente omologhe p e P, e P z 
donde (N. 10 ) P===PJ==P2==... Una linea Lg,g+r del ciclo
differente da quelle del contorno considerato, non può esi,
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stere fuori di quelle porzioni, giacchè i suoi due tronchi
verrebbero ad interporsi fra i due tronchi dei una linea del

contorno, i quali perciò non sarebbero successivi. Sia p la

porzione che contiene il tronco e quindi l’altro

Rapporto ai due aspetti A,Ag , i due tronchi che

liniitano p hanno per omologhi i due tronchi precedenti;
cioè p ha per omologa l’una o l’altra delle due regioni,
nelle quali il contorno formato da questi tronchi divide il

poliedro. 11a ciò non può aver luogo, di quelle due regioni
’ 

una essendo più piccola di ~o poiché vi è contenuta e I’ altra
più grande di p, perché comprende P _, p~, ... Non può quin-
di esistere linea del ciclo diversa da quelle del contorno

consiciérato, e però dovrà essere Dunque le del

ciclo forrnano sol &#x26;

23. Abbiasi ora un ciclo (Lo,~...L~_t,?._~) di geodetiche
che non si tagliano e non passano pel loro vertice di mezzo.
Applicando di nuovo la Prop. VIII (N. 15) quel ciclo for-

imerà E contorni chiusi essendo e il massimo comun divisore
fra r ed n. Esaniinianao il caso in cui sia E &#x3E; 1.

Gli c contorni chiusi formati dalle linee del ciclo sono

(N. 1 5);

Relativamente agli aspetti A, C ha per omologo.
C~ , C~ ha per omologo C~.... 
è un ciclo di contorni). Onde se diciamo R ed R’. R~ ed R’ ~ ,
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R2edRB2... ordinatamente le due regioni, nelle quali ciascuno
di quei contorni chiusi divide il poliedro, saranno, per es.,
omologhe, rapporto ad A, Aj, le R ed R1, R, ed R, .....
R’ ed R’1 , RI, ed .... (N. 3, Prop. IX): talchè sarà

(N. 10).

Ora è chiaro dapprirna che non può aversi R=R, perchè,
se ciò fosse, C 1 non tagliando in alcun punto il contorno C
ed avendo differenti da questo contorno almeno i vertici del
ciclo, dovrebbe staccare da, quella delle due regioni R , R
in cui è situato, una regione più piccola di amendue: e ciò
per le (b) è assurdo. Sarà adunque R differente da R’ e per
esempio R ‘R’ . Allora il contorno C l non potrà trovarsi
nella regione più piccola R, giacchè dovrebbe separare da
essa una regione minore di R e di R’. Per la stessa ra-

gione il contorno C, non si troverà nella regione R e

neppure nella R, e cosi ec. Per conseguenza le regioni
R, R1, ... sono tutte esterne l’ una cioè

non possono avere altri vertici o spigoli a cornune tranne
quelli dei contorni che le 

Inoltre ciascuna delle C, C1, ... Ce_1 (presa sempre nello
stesso senso) è omologa a se stessa relativamente ai v,

aspetti simili (N. 15) , 

quindi rapporto agli stessi aspetti è pure omologa a sè stessa
ciascuna delle R~ 

Ciò premesso, consideriamo due casi:

A) 11&#x3E;2. Allora ciascuna delle regioni 
contiene certamente un elemento con simmetria di rotazione
almeno di ordine 9 (N. 4, Prop. XII), cioè un elemento che

11
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é oii-iologo a se stesso relativamente ai 11 aspetti simili (e).
Questo eleinento rapporto agli aspetti fondamentali A, A1
deve formare un ciclo di un solo elemento, perocchè, se for-
nasse un ciclo di n elementi, rapportc ad A, Ar non potrebbe
esser simile a se stesso. Per conseguenza l’elemento di sim-
metria della regione R, essendo omologo a sè stesso relat,i-
vamente ad A, Al, dovrebbe appartenere anche alla regio-
ne Ri che le è omologa rapporto a questi aspetti e cos
alla R, omologa della R1... ec. Ciò è possibile soltanto, per
la proprietà dimostrata sopra, quando quell’ elemento esista
sui contorni C,C~1,C~, ... cioè (Prop. VII, N. l~ ) quando
esso sia il vertice di mezzo comune a tutte le linee del
ciclo: il che ora escludiamo. Dunque non può essere 11 &#x3E; 2.

B) ==2 cioè 2 il che suppone i pari.
In questo caso la seconda parte del ragionamento prece-
dente non sussiste più, perchè ciascuna delle regioni R ,
R,, .. essendo omologa a sè stessa relativamente ai
due aspetti A, Ar può contenere (N. 4) in luogo di un ele-
mento con simmetria di rotazione di 2.° ordine, uno spigolo
con simmetria di ritorno; e allora non si cade nell’assur-
do precedente, g°iacchè i due vertici di ognuno degli spi-
goli con simmetria di ritorno ( simile a sè stesso rap-
porto ad A, A,, ) , contenuti nelle regioni R, R1,. - 
potrebbero appartenere ad un ciclo di n vertici relativa-
mente ad A, A1. Ma, ciò supponendo, non può tuttavia
aversi v==:2; il che proveremo, mostrando prima che deve
essere n = 4 e poi che questo caso conduce all’assurdo.
In vero, il contorno C (per es. ) è omologo a se stesso

rapporto ad A, Ar e nella regione R trovasi uno spi-
golo simile a se stesso riguardo a questi aspetti. Nella

regione R’ si troverà un altro spigolo o elemento simile
a se medesimo rapporto ad A, Ar, e gli altri spigoli o ele-
menti del poliedro si distribuiranno in gruppi di due simili
distinti, relativamente a quegli aspetti (N. 4, Prop. XII).
Sicchè potranno esservi, al più, due spigoli simili a se
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stessi rispetto ad A, Ar. vedemmo che debbono esistere

E di tali spigoli (tutti distinti, affinchè i loro estremi com-

pongano un ciclo di 2e vertici): cioè iz - 4 ed
r=2. Allora, essendo un ciclo rapporto ad A, A,,
esistono due spigoli c~ c~~ , omologhi a sè stessi rap-

porto ad A, A2: onde, riguardo a questi aspetti, non è alcun
elemento simile a sè medesimo. Segue ( N. 13, Prop. III j
che relativamente ad A, A1 non può aversi alcun ciclo di
un elemento; e quindi nessun elemento è omologo a sè

stesso riguardo a due qualunque dei quattro aspetti A,A,,
A2,A3. Ora conduciamo da ciascuno dei due vertici a, a,
agli altri due a,,a, le,-eodetiche e fra esse scegliamo la più
breve e sia ( per es. ) quella che congiunge c~, a1. Detta

A, questa linea produrrà un ciclo rapporto ad
A5A, (N. 13), le congiungendo rispettivamente

C65,a. Se due linee del ciclo hanno un vertice
comune, è chiaro che la sua distanza dai due estremi di esse,
posti sullo stesso spigolo, deve essere la medesima sopra le
due linee. Ne discende dapprima che le due linee pari Ao,A2
non possono passare per uno stesso vertice; il quale sarebbe
omologo a sè medesimo rapporto ad A,A,,; e le
due linee dispari non possono avere a comune alcun vertice.
Però una linea pari, che ha con una delle linee dispari uno
stesso estremo, potrà avere con queste altri vertici comuni.

il vertice di A,, fra quelli che trovansi sulle linee

dispari più prossimo al inezzo (vertice Q spigolo) di essa e
per u~ passi ( per es. ) la linea Aj. Supposto che u, sia
situato fra ct, e il mezzo di Ao, indichiamo con u quel
vertice pel quale Per le pro-
prietà di evidente clie nel tratto la linea Ao
non qvrò vertici a comune con alcun altra e che, rapporto
ad ui sarà omologo di zc. Per cui, dicendo (2~ 
il ciclo a cui appartiene ~¿, i quattro tronchi 5

( 2G2j, , (u3u )5’ che non haiino fra loro alcun vertice 
ne, comporranno un ciclo rapporto Ai; cioè il coiitorno
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chiuso z~ formato da essi, sarà omologo a sè stesso
(nella medesima direzione) relativamente ai quattro aspetti
A, A2, A3e Se il vertice 1t1 era situato sulla linea A5
avremmo trovato analogamente un contorno chiuso 
simile a sè stesso rapporto ad Siffatto contorno
divide il poliedro in due regioni, ciascuna contenente (N. 4)
un elemento con simmetria riguardo a quegli aspetti: il che
non può avvenire. Questa conseguenza non sarebbe alterata
quando u, cadesse cioè le A~, Å2, A5, non avessero
vertici a comune (tranne gli estremi), giacchè allora esse
formerebbero parimenti un contorno chiuso omologo a sè
stesso rapporto ad A, A1, A2, A3. Dunque per ciò che pre-
cede, non potendo essere 1 = 4, il supposto di 11 z= 2 è assurdo.

Si conclude che, anche nel caso considerato in questo
N.,, dovrà essere e==1. Quindi, ricordando il risultato
del N.° precedente, si ha la seguente proprietà,

Teorema V. In un poliedro ( un ciclo di

geodetiche (Lo,r...Ln_,._ (che si 
denti ad cn ciclo di vertici, relativan- ente a due 

fondamentali, forma un sol contorno cioè, r è

primo n.

CASO PARTICOLARE 
’

24. A mostrare un applicazione, supponiamo che il

numero n dei vertici di un ciclo relativamente a due aspetti
fondamentali di un poliedro sia ~&#x3E; 5.

In questo caso il contorno chiuso formato da un ciclo
di geodetiche, che non si tagliano, corrispondente ad un
ciclo di vertici, essendo simile a sè medesimo relativamente
ad n aspetti, divide il poliedro in due regioni, ciascuna

omologa a sè stessa almeno rapporto a quegli iz aspetti
e quindi (N. 4) contenente un elemento con simmetria di
rotazione di ordine &#x3E; 5. Onde il poliedro che consideriamo
non potrà appartenere ad alcuna delle tre classi II, 1I1, V
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(N. 5) e neppure alle tre classi VI, VII, VIII (N. 6) del
sig. Jordan, i poliedri che vi appartengono essendo privi
di elementi di simmetria di ordine &#x3E; 5. Quel poliedro sarà
adunque necessariamente di una delle due classi I, I~r;
cioé; - Un poliedro che relativaniente a due aspetti
fondantentali _presenta un ciclo di un nu&#x3E;nero di ele-
’Jnenfi &#x3E; 5 sarà con simiitetria per rotazione, o con

simmetria per rotazione e 
’

Pisa 1. o Luglio 18~~ .

BERTINI EUGENIO.
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APPENDICE

Ìn questa appendice è risoluta la questione proposta
nella tesi (N. 18, Nota) relativa al modo con cui si compor-
tano i cicli di elementi riguardo a due aspetti simili qua-
lunque, ed è aggiunto qualche altro caso particolare.

25. Sieno A, due aspetti simili qualunque di un’ 
B

poliedro, ed E un elemento omologo a sè medesimo rap-
porto ad essi. Potremo supporre che E sia una faccia,
sostituendo il poliedro polare se è un vertice (N. 12). La
regione che rimane, staccando dal poliedro la faccia E, è
omologa a sè stessa relativamente ad A, Al. Sieno 

altri Y-2 aspetti, rapporto ai quali la regione (e quindi
la faccia ) è omologa a sè medesima. In essa ( N. 4,
Prop. XII ) si troverà un elemento E con simmetria gli
altri elementi o spigoli della regione raccogliendosi in
gruppi simili (distinti) rapporto ad A, A,, rx~, a,~..,ay~.l.
’I’alchè, rispetto ad A, A, potrà esservi un altro solo ele-
mento E1 simile a sè stesso: cioè rapporto a aspetti

qualunque possono esistere al più due cicli
elemento: e però, aspetti simili, rapporto ai

quali esistano pi t cicli di un elemento, sono

Ciò premesso, prendasi fra tutti i cicli di elementi, rap-
porto ad A, Al, quello ( s s~ ... s~,_, ) che è formato del
massimo numero n di elementi. Se iz -=29 tutti i cicli

saranno di due elementi, tranne due che potranno essere
invece di tici elemento. Supponiamo quindi n&#x3E;2. In prima
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dovrà essere l’aspetto A~, (N. 13) identico all’aspetto A,
perchè, rapporto ad A, S1 ... sono ordinatamente
simili a sè stessi, cioè si hanno almeno tre cicli di un ele-
mento. Ora sia ( ~ ~, ... w_~ ) un altro ciclo di elementi

rapporto ad A, A~, Ricordando la dimo-
strazione della Prop. III (N. 13), si ha che

cioè (u) , (Ji ), .. I (O"".-~) sono ordinatamente, rapporto ad A,
A;" tanti cicli di un elemento. Poichè Av è distinto dal-
l’aspetto A (N. 13), segue che dovrà essere v==2. E non
potrà esistere un altro ciclo di elementi ( v 1Ii...1I -.~), pel
quale e &#x3E; 1 ; perchè, collo stesso ragionamento
si troverebbe ;~ = ~; e, rapporto ad A, A2, avremmo quattro
cicli di un elemento (CT), (0"1) , (11), Aggiungasi che,
rispetto ad A, .X, quando esista il ciclo (J a 1)’ non vi sarà
alcun ciclo (c~) di un elemento poichè, riguardo As,
esisterebbero tre cicli (a), (~) , (~~ ) . Ne risulta che, rapporto
a due aspetti ,A,A, , (v C n~, alcun elemento (tranne a, 
non sarà simile a ~s è stesso, giacchè dovrebbe formare un
ciclo di un elemento, ovvero appartenere ad un ciclo di
un numero di elementi rispetto ad A, A,.

Le cose precedenti mostrano che, rapporto a due aspetti
simili qualunque di un poliedro (euleriano), non possono

, aver luogo casi differenti da questi due.
1.° Tutti i cicli sono dello stesso numero di elementi

tranne due che possono essere invece di un elemento.
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2.° Tutti i cicli sono dello stesso namero Jz di ele-
menti (n &#x3E; 2), tranne uno di due elementi ; non aven-
dosi in questo caso alcun elemento (diverso da a, omo-

logo a sè stesso rapporto a due aspetti A, A~ .
Il teorema II (N. 18) ci avyerte che il 1.° caso può

avvenire. Ora domandiamo: è egualmente possibile il 2. o

.aso?
26. Dimostrereino anzitutto che, se il 2. o caso è pos-

sibile, deve essere ~=4. 2013In vero, sia S uno spigolo con-
corrente in a (*) ed il ciclo a cui appartiene.
Gli spigoli di questo ciclo si dividono in due gruppi; quelli
con indice pari concorrenti in a e quelli con indice dispari
in fJ"1 1 ( i qua’ due gruppi sono due cicli rapporto ad A, A2).

, Si conducano tutte le geodetiche fra l’estremo (digerente
da a o ~, ) di ciascun spigolo di un gruppo e gli estremi degli
spigoli dell’ altro gruppo, e sia la più breve quella (per es.)
che congiunge i due spigoli S, S’2f1.+~. Indichiamo con A~ la
linea formata da essa e da questi due spigoli. Rapporto
ad A, A~, la linea Ao genera un ciclo di linee 

essendo ordinatamente S, ed
ed ed gli

. spigoli estremi di ~1.;, ....~i~ L, A2!+~,.. An-~. Due linee pari
di quel ciclo Ao, non potranno avere alcun vertice a
comune t; poichè, dovendo essere evidentemente 
(at)2r, e A., a avendo per omologhi A2!, a, rapporto ad

A2T, il vertice t sarebbe omologo a sè medesimo ri-
guardo agli stessi aspetti: e similmente due linee dispari
non póssono avere alcun vertice comune. Ora imaginiamo
un osservatore che faccia. un sol giro intorno ( nel

(*) Qui si suppone, per brevità, che a, a, sieno due vertici. Però il

ragionamento, con qualche modificazione, è egualmente valido se
quei due elementi sono due faccie. D’altronde il risultato ottenuto
nell’una ipotesi è vero anche nell’ altra, in virtù delle Prop. X.
(N. 3) e II. (N. 12).
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serlso diretto). Se egli incontra ( per es. ) lo spigolo S;,
immediatamente dopo lo spigolo S, giacchè relativamente
ad 1~, A,.7 gli spigoli S, S2~ hanno per omologhi gli spi-
gli S4~’ è evidente (N. 3, Prop. II) che, dopo S2t,
troverà subito S4!’ e cos  di seguito; talchè sarà

1’ ordine di successione delle linee pari ( o disparí ) intorno
a 7 (N. 2, E siccome quelle linee non hanno alcun
vertice comune, I’ ordine di successione delle stesse linee
intorno a v,, come appare mallifestamente dalla rappre-
sentazione sarà (inversa,mente)

rapporto ad ~~1, A2~~,+~, gli spigoii S, S2~’.. 
hanno per on101oghi 

c però (N. 3, Prop. II) anche questo è l’ ordine di suc-

cessione intorno a onde dovrà essere

ossia,

cioè S,~==S ; e quindi n== 4.
Sarà adunque (1B.0 A, lB.2 A5) il ciclo considerato diai zll

nel quale J+~ e A, , ikj e lB.5 non hanno rispettivamente
vertici a comune. Bens  una linea pari (o dispari) ha col-
F una o ~ altra delle due linee dispari (o pari) uno stesso
spigolo estremo e potrà avere con esse altri spigoli o ver-
tici a comune. Sia U1 quello dei vertici di A pe’ quali
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passano le linee dispari, più prossimo al mezzo (vertice o
spigolo) di e giaccia (per es.) sulla linea Supposto
che U trovisi fra 7 e il mezzo di A,,, diciamo quel ver-
tice di A~ pel quale è -== C O"~UI)1. Ripetendo un
ragionamento esposto nel N. 23 (B), dimostreremmo si-

milmente che il ciclo a cui dà luogo il tronco forma
un contorno chiuso, simile a sè stesso rapporto ad A, A,,
A~, "’1B.5: onde dovrebbe esistere un elemento omologo a sè
medesimo riguardo a quegli aspetti ; il che non può av-
venire.

Dunque il 2.° caso (N. 25) non è possibile; cioè due

aspetti simili qualunque due aspetti fondamentali ;
o altrimenti:

due aspetti simili qua-
lunque tutti i cicli sono formati dello stesso di

elementi, tranne che _possono essere invece di uu
elemento.

Laonde i teorem i III, ’, IV, V (N. 19, 21, 23) e il caso
particolare del N. 24 valgono per due aspetti simili qua-
lunque.

27. Diremo orct2ne di una coppia di aspetti simili il

numero di elementi che entra in un ciclo rapporto ad essi.
Unpoliedro, che abbia dce aspetti simili A, Al d’or-

dine n, presenta due (o spigoli) con simmetria
d’ ordine n o &#x3E;nultiplo di n. - Infatti il contorno chiuso
formato da un ciclo di geodetiche, che non si tagliano, corri-
spondente ad un ciclo di vertici, relativamente ai due aspetti
A, Al, divide il poliedro in due regioni omologhe a sè

stesse rapporto agli n aspetti A, Aj , ... Onde in cia-
scuna di quelle regioni trovasi un elemento con simmetria
almeno di ordine 1~, che forma un ciclo rapporto ad A, A1.
Si indichi con E uno di essi e si supponga che sia un ver-

tice, intendendo di considerare il poliedro polare se è una
faccia. Sia uno spigolo concorrente in E ed 

il ciclo a cui appartiene l’altro vertice di questo spi-
.
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golo. Se esiste un altro spigolo EF simile agli n spigoli
Em, il vertice p. appartenendo ad un ciclo
(p. ~c1... ~n_~ ), saranno EP.1, E~z,_,, ... Ettn-1 altri n- 1 spigoli
simili agli precedenti. Sicchè il numero degli spigoli simili
concorrenti dovrà essere multiplo di n; onde ecc.

Viceversa: Un poliedro presenta Zcn elemento con
di ordine n ha coppie di aspetti simili degli

11 e sub1nultipli di n. - In vero l’elemento sia, per
semplicità, un vertice E. Si prendano n spigoli simili con-
correnti in E e sia ... il loro ordine di

successione intorno ad E. Essendo n -v (nurnero intero),
P

si considerino gli aspetti simili E, E1n; E, E1np. Riguardo
ad essi, Errrc,, ... hanno per omologhi rispetti-
vamQnte (N. 3, Prop. II ) E1np, Ena,+,, ... Rap-
porto agli stessi aspetti, questi spigoli hanno per omologhi

... Cos  seguitando, si troverà

infine che, relativamente a quegli aspetti, (m 1n2p ...

~n~"v~~~ ) , ~’i’Zw_~~P...~~ ) , ... sono tanti cicli di v

elementi; e quindi ecc. - Per esempio, un poliedro della
VII classe (N. 6) presenterà coppie di aspetti simili degli
ordini i 4, 3, 2 rispettivamente; un poliedro dell’ VIII

classe, coppie di aspetti degli ordini 5, 3, 2.
28. Vedemmo nel N. 24 che, se un poliedro ha due

aspetti simili d’ ordine n i ~, appartiene alla classe I o IV.
Supponiamo ora che un poliedro offra due aspetti simili

d’ ordine n&#x3E;2 ; ed inoltre che i due elementi con simmetria
d’ ordine n &#x3E; 2, che formano due cicli rapporto a quegli
aspetti (N. 27), sieno di natura differente, cioè una faccia
e un vertice. Il poliedro che consideriamo non può en-
trare nelle classi II, 11I, V ( N- e 5) prive di elementi di
simmetria di ordine &#x3E;2 : 1 e neppure nella classe IV (N. 5)
che può avere soltanto due elementi simili (cioè due faccie
o due vertici ) con simmetria di ordini - 2. Inoltre, se

n&#x3E;3, si vede immediatamente che quel poliedro non ap-
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paritene alle classi VI, vII, VIII (N. 6) giacchè un polie-
dro di queste classi non contiene due gruppi differenti di
elementi simili con simmetria d’ordine &#x3E; 3. Se poi it--3 il

poliedro considerato avrà due gruppi di clei-nenti
simili con simmetria d’ordine 3 o multiplo di 3 (N. 27); e
però non potrà essere delle classi VI1, VIII. Dunque

poliedro lJresenta due d’ordine 11 &#x3E; 2,
esistono due cicli di urt Se questi elementi sono

faccia e vertice sarà con 

lJer ( uai clo n &#x3E; 3, e con sz*vl riietria per- rota-
zione ovvero tet7-aedrica n =3 .

29. Se un poliedro ha due aspetti simili di 2.° ordine
A, A,, possono esservi o due cicli di un elemento o uno
solo o nessuno (N. 27). Poniamo che abbia luogo il 2.°
caso. Sieno E, S rispettivamente l’elemento e lo spigolo
simili a sè stessi rapporto ad A, Ai : l’elen2ento E potrà
avere simmetria di rotazione d’ordine &#x3E; 2? S’immagini
che E sia una faccia. La regione che risulta, togliendo
dal poliedro la faccia E, è omologa a sè medesima riguardo

Se E fosse simile a sè stessa rapporto ad altri v
aspetti x3 .... « J_~, lo stesso avverrebbe di quella regio-
ne ; e allora in questa (N. 4, Prop. XII), sarebbe situato un
elemento con simmetria, gli altri elementi o spigoli distri-
buendosi in gruppi di v simili ( distinti ) rapporto ai v

aspetti A, A1, «~ ; ... «v ~z . Laonde non potrebbe esservi uno
spigolo S simile a sè stesso riguardo ad A, Dunque il
poliedro che consideriamo ha un gruppo di spigoli simili e
uno di elementi simili con simmetria di 2. o ordine; e quindi
non è compreso nelle classi I, 11I, V, VI, VII, VIII ;
cioè: - Un lJoliedro ehe, relativamente a due aspetti

( deL 2. o ordine ), solo ciclo di 2c~a

elemento, è con si nmetria lJer rotczzione e ritorno,
ol,)pui-e per rotazione e 

Forl  19 Agosto 1869. .

BERTINI EUGENIO.


