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STUL. MOTO

DI UN

ELLISSOIDE FLUIDO ED OMOGENEO

— =SSP

La determinazione della forma che prende una massa
fluida, omogenea, ellissoidica di cui le particelle si attrag-
gono secondo la legge di Newton quando ¢ abbandonata
a se stessa dopo che forze esterne hanno agito sovra di
essa, costituisce una interessante questione di idrodinamica,
la cui importanza, si fa maggiormente sentire quando si
pensa che da questa determinazione dipende la risolu-
zione del problema, importantissimo per gli astronomi,
della determinazione della forma attuale degli astri, sup-
posto che questi originariamente fosscro allo stato {luido
e poscia abbiano conservato la forma che in quello stato
possedevano.

La dipendenza che esiste tra questi dae problemi di
idrodinamica e di astronomia non sfuggl a NEwTON e a
MAcCLAURIN, e quest’ ultimo, supponendo che 1’ ellissoide di
rivoluzione fosse 1’unica figura di equilibrio che potesse
assumere un ellissoide, che ruota attorno ad uno dei suoi
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assi, determind il rapporto nel quale deve stare 1’asse di
simmetria al raggio dell’ equatore, affinché I'equilibrio sia
stabile. Dopo di esso molti illustri geometri tra 1 quali basti
citare: Jacosr, Ivory, Praxa, LiouviLLE e MEYER ripre-
sero la ricerca delle condizioni necessarie per 1”equilibrio
d’una massa fluida ellissoidica ed il primo dimostrd che
anche 1’ellissoide a tre assi pud essere figura d’equilibrio
qualora fra gli assi stessi esista una certa relazione.

DiricHLET poi in una memoria pubblicata dal sig.
Depekinp nel giornale di Crelle, ha ripreso a trattare la
questione e non si & limitato a considerarla come una
semplice questione di equilibrio, ma I’ha considerata invece
come un problema di dinamica e determinando allora le
equazioni generali del moto delle particelle fluide, ha svolto
con somma chiarezza e semplicita il caso in cui Dellisscide
sia di rivoluzione, e finalmente a questa memoria tennero
dietro altre dovute ai Signori Depekinp, Brioscur e Rig-~
MANN nelle quali la questione considerata sotto il mede-
simo punto di vista acquista un nuovo ed interessante
sviluppo.

Scopo della presente memoria si é di coordinare in un sol
corpo i risultati ottenuti dagli insigni geometri che hanno
studiato la questione sotto il punto di vista pitt generale, e
di svolgere il caso in cui periodicamente ’ellissoide riprende
la stessa forma. Percid partendo dal principio di Hamil-
ton (1) ho determinato con un nuovo metodo le equazioni
differenziali che han luogo fra le funzioni incognite del pro-
blema. Poscia considerando quei motli in cuinon vi & rotazio-
ne che attorio agli assi principali, oppure solamente attorno
ad un sisiema di assi che si presenta nello studio della que-
stione per la continuitd del liquido ne determino alcune
proprietd notevoli e passo a stuliare quei moti dell’ellis-
soide di rivoluzione nei quali esso conserva la sua forma

(") Lscemr. Vorlesungen diber Dynamik. pag. 58.
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simmetrica. Per (uanto fosse semplice e chiara la discus-
sione di questo caso, che nella memoria di DiriCHLET si
trovava, ho creduto di doverla rendere anche pilt sem-
plice sopprimendo la introduzione di due funzioni ausiliarie
di cui DiricHLET ha fatto uso; e il principale vantaggio che
ottengo da questa semplificazione si & che questo metodo
di discussione semplificato pud poi applicarsi senza veruna
modificazione a tutti quei casi nei quali Dellissoide ruota
attorno ad un solo asse.

Una nuova dimostrazione di un teorema di Riemaxx
sulla necessita che si annullino almeno due componenti delle
rotazioni quando gli assi dell’ ellissoide sono costanti, serve
di introduzione allo studio di quei moti nei quali I'ellissoide
non mu‘a forma, e per esclusione determino, con un pro-
cesso indicato da RiEMANN, in quali casi la forma dell’ellis-
soide potrebbe essere stabile.

Continuando queste ricerche dimostro che mentre nelle
vibrazioni piccolissime che han luogo attorno alla posizione
di equilibrio stabile, per 1’ aggiunta di una piccola forza
si pud ammettere che gli assi compiono delle piccolissime
oscillazioni pendolari, non possono perd gli assi subire una
serie di oscillazioni finite che siano sottoposte alla stessa
legge di variabilita. Trovato quindi in generale il modo
col quale la periodicita degli assi si collega colla periodicitd
del moto, passo a considerare il caso particolare in cui due
sole rotazioni componenti attorno a due assi dello stesso
nome in due sistemi siano diveres da zero, e quel caso am-
plamente svolgo, dimostrando anche un teorema di cuiuno
di RizyaNN & caso particolare.

Ho creduto dover dare cosi ampio svolgimento allo
studio di questo genere di moti perché ritengo che, oltre
all’ interesse ch’ esso di per se presenta perché contiene
come caso speciale quello in cui gli assi sono di lunghezza
costante, se ne potrebbe fare una elegante applicazione nella
Fisica Matematica, quando si volessero ricercare le forme
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che assumono le goccie che costituiscono una sottile vena
fluida.

Ben poco mi restava a spigolare in un campo in cui ave-
vano largamente mietuto tanti egregi matematici, ma spero
che la sempliciid che ho cercato di dare a queste ricerche e
la considerazione dei moti periodici varranno a dare una
¢nalche importanza a questo lavoro.

1. Alla ricerca delle equazioni ditferenziali del moto di
un ellissoide fluido giova preriettere le seguenti considera-
zioni sulla funzione potenziale di un ellissoide non riferito
al suol assi principali, quando le sue molecole si attraggono
secondo la legge newtoniana.

Sia

§)) S24-8"y* 48" 242 Tye+-2 T we+-21" 2y=1

I’ equazione di un ellissoide a tre assi riferito ad un sistema
qualunque di assi coordinati colla origine al centro e de-
duciamo la espressione che allora prende la funzione poten-
ziale dalla nota espressione che si ha pel caso in cui esso &
riferito agli assi principali (*)

(e ]
Vex Ezfg e &
SN a®+s b>Fs sy’

ove a, b, ¢, sono 1 semi assi dell” cllissoide, &, », ¢ le coor-
dinate del pauto attratto relativamente agli assi principali

stessi, e
VD)

(*) Vedi « La teorica delle forze che agiscono secondo la legge
di Newlon » del ch. Prof. E. BErrI,
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Riferiamo il nostro cllissoide ai suoi assi nrincipali e
cerchiamo le espressioni dei semi assi; & noto chele ire
radici reali della equazione di terzo grado in 2

S—x T T

™ &—x T =0

T T 88—\ |
sono I’inverse dei quadrati dei semi assi cercati, talché si
avrd ’identitd

S—x T T

W ' 1 ___/ 1 1 1
e L i G (S <x c>

T T 88—

- . L |
che moltiplicata per s3 e cangiandovi 7 in — == dard

Ss+1 Ts T's

T's Ss41 Ts :(1+542-X1+§3><1+%>.

Ts Ts 8's}t

Ora indicando con a, £, 73 «, £, /' 2", B, ¥" 1 coseni
degli angoli che gli assi principali fanno cogli assi @, y, 2
avremo

ot By e . q—detfyive , t=datByHs,

e sostituendo nella equazione
N —
=1,

ed osservando che il risultato deve essere identico alla (1)
si avra
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Sostituendo ora nella espressione di V per &, », ¢ i loro
valori e ponendo per brevita

F=842+8'y?--8"22+-2Ty24-2T w221 2y,
F'=(8'8"—T2)22(SS"—T"2)y2 (S8 —T"%)z2
+2(T'T"—TS)yz+2(TT"—T'S")z2-+2(TT —T"S")zy,

ed indicando con G,G,, G, i coefficienti di s%,s?,s respetti-
vamente nello sviluppo di A?, cioé ponendo

A?*=Gs*+G,s2-Gys+-1,

sard

ds (22+92+-2%) (sG,+5%C) - F—sF’
3) V—nO/’ Agl——- Al )

che & I’ espressione data da DiricHLET alla cercata funzione
potenziale dell’ellissoide non riferito agli assi principali.

2. Cio premesso osserviamo che siccome per la deter-
minazione della forma dell’ ellissoide e del moto delle sue
particelle basta considerare il moto relativo delle parti
stesse, cost potremo riferire i punti dell’ ellissoide ad un
sistema di assi che abbia sempre I’ origine al centro dell’el-
lissoide e si muova parallelamente a se stesso e non tenere
conto che degli spostamenti che han luogo relativamente a
questi assi. Allora indicando con ,,,,2, le coordinate di
un eleiento fluido nel tempo zero, che possiamo anche sup-
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porre coincidente coll’ orvigine del moto, e con a, y, z le
coordinate della stessa molecola dopo un tempo qualunque #,
le relazioni che legano le coordinate w, vy, 2, ad @y, Yo, 20, S€
noi poniamo la condizione che la superficie esterna rimanga
sempre della stessa classe durante il moto e che le molecole
che si trovavano nel temnpo zero sopra un ellissoide omotetico
all’esterno anche dopo un tenpo qualunque si trovino sopra
un ellissoide omotetico a quello che costituisce allora la
superficie esterna, saranno lineari e si avra:

4) a=lxytmy,-tney , y=Uxg+m'y;+n'sy , 2="2yFm"yy+n"2,

ove I,m,n, ecc. sono funzioni qualunque del tempo sotto-
poste perd alla condizione di essere continue.
Ora, per la condizione d’incompressibilitda dovendo es-
sere (%)
I m n
Gy |V mn| =1,

ZI/ ﬁl” nll

si avra, indicando con A, v, ec. gli elementi reciproci ad
[,m,n, ec. respettivamente nal precedente determinante,

(6) zy=hz4-Ny+\2 , yy=popytp’s , sp=va+vyHv'z.

Potendo prendere ad arbitrio la posizione degli assi
(2,y,2,) la sceglieremo per modo che al principio del tempo
essi coincidano cogli assi principali dell’ellissoide, cosicché
I’ equazione dell’ ellissoide nel tempo zero sard, essendo
@oy0o,Cq, 1 semi assi in quel tempo,

22 Yyl 22
dﬁé ‘17);5 +c;g =1

(*) Vedi Laeraner « Mécanique Amalytique » Seconde Partie
Sect. XI, 7. pag. 259 (IIL® Ediz. ).
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per cui dopo il tempo £, I’equazione dell’ellissoide sara

(4w 1/+%"2)2 4ty GO 3/+V”e)2 1

0 bO 0

Quindi in generale dopo il tempo ¢, gli assi dell’ellissoide
non coincideranno con quelli delle coordinate.

Se nella (3) sostituiamo ora per «,y,z, i loro valori
dati dalle (4) 1’ espressione della funzione potenziale diverra
una funzione pari di secondo grado in @,,7,,%,, per cui
potremo darle la forma

(7) V=H—Lzy>—My,>—Nz2—L'y,2,—2M zy29— 2N'zy,.

3. Eseguendo effettivamente le sostituzioni troveremo
per L, M, N, ec. i valori seguenti

PQ—-R s
+ (R e f s ) A
o0
/ R’2  QR— P’) / f $ds
=5 s | ey o ) A

Nﬁ_ ds <QR——P'2 RP— Q’°> / s, /‘ s2ds
0 I AP “ogb 2"o AP

__(QR—PP)x sds S ds
6020 2 A3+ Qb 200 Z;Tv

(RP—-QQ)n‘/Sds QL[%
ay’cy* A3+ ap?bc,® J A3’
o)

_(PQ—RR)x (sds | R= /ﬁﬂ
¢¢U§b0 As “0%09002 A3’
(4]




nei guali

P=01>-}-124-1"2 ,  Pl=mntm'n'-m'n
(8) 9Q=m>+m24-m" , Q=In-In'-1"n"
R=n2+4n24n"? | R'=lm-{-Im'41"m"

4. 1l problema della determinazione del moto degli ele-
menti dell’ellissoide fluido manifestamente potra dirsi risolu~
to quando si conosceranno le funzioni incognite del tempo
{,m,n, ec. che entrano nelle relazioni tra «,7,z, ed

BRG]

%9, 2,, € che per ¢=o0 prendono i valori particolari:

ly=1 My==0 ny==0
lo'=0 my =1 1y ==0
ly'= 1, ==0 ny'=1.

Per trovare le equazioni aifferenziali che debbono essere
sodisfatte da quelle funzioni incognite applickiamo il princi-
pio di Hamwlton, che & espresso dalla equazione

3 f (T-<P)dt=o,
dove ‘ )
T=1 [ v%dm,

P & il potenziale del ccrpo sovra se stesso, » la velocitd
della molecola dm, ed ¢ I’attrazione di due masse uguali ad
uno e poste all’ unitd di distanza.

Ma, se a, b, ¢, sono i semi assi dopo il tempo 7, si avra

9P= | Vdm=r R
M 5a9+.> Ebg—{—shgce—l—s

RM/ <+a2+s+b2+s+ =)

d A Oo
21:M Sds
f g —=47M
[¢] A 0 A

01\'\7
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ove M ¢ la massa dell’ellissoide. Notiamo fin d’ora che la
densita del fluido, c¢li’é costante, la prenderemo per sempli-
citd uguale ad uno. Calcolando ora il valore di | »2dm
espresso per mezzo delle derivate rispetto a 7 di /, m,n ec.
e di ¥y, 5, ed integrando col ricordare che all’origine
del tempo gli assi delle coordinate sono gli assi principali
di inerzia e che quindi si ha

f 2y dm=o0, f 2y, dm=o0, f Yo dm=o,

M M M

2, 2mbycy[ @y® @] M
'/‘xo%h ; 0/ (ag?—xod)z, 2dr=— 2 ”[3 —5’—]:5%2,
M

ed analogamente

f !/ogdm'=]i5lbo2 s f *ogdm=%[002’
M M
sl avra

oo 28 (845
()
{843

e quindi I’equazione di Hamilton diverrd la seguente:
dl ar d dm"\?
o ol o) G+ ) e G+ G+ )
' ds
[( ) ( ) ( n 11_1_4511: [A§dt=o.
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5. Se prendiamo la variazione tenendo conto della equa-
zione della incompressibilita, e con una integrazione per
parti, decomponiamo la variazicne in due, una fuori, e
Paltra sotto il segno d’integrazione, le 9 equazioni che
otterremo uguagliando a zero i coefficienti di 81, dwm,
dn, ec. sotto il segno d’integrazione, saranno le 9 equa-
zioni differenziali che determinar c¢i devono le 9 funzioni
del tempo I,m,n, ec.

La prima di queste 9 equazioni sara

ar d
2
(9) a’O dlz—2€ﬂdlfA+26 ar

essendo 6 il determinante primo membro della equazione
della incompressibilita e ¢ una quantity finita indipendente

da l,m,n....# introdotta secondo le regole del calcolo
delle variazioni.

Ponendo:

a:
e f £ t230=H,,
. A
ed

’ ”
agl=2, ayl'=1,, al =23, bm=y 5 .c0.., CU=2,0.....

le 9 equazioni prenderanno la forma canonica loro asse-
gnata dal Sig. Brroschr:

&z, dH, dy,_dH, & dH,
ar dw, AR dy, | At de
d*z, dH, d?y, dH, d’z, _dH,
AR da* ' ae dy, ' AR de
s _dH, &y, dH, &, _dH,

ar de, AR dy, | df dey
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ma noi daremo a queste equazioni una forma diversa.
Per questo csserveremo che si ha (n° 1)
Ss+1 F's  F's
N2=| F’s  S's+1 Fs H
s Fs S"s+1

ossia, ponendo per S,S',8" ec. i loro valori trovati (2),

3

a__ S s* 2 2 2 §
£ _“ogbogcog+m[ao Pt Q+co R}I—%%oﬂ%gx
(2002 ) 2o ) ) 1

ove P,Q,R, hanno i valori (8).
Ora per un noto teorema dei determinanti si ha senza
aver hisogno di fare lo sviluppo

PQ—R3fy3 2 | RP—Q b2 2,
QR—P/2=>\2+)\12+)\N2

e quindi sostituendo

Nt B @
45 s
RS P

0
s
Q PSR
0

per cui
275 gb et R IQ-HOR— P
m<~———|—R\R’+mP Q -n( +Q>Q ~+-nP’ R’§
5b s ;,+b S(R—Q n)+f~n(lQ—-mR )+
I(QR—P2)bm(P'Q—RR’ )+n(P’R'~QQ’)2
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Ma ricordando che per la (9) si ha
Imp—nv==1,
Uh-fm'vtn'v=o0 ec,,
si dedurra dalle (8)
MPR—Q2)—(P'Q'—RR p=Ri—Qn,
MPQ—R?H—(R'P'—QQ')Wv=QI—R'm,

I(QR—P2) f-m(P'Q—RR)-Fn(PR—QQ)=),
PA-Qo+Rp=1;

e finalmente sostituendo questi valori nella precedente espres-
sione, e poi sostituendo questa nella (9) si avra

2 _Pp’2
S PN ;\/ R Q* PQ R>

602 I Co 2

Y
by? ¢y / As bo*cy*

QP —RR’ P'R'~QQ’3 sis (PAR'p4QY) st
— ) 7

osslia

& '
€L02W=2)\8—2eL)\a09——ZeM'vaog——2eN'p(a0‘3

Analogamente si avrd
2 ’

a2l , )
%%{ﬁ:Q)x'é—-ZGLX'dOQ—2eM'v a7 —2:N'p/ay?

—) ”
( l ”~ 17 AR/ ’ ”
- i =2 3— 2L a2 —2eMV 4y —2eN'p.

Volendo finalmente dar loro ancora un’ altra forma
moltiplichiamo 1a 1.* per /, la 2.* per ', la 3. per [,
poscia per m, m', m" respettivamente e per #, n,' n", €
sommiamo ogni volta; allora per la (9) avendo riguardo
alle note proprietd dei determinanti si otterrd
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7. d% ax axnr 29

S lpt ldt’+ VaE a2l
&2 A ,

®) Zt T @t ap = TN
o ,

t’+ = M

ed analogamente troveremo

/ d m A*m ,,d m” 28
S aE T dt2+ az T b2 2M

’ ”d ?
() olt“2 +ldt% +1 dtin —&N
Bm , A2m . dPm T
( nE gt = %L
e dm" 28
"“2 +ngE o olt;2 *c —2N
() ZZ tﬁ"+ yn "+ Z” — —2M
d*n ,d2 ,,d p
dt2+mdt?+ dt?: —2L

e queste equazioni unite all’altra
@ 6=l

formano un sistema di 10 equazioni che possono servire a
determinare le 10 funzioni incoguite /,m,n...... n",0.

6. Vediamo ora quale significato fisicamente abbia la
quantitd ¢, che noi abbiamo introdotta coll’unica condizione
che fosse finita ed indipendente da I,m,n,.....n". Osser-
viamo percid che le equazioni date dal LacrangE per il
moto dei fluidi quando le forze che agiscono sopra ciascun
elemento hanno una funzione potenziale ¢V, e p & la pres-
sione sul punto (a,y,2), sono



— 15 —
P2r dx a2y Qy— g—zf. dz dV d_p
B dz, © af day | AP dm, *dz, dry
Pz dz 4 Bydy | dPeds av dp
e dy, ' di? dy, P CZJO dJO Tdy,
Pede | dPydy Pzde _ AV dp)
ae dz, T de, + e dzy dz  dey
. . de dy Px dy dPz
FT o » €C. s
sostituendo qui per T dw,” S dr A an i loro
valori tolti dalle (4) e sommando si ha una equazione che
ha per primo membro quello della equazione che si ottiene
moltiplicando la prima terna delle equazioni (a) per ,, la
seconda per ¥,, la terza per z, e sommando, dunque anche
i secondi membri dovranno essere uguali fra di loro e dovra
aversi per la (7)

dp | dp o Zoy Yoy ).
dx0+dy0+dzo “02 +bo2 )’
equazione alle derivate parziali di cui un integrale finito &
_pis(1—% Y %
. p~P+8(1 a02 bOQ 002 [

ove P che & costante o soltanto funzione del tempo indica
la pressione che ha luogo alla superficie libera.

Questa equazicne ci da subito il significato fisico che si
pud dare a d, poiché si vede che esso indica il medo con cui
la pressione varia da strato a strato nell’interno del liquido.
Ora nei lignidi la pressione non pud assumere valori negati-
vi; per cui quando P==0, siccome la quantild tra parentesi
va da zero ad uno nell’interno del liquido, d non potra
prendere valori negativi, e se P ¢ diverso da zero ¢ non
potra prendere valori negativi se non quando questi siano
in valore assoluto minori di P.

7. Sin qui abbiamo fatto dipendere la risoluzione del
nostro problema dalla determinazione di quei coefficenti /,



-~ 16 —

i, n ec. che servir possono ad indicarci il luogo ove si
trovera dopo un tempo qualunque una data molecola; ma a
queste 9 incognite possiamo sostituirne altre 9 che facciano
considerare il problema sotto un nuovo punto di vista.

Indichiamo con a, b, ¢ i semi assi dell’ ellissoide in un
tempo ¢ qualunque, e seriviamo le equazioni che legano x,,
Ya, 5, ad @, v, = sotto la forma

leﬁq—}—my\"—{—n@ , g/zl’ﬁ+7;z’y—°+1z’ﬁ y =" °+m”J° —j—n”z"
ay by € © o ag b, I
Indichiamo inoltre con «,f,7 ; «,8,7'; «",8",7" i co-
seni degli angoli che gli assi principali dell’ellissoide fanno
cogli assi ,1,z e con £,7,4 le coordinate prese lungo gli
assi principali. si ha

(1) z=odt-a'nto’ , y=FAE16C , e=ré4r"111'C

inoltre siccome le molecole che si trovano sulla superficie
dell’ ellissoide vi rimarranno sempre per la continuitd, ccsi
si deve avere

8 2 oz 9?8l
+b + 2—a02+boﬂ+zo—gs

la quale equazione viene sodisfatta se si prende

I/Q
(12) T =)

0

S

=Ny +”1 ‘b+7i T
purché si abbia

oSt t=1 B =1 o
onoy 31831 1 =0 9‘171 BB =0, ooy BB+ 11 =0
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Queste quantita «y,f,,....-- 7:", devono dunque sodisfare
a tutte le condizioni cui necessariamente sodisfano i coseni
degli angoli che un sistema di ire rette ortogonali fa cogli
assi coordinati, per cui affine di dare a queste quantitd un
significato geometrico possiamo supporie che le «/'f.....7,"
rappresentino effettivamente i coseni degli angoli che un
sistema d’assi &,,1,,8, fa cogli assi «,7,z. Ricavando dalle
(12) i valori di &,7,¢ e sostituendoli nelle (11) si devono
riprodurre identicamente le (10) per cui uguagliando i
coefficienti avremo 9 equazioni lineari rispetto a tutte le
quantitd che vi entrano.

Ora le quantitd «,B.....7" sono legate da 6 relazioni
che necessariamente devono sempre essere verificate e
quindi 3 sole di quelle 9 quantitad sono arbitrarie, cosi pure
3 sole sono arbitrarie delle 9 quantitd «,f,.....7,". Cosic-
ché queste 6 variabili indipendenti unite ai 3 assi a,b,¢
formeranno un sistema di 9 incognite che determineranno
per mezzo delle suddette equazioni i valori di /,m,7.....n".
Geometricamente abbiamo ricondotto la determinazione
del moto di ciascuna particella alla determinazione della
forma dell’ellissoide dopo un tempo qualunque e della posi-
zione di due sistemi di assi ortogonali (§,7,%) e (§,,7,,41) che
hanno 1’ origine al centro dell’ ellissoide.

8. Bisogna ora trovare le equazioni cui devono sodi-
sfare queste quantitd, od in altre parole le equazioni
corrispondenti al sistema (a) che han luogo tra queste
quantitd. Per seguire un metodo analogo a quello tenu-
to per stabilire le (a) cominceremo dal determinare la
forma che prende I’ equazione di Hamzlton quando viene
espressa per mezzo di queste 9 incognite; essa potrebbe
direttamente stabilirsi, ma & pitt semplice ricavarla da quella
che si aveva nel n.° 4 sostituendo per g—i , %% , ec. 1loro
valori espressi per mezzo delle nuove quantitd a,b,c, a....y"
@,....71," coll’avvertenza perd che nelle formole (10) sono

2
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state chiamate l,m,n, ec. le quantitd che nel n.” 2 erano
state chiamate a,l, bym, c,n, ec.

Osservando che si ha:
da  dp Nd‘( Aap’ ,,da. ,,dB ,,d'r"__
agt-{-?gt'i".——— dt +B + +p + dt =0,
d d ,d a0
4d?1+31 B dt —3=0 , o dt’ +34 3' e g h —==0 ,
,,da‘

/Id lld
0 g A g

e ponendo per brevita:

” i/ " do.” ¢ ”
daJrB B+ < dt+pdp+d7 —
da" dg” d ,,da ” "

(13) d,, STL SPUS t-i—ﬁderB )=,
gt =Gt )=,

ossia chiamando p,q, le velocitd angolari del sistema at-
torno agli assi &,7,§ respettivamente, indicando inolire con

P1,9:s7y le quantita analoghe a p,q,r per gli assi &;,n,,8,,
e finalmente ponendo

»+p4 q+q rr
U= % y U== 5 ! N w=_.,2_‘,
, P—p , 9—q , Ty

u=———2 ! N v=———2 ! y W= ) ! 9

la forza viva T dopo un calcolo un poco laborioso ma
semplice, prendera la forma:

S ORIty

HatH D) (o) (b
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Alla funzione potenziale dell’ ellissoide nel tempo ¢
possiamo ora dare la forma:

f @ —H—At2—Bn—(e2
ag—i—s b5 c——*—s);_ ! " ’

=V

che & quella dalla quale ci siamo partiti nel n.* 1, dove &
facile vedere che H rappresenta il potenziale P dell’ ellis-
soide sopra se stesso a meno di un fattore costante.

9. Per ottenere dalla equazione di Hamillon:
17
b f (T4-2¢H)dt=0
0

le equazioni differenziali che unite all’ equazione della
incompressibilita debbono servire alla risoluzione del pro-
blema prenderemo prima le variazioni soltanto rispetto
ad a,b,c e tenendo conto della equazione della incompres-
sibilithd, che ora diviene

(«) abc=cost,
avremo
x (a—b)w+-(a— c)vg—}-(a—[—b)w’g—l—(a-{-c)v’g—— —d-p T —caA—

(b—a)e02--(b—)u2-4-(b4-a)w*+-(0-+-c)w— ‘f(iitb_—ebB 2

()
((c——a)z)2+(c-b)ue—{—(c—l—a)v'g’—l—(g-{-b)u'?— ii? =ecC—E,
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ove d & una quantita indipendente da a,b,c¢ che & stata intro-
dotta per le regole del calcolo delle variazioni e di cui il
significato fisico potrebbe essere determinato in modo ana-
logo a quello tenuto nel n.° 6.

Ora prendiamo successivamente le variazioni rispetto
a p,q,r. Osservando che H ¢ indipendente da queste
quantitd, avremo:

f <dT -+ dqa +dTa >dt=o

Ponendo:

© SP=a3u B Sy
R
SR=0.'Sa—-B'Op+71' 3¢
abbiamo (%)

ng —i—qSR——réQ
8g—— N —}—r&P——paR
Sr—— —|—p8Q—q8P
Quindi sostituendo questi valori, e dopo effettuata una

integrazione per parti, ponendo a zero i coefficienti di P,
8Q e 3R sotto il ségno integrale, si ottiene:

dar  dT d7T
G Y=

dt

dT 4T dT
ddq +T @ P ar 0

dt

ar . dT T

dt

(*) Vedi Lacraner Mécanique Analytique T. I pag. 200.
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dalle quali si deducono le tre equazioni seguenti (*):

@ ’dT IldT__
a@ ~+a az +a d—;—go

ar , JTd , dT
B@;‘l‘? (—E—Fﬁ ="

ar, ,dr  _,dT__
731‘,4‘*( g + ar =k

dove go,hg,k,, sono le tre costanti dell’ aree, e ponendo:

9=go0+hB3-+%, 1; W =gy’ 13 +kgv' 5 k=g, +h3 k"
si ottiene:

dT dar aT
(15) @:y ” Zd?zk 9 E}zk )

Prendendo finalmente le variazioni rispetto a py,q1,75
con un processo uguale si ottengono le equazioni:

dT ar ar
15) ——fy’ ——} ]
(15) dapy 7 dg, o dry b

ove

9'=guthoBrtkgr's 5 B=gya/+hB+k1 ;
klzgolail’_*_kolplll_-}_kol'riII
e o' hy', ko' sONO costanti.

Sostituendo nelle (15) il valore delle derivate tolto

dalla (14), avremo

(*) Vedi Lacrane®s Mécanique Analytique T. IL pag. 875,
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(16) (a—b)2w+-(a+-b)2w'=Fk , v(a—c)*4-(atc)2'=h ,
(O0—)*u—t(b+-c)*u'=g,

(17) (a—b)2w—(a+b)*w'=k , v(a—c)*—(a+t-c*'=h"
(b—0)*u—(b+cPu'=yg,

donde ricavasi

(a~b)9w3 }(k_H;/)Q , (a+D)2w'?= (k—F)?

(o TP
O 45«»—0) N zﬁz +f)3°,

talché la funzione T diviene

=t} +(ar) + ()t +

[("ﬂ—l-]v)2 L BAE)? | (AR)? | (h—R)? 4(94"9 P (g—g )’:|
(a—bd) ' (a+b)? '(a c)? (a—{—c)Q (6—c)? ' (b—l—c)2

Dalle equazioni (16) e (17) possiamo eliminare le co-
stanti che vi entrano per mezzo della derivazione. Avremo
infatti

1

26—l wICED LoDt ol
.9odt ‘I‘ odf‘l‘ko
2(b_c)ud(bdt 6) 2(b+ ) d(b+c)+(b__ )Qdu (b+ )Qdu

dy
=4 dt1 +hy dBi +ky dt”




— 93

donde si ricava

9(b—0) % 2 d(b“°)+(b—c)‘c—il% g —
d oy d
O R B
Ao
oo
duy, By ., d
go dt +ho df“‘ 7to 90’0;1 hy dii ko' d;[ 4

Ma dalle (16) si ha

go=0[b—c)?u—~-(b+-c)%u' 140 [(¢c—a)*v+(c-+a)' 1+
o"[(a—b)*w+-(a-+b)*w'],

BB — -+ (o) 1+BT(e-a)o- (4201 +-
B"l(a—b)*w+(a-+b)w'],

ky=1[u(d—0)*4-(b-+0)*w ]+ [(c—a)*v+(c+-a)*v']+
1"[(a—b)*w+-(a+b)*w],

e dalle (17) si ricaverebbero tre equazioni analoghe per
9o l' o' talché otteniamo

do. ag d*{
9°dt +h°dt + dt+90 dt 7 d; =

2(c~b)[vw(b—l—c—2a)+v'w'(b+c+2a)],

da{ dB{ d“h
90dt +h°dt+kodt WG Mg g

2(b4-0)[ow'(c—b—2a)+-v'w(c—b+2a)];

€ per conseguenza

d(b c)+(b )‘f;; +ow(b+-c—2a)+vw' (b+c+2a)=o,

(@)
% 'd(b+c)+(b+) 0w (28— 0-4-B)+v'0(b—c—2a)= o,
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ed analogamente troveremmo le altre 4 equazioni

d(c a)+( _a) - (a-Fo—2b)uw-(c-+a-+-2b)u'w'=o,

d%& a)Jr(CJra)g; +(o—a-+-28)' w-(c—a—2b)uw'=o,

(@) d(a —b) +(a b)g%”__Ha_}_b_zc)m;-|—(a+b+20)u'v'=o,

% 'd(“+b)+( _]_b) 7 —}—(a b+2c)uv'4-(a—b—2c)u'v=o.

11 sistema («) che si compone di 10 equazioni sard il
sistema che deve servire a determinare le 9 incognite del
problema e la quantita ¢ che ci determina il modo col quale
varia la pressione nell’interno del liquido.

10. L’ integrazione completa di uno dei sistemi d’ equa-
zioni differenziali (a) ed («) testé trovati ci darebbe la solu-
zione generale del problema, ma essa presenta delle gravi
difficoltd e bisognera limitarci a considerare alcuni casi par-
ticolari. Cid non pertanto come in tutti i problemi di meccanica
in cui le forze acceleratrici son dovute ad azioni reciproche
degli elementi, si possono ancor qui assegnare alcune equa-
zioni integrali in generale. KEd in primo Inogo abbiamo:
tanto nel caso in cui si adottino le funzioni che entrano
nelle (a) quanto quelle che entrano nel sistema («), 'inte-
grale delle forze vive:

T—2¢H==costante.

Le equazioni (16) e (17) ci daranno poi due altri integrali
delle («) e saranno

(18)  g2-1hid-F—w?=cost,
(19)  ¢*+r'24-k%*=0,?= cost. .

Per le equazioni (a) abbiamo sei integrali primi nel
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seguente modo: tre vengono dati dal principio delle aree
pel quale si ha

dz dy _ az
f b7 dm=cost , f (( >dm_—cost s
( ey >dm-—cost

ove dm & I’ elemento di massa e gli integrali sono estesi a
tutta la massa; sostituiamo per @, v, z 1 loro valori in
2.,Y.5%, ed osservando come nel n.° 4 che al principio del
tempo gli assi a,7,2z sono assi principali di inerzia si avra:

GOSt—(l’ﬂ_—l”dl 2+ m ;dl;n ___7n//dm>b0 +

an” ,,dn 'm” dn
n (,F 00 = Co N

LA dl” , dm
cost=| "= wlar >a0°~’-{—<m ———m ~—’>b 24

,,dn an” dn U
W@ ) = )00 L
4 dl d

cost= l%—t > ’+< " = )54

dn’ dal’
) ()% ( o

Tre altri integrali si potrebbero ottenere dal principio
della conservazione della rotazione di HELMuoLTZ (*), ma si
possono anche direttamente ricavare dalle (a); sottraendo
due a due le equazioni che hanno i secondi membri
uguali, osservando che

(20)

A [
ag"aE Tan\"at " "a )
(*) Vedi Giorxane pr CreEune « Integrale der hydrodynamischen
Gletchungen » Vol. 55
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ed integrando avremo

dn d dn ,dm ,,dm
Mg T g g T dt —n _AO“
dl dn dn w0 _pin n”
e dt Var dt Vg =B=

)-8,

ldm am ,d LAm” d'l"
a "a " a a — =%=

( dl’) '

k]
11. Giunti a questo punto della soluzione, volgiamooi a
considerare quale dei due sistemi («) ed (a) offre maggiori
vantaggi per la integrazione. Il primo («) é dell’ordine 10
ed ha 3 integrali primi, il secondo & invece dell’ordine 16
ed ha 7 integrali primi, peraltro notiamo che mentre il
sistema (a) ci da direttamente tutte le incognite del pro-

blema, il sistema («) invece ci di le quantitd p, g, »,
P1,q,,7y dalle quali dovremo passare poi alle vere incognite

a,B.7,..... 7.". Vediamo ora come si possa effettuare questo
passaggio.
E noto dalla Meccanica (*) che le quantitd «,8,7.....7"

devono sodisfare alle equazioni differenziali della forma

dg dg’ " d ”
=gy, =10 | =g
(22) == v g =PV =
e le altre ay",£1",71".....,71" alle analoghe
’ . ” d ! // dQ ” ’
(23) ———rﬁi —a,9, T——M rd, , #:Qigi_pigi'

(*) Vedi Mossorrr: « Lezioni di Meccanica Razionale > §. 164.
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Quindi conoscendo p,q,r per avere z,a'a" ; ,£',5" 3757 57"
hasta conoscere tre sistemi particolari di integrali delle (22)
che per £ =0 divengano respettivam. 1,0,0 ; 0,1,0; 0,0,1;
ed analogamente per le « ,8,".....7," tre soluzioni particolari
delle (23) che per =0 divenzano 1,0,0 ; 0,1,0 ; 0,0,1.
Ora per avere la soluzione generale delle equazioni diffe~
renziali lineari ed omogenee (22) hasta counoscerne tre
sistemi di integrali particolari; e conosciuta la soluzione
generale, convenienti valori delle costanti arbitrarie ci da-
ranno le «,B,y....y". Una soluzione particolare 1’avremo
considerando che g,h & sodisfano le (22). Infatti si ha:

22002t Fo— 20+ D ooy —

=—[(b4-c—2a)or+4(b+c+2a)v'w (b—c)—
[(b—c+-2a)vw’+-(b—c—2a)v'w](b4c)

=(P—b)gr+(b—0)(@r-+ra)a—b-Fc)(rgy—gra=

=(c2—b)gr-+2abgr—2acrqy;

d’altra parte abbiamo

h=(ct+4-a?)q—2acq; , k=(a®+b%)r—2abr,,
quindi:

(24) . %‘%zhr——kq;

ed analogamente dimostreremmo che si ha
(24)

dh dk
Efzﬂk—rg v G —19—ph

Abbiamo quindi intanto una soluzione particolare delle
(22); ad avere le altre due moltiplichiamo la prima delle
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(22) per 6, 1a 2.* per 6' la 3.* per 0" e sommiamo ed inte-
griamo, otterremo cosi I’ equazione

62-1-624-0"2= cost.

Moltiplichiamo poscia la prima delle (24) per 6 la 2.*
per §'la 3.” per 6" e sommiano le equazioni che ne risul-
tano con quelle che si ricavano dalle (22) moltiplicando la
1.* per g, la 2.* per &, la 3.* per k; allora integrando si
avra

89-+0'h40"%= cost.

Ora, non cercando che soluzioni pafticolari, potremo
dare valori particolari alle costanti arbitrarie che entrano
nelle precedenti equazioni e per semplicita le prenderemo
uguali a zero; e con questo aggiungendo al quadrato della
equazione:

0g-+0h=—0"k
Pequazione
—03—-02=0"2
moltiplicata per g*-A% avro:

0"303=—(0h—0'g)%,
0" wi=0h—0'g

g kg—iwh — goi-+-hk,,
o
e sostituendo nella 3.* delle (22) si avra

h
gt ——Hogs+)-+oi | Tt Cost

Un terzo sistema d’integrali particolari si otterrebbe
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cangiando in questa equazione ¢ in —i. Abbiamo cosi con
una sola quadratura il mezzo di aver tre soluzioni dell’equa-
zioni (22), colle quali potremo formare gli integrali gene-
rali di quelle equazioni.

Lo stesso processo di calcolo si pud applicare alle (23)
per la determinazione di «,f,,.....7,".

Alla integrazione dei due sistemi di equazioni (22) e
(23) abbiamo dunque sostituito due quadrature; quindi
adottando il sistema (&) si avra un sistema d’equazioni dif-
ferenziali del 7.° ordine con due quadrature da eseguire,
mentre col sistema (a) invece si ha da integrare un siste-
ma d’equazioni differenziali del 9.° ordine.

12. Osserviamo che variando i segni delle quantita wu',
v?', ww'le equazioni che compongono il sistema («) restano
invariate se la mutazione dei segni & tale che rimangano
inalterati i segni delle quantita

ww , wow' , w'w , wvw.

Quindi possiamo cangiare i segni delle 3 quantita
w',v'w' ed allora p,q,» si cangiano in p,,q,,7, e vice=

versa, cénseguentemente le «,f,...... +" si canglano in
@y Bryeenes 7,";ma dalla semplice ispezione delle equazioni
che han luogo tra I, m.....n" ed a, b, ¢, a, B,..... 7,",

che nel n° 7 abbiamo indicato come si possono trovare,
e che sono:

l=a00+-a,'0'b+a,"0"c , m=B,aa-+p,a'db-+B,"a"c ,
n=y00-71,'%'b+71,"a"c,

U=aBa-+to,Bb+a,"B'c , m'=3,BatB,Bbo+B, B¢ ,
=1 Bat1Bo+1 "B,

lll=a‘7a+d‘171b+alll7llc , m’,=317a+ﬁ117b+611l7',c s

w’ =ryrati1d+1"1"c
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si vede che questo cangiamento fa permutare fra loro le
quantita:

@ ,m) @, n) ' ,m"

e cid ci mostra che ad ogni moto espresso dalle equazioni:

Z z z 3 2
(10) x=1_0+m~’20_|_n_0 ; y=l i)-l—m'-J—O—I—n’—Q ;
: ay by ¢ a by ¢
. 2,
s==1 _0_+_m//.io+nn_o
% by ¢
corrisponde un’ altro moto cui appartengono le equazioni:
X 2, Z z
(25) o=l |y o P
Gy Y G ay by ¢
xo ’JO ”ZO
E=N——1N5Th—;
a0+ b0+ o

vale a dire, le equazioni («) mentre ci stanno a definire un
moto capace di portare nel tempo ¢ la molecola dm dal
punto (,,%0,%0) al punto (x,y,z) di cui le coordinate sono
date dalle (10), possono anche definirci un moto che por-
terebbe una molecola dm dal punto (w,,v,,2,) al punto
(%,y,3,) di cuile coordinate sono date dalle (25). Eviden-
temente il seguire I'una o altra via, il giungere all’uno od
all’altro punto dipendera dalle forze che agiranno sull’ellis-
soide al principio del tempo, peraltro le equazioni differenziali
dei due moti rimanendo sempre le stesse si vede che 1 valori
che esse daranno per a,b,c alla fine del tempo ¢ saranno
sempre gli stessi tanto nell’ un moto come nell’altro; cioé
tanto se le particelle seguono le vie date dalle (10) quanto
quelle determinate dalle (25), alla fine del medesimo tempo,
P ellissoide prende la stessa forma. Se noi dunque suppo-
niamo di avere due ellissoidi uguali e che uno di essi sia
messo in moto, potremo sempre dare un moto all’ altro
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per modo che mentre i moti di due particelle corrispondenti
dei due ellissoidi sono diversi pure nell’istesso istante i due
ellissoidi abbiano la stessa forma. In ci6 consiste il teorema
detto di reciprocita del sig. R. DEDEKIND.

Possiamo anche per le ragioni suddette variare i segni
di due delle coppie di quantitd ww',vv',1cw', se per es. si
cangiano i segni ad uu',00', siviene a cangiareil segno alle
quantitd pp,q7q, e per cio basta cangiare il segno alle quan-
tith «"B"y'«,"B,"y," ossia agli assi &, &, quindi le equazioni
differenziali del moto non cambiano se noi cangiamo il
segno a due assi dell’ istesso nome dei due sistemi §,7,3

3000555

13. Prendiamo ora a studiare alcuni casi particolari del
moto. Ed in primo luogo supponiamo che si abbia:

’ ’ ’
u=—u' , v=v , w=w,

vale a dire che non vi sia rotazione attorno agli assi 3,,7,,%
e quindi la loro posizione sia fissa, talche le equazioni (17)
ci daranno

(a—b)2w—(a-b)%w'=cost. , (a—c)2vo—(a-+}c)%'=cost.,
(b—c)>u— (b+c)?u'=cost.,

ossia per le poste condizioni,
abw=cost. , acv==cost. , bcu=cost.,

od anche, poiché ora u,v,w non sono altro che la meta delle
velocitd angolari attorno agli assi £, #, § che abbiamo chia-
mate p, ¢, , avremo:

abr==cost , acg==cost , bcp==cost.

donde si ricava, a causa della equazione della continuita,
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che, detti py,q,,7, i valori iniziali di p, ¢, r, si ha:

26) 222 4.0
(26) Py ay 9 by

quindi in questo caso la velocita angolare attorno a ciascun
asse & proporzionale alla lunghezza dell” asse stesso.

I moti che secondo il teorema del sig. DEDEKIND sono
reciproci a questi ora considerati si otterranno cangiando i
segni delle quantita «', v', w' nelle precedenti equazioni,
ponendo ciog,

¢

’ ’ ’
U=—u , v=—r1’' , w=—uw';

per cui ora saranno nulle le rotazioni attorno agli assi
principali e detti p,,o, @450, 7150 1 valori iniziali di p” q1s T
avremo:

l v a 7] b 7y c
o7) =" 4
( ) pho 0 ’ QUO bo ! ruo co

Ma gli assi principali rimanendo fissi coincidono costante-
mente cogli assi delle coordinate (2,1,2) coi quali coinci-
devano al principio del moto, per cui avremo:

x:e 5 y='{l ) z=c,

ele (12) del n° 7 diverranno quindi:

— y 2 Q150 @ 1”rh [
Zy=0i—" -}, 200y Lol T L0V
024
‘D iql bo./ 0 7.{ 00 ]

— yan b ,gm ,,r,,o bo
Y% p‘p__q_;ql aox‘f‘pi @ y+B " C % 4y

£ =it Uty g T



Ora queste devono essere identiche alle (6) del n° 2, talché
si vede che pei moti nei quali gli assi principali coincidono
sempre cogli assi coordinati (w,y,s) 1 coeflicenti delle equa-
zioni (6) sodisfano alle condizioni seguenti:

I/ ” I/ ” n.n

B =0 = B i =,

Co

14 Prendiamo adesso particolarmente a studiare il moto
di un ellissoide di rotazione che ruota solamente attorno
all’asse di simmetria, che supporremo essere quello delle z.
Allora detta  la velocita angolare altorno a questo asse, la
terza delle (26) dara
c _r

———

& 7o

ossia c¢’indicherd che in questo caso la velocita angolare ¢
proporzionale alla lunghezza dell’ asse di simmetria. Stante
poi la simmetria di questo moto attorno all’asse, & manifesto
che se 1’ ellissoide al principio era di rotazione tale sempre
si manterra durante il moto.

Determiniamo ora la forma che prendono le equazioni
differenziali (o) in questo caso particolare in cui si ha

<

’ , , c r

a=b , u==0 , v==0 , 4'=0 , v'=0 , w=w=—r , —

' 2 ¢ "o
Le ultime 6 sono identicamente verificate e le due prime

si riducono a una sola, talché le equazioni differenziali di-

stinte che han luogo tra queste quantitad sono

@0
e 31 ¢
ag— ™ ) ANdrs e
(4]
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le quali unite alle due equazioni finite

4 Cc 2
===, Q c-’-ao 00,
9’0 co

ci determineranno le 4 incognite funzioni del tempo: a,c, #,9.
A queste equazioni pero si pud dare una forma diversa chia-

. c .. .
mando =" il rapporto -5 8l ha infatti allora
0

[s.8]
n’ 1 dn” ds 1 on”
"y, 2 ” S ____2______
n 70 I //Q( > i 27&” dtg an02 s aog ?

o

. e8]
1d%n” da 1 3
Towrdn T o N ts  cn'®

0
a*e=a’c, R r=n"7:

e sommmando le due prime si ha

, 2n” v dn’
\28) 6( g+ gnug = 27‘02'*'1 72\ dt >2+2
giacché
o0
ds 1 + 1 ) / ds
_— N ST T — 2,79 7 g ?
A%a"g—ks Aeq™n _l_s)g o 2o <1+n“s§ (1 +co‘;¢"2 !

[ ——dsn __[ - 1’ Tl
el oy

L’equazione poi delle forze vive divicne

a2r2—|—< )—l—l dt> —QSﬂfA—l—COSt
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0ssia

4 (2
(29) (Q N3+ > dn) +2a0270"ll —4€T

0

s
Zs+cost.

e finalmente poi eliminando & tra le trovate equazioni si ha

a0
a1 Lo f (@ —2c2)sds
270 de T2as Alag2+sn")(c,n*+s)
0
donde

d " d% ” 4
(30) roaaoﬁ " > +dt;z ”3—|~Co )

e8]
32875—/\ 7 (aog_—n //3002)086?/5 '
Ar'(ay*sn")(cy*n"+-s)
\ o

Le tre equazioni (28) (29) (30) ci daranno le 3 in-
cognite n”,c,8 dalle quali facilissimamente si passa alle 4
incognite del problema a,c,»,d.

Notiamo perd che I'ultima delle (10) prende in questo
caso la forma z=n'"z,, donde si vede che se la rotazione
¢ variabile essa genera nelle particelle liquide un moto
parallelo all’asse z che, per essere simmetrico attorno a
quest’asse, conserverebbe esso pure, anche se fosse solo,
all’ ellissoide la sua forma simmetrica. Le formole che con-
verrebbero a questo moto preso isolatamente si otterrebbero
con facilita dalle precedenti supponendovi nulloil valore di s.

15. Alla discussione perd di questi moti che conservano
ad un ellissoide di rivoluzione la sua forma simmetrica giova
premettere lo studio delle variazioni che subisce il potenziale
di un’ellissoide quando variano le lunghezze dei suoi semi
assi.
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Indicando con H il potenziale di un ellissoide di cui i
semi assi sono a, b. ¢, e con /£ il prodotto costante a,b,c,
sara, tralasciando il fattore costante § M:

© ds

Het | T,

Ora affinché la quantitd A resti costante e finita & ne-
cessario che se uno degli assi diviene infinitesimo un’altro
divenga infinito e viceversa, talché il caso in cui uno degli
assi diviene infinito non & distinto essenzialmente da quello
in cui uno diviene infinitesimo; ora quando un’asse diviene
infinitamente grande gli elementi dell’integrale si annullano
e quindi in questo caso H—o. Siccome poi tutti gli elementi
dell’ integrale sono posxtm H diverrd un massimo quando
la funzione

Q=(a*+-5)(8*+5)(c*+)

diviene un minimo; ora se differenziamo questa equazione
tenendo conto della condizione d’incompressibilita che da
tra le quantitd a, b, ¢ la relazione

da  db dc
_+b + 0,

avremo denotando con X un coefficiente indeterminato:
a? p? d c? A
<E¢S‘+)\ da +<m+>\> b+<—c—2—_T-E+ d0=-"0,
onde

a? b? c?

BFs bts AFs’

e quindi:
a=b==c;
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Quindi la funzione H diviene un massimo quando si ha

3 1
a=b=c=\/ J,

cioé quando ’ellissoide diviene una sfera.

Pel caso speciale di un ellissoide di rotazione si vede che
il potenziale cresce quando gli assi ae ¢ tendono a divenire
uguali e si annulla quando I’ellissoide si schiaccia o si
allunga indefinitamente. Per cui volendo considerarlo come
funzione di »" si vede che mentre si annulla con »", cresce
fino a divenire massimo per il valore di »" che rende gli
o © decresce fino ad annul-
larsi nuovamente quando »", oltrepassande questo valore,
cresce al di 13 d’ogni limite.

assi uguali ciod per n'"= \/

16. Cominciamo dal considerare il caso in cui non vi
& rotazione allora la (29) dara

(S5 ) o (1))

avendo determinato la costante col valore che prende il pri-
mo membro nel tempo zero e coll’osservare che »'" nel
tempo zero ¢ =1; H, indica il valore di H al tempo zero.
Se al principio del tempo non vi fosse stato moto
allora sarebbe stato
ﬂ) ==0:
dat Jo 7’

dn
e in questo caso afﬁnche potesse essere reale , bisogne-
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rebbe che H fosse maggiore di H,: se quindi al principio
del tempo I’ellissoide fosse stato una sfera tale sempre si
sarebbe conservato, se invece fosse stato di forma diversa
dalla sfera allora per dve valori distinti di »" sarebbe stato
H=H,, talché »" potrebbe oscillare tra questi due valori
estremi, e mentre n" va da un valore all’ altro gli assi
tendono a divenire uguali ed oltrepassando questo stato di
eguaglianza divengono disuguali in senso inverso, vale a
dire per modo che se prima era a > ¢ dopo é @ < ¢, finché
giunto »" a quel valore pel quale & H=H, torna a re-
trocedere, e si hanno quindi nell’ellissoide delle oscilla-
zioni, e tanto nell’ andata quanto nel ritorno 1’ ellissoide
passa per lo stato sferico. Il periodo di queste oscillazioni
si ricava dalla stessa (29), giacché detto »," il 2.° valore
di »" pel quale & H=1I;, e detto = il tempo dell’oscil-
lazione, si ha

553 +c
1:—‘\725/ dnu\/ Zn 3 T

e non ostante che la funzione sotto il segno integrale di-
venti infinita ai limiti, coll’applicazione di un teorema noto,
si potrebbe vedere che I’integrale ¢ finito.

"

dn"™\ . ..
Supponiamo invece che{ sia diverso da zero, allora

dovra essere

o (4) (3,

0

Due casi ora si presentano, o il 2.° membro di questa
disuguaglianza & positivo opoui» & negativo o nullo. Se il

secondo membro & posilivo dovrd 2" inantenersi dentro dati
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limiti e quindi si hanno delle oscillazioni come prima, ed il
periodo facilmente si troverebbe essere

" “_03_+ 2
1 7y o’ 1
T== ” E3 N9 )
= [ dn L (a o\ /dn
45./; H—H,+ =\ +¢q > a >0

e per il valore di questo integrale valgono le stesse osser-
vazioni fatte precedentemente.
Se il 2.° membro invece ¢ negativo o nullo, allora

qualunque sia il valore di »" sard sempre verificata la
. . . dn"
disuguaglianza; se quindi —77 © negativo ossia se I ellis-

soide tende a schiacciarsi allora questo schiacciamento
potrd avere continuamente luogo fino a che Iasse ¢ di-

. dn", .. . oo
venga nullo, e se invece —77 positivo si avra nell’ ellissoide
un allungamento indefinito, ed il tempo necessario a que-
sto allungamento o a questo schiacciamento indefinito
verra dato da

\/4@ R
1

H—K

ove K indica brevemente la costante del 2.° membro del-
I’ equazione delle forze vive, e il limite superiore sard
zero od oo a seconda che si avrd uno schiacciamento od un
allungamento indefinito; e in ambedue 1 casi, applicando
dei teoremi noti, si riscontra che il valore dell’integrale
¢ infinito.
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17. Consideriamo adesso il caso in cui vi sia rotazione
ma che questa sia costante; allora sara pure costante »'" e la
forma esterna dell’ellissoide non muterd, e si vede cosi veri-
ficarsi in un caso particolare un teorema che dimostreremo
in seguito in modo generale, che cioé ad un moto uniforme
& collegata 'invariabilitd della forma. Perd affinché il moto
sia reale & necessario che tra gli assi abbia luogo una
condizione, poiché allora essendo n''=1 durante tutto il
moto si avra dalla '30)

o0
ds s(ap?—cy?)

Z(s-}—cog)(s—{»ao?)’

2, 2__0n
ay*ry*=2er

[¢]

e quindi affinché sia reale larotazione dovra essere a, > ¢y,
ossia I’ellissoide non pud conservare la sua forma altro
che se & schiacciato.

18. Consideriamo finalmente il caso pilt generale di una
rotazione variabile; allora dalla (29) abbiamo

9a.2r 2 20 42PN —teH—H
“ty ro"'l‘(m‘}‘co )= «(H—H,)+-

ag | g\ dn"\? 943 d—A4s H—H. K
2+c0 TF ) a8 Ty —4e(H— o 1Ko,

0

indicando per brevita con K, gli ultimi due termini; quindi
affinché il moto sia reale bisogna che si abbia

4eH—2ay2r " >4H)—K, .

Per vedere da quali valori di »" sard verificata questa
disuguaglianza, cerchiamo come varia la funzione

—d4eH 9 3,7
o=4sH—2a,%r*",
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che costituisce il primo membro della stessa disuguaglian-
za. Percio osserviamo che si ha

d dH
%?; = 48(71?,-—260021’02,
ossia .
’ o0
" 2
dp ds s(a2—n"3c,?)

2, 2
—2a,’r?,

dn"=4" 1" (a2 4-sn") (cy?n"2+s) A

)
e quindi questa derivata mentre ¢ positiva per n'=o, & ne-

3/q.2
gativa per n''= \/ —c%, e st mantiene sempre negativa mea-
: 0

tre »" cresce al di 14 di ogni limite. Quindi se ne pud con-
chindere che mentre ¢ cresce a partire dal valore zero,
corrispondente al valore n"=o0, fino a divenire massimo

, a,* D1
per un valore di »'" compreso tra zero e® -C%, aldiladi
0

questo valore di »n" decresce continuamente ed indefinita-
mente.

Cid posto se la quantiti 4:H,—K, ha il valore massimo
che possa prendere ¢,n" dovrd durante 1’intero moto con-
servare il valore che rende massima la funzione ¢ e si
ricade nel caso del moto uniforme.

Se invece il 2.° membro della disuguaglianza & positivo
ma diverso dal valore massimo di ¢, allora per due diversi
valori di »" il primo membro della disuguaglianza diviene
uguale al secondo, talché come nel caso considerato nel
n.° 16 si avra una serie di oscillazioni periodiche di cui il
periodo & dato da

n ” aog +C ?
'1::__1__ f 1021@" 208 10
- 1 "
\/ 4s \ H—‘Ho‘l‘;e—(Ko""%%?’ogn )
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Se invece il 2.° membro & negativo, allora qualunque valore
di »" minore di quello che rende il primo membro uguale
al secondo verifica la disnguaglianza e conseguentemente
il valore di »" dovra sempre decrescere fino ad annullarsi,
per cui 1’ellissoide tendera continnamente a schiacciarsi.
Ma dalla equazione \

» C

P ]
ro  Co

si vede che quando al princip?o ha luogo una rotazione
attorno all’asse di simmetria, non potendo ammettersi
che la velocitd angolare attorno a questo divenga infinita,
D ellissoide non potra indefinitamente allungarsi.

Per tutti questi moti si vede dalla (28) che ¢ si man-
terrd positivo finché 722 * ossia 12 non oltrepassera certi
valori, ed al di ]a di questi bisognerebbe per la fisica pos-
sibilitd del moto che vifosse una sufficiente pressione esterna.

19. Prendiamo ora a considerare il caso in cui gli
assi dell’ellissoide mobile rimangono costanti durante 1'in-
tero moto, e vedremo che in questo caso almeno una delle
3 coppie di quantitd w,u', »,2', w,w', deve esser zero.

Per dimostrare cid riprendiamo le 3 equazioni («) che
hanno il secondo membro diverso da zero moltiplichia~
mole respettivamente per a, per b, per ¢, e sommiamole;
avremo

(31)  334-4¥(b—c)2-+e2(a—c)>+w(a—b) +u*(b+-c)*+v'*c-a)?
o }(at-b)2—e(a2A1-B2B - 2C)—cH,

poiché, essendo costanti i semi assi, si annullano le derivate
seconde che entrano nei primi membri ed inoltre si ha
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e8]
2A L 32Bl 20 ds{ a 2 + )
a?A-+b2B-+-c =ﬁfA“ a“—l—s+bg—i—s aTs\
o
oo? Ood 1 1 1
as_ g [5%8 { -
=3z [ AT A \ae—i—s_'—bg—!—s ' s %_
0 0 i
Y/
-9 as 27:[.5. —
oT A—I_ A A =7
o

Sottraendo la (31) dalla equazione delle forze vive che
immediatamente si forma colla espressione di T trovata
nel n.° 8 osservando che adesso gli assi sono di gran-
dezza costante ¢ quindi i primi t-e termini sono nulli, si
avra

30=—cH-Cost,

donde si vede che § é costante poiché tale & anche H a causa
della immutabilita della forma dell’ ellissoide.

Indicando adesso con dg,3k,0k , d¢y',dR',0k' gli accre-
scimenti delle quantita ¢,h,k, ¢',A',k' respettivamente nel
tempo d¢, e tenendo conto delle equazioni (18) (19) avremo

9og+hdhLkSk=0 , ¢3¢ --H3h 413k =o,

per cui dalla equazione delle forze vive posta sotto la
forma.

(5 (22 0 ) -

e f %5 | Cost.
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avremo

|+

g+y 9—9 g\ kt+E | k—F
K =y =wa 3(a—b)9+(a+ﬂ

|
Bl bl %
|

RAW - h—W h

5{ o T (cFa)* T F | (a—b)F @ty }“
to  9—9 g\ BHE BN

2o -0 (‘,’,+0)2+ oyt |

PRSIy

btk =
d AR

(T

R k=K ﬂz

ossia per le (16) e (17)

3 st 9w §+ah§v+v'—%<w+w') {+

—|—6g’2u~u’——%(w—w’) %—}—Sk’g v——v’—%’(w——w’) :=0,
od anche
- g h , g, , kr .
59'(2’—7}7” )+5h(€l“ib.’” )39 (p,—]-ﬂ,”qH*% (49— k’r‘)z 05

e siccome dg, 0% ,9dy', oA sono indipendenti fra loro, dowra
aversi

9 h g' : g
.p"—kr:o ) q_szo ) .pi'—‘ﬁ'/"l:o y @ k:rl_ 0,

Ora g,h,k sodisfano alle equazioni (24), quindi queste pri-
me due equazioni ci dicono che g ed % e conseguentemente
anche % sono costanti, come pure g',A',%' che debbono sodi-
sfare le (23). Quando dunque i semi assi dell’ ellissoide
sono costanti le quantitd g,%,%, g',4',' sono pure costanti,
e quindi lo sono aunche le altre u,u' , »,s" | 10,00". Ma sele
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quantitd g, A,k sono costanti e differenti da zero gli assi prin-
cipali dell’ ellissoide sono fissi; come pure se sono costanti e
ditferenti da zero le quantita ¢',4',&' non vi sard moto attor-
no agli assi &,,7,,%,. Ora eccettuando il caso in cui I’ellissoide
si muta in una sfera e costantemente conserva quella forma,
¢ chiaro che non possono gli assi principali e gli assi &n,8,
essere fissi di posizione ¢ le costanti delle aree projettate
sopra i vari piani avere tutte valori diversi da zero. Biso-
gna quindi, se 1’ ellissoide non ¢ una sfera, che almeno una
delle 6 quantita g,h,k, ¢',A',k'sia nulla. Supponiamo quindi
per es. g==0, allora bisognera distinguere due casi 1.° b==¢
2. b diverso da c.

Nel 1.° caso avremo u'=:0 ¢ la seconda coppia delle 6
ultime equazioni («) dara:

u(c+a—2bw=o0 , w(c—a—2b)w'=o ,
0ssia
‘ uw(a—Db)= o , uw'(a+b)= o ;

Quindi o sard u=oed il teorema & dimostrato, oppure giac-
ché a deve essere diversa da b, altrimenti si ricadrebbe nel |,
caso di una sfera, sara

w=w'=o0,

e quindi il teorema & dimostrato per gli ellissoidi di ro-
tazione.

Nel 2.° caso le ultime 4 equazioni («) daranno

ww(c+a—20)(b-+c)2—w'(c+a-+-2b)(b—c)?{ =o,
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M§w(c—a—}—Zb)(b—c)*—w'(c—-a-—Zb)(b—l—c)'l%.—_-o,

“%”(’“L 1—20)(b-+¢)*—'(b-+a-+20) (b—c?%:o,

wfolb—a-+20 @ —0P— (- a—20) 0P| =o

e quindi od » e per conseguenza ' ¢ zero ed il teorema & di-
mostrato, oppure uno dei due sistemi di incognite »,v', w,0'
deve essere zero altrimenti si avrebbe che ciascuno dei de-
terminanti dei due sistemi di equazioni dovrebbe essere
nullo ossia si dovrebbe avere

(b+0)[(c—2b)*—a®]—(b—0)*[(c+2b)*—a’]=o,
(b-+0)* L (0—2¢)—a*]—(0—0)*[(b+-2¢)*—a*]=o,

donde si ricaverebbe

(55— ) —(b--0) =0,

ossia, dovendo essere b diverso da ¢,

(b—0)*=(b+0)*,

equazione assurda a meno che non si ammetta che uno
degli assi sia sempre zero caso che si esclude da per se, ed
il teorema resta completamente dimostrato.

20. La condizione che una delle coppie di quantita
u,u', v,v', w,w' siannulli per es: v=u'=o0, non sola-
mente ¢ necessaria ogni qualvolta gli assi sono costanti,
ma & altresi sufficiente perché gli assi siano costanti,
ed infatti le ultime quattro equazioni («) integrate in
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questo caso ci danno
(¢—a)2v==cost , (c-F-a)%'=cost , (a—b)hw=cost , (a+0b)*w'=cost,
ed ora se nelle altre equazioni («)

(b+c—2a)vw—+(b+c+-2a)'w'==o0,
(b—c+-2a)ow’ -+ (b—c—2a)v' w=0,

sostituiremo per v, v',10, 10" i valori tolti dalle precedenti
equazioni, avremo due relazioni distinte tra a, b, ¢ e delle
costanti, e queste unite alla equazione

abc=cost,

ci determineranno valori costanti per «, b, c.

Manifestamente perd si vede che questo ragionamento
non pud piut farsi se due sono le coppie di quantitd che
si annullano, perché allora quelle equazioni divengono delle
identita. '

21. Abbiamo veduto nel numero 19 che se gli assi
sono costanti sono pure costanti le quantitd w,u',v,0',20,10"
e quindi possiamo dire che ad una forma esterna costante
corrisponde sempre un moto uniforme; ora possiamo dimo-
strare la reciproca che cio¢ ad un moto uniforme corrisponde
una forma esterna costante. Infatti sostituendo nelle equa-
zioni (16) e (17) perg,h,k , ', ',k 1 loro valori espressi per
mezzo degli assi e delle quantita »,u',0,0' 10,10  avremo due
relazioni tra @,b,c¢ e delle costanti che unite alla solita equa-
zione della incompressibilith determineranno per a,b,c¢ valori
costanti. Non possiamo dunque supporre che le quantita
u,u', v,v', w,w' abbiano tutte valori costanti a meno che
non si ammetta che una coppia almeno sia zero.
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22. Consideriamo ora pil estesamente il caso in cui, gli
assi essendo costanti, una sola coppia di quantita per es: u, '
sia zero e le altre diverse da zero.

Dalle («) si avra:

(b+c—2a)yvw—+(b+-c+2a)v'w'=o,
(b—c+H-2a)ow’ 4 (b—c—2a)v'w=o0,

~donde si cava

v'? (Ra—b—c)(2a+b—c) i
ET(@u T o)(2ate—b) "
w?  (2a—b—c)(2a—b-+tc) -
W QaToTo)Ba—ctb) O

e ponendo

v o
S=(2a——b—c)(2a+b——c)_(2a—1—b+c)(2a—l—c——b) ’
w' w?

=G0 @59 @ati—o)

ed introducendo queste quantitd nelle equazioni («) che
hanno il secondo membro diverso da zero troveremo con
un calcolo assai semplice:

(4a’——bg—8c9)S+(4a9——3b9——09)T—{-%9=%A,
2__ 2 0 —€

2__ 32 8 =€
(=893 +za—ie.

Da questo sistema di equazioni si possono ricavare i valori
diS, T e 2 col noto mezzo dei determinanti.
11 denominatore, ponendo per brevita

D=4a*—(b*4-*)a?+-b%c?,
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e trascurando il fattore £ che é anche al numeratore, sara

4at— (2 HA)at—2c%? | 4at—(D*H-c?)a®—2b%2 1
1 0 o 1
@ 1y
2—b? ‘ 0 =
(b2—c2)2
=D
per cul
aQ_bQ 5
1——46th A b2
€
S=sw—mp| 1 B a2 |~
0 C a%?
0
. a?—=b e B2 da® B2 sds .
(69D 2 f 3 s w"'+82A(b9+8)’

e siccome T si ricava da S cangiando b in ¢ e ¢ in b sara:

o)
T a?—c* o A—p24a®> sds
(6*—c*)D 2 b a5y A\(*+s)
(4]
e finalmente
0

’

mafbie [ ds( 1| haP—b —c24-2s
D Aga%s*"“(bﬂr?)‘(“c%‘s} g

V]

donde si rileva cid che d’altra parte gia sapevamo che cioé
¢ & costante.

Determinate cosi lg quantitd S, T' e ¢ in funzione delle
costantl @,b,c noi potremo avere facilmente i valori di
v?, 0%, w2, w'?; ma appunto perché di queste quantita ci

4
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vengono dati i quadrati & necessario determinare a quali
condizioni devono sodisfare le costanti a,b,c affinché questi
quadrati risultino positivi e quindi reali le rotazioni.

Noi abbiamo

- { (2a——~c)“’——-b9}8 : 72'9:——-{ (2a—}—c)‘~’-—b‘l} 8,

,10g={(2((~b)9—02}T ) 20’2——‘{(260—{—11)2—-—62}'1‘,

quindi si fa Inogo a considerare (uattro casi:

19 (2a—c)*—b*>0 , S>>0 ;
(2a—b)*—c>0 , T>o0 ;
20)  (2a+0)?—b?<o , B<o
(2a—b)2—c*>0 , T>o0 ;
3% (2a—c)2—bT>0 , S>o0 ;
(2a+-b)2—ct<o , T<o ;
4%  (2a-tc)?—bi<o , S<o
(Ra+b)2—ci<o , T<o ;

Ma se noi supponiamo che b sia maggiore di ¢ allora i
casi 3) e 4) non possono pilt aver Inogo e si hanno soltanto
a considerare 1 casi 1) e 2)

1) Sommando le due prime disuguaglianze esse ci
danno )

a_>c—_‘2:b,

e quindi D > o, e Pintegrale contenuto in S & positivo poiché
pud scriversi softo la forma:

[v8]
ds B 2 2 2 2 2
_A_a m a*(4a?4-b—c )—b c’+s(4a3—c )
. \
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ed ora si ha

4a¥>c? | (4P 4-b2—c2)a’>2a2(b2-bc) > L (b+-c)(b*4-be) >b3A.

Parimenti si vedrebhe che l’integrale contenuto in T &
o]
positivo; quindi affinché contemporaneamente siano

T>o0 ) S>>o,

& necessario che si abbia @ < b, e percio sara
b+tc
- <e<b

e b pud crescere all’infinito.

2) In questo caso la prima e la seconda disuguaglianza
danno

L‘Z“’>a,

e poiché I’ integrale contenuto in T diviene

o8}
f ds %‘aﬂ(zxaﬂ—b%cﬂ)—'b%wr(4a°~’_be)s 5
A3 aﬂbﬁc?’
s
e si ha
4a*—b2<Zo , 402 —b*c2<o,

si vede che !’integrale & negativo, e volendo che T sia
negativo bisognerd prendere gli assi per modo che sia

D(c2—a?)>o0.
Ora qui abbiamo due casi da considerare cioé quello di

a2(b*—4a?)

¢>a? e quello di cf‘:<—_ e
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cio che ci mostra che nel valore di ¢ vi & una disconti-
nuita.

Consideriamo separatamente questi due casi, ed osser-
viamo che nel primo alla condizione T>>o0 dovendo andare
collegata 1’altra S<Co, siccome il segno di S é uguale
a quello del numeratore dell’integrale in esso contenuto
poiché D ora é positivo, questo caso non potra avverarsi
che quando I’integrale sard negativo.

Nel secondo caso ¢3*<a?, e quindi essendo

HbI—a?)<a(b®—4a).
. sard D<o, e l'integrale contenuto in S sard positivo perché

402-+-b2—c2>o0.

Quindi vi saranno i seguenti tre casi distinti da considerare:

1.9) b+c<a<b
. ( .
b—c ds s (b?—c*f-4a® B? i
2.9) Tza, INGES) poa e <o;
b—ec a}(b*—4a?)

M ze =umay

pe—

Nei casi 1.° e 2.° D>>0, e quindi ¢ che pud scriversi sotto
la forma

o

. eT

6=% A3 238 ~|—6a26‘+D%
()

¢ positivo; ma nell’ultimo caso D<Zo ed allora il valore

\
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di ¢ & positivo solo dentro certi limiti, e quindi al di la di

questi limiti il moto non sard fisicamente possibile senza
una sufficiente pressione esterna.

23. Supponiamo ora che due siano le coppie di quantita
che si annullano, che si abbia cioé contemporaneamente

u=o0 , w=0 , v=o0 , V=0

Allora, come abbiamo veduto, non ne viene la conseguenza
che gli assi siano costanti, ma possiaino peraltro limitarci a
considerare questo caso.

Indicando con =, =" due costanti, si avra dalle ultime
eqnazioni («)

(a—b) w=cost.=t , (a4b)%w'=cost.=1/,

e le tre equazioni («) che hanno il secondo membro diverso
da zero diverranno:

.,g 6

(a— 6)3 + (a—l—b)3 =aA—0

g

' 'C T — ——

(a—0)° + (atb) bB—
o=ecC—-—§; .

e I’equazione delle forze vive ora si ridurra a

(a___b) ‘+‘( _|_b)o) -—2€H+COSt

Eliminando ¢ dalle precedenti equazioni si ha

a0
en | ds  (B*—cDs o3 i

3| ATTE) @ @b

0
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%
= | ds (a®—c?)s 72 2

YN (2 5] (R e P 5 R e oY

™
S

2]

(o]

e se si ammette che 0 sia 1ragrr10r’e di ¢, allora sommando
e sottraendo queste due equazioni si avra

2
=K+L 2=kl

9 T2

(a+0)3

per cui affinché w e w' abbiano valori reali dovrd essere

L<K e K positivo, ossia c<b. La prima condizione & sod-

disfatta per c=a, quindi lo sard anche per valori di ¢ dalle

due parti di @ in un campo finito; non pertanto essi non

poiranno estendersi fino a ¢ =0 né a c=o, perché per

=0 sarebbe K= 0, L<o e quindi =2 sarebbe negativo
e w' immaginario; e per ¢=o siccome abbiamo:

2—c2)sds

K [ <1+ )E(ba,*_s\i(cg—’ré)z

sarebbe

sb2ds
hm - ==en - —
c=0° (1—}—(-5;)W(Z)Q—]—s)i s%

e ponendo 0% in luogo di s, avremmo

0

ds
lim .Ig

—cn ! 3 sb?
e | i1+

0

ed analogamente
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p'd
hmf ;u‘[ 1 3(13 saﬂ 'R
= datal(45)!
0ssia
. L_.. K
hm—a >lun—C .
e (nindi
L>K,

contro la condizione posta.

Cid premesso, onde chiaramente svolgere la discussione
dei diversi casi nei quali possono trovarsi gli assi sara utile
il determinare le espressioni di K—I.edi KL, per le
quali coll’ effettiva sottrazione si trova

[oe]

K—L=sr [ %5 a(b*—=c)(@*+s)—(a*—c)b(b*}-s)
A ab(a*+-s)(6~s)(c*+-5)

0
0

ds s—ab c?
=er(b—a) f ‘zﬁ (A= “5(07)4"3)%’

0
joe]

K+ L==en(b}-a) f %

0o

s-+ab 2 )
T W

e ora per (ueste si ha

! 0

| O —ex [ ds s—ab | A
\ (b—a)® 2 Zg(aﬂ—l—s)(bg—{—s) " ab(*-s)y
(81 0

o2 em
e =T [ ds s-+ab i
/w Gt+a)t =2 | R %(aﬁ—Jr—s) (% Fs) ab(c* s\
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Ora quando & tende verso I’infinito, K che ¢ dell’ or-
dine —]1 rispetto a b tenderd verso zero, e quindi, se
@ e ¢ conservano valori finiti, affinché sia sempre sodisfatta
la condizione K>>I, é necessario che a2 —c? tenda verso
zZero.

Quando invece J tende verso a, allora il valore mas-
simo che possa prendere ¢, il quale non pud raggiungere il
valore b, sard a; e per avere il minimo che possa prendere ¢,
osserveremo che, siccome la differenza K—L decresce con
¢, e ¢ non ha altra restrizione che di rendere positiva quella
differenza, cosi il valore minimo di ¢ sard quello che ren-
derd un minimo quella differenza ossia 1’ annullerd. Biso-
gna quindi, per avere questo limite minimo, cercare il
valore di ¢ che annulla 1’ integrale che entra in quella
differenza quando b tende verso «a; e siccome il fare b=n
nell’integrale non lo rende infinito, cosi per determinare il
limite di ¢ potremo fare b=a unell’ integrale stesso. Per
ottenere questo valore di ¢ siamo quindi condotli alla de-
terminazione dell’integrale

0
_ ~ds
A

(o]

T

s—a? c?
9

(a*-+5)? +a°"(c”—{—s)

ove perd ora

=

Per eseguire questa integrazione riduco allo stesso
denominatore le due frazioni sotto il segno, e pongo per
“brevita ‘

¢
-=Sene=—r,
a 7
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ci6 che & lecito poicheé abbiamo osservato che ¢<Za; si ha
allora

%
T= ds ' 2112 v
- N N () 532 —1)a{a,
a6x~\\ 1 +c—t—2> <]_ _\.___a 5 fﬂ) 3

. . . .8 . .
e ponen.o successivamente s in Inogo di — e poi y? in

a
luogo di s4-2, si ottiene
L
= j A (o ayHa — 1 20— )

z

wg
Pongo ora &= ~3» € conuna serie semplice di trasformazioni
y

trovo
4 1 1
a2z x2tds a2ztde
T-—2f 11— x2)32+2f‘(w2+(1__w2)32)2“4 [[wa—l—(l——dg)z@]y
0 h
ossia
T—2 a? y at 1 <
it W*% (=i
1—a 1—r?
Arc. tang.\/ ‘“_2(11—1‘@) 3 Arc. taug.yT;

Ma ricordando la (32) si ha

11—z =
Are. tang. ———=95%

Do



quindi
__oSen%  sen’s L'sen'p Jseny F_?\__zsens({“‘ T
T “oosts T costp T lcosPp feospi\2 T/ Teos¥p\27 7

e uguagliando a zero ed introducendo i coseni ed i seni
degli archi multipli si avra I’ equazione in

(7—2p) { —5-2c0s2p-}-cosdp | -2sendp-+10sen2p=o0,

. T .
che ha soltanto una radice tra o e 5 alla quale corrisponde

per sen o il valore 0,303327 . . . . ; talché il limite infe-
riore di ¢ sara dato da

aX0,303327 ... ...

Se poi b divenisse uguale ad @, t necessariamente
sarebhe zero poiché non possono esservi velocitd angolari
infinite, ed allora ¢ puo prendere qualunque valore positivo
purché minore di @ altrimeati 20' sarebbe immaginario.

24. Un caso particolare che merita speciale menzione
si & quello in cui w0=10' poiché il moto allora si riduce ad
una semplice rotazione attorno allasse ¢. Ora, la condi-
zione 10==1w' pud esprimersi diversamente, giacché essa

corrisponde all’ altra
0 o

ds a2h? _ f ds ¢?
) reraeTe =) neks

088l
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o8]

(39) . A<1+——><1+5~> jAH

quindi guando tra gli assi «, b, ¢ di un ellissoide a tre assi
ha luogo la relazione (33), 1 ellissoide potrd conservare la
sua forma esterna menire ruota colla velocita angolare i
attorno all’ asse principale ¢; ed in tal caso, il moto doven-
do essere uniforme, questa velocith angolare i dovrd
essere costante. Questo ¢ il teorema di Jaconr. Noi possia-
mo ancora mercé le (31) Ceterminare il valore di » in
funzione degli assi; difatti, osservando che ora 2w =1, si

ha

%
ds § .
r1=2er | A(a®—s)(b>—s)’

o

e siccone dopo il tempo £ ogni molecola avrd ruotato d’un
angolo »¢ attorno all’asse z ed in un piano ad esso nor-
male, cosi

r=x,cosrtt-ysenrt , y=-——xsenri--yocosrt , =z,
saranno le equazioni che ci daranno dopo un tempo qua-
lungue 7 le coordinate di una molecola che originariamente
si trovava nel punto (&g, 1o, o).

Mutando ora il segno a w avrewo il moto reciproco pel
teorema di DEDEKIND; ma se w=-—w' non vi sard rota-
zione attorno all’asse ¢, e quindi gli assi principali dell’ el-
lissoide coinciderannn cogli assi coordinati durante U'intero
woto: ¢ quindi se la rotazione ¢ costante ellissoide conser-
vaseorpre Losiossa Drma tanto sy peia attorno all’asse 4

-
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quanto se le sue particelle runtano attorno all’asse & . Ora
in ques‘o secondn caso avendosi una rotazione uniforme r,
tale che

o 8]
das s
A\(@P+-5)(6°+-5)

72 =2(w+-w'?)=w"?=2n

4]

gli assi &, n, avranno ruotato dopo il tempo ¢ dell’ ango-
lo » ¢ attorno all’asse &,, talché sara

ay=cosryt , By=senri¢ , 7= 0,
’

o,/ =—senrt, B /=cosrit , Y1'=o0,
” ” ” .
0 0 y B'=o yon'=1

I

per cui siccome £, », & ora sono egunali a @, y, & respetti-

vamente, le equazioni (12) daranno .
U by .
x:xocosmt—{—b ysenryt y—-———xosem',t.&«—}—yocosmt , B=4&;
0 0

ed allora le particelle fluide si muoveranno uniformemente
attorno all’asse &, (che, per essere nulle le rotazioni
P1s ¢4, coinciderd coll’asse z) per modo da descrivere delle
ellissi aventi il centro sull’ asse z ed omotetiche alla sezione
principale (a,, b,)-

25. Allorquando gli assi si mantengono costanti duran-
te il moto ed una sola coppia di quantita w«,u' | v,2' | 0',w'
& zero, per es. u=0, u'=o0, siccome non vi & rotazione at-
torno all’asse £ né attorno all’asse &, cosi I’asse della rota-
zione totale dovrd essere perpendicolare al piano di questi
due assi.

Il moto generale pud scomporsi in due, uno composto
delle dne rotazioni q ed » attorno agli assi b e ¢, Ialtro delle
due rotazioni ¢, ed r,, attorno agli assi », e ¢,. Il primo
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equivarrd ad una rotazione attorno ad un asse che passando
per I’ origine fa cogli assi principali angoli i di cui coseni
SOno

. A r
0y \/qﬁ_’_ﬂ ’ '\/QE-H'Q )

e che possono, giacché ¢g & nullo e quindi

rh=qk,
essere indicati con
k h
0, —0.)— 9 '_u)" 3

essendo ora (N. 10) w="\/ A2+ 42,

11 secondo moto poi equivarrd ad un moto attorno ad
un asse che fara cogli assi &,,7:, &,, angoli i cui coseni sono
dati da

by ky
o, _ ) =
(!)‘ (,01
essendo ora !
o.=\/h2+Ek2,

ed affinché le molecole per effetto di questo secondo moto
si conservino sulla superficie esterna o su quella di un
ellissoide omotetico all’ esterno bisognera che le vie per-
corse dagli elementi siano ellissi omotetiche alla sezione
che & coniugata alla direzione dell’asse.
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La velocitd angolare attorno al primo asse sari data

da

dip qk—*’—?]v /Q 2
= e ”‘\V S

e quindi, essendo ¢ ed » costenti, il tempo fotale della
rotazione sara

(o

Ve

Parimenti il tempo della rctazione totale attorno :
secondo asse sard dato da

)
—

I S

\/ e
26. Una delle parti pitt importanti di questo studio si &
certamente quella di stahilire in quali casi la massa flnida
prenderd una forma tale che essa la possa conservare du-
rante il moto, imperocché & in uno di questi stati soltanto
che potevano trovarsi gli astri se prima di solidificarsi essi
erano allo stato fluido. E anche percid che negli ultimi
numeri ho svolto ampiamente tutti i casiin cui la forma
dell’ellissoide si manteneva sempre la stessa. Spingendo
pitt oltre le nostre ricerche, vediamo in quali casi la forma
¢ stahile vale a dire tale che per una piccola alterazione
essa tenda oscillando a ritornare nel primitivo stato. Per
cio cominciamo dal dare alle nostre equazioni differenziali
(¢) un nuovo significato nel caso che si abbia un moto
uniforme, vale a dire che w, w,' ... g, A, k, g,' %' k' siano

costanti.
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Consideriamo il moto di wn punto di coordinate (a,0.c,)
che é obbligato a rimanere sopra una superficie abc=cost,
ed & soggeito a forze di cui la funzione potenziale 8—G,
essendo

b—c
ot > ¢

vale a dire uguale ai termini dell’ equazione delle forze
vive che sono indipendenti dalla variabilitd della forma
dell’ellissoide. Le equazioni differenziali di questo moto,
sono come & noto,

G 9+g >o +<h+k> 7»+7v

d2a

Sr=IRA-N

0 —mR—I—pN ——nR—l—vN

’dt 9d2

dove R ¢ la risultante delle forze attive, /, m, n, i coseni

degli angoli che la sua direzione fa cogli assi coordinati, e

%,u,v 1 coseni degli angoli che la normale alla superficie fa

cogli assi, ed N la resistenza che presenta la superficie.
Ma

IR=—2:aA~+2 {(a—c)v?+-(a—Db)w(a-+c)o*+(a4-b)w? |

5 1

=
1 1 1

a\/@mm

e quindi ponendo

4 /L 1 1
N=)/ et
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la prima equazione non & aliro che la prima delle (2),
ed analogamente si vedrebbe che le altre due sono la
seconda e la terza delle equazioni («). Inolire le altre 6
sono implicite poiché abbiamo conservato tra le quantitd
wu', 0,0, ww', g,k g 0k, le relazioni che abbia-
mo gia trovato nel n.* 9 e di cui le («) sono una conse-
guenza; quindi le equazioni del moto di un punto (a,b,c)
sopra una superficie d’ equazione abc==cost. soggetto a
forze che hanno la funzione potenziale —G coincidono per-
fettamente colle equazioni («).

Affinché il punto (a,b,c) sia in equilibrio sulla superfi-
cie abc=cost. basta che la funzione G sia un massimo od
un minimo rvispetto alle quantita a,0,c che determinano la
posizicne del punto, quindi ogni qualvolta guesta c ondi-
zione sard verificata I’ellissoide conserverd la sua forma.
Ora se la funzione (+ diviene un minimo rispetto ad a,b,c
I’ equilibrio del punto sulla superficie é stabile e mutando
infinitamente poco la posizione del punto, questi dopo una
serie di oscillazioni tendera a riprendere la priwitiva posi-
zione, cioé variando allora un poco le lunghezze degli assi
dell’ ellissoide, queste tenderanno a riprendere i primitivi
valori. Ma per la stabilita della forma dell’ ellissoide, che
¢ collegata alla stabilita del moto, non hasta che gli assi
riprendano le loro lunghezze dopo che sono state un poco
mutate ma occorre altresi che per piccole mutazioni nel suo
moto, questo tenda a riprendere il suo primitivo anda-
mento. Per cid € necessario che la forza viva dell’ellissoide
sia un massimo non solo rispetto alle quantitd a, b, ¢ ma
anche rispetto alle ¢,%,k , ¢',h',k'. Bisognera quindi tro-
vare 1 valori di tutte queste quantitd che mentre annullano
la prima variazione della forza viva rendano negativa la
seconda variazione. Ma per la indipendenza che esiste fra
le quantitd a,b,c da un lato e g,h,k , g, 2',k" dall’ altro
possiamo considerare separatamente queste due parti della
variazione.
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La prima parte della ricerca abbiamo osservato che si
collega colla determinazione dell’equilibrio stabile del punto
(a,b,c) sulla superficie abe=cost, per cui si riduce a ren-
dere un minimo la funzione G ove si considerino come
variabili solamente a,b,c. In quanto alla seconda parte
della variazione osserviamo che i termini della forza viva
dell’ ellissoide che dipendono da g,k,k , g',1', k' sono con-
tenuti in —G, che non contiene altri termini dipendenti da
rjueste stesse quantita, talché la ricerca del massimo della
forza viva rispetto alle quantitd g,A,% , g',A',k" corrisponde
a cercare i valori di queste quantitd che rendono un mini-
mo G. :

La determinazione adunque della stabilita della forma e
del moto dell’ellissoide equivale a quella dei valori che
rendono un minimo G.

Le equazioni che si ottengono annullando la prima va-
riazione di G rispetto ad a, b, ¢ sono gia state cousiderale,
per cid ora ci limiteremo a considerare soltanto le equa-
zioni che provengono dall’annullarsi delle alire variazioni.

Per questo osserviamo che essendo:

a6 46 a6 dG__ d6_ dG_
dg Dy dh =q, 2‘1{—’ ’ (Tg—:—pp W—-g“ d—k-,-_r1 ,

le equazioni (24) e (23) prendono la forma

dg_,dG _.dG dh__,dG  dG dk A6 du
i Rl el il 7% —hig
dg 466G an__dG_ A6 dk_ 4G du

aw tawa T YAy Ak ar T Yan T  ag

donde si vede che affinché si annulli la parte della varia-
zione di G dovuta al variare delle quantita g,h,k , g'.2',&'
& necessario e sufficiente che queste quantitd siano costanti.

5
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Dungue la conservazione della forma dell’ ellissoide corri-
sponde senpre all’ equilibrio del punto sulla snperficie
abc==cost. nel ca1s0 considerato, cioé non si pud avere la
conservazione della forma se g £ .. non sono costanti.
Se nella massa fluida non vi fosse moto, se cioé fosse

123 =’)/,'=v=’v' =w=w'=0_

la forwa di equilibrio stabile corrisponderebbe a quei valori
degli assi che rendono un massimo la quantita

s
ds

=T ._A. ; '

0
ed abbiamo gid veduto che cio succede quando gli assi sono
uguali fra loro; ossia la forma d’equilibrio stabile d’una
massa fluida immobile & la forma sferica.

Per trovare i casiin cui vi & equilibrio stabile e moto
nell’istesso tempo, osserviamo che stante la invariabilitd
della forma della massa fluida una almeno delle coppie di
quantitd u,u', v,0' , w,w' deve essere zero. Supponiamo da
prima che sia zero una sola coppia per cs. u=u'=0 e per
conseguenza g==g ==o.

Pud accadere che sia zero anche una delle due quantita
o od », definite dalle equazioni (1%) (19), e tanto che sia
zero la prima quanto che sia zero la seconda per le (16) e
(17) e per le () della pag. 23 si avra

[ vE (a—c)*  (20—b—c)(2a+b—c)
sy} T O @aTiTo@e—bToy
w?  (a—b)* (2a—b—c)(2a—b--c).
W (@b (@aFbTo@atb—o)




—_ T —

dalla prima di queste ponendo per brevita

/ —E=38a*—a?b?|-c?)—b%?,
si ottiene

(35)  EBe=o,

e siccome la seconda delle (34) si ottiene dalla prima can-
giandu b in ¢ e ¢ in b, cosi la seconda ridarebbe la stess
equazione (3D). Donde si vede che guando si annulla una
delle quantitdwod w, si ottiene tra gli assi la relazione (39).

Dimostriamo ora come in questo caso in cui u=u'=0
ed una delle quantitd o, w,, per es: w, é nulla non vi puod

essere nel fluido equilibrio stabile. Infatti abbiamo in que-
sto caso:

29 -+-2h3h+-2k3k=0

ed inoltre per la prima delle (24) si ha ora

q: r=h : k, .
e quindi ora si avra

dG  dG

ar * dk =

talché, per essere ora anche »'=0 e quindi g'=A'=k'=:0,
e 0g' =0h'=dk'=o0, 12 variazione di G dovuta al variare
delle quantita g.A, ... .sard

d dGy, | dG.  [V4c M.
3G= 8 g+ oh ,dkak—;[(bg A]JJ +4q °k+h6’“}

L
[?Zj Giﬂ)ﬂ k}g



Ma gid sappiamo dalla prima delle (34) che posto
Ri=[(2a—b)*—*][(2a+b)'—c?),

31 ha

v'? _ (2a—b—c)2at+b—c) R2 ) .
0 (Rat+bic)(2a—b+c) (2at+b+c)¥2a—b+c)"

e siccome

v gt
v q-fh'

cosi

g _ (2a4)*—h*tR
0 £R—(2a+-c)*-b%

e sostituendo nella equazione

h q
—=(c®}-0a2)—2ca!
q ( ) 9

trovata alla pag. 23, abbiammo a riduzioni fatte

2;‘_=b9+@-2a2¢&
ed analogamente

2
q——zb’-—;— — 20,:}—-'R .
1
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Nel nostro caso perd, stante I’ equazione (33), si ha
R==b%--c2—20a?,
per cui essendo £ diverso da zero sara

h

—=p3-}-c—20?.

e quindi

g r(b2+cﬂ)(b2+69__2a2)._(bﬁ___c‘i)i Y
SG—EL BE—& (B —2u%) ]"59"

a?(b24-c?)—2b%?

=) _}_62_2&2)59"-

19 =

Ma dovendo le quantita a, b, ¢, sodisfare alla (35), a dovra
essere compresa tra

bd-c e b se ¢< b, talché essendo

b}

_b+c

2>z sara  a*—bc > o.

e per conseguenza giacche

9 b'zc’
b‘—}—c‘*—~2aﬂ=a’«——g~a ,
sara

b 2—2aT >0,
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a3(b2+-¢?) —2b2c?=3at—3b2c?=3(a*—b%?) >>o.

Dunque G é negativo, ossia il valore di G corrispon-
dente a quei valori di «,b,c,g... .k' non & un minimo poi-
ché lo si pud fare decrescere per convenienti variazioni
di g,h.....E.

Dimostriamo ora analogamente che in nessuno dei casi
in cui una sola coppia u,u' & zero non pud il valore di G
essere un minimo.

Difatti noi abbiamo

’

I A E 5 "\2 5 “8 "\2 9 2
() ) o

ma dalle formole {esté trovate abbiamo

:%Zli’ = (b2--c?—2a?%)>— { 40— (b-+-0)*} { 4a*—(b—c)?}
=(024-c)2 40?2 — 120 —(h2—c?)? \
- =402 40 (2 —c?)—8at| =4 E;

quindi per questo e per le formule precedenti il discrimi-
nante D della espressione di 2.° grado trovata per 9G, =
riduzioni fatte, sara

D (a2—b%)(a?—c?)
=Twe—ar

Ora ricordiamo che quano si discussero questi moti nei
quali una coppia delle quantits si w, »'... annullava e gli assi
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rimanevano costanti (n.° 22) si vide che aflinché il mote
sia reale, ammesso che fosse 6> ¢ . si presentavano i casi
distinti seguenti:

v 8]
bte  pb—e ds s (b—c*da? b ‘
Mpzo>—==D)52>0 . | ZFETt s — A <
&)
_— 212__ A2 ‘
30) b——z oo, . agtPdd)

bh2—a2

Ora nel primo caso il determinante & negativo guando
E™>o; ed & invece positivo quando E < 0; nel 2.° caso poi
come nel terzo, si ha E >0 poiché dalla prima disugna-
glianza che in questi casi vien verificata si ricava

0 b2 4-c?)—3at -2 >at1-2bcad-+-b2%* > 0.

quindi poiché in ambedue i casi si ha a < b, e nel secondo
caso si ha @ <c e nel terzo @ > ¢, cosi il determinante nel
secondo caso & negativo, e nel terzo & positivo. — Quindi nel
terzo caso il determinante & positivo e pud esserlo anche
nel primo, ma nel secondo e talvolta anche nel primo &
negativo. '

Quando il determinante & positivo il segno di ¢G varia
col valore di dg e di dg’ per cui potremo allora prendere i
due accrescimenti in modo che ¢G sia negativo, e per con-
seguenza G non pud per quei valori essere un minimo.

Nei casi 1.° e 2 °, quando il determinante & negativo, il
segno di ¢@ & sempre lo stesso. Ora per dg= —dg' si ha

R dg* Q@ s, 1 be—2a%
WB=ggp— 327#‘2}5%59 =0\ GTor —2E )T

/2E—(b-c(b*}-—2a%)
AN SR o). )




_T2

quindi poiche

B} | (6202 —RF,

sara

5 892 —R3¥-(62+¢2—20a2)(b2-|-c24-4bet-a?) |
=4 ; E(b+-c¢)? €

Ora dalla disuguaglianza 1> 0 si ricava

2 09

b2—+-09—2a22a9<1 *‘%]“ ,

e di qui risulta intanto che finché b2%¢? <a' sard

b24-c2—2a7>>0.

Quando poi sia b2¢? > a*, allora si avra altresi

2bc-—2a*=>0,

8 siccome

b3-}-c¥>>2b¢,
rosi sl avra sempre

b2-c*—2a% >0,

e quindi per questo e per essere K>0 e R?*> 0 giacché h
.

¢ una quantitd reale, se ne conclude ora che dG ¢ negativo,

e resla cost dimostrato che ogni qualvolta la sola coppia, u, 4'

si annulla il fluido non pud essere in equilibrio stabile.
Consideriamo adesso il caso in eni due sono le coppie di
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quantitd che si annullano coniemporaneamente per es. 2,1
e v,2'; allora si ha

g=9'=h=h"=o0,
e la funzione G puod porsi sotto la forma:

l.

-k i— s o

G=1 <a-——b> (a—H) “‘“257? %’
ooo

=w(a—0b)*+w'*(a-}b)*—2en [ ‘2 ,

.
0

che per le posizioni fatie nel n.” 23 puo anche scriversi
o0

2 d
O e f A

]

Escludendo dalle nostre considerazioni il caso in cui
Iellissoide & di rotazione, ossia il caso in cui due assi sono
uguali fra loro, per le formole dei N. 9 e 10 noi abbiamo

b=w y k=0)i
ot o—o
T== VTG

per cui ogni qualvolta » e », hanno lo stesso segno si ha

> 1" @ viceversa; egli incrementi che potremo dare alle
quantita g,2,k , g',h'\ k' saranno legati dalle condizioni

89*4-0h24-2k3k=0 . &g'*-8h"I-2K'3k'=o0;

talché avendosi
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SSERCRCRCT

~+-rek-r'3k'.
e essendo
[H—‘”’ - LH_\ I—J’L_:'
(a— b)~+(b+a)J (a—b)? +(u+b)9

s avra
86 = 3929’ > <39-5g Sh--oh' 8k~ 8\
. 4 b—ec b--e ) c— ca )J

07} 0y
[

(a_b)e+(a +b)J(<‘»99+ok“) 4!_(;{:_3;)9*{‘(“ +b)g](6g"'+oh”),

e siccome gli incrementi 9y , o4 , dg' , o%' sono arbitray
potremo prendere dy=-—dg', dh=o0, Oh'=0, ed avremo

o)LL [ te)  (ete) T,
8G = s (b‘[“C)“‘! (a+b)9— 4[0)0)1((1'—[))2 “0)(!)1 (a‘}lb)alg 8921

BLGRaTS  r= e (L

Ora

o1
B @

ed osservando le equazioni trovate nel n.® 23. affincheé fosse
c<a e quindi

1 i
EF @ B"
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bisognerebbe che fosse

2(a--b) < (b—a)’.

ossia
T8>,

Ma se ora supponiamo che « e w. abbiano lo slesso se-
gno certamente ¢

T2t

conseguentemente in yuesto caso & ¢_>u ed il valore di oG
¢ negativo. Quindi la funzione G non pud essere un minimo
quando Dellissoide essendo a tre assi, 2>t il che im-
plica che le quantitd w ed o, abbiano lo stesso segno.

Dunque quando 1’ellissoide & a tre assi ed in moto esso
non pud essere in equilibrio stabile altro che nel caso in cui
siano zero due coppie delle quantita w2 , »,0' . w,w' ed
moltre 2<z"2,

L’annullarsi della prima variazione in questo caso coun-
duce alle note equazioni del n.° 23 mentre la ricerca delle
condizioni cui deve essere sottoposta la variazione seconda
perché la funzione sia un minimo conduce a calcoli com-
plicatissimi. Cid non perianto possiamo atfermare esistenza
di nu minimo poiché la quantita

oK

d 9
H=n «

o

prende il suo valore massimo per a=b==¢, come gia ve-
demmo, si annulla quando uno degli assi diviene infinito e
quindi no’altro infinitesimo dello stesso ordine perché il
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prodotto abe rimanga finito, quindi 'n funzione G & tale
che quando un’asse diventa infinitamente grande essa tende
verso un limite positivo che potrebbe anche essere zero; ed
in questi casi limiti scegliendo convenientemente gli assi si
potra rendere infinitesima di 2.° ordine la parte positiva
di G ed infinitesima di 1.° ordine la parte negativa donde
si vede che per convenienti valori degli assi potra rendersi
negativa la funzione G, senza perd mai poterla rendere
infinitamente negativa. Dall’insieme di queste considera-
zioni risulta la possibilita di rendere un minimo la funzione
G e quindi P’ esistenza di una stabilith in questo genere di
moto.

27. Ora pussiamo osservare che quando si abbia stabilita
nel moto dell’ ellissoide, il punto di coordinate (a,b,c) oh-
bligato a rimanere sopra la superficie abc= cost. sotio
1" azione delle forze che abbiamo considerato sard in equili-
brio stabile, e quindi per le considerazioui fatte da Duhamel
nel §. 226 del secondo Volume della Meccanica (2.* edi-
zione), se aggiungiamo una piccolissima forza, fard una
serie di piceolissime oscilluzioni in modo che avremo:

a=ay+Rsen(rt-4-s)+R'sen(+'t+s")
(A) ; b=b,+RR,sen(rt-1-s)-F R'R’ sen(r1-4-s')
U e=cy-+RResen(ri-Fs)+R'Rgsen(#'t+45").

ove a, , b, , ¢, sono i valori corrispondenti iniziali di
@, b, c:ie sono radici sempre reali di una equazione
di secondo grado, R, e R'; sono funzioni determinate di » :
R,, R sono le medesime funzioni di »';R,R',s,s' sono
iattro costanti che si determinano mediante i valori ini-

da  db

- de ..
wiall i a.b, — , =— ; ¢ e == essendo deferminati dalle due
& Vg o de dr

eondizioni:
de 1 db 1 de 1
o atar vt o

abe==cost. =0.



Qe 6 differente da »' e quindi R, da R'y, Ry da R'y sard;

S==0 . SI:=0,

Se poi 7==7" 0 pill generalmente se

S

. & commensurabile il

moto sara periodico.
Osserviamo inoltre che tutto ¢i0 accade solo per oscii-
lazioni piccolissime, perché dovendo essere sempre:

abc==cost,

si vede facilmente che non possono aversi per gli assi va-
riazioni finite secondo la legge espressa dalle formule (A).
Perianto abbiamo il seguente teoremas:

Quando si abbia stabiliti nel moto e nella forma i
un ellissoide flurdo omogeneo, per U aggiunta di unc
piccolisstima forza, gl assi coinpiono delle oscillaziont
composte di due piccelissime escillazions pendolari; le
variaziony degli assi sono periodiche se le durate det
periodi delle due oscillaziont componenti sono commen-
surabili; non possono perd aversi oscillazioni finite sot-
toposte alla stessa legge di variabiliti.

28. Ricerchiamo ora se negli ellissoidi a tre assi vi
sono dei moti periodici finiti e determiniamone alcune
proprieta. Le funzioni ¢,(¢) , ¢,(¢) , @3(¢) che possono
rappresentare a, b, ¢, dovranno in tal caso essere perio-
diche e dovendo esserne costante il prodotto se due di esse
hanno lo stesso periodo anche la terza deve essere perio-
dica ed avere lo stesso periodo delle prime d.e. Indi-
chiamo con s questo periodo. Se dopo questo tempo s gli
assi ¢,,m.,¢ , &,1,5 riprendono le stesse posizioni nello spazio,
anche le velocitd angolari attorno a questi assi saranno pe-
riodiche ed avranno il periodo s. Infatti noi abhiamo:
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N A = S v
(b )2 Yo e YT o—a)
. h—k . k=

(b o’ " T oator Y T S Ton

e giacché gli assi a,b,c riprendono dopo il tempo s le stesse
lunghezze, e gli assi £4,9, & ,7,.5:, le stesse posizioni, le
costanti delle aree che variano solo al variare della posi-
zione di questi assi dovranno riprendere gli stessi valori e
per consegienzt anche gli stessi valori riprenderaano le
quantitd u,u" ecc. e conseguentemente le velocitd angolari
Pps 9 1

Reciprocamente se le velocitd angolari sono periodiche
ed hanno lo stesso periodo s e se gli assi riprendono dopo il
tempo s le stesse posizioni nello spazio, la lunghezza dei semi
assi principali e quindi la forma dell’ellissoide sara periodica.

Infatti dalle precedenti equazioni ricaviamo subito

gl \/k—}—k, Vh—h o b=l g+9+2 y t/

kW — 9+g’ 9—g
== 2v +§\/ 20’ _-—{\/ 2u +;\/ 2u’

ove i segni dei radicali vengono determinati dalle seguent
considerazioni: in primo luogo i secondi devono tutti essere
positivi perché se no le somme a—-c, b+-a sarebbero nega-
tive il che & assurdo; in secondo luogo, ammettendo come si
deveche le variazioni degli assi debbano essere continue ossia
che durante il moto le lunghezze non subiscano dei bruschi
cangiamenti, dovranno i radlcah conservare sempre lo stesso
segno durante tutto il moto, talché i segni dei primi radi-
cali che soli potevano offiire dubbio vengino determinati
dai valori iniziali. Quindi se le quantitd w, v, w......
riprendono dopo il temupo s gli stessi valori anche gli assi
saranno periodici ed i loro valori sincronicamente oscil-

4 ot

'



e 7Y —

leranno coi valori delle velocita angolari e coi cose-
ni degli angoli che determinano le posizioni degli assi
£l y 5 amLG.

Noi abbiamo veduto nel n.® 20 che se due delle coppie
di quantitd »,u' , v, 2", w,w', si annullavano non ne ve-
niva per conseguenza che gli assi fossero costanti, come
quando era una sola coppia che si annullava; osserviamo
ora che quando si annullano due coppie per es. u,u’ , v,z
non essendovi pilt rotazione che attorno agli assi £ e ¢, la
posizione di questi assi & fissa e quindi % ¢ %' sono costanti,
per conseguenza se w e ' sono periodici ed hanno lo stesso
periodo, saranno pure periodici e collo stesso periodo a e b
e quindi ¢ dovra pure os:illare sincronicamente colle altre
quantitd, si ha quindi questo teorema: Se due delle copprie
di quantiti wu' , v,0° , w,w' st annullano e se le due
quantita che costituiscono lo rimanente coppia sono pe-
riodiche ed hanno lo stesso periodo gli assi oscillano pe-
riodicamente ed hanno per periodo comune quello che
¢ comune alle due quantita, della rimanente coppia. La
reciproca & parimente vera.

Questo teorema comprende in se quello di Riemann che
cioé se due coppie di quantitd si annullano e la rimanente
& costante, & pure costante la forma dell’ ellissoide.

Ora nel caso in cui due coppie di quantitd si annullano
per es. u=u'=0, v=0'=0, Si avrd

(a—b)*w=cost.==1? , (a-+b)%u'=cost.==1"?

donde
r t < v
2 s SN [/ P S
2y w+2\/ w' SN +2\/ w’
do v dw < dw b tdw < dw

dt " dwgdt  Lwidr G~ Lwosdl " dw'gdt
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e siccome dalla equazione della incompressibilita si ha

by dby o

e quindi

de ¢ du_cdb
dt— g dt b dl’

e per conseguenza

de_cf sdw, < dw E[Lzl_'f v du'
dt'aL/m;—%dt—!ﬂliw’g di | bl dwddt™ 4w'§ dt |

cosi I’ equazione delle forze vive prenderd la forma

[z dw 7 dw? [ cdw 7 dw’]9
\Jﬂ @t ?ﬁ] % i sar |
(c/ T dw v dw tdw 7 dw ‘r
3| a\widt w’3 dt) (

+tew+t’9w =2¢H- FCOS’(.

Tw'ydt ) |

ossia

duw\ 2 /¢ g dw o (B o
9 "‘3 ?ﬁ) W[“\a b) ]“L @ awiw's (e—zra)
d ' ) )
+ %) :7’3[2“]" C;+b> | =2¢ll—1%w—1"2w’ - Cost.

Ora il discriminante della forma di secondo grado che
comparisce nel primo membro di questa equazione non
pud mai essere positivo, quindi il primo membro si man-
tiene sempro positivo e tale dovrd pure essere il secondo: e
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percid osservando che in questo secondo membro H non
cresce mai indefinitamente, e la parte negativa col cre-
scere indefinitamente di w e ' diverrebbe negativamente
infinita, cosi pel moto generale si pud dire che w e w' do-
vranno sempre mantenersi compresi entro dati limiti:
Passiamo ora a considerare il caso particolare in cui

non si ha rotazione che attorno all’ asse principale ¢, il caso
cioé in cui si ha

, ¥
W=H ==

2

e per conseguenza I’ equazione (36) diviene

d 2
01 () e St g e

o0

—ten I
=4ern i—9(19+r'2)w+003t-

V]

. : r ¢ ‘s o1
Osserviamo percid che per essere— = - come gia abbia-
0 0
mo notato nel n° 13, la quantitd » non pudé mulare segno
durante il moto, cioé non si pud supporre che la rotazione
muti direzione, quando, come nel nostro caso, le forze
acceleratrici sono date dalle sole attrazioni reciproche degli
elementi fluidi; quindi se noi prendiamo come positivo il
verso della rotazione al principio del tempo, esso si man-
terrd sempre positivo od in altre parole supponendo
7, positivo, anche # sard sempre positivo. Per questo

/ 2
il coefficente di (%?) nella equazione (37) (o se si vuole

G ATNE L . . Lo
di §( 77 ) poiché ora w=1r) sard sempre positivo, e quindi

affinché il moto sia reale ¢ necessario che la quantita
6
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&L
ds

derm —~°(t~+r Ner+-Cost

0

sia positiva.
Prima quindi di intraprendere la discussione di questo
caso, conviene studiare il modo col quale varia la funzione

G=A4er f ——2(19—l—t'g)w

col variare di w. Per cid cominciamo dal considerare se-
paratamente il primo termine e sostituiamovi per a2, 2, ¢
i loro valori espressi in funzione di w , r e <, valori che
( chiamando per brevita 2 il prodotto costante abec ) sono
dati da

A2 16w

1, Lo o I
a9=4-7/—0(f+': )2 s b@____m(,r_‘c )2 ) 02=m2=(t2_t/9)9; .

si ha allora |
0 0 ds '
xf 5= H_Tfo\/ (e (e fé;j’f;‘s)é
ds

= (f \/<(’59—l—r'2+4sw)2‘“4t%@) ((fc"—lflg)e_*—w;we),

€ per conseguenza
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o
dH ds | l—4(c +- ") (x2—1'2)2 g2 16w  <2F'%)).
dw ¢ A3 L(r 22 160 %w? (—1227 4\

Ora essendo

(=P <,

quando si supponga, come ¢ necessario, che le costanti del
problema siano reali, questa derivata sard negativa quando
sl avra

64w (2 r'?) |

e sard positiva quando si avra

9 '2)¢

64w3%2<'(7—r2—

quindi tra il valore reale di w che rende il primo mem-
bro della prima disuguaglianza uguale al secondo membro
e quello che rende il primo membro della seconda disugua-
glianza uguale al secondo ve ne sar¥ uno che chiame-

. : . dH . -
remo w, cul corrispondera per T il valore zero. Quindi
w

H, che per w=o0 e per 1= w, si annulla, cresce a partire
dal valore zero fino ad un certo valore corrispondente al
valore w, di w e poi decresce continuamente.

La funzione G invece per w=o si annulla ed ha una
derivata, che, mentre (come si vede facilmente ) & positiva
per w==0, diviene negativa ed uguale a —2(z?-}-7'%) per
w=1w,, quindi tra zero e 7w, vi sard un valore w, di w
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che annullera la derivata di G, e percid G cresce da zero ad
un valore massimo G, corrispondente al valore w, di w e
poi decresce continuamente fino a divenire =—oo .

Cid posto riprendiamo la discussione dell’equazione (37).
Se chiamiamo K, la quaitita

2
dw 5

WG )| I e o et
re\dt Jowy a2 T ifoﬁ(T_‘c) ‘*—a;bo(’E o )]
L e,

la condizione che deve essere verificata affinché il moto sia
reale, sard ( riportandoci alla (37))

(38) 4enH—Q(r2+r’2)w24eﬁHo——Ko

Supponiamo che abbia luogo rotazione attorno all’asse z
al principio del tempo e quindi anche durante tutto il moto
per le gid fatte osservazioni; allora se il valore del secondo
membro & uguale al valore G, dovrd sempre essere w==uw,
ed il moto consisterd in una rotazione uniforme attorno
all’ asse z, ed il periodo delle oscillazioni sara nullo poiché
in questo caso gia sappiamo che la forma dell’ellissoide non
varia. Se il valore del secondo membro & minore di G, e po-
sitivo vi saranno due valori positivi di w che renderanno il
primo membro uguale al secondo, talché w andra dall’uno
all’altro periodicamente ed il periodo T sara dato da

r
Wy

dw\/z(ﬂ“H@\‘fff (T—H')H‘é (c——r')—*-cz—cf(r”._ 2
Tt b2 ab v)

T——

o Vwilhen(H—Hy)K,— 4w
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ove si suppone che w'y sia il secondo valore di w pel
quale si ha

G=lerH,—K, ;

e in ognuna di queste oscillazioni tanto all’andata quanto al
ritorno w passerd per il valore w, che é intermedio tra i
valori w,e w,' a cui corrisponde il valore G, di G, e per
conseguenza 1’ellissoide nelle sue oscillazioni passera tanto
all’ andata quanto al ritorno per quello stato nel quale
potrebbe conservare la sua forma.

Se il secondo membro della (38) fosse negativo vi sa-
rebbe un sol valore di w che renderebbe il primo membro
uguale al secondo e tutti i valori minori di quello verificano
la disuguaglianza talché Dellissoide tenderd indefinita-
mente a schiacciarsi ed il tempo impiegato a questo schiac-
clamento dell’ asse ¢ sara dato dal limite verso il quale
tende la quantita

o/ 2 1o S b e 2 e

Ve [den(H—Ho)+ Ky— (24 2uw]

quando w tende verso zero, limite che & ugualo all’ec

29. L’equazione delle forze vive nel caso in cui non vi
siano che le due sole velocita angolari », 7y diverse da zero
si riduce alla equazione

(39) [(d“> + %b->+<‘§§>} _9:H (C?f—%yg+(;l:_jw+cost

Se i valori iniziali son tali che la costante divenga uguale
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e di segno opposto al valore massimo della funzione G gli
assi dovranno sempre conservare i valori iniziali affinché
non divengano immaginarj i valori delle loro derivate, per
cui la forma in questo caso rimane sempre la stessa. Ma se
i valori iniziali non sono tali che la costante sia uguale
e di segno contrario al valore massimo di G, i valori
degli assi potranno oscillare dentro certi limiti ma non
potremo asserire che il moto sia periodico altro che quando
vi sard una relazione tra gli assi o che uno di questi assi
sara dato o debba sodisfare a certe condizioni. Ed infatti
se si lasciano gli assi interamente indipendenti, a, b, c,
potrebbero, giusta le osservazioni fatte nel n° 24, essere
considerate come le coordinate d’un punto che si muove
arbitrariamente sopra la superficie di equazione abc=cost.
ed i sistemi di valori di @, b e ¢ che renderebbero la funzione
G uguale alla costante dell’ equazione (39), non essendo
allora G né massimo né minimo, determinerebbero sulla su-
perficie una linea L che non potrebbe essere oltrepassata, e
che dividerebbe la superficie in due regioni, nell’una delle
quali si avrebbero punti di coordinate a, b, ¢, tali che il va-
lore di G corrispondente sarebbe minore del valore della co-
stante, e nell’altra punti ai quali corrisponderebbero valori
di G maggiori di quello della costante; e il punto potrebbe
muoversi liberamente nella seconda ma non potrebbe mai
andare nella prima. Questa libertd perd che ha di muo-
versi in qualunque verso fa si che non si pud dire che le
coordinate compiano oscillazioni perché nulla le obbliga a
riprendere i valori che precedentemente avevano. Sc al
contrario uno degli assi & determinato oppure tra due ha
luogo una relazione, ne viene che il punto non potrd muo-
versi che sopra una certa linea L', e quindi non potendo
oltrepassare certi valori che sarebbero quelli corrispondenti
alle intersezioni di questa linea L' con quella L sulla quale
G prende il valore della costante dell’ equazione (39),
se queste intersezioni saranno siluate a distanza finita,
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¢ se sard finito il tempo che impiega il punto a andare
dall’ una all’ altra, allora il detto punto dovrd oscil-
lare su quella linea, e le coordinate (cioé gli assi del no-
stro ellissoide ) oscilleranno esse pure e si avrd cosi in
generale un moto periodico.

D. Erxgsto Papova



