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SUR LE PROBLEME DE MONGE (&N
Par M. E. Goursar.

La publication d’une Note récente de M. Zervos (Comptes ren-
dus, 10 avril 1903) a ramené mon atlention sur certains résultats,
relatifs au probléeme de Monge, qui, quoique trés incomplets,
peuvent peul-éire offriv quelque intérét pour les mathématiciens
qui s’occupent de ce genre de questions. Je les indiquerai rapi-
dement.

1. 1l est commode, pour faciliter les raisonnements et les
énoncés, d’employer le langage de la Géométrie 3 n dimensions.
Etant données (n =+ 1) variables indépendantes 2, 22, . .., Zny,
nous dirons que lout systéme particulier de valeurs de ces va-
riables représente les coordonnées d’un point dans I'espace a
(n +1) dimensions. Nous continuerons & appeler surface toute
variété a n dimensions située dans cet espace a (n + 1) dimen-
sions, et courbe toute variété & une dimension. Toute surface est
représentée par une seule relation entre les coordonnées de ses
points; si cetle relation est linéaire, la surface sera appelée sur-
Jace plane ou plan. De méme, nous appellerons drvite une
variélé linéaire a une dimension, c’est-a-dire ’ensemble des points
dont les coordonnées X; satisfont & n relations de la forme

Xy — Xy — 2o Xo+1— Zptt .

I = == ————
M a, a, ansy

Zy, Za, ««+y 2, sont les coordonnées d’nn point particulier de
cette droite, @y, @ay « .y Ay S€S paramétres directeurs.

(') Cette Note a 6té présentée a la Société Mathématique, dans la séance du
15 juin 1903, Une Note de M. Bottasso, sur le méme sujet, a éé¢ présentée a

I'\eadémie des Seiences dans la séanee du a3 juin 1god.
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Un plan I passant par un point de coordonnées (£, Zyy ..., Znyi)

(2) AXi—2)+ Ay(Xy—ay) +. ..+ At (Xps1— Zpsg) =0

est, en général, déterminé, s’il doit contenir n droites passant par
ce point (L, Za. . « ., Tnyy); car les coefficients A; doivent véri-
fier un systéme de n équations linéaires et homogénes.

Une droite D, passant par un point fixe M de coordonnées
(@1y Zay + « «y Tuyr), et dont les parametres directeurs dépendent
de p variables arbitraires «;(p << n), engendre une variété conique
de sommet M. Si p =1, nous dirons que celte variété conique
4 deux dimensions est un cdne de sommet M. Tout céne de som-
met M est, d’aprés cela, représenté par un systéme de (n —1) équa-
tions distinctes

(3) fi(z'h T2y oooy Tty Xj—2y, ..., xn+'1—~'l'n+l) =0

(i=1,2, e.., n—1I),

les f; étant des fonctions homogénes des différences X;— z;. Si,
dans les équations (1), les paramélres ay, @y, ..., @,y sont
fonctions d’une seule variable indépendante a, ces droites sont les
génératrices d'un cone de sommet M(zy, s, ..., Z,ypy), €t &
chaque valeur de a correspond une génératrice déterminée.

Etant donné un cone de sommet M, tout plan passant par M
renferme un certain nombre de génératrices. Si, par exemple, les
génératrices du cdne sont représentées par les équations (1), a,,
@3y ...y Quyy élant fonclions d’une variable indépendante «, les
valeurs de a correspondant aux génératrices situées dans le plan (2)
sont racines de I’équation

(1) U(a)=ANja1+ Ayas+...+ Ay @peg =o.

On peut disposer des coefficients A,, A,, ..., A,y de facon
que ce plan ait en commun avec le cone n génératrices confondues
avec une génératrice déterminée. Si a, est la valeur correspondante
de la variable «, il faut et il suffit pour cela que 2, soit unc racine
multiple d'ordre n de I'équation U(2) = o; on a ainsi n équations
de condition
() U(ay)) =0, U'(2y) = 0, ey Un-1(2y) =0,

qui_ déterminent, en général. les vapports des cocllicients Ay,
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Asy ...y Apy. Nous divons que le plan ainsi obtenu est osculateur
au cone (T) suivant la génératrice (20). En éliminant a, entre
les n équations (5), on arrive, en général, & (n — 1) équations de
condition homogénes par rapport & Ay, Ay, ...y Auy,

(6) Fu(xy, sy ooy Zpay; Apy Aoy ooy Apig) =0 (i=1,2, ..., —1),

dépendant, en outre, des variables z,, 3, ..., Zu 4, si les para-
métres directeurs @, @s, ..., @,y dépendent non seulement de «,
mais des coordonnées z,, Z, ..., s,y du sommet. Nous dirons,
pour abréger, que les relations (6) sont les équations tangen-
tielles du cOne considéré de sommet (2, Zay ...y g )-
Lorsque le cone est représenté par un systéme de n — 1 équa-
tions de la forme (3), les n équations (2) et (3) déterminent les
génératrices du cdne situées dans le plan P. On obtiendra encore
les équations langentielles du cone en exprimant que n de ces
génératrices sont confondues. Par excmple, en éliminant n—1 des

Xy — a3 Xpri— 2,
P <\ n—+-1 n—+1
rapports 5=z TN, =

on arrive a une équation pour déterminer le dernier rapport, et

entre les n relations (2) et (3),

cette équation devra avoir une racine multiple d’ovdre n.

2. Réciproquement, tout systé¢me de n — 1 équations de la
P ’ Y ]
forme (6), homogénes par rapport a A, A,, ..., X,yy, peut ére
considéré comme représentant les équations tangenticlles d’un
cOne de sommet (2, Lay .oy Tyt ).
En elfet, imaginons que des (n —1) équations (G) on ait Liré
A . .
les valeurs de (n — 1) des rvapports —\—2, coey —'{f-', en fonction de
‘ A Y
I'un d’eux a. Le plan P représenté par I'équation (2)
Ua)=A X — o+ o+ At (Xpao1 — Tuer) =0
ne dépend plus que d'un paramétre variable 2. Les n équations

(3) U(a)=:o. U'(2)=o. Won-ti(a)y= o

représentent, quand on donne &z une valeur particuliére, une
droite D) passant par le point M (7, @y, o000 Zog)e Lorsque o
varie, cette droite D engendre un cone de sommet M, et, d'apreés
Ta facon méme dont on Fa obtena, il est clair que le plan Pan gé-

III"I'EI'I'i('('S COmMmunNes avee e cone l'HI sonl i'ﬂllfﬁlldlll(‘\' avec la
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génératrice (o). En éliminant o entre les (n — 1) équations (7), on
aura donc les équalions d’un cne de sommet M dont les équa-
tions (6) sont les équations tangentielles.

3. Considérons maintenant un systéme de k équations de

Monge (k<n —1),
(8) fi(wh Tey ooy Tty dzh dz,, ooy d”n+l)=°1 (i='7 2y coey k)

les f; étant des fonctions homogénes par rapport a dz,, dz,, ...,
dz,. Le probléme de I'intégration de ce systéme consiste & ex-
primer z,, Z,, ..., Zny explicitement en fonction d’une variable
auxiliaire ¢, de n — k fonctions arbitraires de ce paramétre et de
leurs dérivées successives jusqu’a un ordre déterminé. Ce probléme
a é1é résolu par Monge dans le cas particulier ou I'ona n = 2,
k =1. Nous allons examiner le cas ou I'on a, n étant quelconque,
k=n—1. :

Si, dans les (n — 1) équations (8), on remplace dz; par X;—z;,
on ales équations d’un cdne de sommet (z,, X2, ..., Zayi). A
chaque point de I'espace a (n + 1) dimensions les équations pro-
posées font correspondre un coéne (T) ayant son sommet en ce
point, et le probleme de Monge peut encore éire formulé en ces
termes :

Déterminer les courbes de Uespace & n—+ 1 dimensions qui
sont tangentes en chacun de leurs points @ Uune des généra-
trices du céne (1) ayant ce point pour sommet.

Ecrivons I'équation d’un plan passant parle point (z,,Za,..., Znyy)
sous la forme

(9) Xut = Tur1= p1(Xy— &) +.. .4 pa(Xp— 70);

les équations tangentielles du cone (T) de sommet (2,22, .., Zuy)
sont alors de la forme

(10)  Fi( @4, Zay oo oy Tusets Pro Py ooy Pu) =0, (E=0y,2 oouy —1).

Si 'on considére &y, &y, ..., 2, comme n variables indépen-
duntes, ., comme une fonction de ces n variables, et py, p, ...,

’-’-’——"’—1) les rela-
.

pn comme les dérivées particlles de e,y (/),-:.: -+
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tions (10) forment un syst¢me de (n — 1) équations aux dérivées
partielles du premier ordre & une seule fonction inconnue. A tout
systéme de (n —1) équations de Monge

(9') ft(z,,z‘,,....z‘,,.,.,;dx,,dx,,...,d.r,H.,) (i:l"z,...'n—l’\

correspond ainsi un systéme (10) de (n — 1) équations aux déri-
vées partielles simultanées du premier ordre, que nous appellerons
le s)'stéme associé du premier systéme (9).

4. Cela posé, il est facile de montrer que la méthode de Monge
s’étend sans peine au cas ol le systéme associé d’équations aux
dérivées partielles (10) est en involution.

Soit, en effet,

(11) V(xy, oy «ovy Zn+y; @ b) =0

-
une intégrale compléte de ce systéme. Le plan tangent & I'une des
surfaces intégrales S passant en un point douné (z,; Za, ..., Zayy)
a pour ¢quation '

(12) %(xl—zl)“‘-'-“‘ %(Xn+l—zn+i)=°q

les deux paramétres a et b élant liés par la relation (11). Ce plan
ne dépend donc, en réalité, que d’un seul paramétre variable, et,
d’aprés la facon dont on a déduit le systéme adjoint (10) du sys-
teme (g'), le plan représenté par I'équation (12) reste osculatear
au cone (T) de sommet (:cy, 23, ..., Zpy,) représenté par les
équations

’13) f,-(z'l. veoy Tn+ty Xl—a.'l, X,—x,, oy X,....t—-.z',,_._,) =o,

i=1,2,..., 0 —1I.

Pour déduire les équations (13) de l'intégrale compléte (11), on
pourrait donc procéder comme il suit. Regardons, pour fixer les
idées, a comme un paramétre variable et b comme une fonction
de ce paramétre définie par la relation (11). Les dérivées succes-
sives

b= %’ b %’7”‘_, cery DD = :Z%?, bim = %{;

XXXIi1. 1
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sont délerminées par les relations

oV v,
v] —E +Eb—-0,
AV BV AV, WV,
aH Vi=Ga Pisgat o i gp o=
onV oV
Va dan Eb("’-—o

Les équations obtenues en différentiant (n —1) fois successivement
I’équation (12) par rapport au paramétre a, b élant supposée
remplacée par son expression tirée de la relation (11), peuvent
alors s’écrire

dV ov
oz K= @)+t G (Knr— Zan) = 0,
d-zn+l
(13) ( ceereeecencncnns Cesssececsasssonce etssesennee ,
oV p— oV,
? = '(‘l‘—xl)"‘---"' d—“(xn+l_wn+1)—0
Zn+

et I'on obtiendra les équations (13) en éliminant @, b, V', ¥, ...,
b"=1) entre les 2 n équations (11), (12), (14) et (15).
Supposons maintenant que I'on pose

b= ?(a),

la fonction ¢(a) étant une fonclion arbitraire de a, et considérons
le systéme de n — 1 équations

dv dxV drV
(16) V=o, da =% Az = ® dar =
ou 'on a posé
AV _dV oV,
Z{ - E +d_b—? a)a
av oV aev NV
(17) {da® = 9a* T 25a08°% 9'(a)+ S5 IR ¢'*(a) + db “’ "(a),

arv  onV 'A%
— T — .o — ol .
dan dan Tt o ° "(a)

®sscsesesseses e y

Ces (n + 1) équations simultanées permettent en général d’expri-
IMEr Ty, Zay o+ey Tnys €0 fonction de la variable auxiliaire @, de
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?(a), ¢ (a), ..., o™ (a).Jedis que la courbe de 'espace & (n + 1)
dimensions ainsi délerminée est une intégrale du sysiéme de
Monge. En effet, si nous appelons z;, z,, ..., z,,, les dérivées
de ces fonctions par rapport & a, on déduit des équations (16)
v .
d—z‘z, “+...+ Ii'E""“ = 0,

dv
) (dV) - 0(75> .

da ! 1%

18) oy
dn—-1V anr+ty
(Zr) (%)

xTr =0
9z, 0Znr1 n+1 ’

Ty+...+

etlesysieéme des 2n + 1 équations (16) et (18) devientidenlique au
systeme formé des équations (11), (12), (14)et (13), pourva qu'on
remplace =, x,, ..., z,,, part X, — 2, Xo— Zs, ..., Xp— 7,
respectivement, puis o(a) par b, ¢'(a) par V', ..., ¢ (a) par b,
Par suite, 'élimination de a, ¢(a), ¢'(a), ..., o™ (a) entre les
équations (16) et (18) conduira aux relations

. ’ ’ —_— . .
fi('rly Ty ooey Tty Pyy o0oy xn-f-l)—ov L=1,2 ..., n—1,

identiques aux relations (). Les formules (16) représentent donc
I'intégrale générale du systéme de Monge proposé.

3. Les systémes précédenis sont évidemment trés particuliers;
mais on peut quelquefois étendre la méthode a des systémes de
Monge plus généraux, en imitant la méthode d’intégration de
Lagrange et Charpit pour une équation aux dérivées partielles.
Etant donné, par excmple, un systtme de n—k équations de
Monge (A >1), pour appliquer la méthode précédente il suffira de
pouvoir lui adjoindre k& — 1 équations nouvelles de méme forme,
de facon que le systéme associé du systéme ainsi complété soit en
involution,

Considérons, par exemple, un systéme de Monge de la forme
(19) Sildry, dr,y ... dey ) =0, (=1,2, ..., n—Ah,

les fonctions f; ne renfermant pas les vaviables oy rac ooy,
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Si k =1, le systéme associé est de la forme
(20) Fi(py, Pay -y Pa) =0, I(=1,2,..,0—1I,

et par conséquent est en involution. Si & est > 1, il suffira d’ajou-
ter aux équations (19) k—1 équalions de méme [orme, par
exemple

dx’ _ q’ ll.rz . d.l‘k+| _q’ ﬂ)
d_.z',_'}?z, ’ —-dz‘—k—l d.‘n’

les fonctions &y, 4y, ..., Us_, étant arbitraires, pour étre ramené
71y Y2, ) ¥ s |

au premier cas.

Les systémes (19) ont é1é considérés par M. Darboux (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 1887). La méthode pré-
cédenle montre comment on peut rattacher I'intégration de ces
systémes & une théorie générale, tout & fait analogue a la théorie
de Monge pour I’équation a trois variables.

6. Appliquons, par exemple, cette méthode a I'équation de
Serret

(21) dz}+ dz} + dz} = dx}.

Joignons a cetle équation une relation de forme arbitraire

- d.l‘g _ dx,
(22) =)

Les équations (21) et (22) forment un systéme de Monge, ct les
équations du cone (T) correspondant de sommet (z,, z,, x4, x,)
sont

(Xy—2 2= (X1 — 2y )1+ (Xa— 22 )2+ (N3 — 23 )1,

(23) Xs—xy (Xz—'xz
' X,——x,>'

X, — ) -
Pour obtenir le systéme associé correspondant, formons I’équation
qui donne les génératrices communes au cone (1) ct au plan

Xo—zv=py(X1—2y) + pa(Xa—22) + p3(X3— 23);

on peul poser

Xo— 1y Xz — a3
— =2 = wla.
,\|‘—.'l'| g

X.-——..x.
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ce qui donne
X, — s
X —z

= p1-+ p1a+ p3o(a).

L’équation en a est alors
[P1~+ pra—+ps 9(2)] =1+ a+9¥(2),

ou
(24) P1+paa + pyo(a) =y 1+ a'+ o1 (x) = U(a).

D’aprés la théorie générale, on aurail les équations du systéme
associé d’équations aux dérivées partielles en éliminant « entre la

relation (24) et les relations (23)

(25) | Pr+pae’(a) =U'(a)
( P39'(2) =U"(a).

11 est inutile d’effectuer cette élimination, car on aura une inté-
grale compléte de ce systéme en prenant le plan

X5= ])|X|+p,X,+ p3X3+ b,

Pyy P2, Ps étant remplacées par leurs expressions tirées des for-
mules (24) et (25), « et b étant des constantes arbitraires.

Remplagons maintenant b par une seconde fonction arbitraire
¢ (a); d’aprés le théoréme généi‘al, les fonctions z,, z., x3, 2, du
paramétre « définies par les quatre équations

Ty = p1T) + paZy+ p3xs+ Y(2),
0= P&+ prR®r+ P33+ ¢ (a),
o= piai+ pix:+ pyxs+ ¢ (2),
0= pizi+ pix:+ piws+ ¢ (a),

(26)

Pis Piy pi 6lant les dérivées de p; par rapport d a, doivent satisfaire
a la velation proposée (21).
1l est facile de le véritier. On déduit en effet des relations (24)
ct (23) que 'on a
P+ paa+ ps p(a) = U(a),
(27) P+ Pha+ piye(a)=o,
P+ pra+ pye(a)=o.
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D’un autre c6té, en différentiant les relations (26), il vient

s dx.: P d:n-i—p, dx;-}- Ps3 d.‘l‘;,
(28) o = p'y dry+ p, dzy+ p's dz,,
‘ o = p'y dz,+ p', dz,+ py dz,.
Les relations (27) el (28) prouvent que I'on doit avoir

d.z'i dxg dz':l (l.1'5

et comme l'on a
U2(a) =1+ a2+ o2(2),

il s’ensuit que I'on a aussi

dz} = dz} + dr} + dx}.



