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SUR LES DROITES FONDAMENTALES DANS LES COLLINEATIONS
DE L’ESPACE A n —1 DIMENSIONS;

Par M. Léon AuTtonnE.

Sil’on considére 2 n variables z; et u;, {{ =1,2,...,n| comme
les coordonnées homogénes d’un point 2, ou d’un plan u, dans un
espace & n — 1 dimensions, la substitation lindaire n-aire,
[J=1,2, ..., n}

p=|z Zpum/|=lzt pl=ill,
i

de déterminant |p|5£ 0, est une collinéation. Le point p[z]|,
ayant les p[z;] pour coordonnées, est le point-image par la col-
linéation p du point z.

On a, comme on sait, un point fondamental z, si z et p[z]
coincident. Une définition analogue donne les plans fondamnentaux.

Mettant a profit quelques indications données, d'aprés Weier-
strass, par M. Frobenius, dans son Mémoire Ueber lineare Substi-
tutionen und bilineare Formen (J. f. r. u. a. M., t. LXXXIV),
j'ai pu (') mettre p sous une expression typique simple, grice a
laquelle les points ou plans fondamentaux s’obtiennent par une
régle générale facile.

Toutes ces théories peuvent recevoir de 1'extension.

Appliquant au cas de n—1 dimensions la terminologie de
'espace ordinaire, n = 4, on dira qu’une droite d,., de degré m
et de classe n—m, est l'intersection de n—m plans. dp est
aussi le lieu des points z, qui dépendent linéairement de m poinls
donnés b, [g=1,2, ..., m|, m<n,

@ =2 tebat ty = param. variable.
£

Un point est une d,. Un plan est une d,,_,.

(1) Sur le connexe linéaire dans l’espace ¢ n — 1 dimensions (Comptes
rendus, 9 mai 1904). — Sur les formes mixtes (Annales de l’Université de Lyon,
1905, I Partie).



Une droite d,, sera fondamentale pour la collinéation p, si d,,
est invariante par p, autrement dit : d,, est le lieu, a la fois, du
point x et du point p[z].

Le travail ci-aprés résout complétement le probléme relatif a la
construction des droites fondamentales. On fait encore usage de
la forme typique de p.

La régle est analogue a celle qui a é1é donnée déja pour les
points et plans fondamentaux, mais, bien entendu, un peu plus
compliquée.

1. Dans un espace & n — 1 dimensions prenons
(J=1,2, ..., 0),

un point z par ses n coordon- | un plan u par ses n coordon-
nées homogénes z;, coordon- | nées homogénes uj, coordon-
nées ponctuelles; nées planaires.

m points bg (m S n) sont dits linéairement distincts ou indé-
pendants, si'on ne peut satisfaire aux relations

(0) Ztg[);fj=" ‘\g.zl,‘)., ceey I"'.
- lJ=1,2, ..., 0\

qu’en égalant tous les ¢z a zéro, les by étant les coordonnées du
point bg. 1l faut et il suffit évidemment pour cela que le tableau
a m lignes et a n colonnes

;I Dyy  vvr cee ve. by
I;=|/),‘.j|=' by oo bgp o byy
I),"] cee “en oo Il,""

ail son rang maximum m.

Si au contraire on peut salisfaire aux relations (o) sans annuler
tous les g, il y aura, entre les m points b,, une dépendance
linéaire.

2. Considérons m points be linéairement distincts el m para-
XXXIIL. .

o
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meétres variables £;. Le licu du point z tel que
xj =ztgbgj
8

sera, par définition, une droite d,,, de degré m.

On peut dire aussi que lc point z cst sur l'interscction de
n—m plans et que la droite d,, a pour degré m et pour classe le
nombre n — m.

Un point est unc droite d, de degré 1 et de classe n —1. Un
plan est une droite d,_, de degré n — 1 et de classe 1.

3. Désignons, ce qui ne peut fairc ambiguité, par une méme
lettre p :
I. Une matricc n-aire
] P11 ... Pin
r=[pijl= : : tl,j=l,2,...,n
\ Pnt <+« Pnn

I1. Une forme bilinéaire

-
p(x; u) =Zp,-ju1;zrj.
if

II[. Une collinéation ou substitution lindaire
4 El)ijzr_,-
j

Jéerivai plus simplement

p= =|x: plzil

r=lz  plel]
ct je dirai que le point p[x] ayant pour coordonnées les

Pl =X oo

/

est le transformé ou Uimage pav p du point 2.
L’équation sy mbolique
14 | T | = 0



— 175 —
sera, par définition, équivalente aux n équations
. BN
rlz 2 pizj=o.
i
4. Prenons une substitution p de déterminant | p |3 o. On sait

qu’un point z, ou un plan u, est fondamental si son image par p
se confond avec lui-méme.

prlz]l =2 ou rlu]l=pu.

Le point fondamental z est invariant par rapport a p. En vertu de
la relation
pz—plz]=o,

on voit qu'il y a dépendance linéaire (1) entre les deuz points z

et p[z].
Je me propose de généraliser cette notion de point fondamental.

5. Une droite d,, de degré m sera fondamentale pour la substi-
tution linéaire n-aire p, si d, est invariante vis-a-vis de p.
Autrement dit p ne fait que permuter entre eux les différents
points de d,.

La construction des fondamentales d,, est le principal objet du
présent travail.

6. Considérons une dy,. Elle est définie par m quelconques de
ses poinls, pourva qu’ils soient linéairement indépendants. Réci-
proquement une d,, ne peut contenir plus de m points linéairement
indépendants ou distincts.

Prenons maintenant la suite indéfinie de points

(2) pelzl, C=—%, ey —1,0, 1,2, ..., %

Je montrerai plus loin (9) u’ils sont tous situés surunc droite z,
de degré finih.

Il y aura cntre différents points de la suite des dépendances
linéaires, de fagon (ue la suite contient sculement 2 points
linéairement distincts.

Une dreoite o est ¢videmment fondamentale.
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7. Soit maintenant une fondamentale d,, quelconque. Si d,,

contient le point z, elle contient évidemment toute la droite z,
qui compte pour A points linéairement distincts. d,, est évi-

demment une collection de droites z et I'on a

m =2h.

Notre probléme revient donc & la construction des droites r, de
degré h.

8. Prenons un polynome
Sf(ry=co+cir+cyrt+..., Coy Cqy + .= CONSL.
Frobenius (p. g du Mémoire cité) appelle expression
co+c1p+capr+...,

JSonction enticre de la matrice n-aire p et désigne celle expres-

sion par f(p).

Puisque dans la suite des points
(=) polz]
il n’y a que % points linéairement distincts (6), c’est qu’entre dif-
férents points de la suite E existent des relations telles que celle-ci

(1 Cop[z] + Cy p2+tu[z] +...=0,

ot les C sont des constantes, tandis que les « sont des enliers po-
sitifs, puisque 'on peut toujours multiplier le premier membre
de (1) par une puissance de p.

Désignons maintenant par f(r) le polynome

J(r)=Cora—4 Cyratop, ..,
car nous verrons plus loin que la relation (1) ne contient ¢u’un
nombre fini de termes (9), et posons
P = f(p).
La condition (1) s’¢erit

T2 J".l".—'n
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et entraine diverses sujétions entre :

les coordonnées du point x;
les coefficients de polynome f(+);
la substitution n-aire p.

Je me propose d’étudier ces sujélions.

9. On sait (Frobenius, p. 26) que toute n-aire p satisfait a une
équation de degré minimum

Y(p)=o,

ou le polynome 4(r), de degré noSn, a l'expression construite
plus loin (21). Posons

Q=4¢(p);
la n-aire ) sera identiquement zéro et, pour tout point xr, ou a

Qlz] = er+eplr)+...+ en,po[z| = o,

Y(ry=es+er—+...4 ey (en, 5 0).

De plus, pour toul entier 5 non négatif, on a

r° =Z p* L,
T

T=O0y 0y o0y Ry—1; Lot = conslt.
Tout point p?[z], 7> 0, dépend donce linéairement des n, points
L
) z, ple), ..., pr-ilx).
Yassons aux points p °[x], 5 > o0, ¢’est-d-dire aux points
w%|x] ol m=p-L
Dans le polynome 4 () on a ¢,3£ o, car, autrement, on pourrait
diviser F( p) par p, car | p| Z o, el 'équation 4(p) = o aurait son

degré inféricur & ny, ce que nous cxcluons.
Posons
Yir)y=e,+r=(r. TUr) =y Cal ...
Ona

o=gi(pr=e,E 4+ pzip),

I étant la n-atre anité.
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Enfin

]
w=pl=— ?n(p).
0
Les points w®[ ] dépendent encore linéairement des n, points (1).
Le présent raisonnement montre que :
I. La droite z du n° 6 a un degré fini, égal ou inférieur & n,;

II. Le premier membre de la relation (1) du n® 8 contient un
nombre fini de termes.

Je suis maintenant & méme d’étudier les conditions (8)
Pl[z]=o, P = f(p),

J(r) étant un polynome.

10. Désignons par des minuscules grecques des polynomes
a(r), p(r), v(r),
el par des majuscules latines
A=a(p), B=p(p), C=x(p) ...

les n-aires correspondantes, fonctions entiéres de la n-aire p.

A, B, ... sont échangeables entre elles et tous les calculs de
multiplication et d’addition se font suivant les régles de I'Algebre
élémentaire, comme les calculs analogues sur les polynomes a(r'),

3(r)y oe--

Lemve I. — 8¢

((ry=a(r)k(r)y e Blz]=o,
on a aussi
C[x| = 0.
En effet
= AB, Clz|=AB|x] = 0.

Ainsi la condition
Clr|=o

est une conséquence de la relation

Blx| e o.
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Supposons que 3(r) a un degré supéricur ou égala celui de a(r).
Divisons § par a; nommons w(r) le quotient ct () le reste,

L(ry=w(r)a(r)+e(r).
Levve U, — Les deux relations
Afle)=0 et Bl.r|=o,

st elles coexistent, ont pour conséquence la relation

R{2z]=o.
On a, en clle,

B=PA+R et o=DBle]=PA+R)r|=PAlr] = R[r] = R|r),

car

PAlz]=0 (lemme T).
On peuat recommencer le raisonnement sur les deux relations
Alr]=o0 et R[.r] et sur les deux polynomes a(r) et o(s). On
continuera jusqu’a ce qu’on parvienne au plus grand commun di-
viseur ¢ () de a(r) ct B(r).

Cororrame. — Les denx relations M| x]=o et Bl.r]==o, si

elles coexistent, sont conséquences de la relation unique
l)l’.l'-l = 0.

in cflet, on vient de voir (lemmell) que D|2]=0. Or A == LD
ct B =MD, si 2 =128, % == ug, ct lc raisonnement s’achéve par le
corollaire du lemme 1.

11. Soient a, 3, %, ... divers polynomes cn r et o(7) leur plus

grand commun diviscur.

Tuionime. — Les relations \|x]== o, Blx]=0, Cle]=0,...
sont, st elles coexistent, conséquences de la relation wnique

|)|l|:: 0.

La  proposition  découle  immédiatement du corollaive du
lemme I Remarquons par contre deux choses.

Dabord, dans L présente théorie il est licite, enverta da n ),
dinteaduire sealement des polvnomes 2 5000 de degrd T,

ceal ow mtéricar aon, ().
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En second lieu le théoréme ne serait pas infirmé si les relations
A[z]=o0, B[z] =0, ... étaient en nombre illimité ou méme

infini.
12. Reprenons (9) I'équation
¥(p)=o

de degré minimum a laquelle satisfait p.
Soient un point z de 'espace et une droite z, qui part de z.
On a (8, in fine) des relations en nombre illimité

(1) Pi[2] = o, Py[z] = o, ciey
P1=F1(P), P,:F,(p), ceay
F(r), Fa(r), ...=polynomes.
On a sirement, pour ce point z la,
Q[z] =0

puisque
Q=4¢(p)=o.

Nommons f(r) le plus grand commun diviseur des divers poly-
nomes F(r) et du polynome ¢ () et écrivons

P =f(p)
Toutes les relations (1) sont conséquences de la relation unigue
P[z]=o.

Dés lovs notre probléme se décompose en deux problémes réci-
proques NAe B

A. Aprésavoir choisi, parmi les diviseurs du polynome §(r),
le polynome f(r) de degré h, trouver & quelles conditions doct
satisfaire un point x pour que l’on it

Plz|=o, P=/f(p)

sans avoir, pour ce méme point .r, pour un autre divisewr f, de
L(y
(1)

Py[z] = o, Py=fi(p),

@ moins que le diviseur fi ne soit divisible par f.
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B. Un point z étant donné, trouver parmi les diviscurs
Vir . é mini ,
de 4(r) un polynome f(r) de degré minimum h, tel que Uon

att
Plz] =o, P = f(p).

La solution du probléme B est exempte d’ambiguité : si I'on
trouvait deux diviseurs f et f, du méme degré A, ils ne sauraient
éure distincts, car leur plus grand commun diviseur aurait aussi le
degré h.

13. Passons a la construction des droites z (6). Une pareille
droite est connue dés qu'on posséde le point z dont elle est issue.

Donnons-nous un point z et introduisons la suite E (6). Le pro-
bi¢me B, unc fois résolu, donne un polynome de degré &

f(ry=co+crr—+...+cprh
diviseur de ¥(r). Entre des points de la suite Z existe la relation
o=Plzr|=cr+c plx]+...4+crpt|z)

qui permet d’exprimer, de proche en proche, tous les points de =
linéairement a I'aide des & points

z, plx), ..., pt-i[z].

Ces derniers points eux-mémes sont d’ailleurs linéairement dis-
tincts, car si l’on avait par exemple

o=Pz]=c)x +...4+cwpt x|, I<h,

le polynome f(r) fourni par la solution du problé¢me B ne serait
pas de degré minimum, ce qui est contre Phypothésc.

Donc le degré h du polynome f(r) est précisément aussi le
degré de la droite z issue du point .

Réciproquement, donnons-nous A ct cherchons les droites z
qui ont ce degré, ou, ce qui revient au méme, les points ., ori-
gines de ces droites .

Parmi les diviseurs, de degré i, que posséde le polynome 4 (r),
choisissons f(r). Le probléme R, supposé résolu, donue tous les
points & cherchés,
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On a toutes les x, en passant en revue les degrés o ct, pour
chaque /i, les différents diviscurs de & (r) qui ont ce degré.
Il est évident que & ne peut dépasser le degré ny, de L(r).
:
Enovésumé @ s Llon sait résoudre les problémes A et %, on

saura construire toutes les drodtes x.

1t Unce droite fondamentale d,,, de degré m, est unc collee-
. - . — A QU
tion (7) de droites vy de degreé /i) avee m :Z/L.

Donnons-nous m ct cherchons tous les systémes d’cntiers posi-

tifs 2 tels que

N\ \
m = 8 h, < ny, ny= degré de &(r).

On n'a qqu'un nombre limité de systémes.
Les /i une fois choisis, on construira, comme il vient d’étre dit,

les droites .« dont la collection constitue d,,.

La conclusion est celle-ci @ la construction des droites fonda-
mentales se raméne a la construction des droites x, ¢’est-a-dire
. . N g
& la résolution des problemes A et 8.

C’est ce dont on va s’occuper, aprés une discussion préalable
d’algébre élémentaire que voicl.

15. Considérons deux suites K et 7 de % quantités chacune,

rangées par ordre croissant d’indices
K Ko, Ki, oony Kgooony Koo,
Z %1, 52, DR} EE-?) eeey B

Supposons les 27 quantités K4 et 5, lides par les % équations Q

I

Koz +.. .+ Kgzopy--...+ Ky my=o,

\ Kozst.o o+ Kpzppo+...+ Ky 223,=o,
Q evennnn e BN
Ky2), 1+ K,;3,=o0,
Ky3)=o.

Prenant suceessivement pour inconnues soit Ies 3, soit les K ona
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les deux matrices % — aires
Ko Ky Ks K3 . Ky Ky

(] KO K; Kg ) K)\_g
(4] Ko K| . ceee K)‘_a

K=
Ky K,
o o K,
ct
3 J2 33 3y eie  Bp-y Byl I
32 %3 Sy .. Z)-a Bhot ), o
e e e Z)—1 ) 0 0
3)-1 3, 0 0 ... o )
3, ) . 0

Dans K, la g-i¢tme colonne contient les coefficients que posside
dans le systéme Q I'inconnue 54,,. Dans Z, la a-i¢me colonnc cst
celle des coefficients que posséde, dans Q, Pinconnue K,_,.

16. Discutons la facon dont le systéme Q détermine les incon-
nues 3,. On s’assure aisément de ce qui suit.

Si K, o, toutes les 54 sont nulles. Si K=o, mais K;5£ o,
I'inconnue 5, ne figure plus dans Q et reste arbitraire, mais les
A — 1 autres inconnues sont nulles.

En général : si la suite K débute exactement par s séros, s <,
K0=K1=...=K6-.|=0, Ks# o,
alors les o premiéres inconnues s, ..., 34 ne figurent plus
dans Q et restent arbitraires, tandis que les s — s dernicres
I3y SG+2 eeey S

sont des séros.

La suite Z s¢ lermine pav A -— = zéros aw moins, car le systéme Q
ne nous apprend vien sur les valeurs de 3¢, .., Sg L est sauslal

indépendamment elles.
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17. Etudions la fagon dont le systéme Q détermine les A incon-
nues K. Une discussion analogue & celle ci-dessus montre ce qui
suit :

Si la suite L se termine exactement par ). — s zéros
H=H4=...=hgt1=0, Fg#0,
alors la suite K débute par s séros au moins
Kio=Ki=...=Kg-1=0,
tandis que les h— = derniers termes de la suite
Kg, Kgvi, .oy K
ne figurent plus dans Q et restent indétermunées.

Les équations Q ne nous apprennent plus rien sur les valeurs
de Kq, ooy Kl_‘.

18. Pour résoudre les problemes X et B (12), je supposerai
(ce qui ne restreint en rien la généralité) la n — aire p, de déter-
minant |p |20, ramenée a l'expression ¢)pique dont jai fait

. ' g
usage ailleurs (') déja.
Supposons la fonction caractéristique

¢(r)=|rE—p|

de p, ow E cstla n— aire unité, décomposée en ses Elementar-
teiler ou successifs

o(r) =H(r — I, n =2 X,

{ élant une racine de I'équation caractéristique W, () =o.
Au successif (1r— ()* correspondent :

1° Une matrice partielle ou composante i — aive 1.5 2% 23 va-
riables 5, et wy f2 =1, 2, ..., %} choisies parmi les 2 n variables .r;
eLuj )J=1,2,..., N4

(1) Sur les connexes lineaires dans Uespuce a n -1 dimensions (Comptes
rendus du g mai 1qgo}). -- Sur les formes miztes ( 1nnales de UUniversité de
Iyon, 1903) @ premicree Partic du Mémoaire.
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Nommons 7 (s) un symbole, tel que

x(s)=o0,  pour s négatif, s<o,
x(s) =1, pour s positif ou nul, s2o.

La forme bilinéaire L(5; w) est (3)

L(z; w) =2 Wa By +2w¢za+,~/_(7\—l —a).
a «

Dans chaque composante L les variables z4, par exemple, sont
rangées dans un ordre déterminé.
L’expression typique est, pour la n — aire p,

p(z; u)=2L(z; w),

2 s’étendant aux diverses composantes L.

Je range dans un méme hypersystéme (1) les diverses compo-
santes ou le / est égal & une méme racine distincte de I'équation
caractéristique.

19. Reprenons le polynome f(r) et la n—aire P = f(p).
déja considérés plus haut (problémes A et ”) Puisque, dans
I'expression typique, p :2 L,ouna

p =f(P)=2A, A= f(L).

Les relations P[x]=o se traduisent, sur les variables 5, de la
composante L, par les relations

Alz]=o,
qu’on a a étudier.
20. On peut écrire
. =IlE+ 8,
otlan—aireS est, fa=1,2, ..., Al
S =34 Garf(h—1—2)],

tandis que I est la n—aire unité. De plus St=o.
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Un calcul simple montre que

A= f(L)= f(IE+ S)=EK,S:,
1
1 def(l)

&=0,1, ..,,)\—l, K‘=E ol

Les conditions A[ 5] = o s’écrivent

Al 34] =ZK,za+,x()\—a—g) fa=1,2, ..., A,
[
puisque
Se=|2a  sargy(A—&—2)|

On est conduit entre les 2 quantités K et 5, précisément au
systéme Q déja étudié (15, 16, 17).

21. Coostruisons le polynome ¢(r), de degré n,, tel que
Y(p) = o soit I'équation de degré minimum a laquelle satisfait p.

Frobenius (p. 26) enseigne a construire §(r). Voici la régle,
traduite dans la terminologie actuelle.

Nommons, pour I'hypersystetme (), %, I'ordre maximum des
composantes L, . S,. Il viendra

pr=e = ne=,

la somme et le produit s’élendant aux divers hypersystémes (/)
de p.
Je dirai que dans un hypersystéme (/) une composante L est
principale, si l'ordre ) de L est précisément égal au maximum ).
Un polynome f(r), de degré h, diviseur de §(r), est évidemment

VOET | [CE TR
0= s

L’exposant ., que posséde dans f(r) le facteur r—1, ne peut
dépasser Uordre ) d’une composante principale dans U hyper-
systeme ().

22. On a vu (20) que, dans unc méme composante L, les 54 ¢t
les Ky sont liées par le systéme Q.
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Supposons que :
la suite K débute par = zéros
Ki=...= K¢y =o, K: 5 o}

la suite Z se termine par A — 5 zéros

2

ZgFE 0y, Bgpf=...= =

Si I’on se donne = (cas dun® 16) la suite Z se termine par X — = zé-
ros au moins; parsuile \—3Sh—g¢, 29, s =17 —¢, ¢ étant un
entier non négatif.

Si I'on se donne g (cas du n° 17), la suite K débute par = zéros
au moins, ¢S5 et encore ¢ =75 —¢.

Donc la formule ¢ =x—¢ est générale, 3 condition bien
entendu que s, oS

23. Comme (20)

1(6,=L‘%2” et f(;-)=H(,-—1)y‘,

on a
T=:J. S1 y.i)\,

=M\ si w>2;
ce u’on exprime par la formule unique
(v) t=p+(A—p)g(p—>n),

7.(s)=o0 ou 1 suivant que s < 0 ou s2o.
Si I'on a affaive & une composante principale (21, in fine) n <
et = = 1. Enfin, pour une composante principale, il vient (22)

(2) T=p=0-+E¢.
Probleme .
24. Le polynome
s=le—oe =X

une fois choisi, on posséde les exposants u, ainsi que les quantités
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el le nombre <, du n° 23,

T=p+A—p)s(e—2).

Parmi les ) inconnues 54, les A— ¢ derniéres sont nulles, les
s premiéres arbitraires (cas du n° 16). Enfin 6 =< —¢, ¢ = non
négatif.

Pour une composante principale t =y, ¢ = u —.

La solution du probléme A se formule ainsi : aprés avoir choisi

le polynome
f(l‘):H(l‘—l)P‘, Il=2p,,

c'est-a-dire l’exposant p. afférent & chaque hypersystéme (1),
on annule, dans la composante \ — aire L de (1), les

(o) A—xs=2A—{p+Q—p)z(p—M =R —p)1—7(p—=2)
derniéres variables z4, en laissant aux
(1) T=p+ (A= p)(p—>)

premiéres des valeurs quelconques.

23. La solution du probléme A ainsi énoncée répond-elle a
I’énoncé du probléme donné au n° 12? Autrement dit : existe-L-il,
pour le méme point z (ou les mémes s,), un autre polynome, non

divisible par f(r),
f.(l‘) =l_I(I'-—- l)l“'l’

tel que (avec des notalions faciles & comprendre) on ait encore
AMlz] =0, A= fi(p)?

Non, tant que les 54, non forcément nulles, conservent des va-
leurs quelconques. Voici comment on s’en assure.

Puisque f(r) ne divise pas f,(r), on trouvera au moins un
hypersystéme (/) dans lequel p,<p ou py=pu—10, ) =enticr
positif. Prenons unc composante principale L de cct hyper-
systéme (4. On aura & la fois & teniv compte de A et de A,.
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Tenons comple de A. Sont forcément nulles les 2 —s =% —u
derniéres 34. Les u premiéres conservant des valeurs quelconques,
on fera

(1) 31, B ..., FpFoO; Fpr = =B = 0.

Tenons comple de A,. La formule (2) du n® 23 donne, avec des
nolations faciles a comprendre,

o=p—a=p—0—¢, 2o

On doit faire z5+1=0, ce qui est contraire & (1), car
pSu—0—e 1.

On peut se demander si le raisonnement subsiste en particula-
rvisant les 54 arbitraires. Cela revient a se donner les 5, et 'on est
ramené au probléme .

Probléme .

26. Donnons-nous le point z, c’est-d-dire les 4, et cherchons
a construire le polynome f(r), de degré minimum, c’est-d-dire a
calculer les exposants u.

Supposons que dans la composante A — aire L on ait

Sg# 0, BG+1=...= Z) =0,

c’est-a-dire que la suile Z se termine par A — 5 zéros. On posséde
le nombre = puisqu’on posséde les 5,. On a (n° 24)

T=0+c

ct, comme f(r) est divisible par (rr— I)7, f(r) est divisible par
(r — 1)7*s, Donc:
TR

Nommons ¢, le maximum des nombres s pour les différentes com-
posantes L de I'hypersystéme ({). On a w2 5,. Comme f(r) doit
avoir le degré minimum, on fera & = 5,. Bien entendu, le @ ainsi
calculé doit ¢tre w Sk, 2, = ordre maximum des composantes L
de ().

Dailleurs, comme 0 £ 5 Sh. 5$5,, A< by, la condition u = 7,€ 7,
peut étre satisfaite.

XXX 13
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La solution du probléme B se formule donc ainsi : quand on
se donne le point x, c'est-a-dire, pour chaque composante
L — aire L de Uhypersystéme (1), les valeurs de 34, on posséde
le nombre s tel que

Zg# 0, Bg41=...= 3) =0,

nommons ¢, le maximum des ¢ pour les différentes L de (l);
Uexposant du facteur r — ldansle polynome f(r) sera préci-
sément p.=g,.

Pour un point z pris au hasard dans I'espace, aucune des 3,
n'est zéro; ¢ =\, 5y = k¢, f(7') se confond avec ¢(r).

27. Appliquons la méthode, qui vient d’éire exposée, a con-
struire les points fondamentaux de p, c'est-a-dire les droites fon-
damentales d, de degré 1 (n°* 2 et 3).

Ona m=1. d, conlient une seule droite z de degré b =1. Le
polynome f(r) est de degré 1. L’exposant . est zéro pour tous les
hypersystémes, sauf un, ({) par exemple. Pour (), p==1.

Prenons une composante A —aire L de I'hypersysttme (Z),
I'41. On a p=o. La formule (o) du n° 24 (probléme X) montre
qu’il faut annuler les ) derniéres 54, c’esl-a-dire les annuler toutes.

Supposons, au contraire, que L est dans 'hypersysteme ().
Alors p=1.

Si h>1, larégle di n° 24 (probléme A) montre que 'on doit
faire

3y = arbiuwr,, Ry=33=,..=35)=0.

Si A =1, 5, unique variable z,, doit rester arbitraire.
) a
Tout cela est d’accord avee la régle que jai déji donnée dans
ma Note aux Comptes rendus du g mai 19o4.



