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SUR LES DROITES FONDAMENTALES DANS LES COLLINÉATIONS
DE L'ESPACE A n—i DIMENSIONS;

Par M. LÉON AuTOitjNE.

Si Von considère 2/1 variables Xi et u^ \ i = i , 2, . . . , n \ comme
les coordonnées homogènes d'un point x, ou d\in plan u, dans un
espace à /i — i dimensions) la substitution linéaire /i-aire,
iy==i, 2,..., n\

p == Xi ^^Pij^j = 1 ̂  P{xt} 11

/

de déterminant j ^ l ^ o , est une coHinéalion. Le point /?[.2*J,
ayant les/^[;r/] pour coordonnées, est le point-image par la col-
lin éation p du po i n t x.

On a, comme on sait, un point fondamental «r, si x et p[^}
coïncident. Une définition analogue donne les plans fondamentaux.

Mettant à profit quelques indications données, d'après Weîer-
sirass, par M. Frobenius, dans son Mémoire Ueber lineare Substi-
tutionen und bilineare Formen (J, f. r. u. a. M., t. LXXXIV),
j'ai pu ( ') mettre/? sous une expression typique simple, grâce à
laquelle les points ou plans fondamentaux s'obtiennent par une
règle générale facile.

Toutes ces théories peuvent recevoir de Feitension.
Appliquant au cas de n — i dimensions la terminologie de

l'espace ordinaire, n == 4? on dira qu'une droite dm, de degré m
et de classe n—m, est Pinterseclion de n—m plans, dm est
aussi le lieu des points x, qui dépendent linéairement de m points
donnés hg^ ( ^ = = 1 , 2 , . . . , m|, m<n,

îVi^^^tgbffi ^= param. variable.
s

Un, point est une rfi. Un plan est une rfw-i.

( 1 ) Sur le connexe linéaire dans l'espace an—i dimensions (Comptes
rendus, 9 mai 1904). — Sûr les formes mixtes {Annales de V Université de Lyon,
IQOÔ, I~ Partie).



— 173 —

Une droite d^ sera fondamentale pour la collinéalion p, si dm
est invariante par/?, autrement dit : dm est le lieu, à la fois, du
point x et du point p\^x\.

Le travail ci-après résout complètement le problème relatif à la
construction des droites fondamentales. On fait encore usage de
la forme typique de p.

La règle est analogue à celle qui a élé donnée déjà pour les
points et plans fondamentaux, mais, bien entendu, un peu plus
compliquée.

1. Dans un espace a n— i dimensions prenons

(y=i, %, ..., /(),

un point x par ses n coordon- un plan u par ses n coordon-
nées homogènes a*y, coordon- nées homogènos //y, coordon-
nées ponctuelles ; nées pla flaires,

m points bg (m^/i) sont dits linéairement distincts ou indé-
pendants, si Fon ne peut satisfaire aux relations

( o ^ ^^y==0
j^= i, a, ..., m\
\ j = i , % , . . . , / < (

qu^en égalant tous les tg à zéro, les bgj étant les coordonnées du
point bg. Il faut et il suffit évidemment pour cela que le tcihicau
ii m lignes et a n colonnes

b\

h=\h^\ Ugi

bm\

1}^

ail son rang maximum m.
Si au contraire on peut satisfaire aux relations (o) sans annuler

tous les /^, il y aura, entre les m points 6^, une dépendance
linéaire.

2. Considérons m points bg linéairement distincts et /// para-
XXXII I . 1 * 2
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mètres variables ty. Le lien (lu point x Ici que

xj^^t8bKj

sera,y?a/' définition^ une droite dn^ de de^ré m.
On peut dire aussi que le point *r est sur rinlerscction de

/?.—m plans et que la droite d,n a pour degré m et pour classe le
nombre n — m.

Un point est une droite â?i de degré i et de classe n—i. Un
plan est une droite dn_\ de degré n — i et de classe i.

3. Désignons, ce qui ne peut faire ambiguïté, par une même
lettre p :

I. Une matrice /i-aire

/Pli ... Pin \

P^lPu]^^ : : f [ t ,y=i, 2, ..../i;;
\ Pnl • • • Pnn }

II. Une forme bilinéairc

P(X\ u)=^pfjUiVj.

if

III. Une collinéalion ou substitution linéaire

p =: x, ^ p^Xj = | Xi p | X{ \ |;

/

JY'cnrai plus simplement

p=\x /^Ml

et je dirai que le point ̂ |^] avant pour coordonnées les

/^|=-^^./-y,

/

est le trunsfoniK'1 ou l'///^/^ |)<«r /f du point ^•.
l^ér|uatioii svmix^licluc

/^|.r|^n
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sera, par définition, équivalente aux n équations

P^i} ^^ya'y==o-
/

4. Prenons une substitution/? de déterminant [ ^ j ^o . On sait
qu'un point .r, ou un plan M, est fondamental si son image par p
se confond avec lui-même.

p[x\=^x ou p[u]==çu.

Le point fondamental x est invariant par rapport à p . En vertu de
la relation

p;r—/?|>]=o,

on voit qu^il y a dépendance linéaire (1) entre les deux points x
et p[x].

Je me propose de généraliser cette notion de point fondamental.

8. Une droite dm de degré m sera. fondamentale pour la substi-
tution linéaire /i-aire /?, si dm est invariante vis-à-vis de p.
Autrement dit p ne fait que permuter entre eux les différents
points de d,n.

La construction des fondamentales dm est le principal objet du
présent travail.

6. Considérons une dm- Elle est définie par m quelconques de
ses points, pourvu qu^ils soient linéairement indépendants. Réci-
proquement une dm ne peut contenir plus de m points linéairement
indépendants ou distincts.

Prenons maintenant la suite indéfinie de points

(S) /^M» <T=—X, ..., —I , 0, I, 2, ..., X.

Je montrerai plus loin (9) qu^ils sont tous situes sur une droite a*,
de (le^ré Jinih.

Il y aura entre différents points de la suite des dé pend an ces
linéaires, de façon une la suite contient seulement h points
lineai mncnt (lislincts.

llnf droite ./• csl rvideninicnl londiiincnlalc.
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7. Soîl maintenant une fondamentale dm quelconque. Si dm
contient Je point x^ elle contient évidemment toute la droite x^
qui compte pour A points linéairement distincts. d,n est évi-

demment une collection de droites x et l'on a

m^h.
Notre problème revient donc à la construction des droiles *r, de

degré A.

8. Prenons un polynôme

f(r)= Co-+- cif +Cî 7-2 +..., Co, ci» . . .==const.

Frobenius (p. 9 du Mémoire cité) appelle ^expression

Co+CiJO+Cï/?1-!-...,

fonction entière de la matrice n-aire p et désigne celle expres-
sion par /(/?).

Puisque dans la suite des points

(2) P^W

il n'y a que h points linéairement distincts (6), c'est qu'entre dif-
férents points de la suite H existent des relations telles que celle-ci

(0 Co/?aM+Cl/^û4;r^+...==o,

où les G sont des constantes, tandis que les a sont des entiers po-
sitifs, puisque l'on peut toujours multiplier le premier membre
de (i) par une puissance de p.

Désignons maintenant par f{r) le polynôme

/(r)=Co/-»4-Ci^-H»<^-...,

car nous VCATOIIS plus loin que la relation (i) ne contient qu'un
nombre Uni de termes (9), et posons

^^./'(P)'
Lu condition (i) s'ccril

^. r | .r | -<.
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et entraîne diverses sujétions entre :

les coordonnées da point x\
les coefficients de polynôme /(/');
la substitution /î-aire/?.

Je me propose d^ludier ces sujétions.

9. On sait (Frobenius, p. 2()) que toute /i-aire /^satisfait à une
équation de degré minimum

^(^)=0,

où le polynôme '^(/*)» de de^ré n^n^ a l'expression construite
plus loin (21). Posons

Q = < K ^ ) ;
la /i-aire Q sera identiquement zéro cl, pour tout point .r, on a

QM = e^v-^-e^p[x\ -+-... -4- e^p'^^x} === o,
<(/(r) = eft-^-<îl/<-4-...4-<?„./• / /o (en.^o).

De ()lus, pour tout entier 7 non nég'atiT, on a

^=^TL^
T

T = = 0 , l , . . . , / < u — « î I-(T-C= COlISl.

Tout point/^[jc], 7^0, dépend donc linéairement des /?o points
n

(i) ^, p[.r), ..., p'^\3'\.

laissons aux poinis /> (T[•^]> 7 > o, c^cst-à-dirc aux |)oinls

TO^I.CJ OÙ T î T = = / ^ - 1 .

Dans le polynôme ^(/*) on a e^yé. o, car, autrement, on pourrait
diviser '^(/^) par/?, car |/^ | ̂  o, et l'équation ̂ {p) === <» aurait son
degré inférieur à /io» ce que nous excluons.

Posons
(!/(;•) == (•,,-h7'z(r). T( /•) == /'i-(- r^/' -h....

On a
o —, ^('/n = ̂ K -r- pT^ p ) ,

1^ élaiit Icj //-aire unit(\
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Enfin

OT==^- i=— —W(/?) .
^0

Les points ̂ [a'j dépendent encore linéairement des /io points (i).
Le présent raisonnement montre que :

I. La droite x du n° 6 a un degré fini, égal ou inférieur à n^\

II. Le premier membre de la relation (i) du n° 8 contient un
nombre fini de termes.

Je suis maintenant à même d'étudier les conditions (8)

PM=o, P ==/(/>),
y(r) étant un polynôme.

10. Désignons par des minuscules grecques des polynômes

^•), ?(r), Y(r), . . .

et par des majuscules latines

A=a( /? ) , B=^), C = Y ( ^ ) ,

les /i-aires correspondantes, fonctions entières de la /i-aire/?.
A, B, . . . sont échangeables entre elles et tous les calculs de

multiplication et d'addition se font suivant les règles de l'Algèbre
élémentaire, comme les calculs analogues sur les polynômes a(r),
?(/•),....

LEMME I. — Si

Y ( / - ) = = a ( / ' ) ^ ( ^ et B|>]==o,

on a aussi
C[x\ ===0.

En effet
( ;=AH, C[A- |=AH|. rJ=o.

Ainsi Ici condition
<:M^o

est une conséquence de Ici relation

\^\X\ W 0.
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Supposons (lue p(/') a un degré supérieur ou égala celui de a(/').
Divisons (3 par a; nommons w(/') le quotient cl ?(/•) le reste,

^( / • )=CT(7-)a(7- )+?( / • ) .

LEMMIÎ II. — Les deux relations

A|\r|=o et |î [ ./• )-.== o,

si elles coexistent, ont pour conséquence la relation

K[.r]=o.
On a, en cnct,

B = PA -h H et o = n|.rj = ( PA -^ H)i.r| = PA |.r| -i- ]< [.rj = K|.r],

car
PA| .r [ = <» ( 1cm me 1 ) .

On pcul recomilicncer le raisonnement sur les deux relalions
A[./ ' ]==o et H[^'] (ît sur les (Jeux polynômes a(/ ') et o ( / - ) . On
continuera jusqu'à ce qu'on parvienne au plus grand commun di-
viseur o( / - ) de a(/') et (i^/*).

CoROLLAm-;. — Les deux relations A [.r] === o et 1î[.r1 == o, si
elles coexistent) sont conséquences de la relation unique
D[./-1==o.

En enct, on vient de voir (IcmmcII ) que l)|;z*'] == o. Or A :--^ 1.1)
et B --= Ml), si a == ÀÔ, p =-= [JLO, et le raisonnement s'achève par le
corollaire du lemme I.

1 1 . Soient a, ^, y, . .. divers polynômes en /• cl o(/-) leur plus
grand commun diviseur.

Tm':on KMK. — Les relations A | ;r 1 r:r= o, li| .r 1 == o, ( ',1 ^:] ̂ -= o, ...
sonty si elles coexistent, conséquences de la relation unique
b|./•)==<».

La proposilion découle immédiaicmcnt du corollaire du
IcmiiK' II. hcinarquons pîir ronirc deux clioscs.

D'abord, dans la présente llléonr. il rsl iicilc. en vcrhi <lii n0^,
d iiil rodiiirr scuicmciil drs | » < > 1 \ IIOIIK'-» y., ^, - ,. . . de dc^rr linulc.
<'^<d ou inl<'ri<'ur ,'( //., (<.) ).
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En second lien le théorème ne serait pas infirmé si les relations
A[.z*]==o, B[^]==o, ... étaient en nombre illimité ou même
iniini.

12. Reprenons (9) Inéquation

<K/? )==o
de degré minimum à laquelle satisfait/?.

Soient un point x de l'espace et une droite x^ qui part de x.
On a (8, in fine) des relations en nombre illimité

(1) PiM==o, Pî[.r]=o,

Pt=^i(p). \\=^^P\ ...,
F(/*), Fj(r), .. .== pol}'nomes.

On a sûrement, pour ce point x là,

Q[^J==o
puisque

Q = < K ^ ) = o .

Nommons /(/*) le plus grand commun diviseur des divers poly-
nômes F(/') et du polynôme ^(/') et écrivons

P=/(/^

Toutes les relations (i) sont conséquences de la relation unique

P[a?j=o.

Dès lors notre problème se décompose en deux problèmes réci-
proques 3t et JO.

51. Après avoir choisi, parmi les diviseurs du polynôme A (/•),
le polynôme f(r) de degré A, trouver à quelles conditions doit
satisfaire un point x pour que l^on ait

1 * 1 ^ 1 = 0 , P=/(7^

sans avoir y pour ce même point .r, pour un autre diviseur j\ de
W

r,[^j.-:.,, r,-=/i(/-;,

à moins ifiie lu dwwnir f\ iw auil divisible, /«if /'.
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JB. Un point x étant donné, trouver parmi les diviseurs
de A(/') un polynôme f(r) de degré minimum A, tel que l'on
ait

P[.r]==o, P=f(p).

La solution du problème S est exemple (Tambiguïté : si l'on
trouvait deux diviseurs f et f^ du même degré A, ils ne sauraient
être distincts, car leur plus grand commun diviseur aurait aussi le
degré A.

13. Passons à la construction des droites x (6). Une pareille
droite est connue des qu'on possède le point x dont elle est issue.

Donnons-nous un point x et introduisons la suite H (6). Le pro-
blème S, une fois résolu, donne un polynôme de degré II

/(/•) =Cy-^-c•l7 l-^...-^-C^/• / ^

diviseur de ^(/*). Entre des points de la suite S existe la relation

o = \){x\ == CQX 4- Cip[x] 4-. ..-l- C|^plt[x\

qui permet d'exprimer, de proche en proche, tous les points de 3
linéairement à l'aide des II points

x, p[x\, ..., /^-ï[a*|.

Ces derniers points eux-mêmes sont d'ailleurs linéairement dis-
tincts, car si l'on avait par exemple

o = P'M = c'^x -+....+ c^p^'\x\, h'< A,

le polynôme/(/•) fourni par la solution du problème Ht ne serait
pas de degré minimum, ce qui est contre rinpolhèsc.

Donc le degré h du polynôme /(/') est précisément aussi le

degré de la droite x issue du point x.
Réciproquement, donnons-nous II et cherchons les droites x

qui ont ce degré, ou, ce qui revient au même, les points ./', ori-

gines de ces droites ./'.
Purmi les diviseurs, de degré //, que possède le polynôme '^(/'),

choisissons f ( r ) . Le problème -5l, suppose résolu, donne tous le^
poinis ji' eherehé>.
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On a toutes les x, en passant en revue les degrés h et, pour
chaque //, les didérents diviseurs de ^(/') qui oui ee de<»ré.

II ('si évident que h ne peut dépasser le degré n^ de •^(/•).

Lu résumé : si l'on sait résoudre les ffrohinnes /3l et ÎK o/^

saura c o n s f r i f i r e toutes les droites x.

1 i. Une droite fondamentale d,n, de degré //?, est une collec-

tion ( 1 } de droites .r, de degré //, avec m==VA.

Donnons-nous /// et cherchons tous les systèmes d'entiers posi-
t i fs // tels ( jue

m ==^ //' ^^^o, ^(>== degré de ^ { r ) .

On n'a (pi\in nombre limité de systèmes.
Les // une fois clioi'sis, on construira, comme S J vient d'être dit,

les droites ./• dont la collection constitue d,n.

La conclusion est celle-ci : la construction des droites fonda-

mentales se ramène à la construction des droites x^ c'est-à-dire
à la résolution des problèmes 2i ci Ï3.

C est ce dont on va s'occuper, après une discussion préalable
d'algèbre élémentaire que voici.

15. Considérons deux suites K. et Z de À quantités chacune,
rangées par ordre croissant d'indices

K Ko, !<„ . . . , K^, . . . . K)_i ,
z s^ s•^ • • • , ïy., . . . , S\.

Supposons Jes 2Â quantités K^ et z^ liées par les À équations Û

j Ko ,^i — ... + K^ z^i -i-... 4- K)-i £\ == o,

\ Ko Z-i -T- . . . -h K^r îy^ -4- . . . -4- K),-2 ̂ À == 0,
n

j K O ^ X i-+- K I ^ = = o,
I. KO^X^O.

l'rcnunt succesbivement i)our inconnues boit les Sy soit les K; on a
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les deux matrices À — aires

K=

Ko
0

0

0

0

Ki
Ko
0

0

0

K,
Ki
Ko

• •.

0

K,
K,
K,

. . .

. . .

.

.

•

0

0

K).-,
• • . •

....
Ko

0

Kx-1
K).-»
K)-,

K|
K«

et

Z=

'~ 1

Si

^3

•5'ï iA—1

Z\

^s

^3

• •

^A

n

-*»3

^

• •

0

0

'*•'*

• •

0

... Z\-2

• • • ^)-l

... 0

... 0

•^A --2

-SA 1

-SA

^A— 1

-SA

0

"•'A

0

0

0

0

Dans K, la ^--ième colonne contient les coefficients que possède
dans le système û l'inconnue ̂ -r Dans Z, la a-ième colonne est
celle des coefficients que possède, dans Q, l 'inconnue Ka-r

16. Discutons la façon dont le système Q détermine les incon-
nues ^a* ̂ ll s^assure aisément de ce qui suit.

Si Ko 7^0, toutes les ^a sont nulles. Si Ko==°î maïs K| ̂ /- o,
l'inconnue ^ ne figure plus dans U et reste arbitraire, mais les
\—i autres inconnues sont nulles.

En général : si la suite K débute exactement par 7 zéros, 7 ̂  5.,

Ko = KI =... = K(T-I =o, Kç yé o,

alors les o" premières inconnues ^i, ..., Zy ne Jiyureiit plus
dans Q et restent arbitraires, tandis que les À— 7 dernières

sont des zéros.

La suite Z se lei'mine pur À — T zéros au moins^ car le système iî
ne nous apprend rien sur les valeurs de ^n . . ., ^ç et est salis»t»»it
liKinx'iulimimcnl d^elles.
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17. Etudions la façon dont le système û détermine les X incon-
nues K .̂. Une discussion analogue à celle ci-dessus montre ce qui
suit :

Si la suite Z se termine exactement par \ — <r zéros

^= z\-.t ==...= X<y+i = o, zy^ o,

alors la suite K débute par <r -s^/w au moins

KO == KI ==,..== Kg—l == O»

tandis que les À— T derniers termes de la suite

*^<ji KO-H» • • • » K^—i

ne figurent plus dans Q et restent indéterminées.

Les équations û ne nous apprennent plus rien sur les valeurs
de R<y, ..., K^_|.

18. Pour résoudre les problèmes 3^ et J& (12), je supposerai
(ce qui ne restreint en rien la généralité) la n—aire/?, de déter-
minant |/?|^o, ramenée à ^expression typique dont j'ai fait
usage ailleurs (* ) déjà.

Supposons la fonction caractéristique

9(r)=[rE--^|

de /?, ou E est la n—aire unité, décomposée eu ses Kicmentar-
teiler ou successifs

^(r)=f[(r^l)\ n=j^^

l étant une racine de l'équation caraclérisli(|ue (0, ® (/•)=== o.
Au successif (/•— l)^ correspondent :

1° Une matrice partielle ou coni posante À — aire 1 . ; •<" ^.À va-
riables z^ et \Vy, [a =.: i, a, ..., À J choisies parmi les '.^/i variahles.ry
ctuj ; /==-i , ^, ..., n\.

( ' ) Sur les conite.tcs linéaires deins l'es/MCf (f / i - - i flimensïoHs (Comptes
rc.ndus du <) mdi lî»0'!). - - •S'^/* les for m en nu'.ctcs ( Ift/tafes de t'U/livci'.^Uc de
L}'0fî, iy«u) : I»I'CHH(TC l'arlic du Mciii')ire.
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Nommons ̂ (s) un symbole, tel que

l X(5) = °» P0"1' s négatif, s < o,
( ^ ( ^ ) = = i , pour s positif ou nul, s ^ o.

La forme bilinéaire L(5; çr) est (3)

L(^ ; w ) ==V Wa^x -4-V^a^x-n /(X — i — a).
a a

Dans chaque composante L les variables z^ par exemple, sont
rangées dans un ordre déterminé.

L'expression typique est, pour la n—aireo,

P(X\ M)=^L(<3; W),

s'étendant aux diverses composantes L.2
Je range dans un même hypers}'sterne (l) les diverses compo-

santes où le / est égal à une même racine distincte de l'équation
caractéristique.

19. Reprenons le polynôme f{r) et la n—aire P == f(p)^
déjà considérés plus haut (problèmes Jl et JB(). Puisque, dans

l'expression typique, p ==^ L, on a

P=/(^)=^A, A=/(L).

Les relations P[^*] == o se traduisent, sur les variables Zy. de la
composante L, par les relations

AM=o,

qu'on a à étudier.

20. On peut écrire
L = /E -+- S,

où la n — aire S est, }a == i, 2, . .., À J ,

S = = | ^ a zy,^/A\—\—i.)\,

taudis (|IKÎ K csl la // —aire uiiilé. De plus S^:^ o.
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Un calcul simple montre que

A = /(L) = f(lE 4- S)==^K^,
s

. „ l àff(l)^ = o , l , . . , , X - l , K^^-^.

Les conditions A[<s] == o s'écrivent

M^a^^K^a-^X^--01--^ l^'» ^ • , • • » ^ii
«

puisque
S^==|-sa ^a-^X(^—^—a)l-

On est conduit entre les 2). quantités R^ et <Sa précisément au
système û déjà étudié (15, 16, 17).

21. Construisons le polynôme ^(/ ' ) , de degré /lo? ^1 que
^ ( p ) = o soit l'équation de degré minimum à laquelle satisfait/?.

Frobenius (p. 26) enseigne à construire ^(/'). Voici la règle,
traduite dans la terminologie actuelle.

Nommons, pour Fllypersystème (/), 5^ l'ordre maximum des
composantes L, )^).o- II viendra

^(r)=f[(r^l)\ ^0=^0,

la somme et le produit s'étendant aux divers Lypersystèmes (/)
de p.

Je dirai que dans un hypersystème (/) une composante L est
principale, si Perdre 5. de L est précisément égal au maximum ).o«

Un polynôme/(r), de degré A, diviseur de ^(/'), est évidemment

f(r)=f[(r-l)^ A=^,

0=i P.^0*

L'exposant 'A, que possède deinsf^r) le f fie te in' r—/, ne peut
délasser l'ordre \ d^une composante principale dans rhypcr-
sy s terne (/).

22. On *i vu (20) <|uc, dans une mcmc c()iïi|)(»s<iiil(î fj, les ̂  el
les Ky sont lic<;s ()ar le sysleine i2.
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Supposons que :

la suite K débute par T zéros

K O = = . . . = = K T - I = O , K T ^ O ;

la suite Z se termine par À — y zéros

Sy-^ 0, .Sy.̂  ==...= 3^=0.

Si l'on se donner (cas du n° 16) la suite Z se termine parX _ ? zé-
ros au moins; par suite \—T^Î. — <y, T^(T, T = T — e , e étant un
entier non négatif.

Si l'on se donne T (cas du n° 17), la suite K débute par 7 zéros
au moins, <T^T et encore (T==T—e.

Donc la formule ( T = = = T — e est générale, à condition bien
entendu que T^5., o-^îv.

23. Comme (20)

i o y / d )^-â- et /('•)=n<7-^
on a

T = ;JL si (A S X,
T = X si ( A > X ;

ce qu'on exprime par la formule unique

(i.) ^==^+(A-^)7 . (^ ->0 ,

y (s} = o ou i suivant que s < o ou s^o.
Si l'on a affaire à une composante principale (21, /// fine} ' JL^À

et T == [JL. Enfin, pour une composante principale, il vient (22)

(l) ':==pl== (T-4-£.

Problème 3t.
24. Le polynôme

Ar) =]"[(/• -l)^ ^=^1^

une fois choisi, on possède les exposants ;JL, ainsi que les quuntilés

i ^f(/}
/ ̂  ïT ~7)^~'
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el le nombre T, du n° 23,

T=^-4-(X—^(^->0.

Parmi les 5v inconnues z^ les X—o- dernières sont nulles, les
<r premières arbitraires (cas da n° 16). Enfin <r === T — e, e == non
négatif.

Pour une composante principale T == a, <r === a — s.
La solution du problème 3t se formule ainsi : après a^oir choisi

le polynôme

f(r)=f[(r^l)^ /<=^.

c'est-à-dire /.'exposant y. afférent à chaque hypersysteme (/),
on annule, dans la composante \ — aire L de (/), les

(o) X-^=^-S^+(X- (x )^ ( (x -X) ;= (X-^ )S i - . / . ( ^ - ) . ) !

dernières variables z^ en laissant aux

(1) T== IJ14-(X--(JL)/J^——).)

premières des valeurs quelconques.

23. La solution du problème 51 ainsi énoncée répond-elle a
l'énoncé du problème donné au n° 12? Autrement dit : exisle-t-il,
pour le même point x (ou les mêmes z^'}^ un autre polynôme, non
divisible par/(/•),

/i(^)==JJ(7—^,

tel que (avec des notations faciles à comprendre) on ait encore

Ai | s ]==o , \t=fi(py!

]\on, tant que les z^ non forcément nulles, conservent des va-
leurs quelconques. Voici comment on s'en assure.

Puisque /(/•) ne divise pas /i(/'), on trouvera au moins un
Ilypersystèmc (/) dans lequel p(.i << y. ou [A| == y.—0, 0== entier
positif. Prenons une composante principale L de cet Iijper-
svsirme (/). Ou îiiirîi H la fois u Icnir compte de A et de A( .
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Tenons compte de A. Sont forcément nulles les À — T == \ -— u

dernières z^ Les JJL premières conservant des valeurs quelconques,
on fera

(') ^li ^2î " " > ^{j.7^0; ;5p^_i==. ..==^== o.

Tenons compte de Ai . La formule (2) du n" 23 donne, avec des
noialions faciles à comprendre,

(TI= {Jll--ei== ( A — 0 — £1, £1^0.

On doit faire ^+i==o, ce qui est contraire à (i), car
} J l ^ [ J l — 0 — £ , + I .

On peut se demander si le raisonnement subsiste en particula-
risant les z^ arbitraires. Cela revient à se donner les z^ et l'on est
ramené au problème JB.

Problème JSl.

26. Donnons-nous le point .r, c'est-à-dire les ̂  et cherchons
à construire le polynôme/(/•), de degré minimum, c'est-à-dire à
calculer les exposants [JL.

Supposons que dans la composante X — aire L on ail

Zy ̂  0, Sy^-i ==...== Z\ == 0,

c'est-à-dire que la suite Z se termine par 5..— y zéros. On possède
le nombre T puisqu'on possède les -Sa* Ou a (u° 21)

T = iTH-£

et, comme ,/\/1) est divisible par ( / •— If^ ./*(/*) est divisible par
(,.—/)-T+£. Donc

^7.

Nommons Œo le maximum des nombres T pour les différentes com-
posantes L de l'hjpersjsicme (7). On a [ji^s-y. Comme ./(/") doit
avoir le degré minimum, 011 fera [jL==:3-o. Bien entendu, le y. ainsi
calculé doit être m-^îvo, ^o === ordre maximum des composantes L
de(/).

lyailleurs, comme 0^7$ À. 7'$ 7,,, Â ^ À O , li) eondilion UL s=: 7oéÂo
peut eire s.ilisfîtile.

\x\in. i3
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La solution du problème X? se formule donc ainsi : quand on
se donne le point .r, c'est-à-dire y pour chaque composante
\ — aire L de V hyper système (f), les valeurs de z^ on possède
le nombre 7 tel que

-5(T^O, Zy+t =... ==^=0;

nommons <TO Ie maximum des <r pour les différentes L de (/);
V exposant du facteur r— l dans le polynôme f(r) sera préci-
sément [A= O-o.

Pour un point x pris au hasard dans l'espace, aucune des z-^
n'est zéro; o-=5v, TO=^OÎ/(^) se confond avec ^(/*).

27. Appliquons la méthode, qui vient d'être exposée, à con-
siruire les points fondamentaux de p, c'est-à-dire les droites fon-
damentales di de degré i (n08 2 et 3).

On a m == l. d\ contient une seule droite x de degré h == i. Le
polynome/(/') est de degré i. L'exposant y. est zéro pour tous les
lijpersystèmes, sauf un, (/) par exemple. Pour (/), [JL== i.

Prenons une composante X—aire L de rhypersystcme (/'),
l'^sé l. On a {A == o. La formule (o) du 11° 2i (problème 31) montre
qu'il faut annuler les 5. dernières 5a, c'est-à-dire les annuler loules.

Supposons, au contraire, que L est dans l'iijpersjstèmc (l'}.
Alors y.= i.

Si A > i, la règle du n° 24 (problème 51) montre que l'on doit
faire

^i== îirbilr., ^= 33 ==...= ^== o.

Si À == i, z-i Fumque variable ^a» doit rester arbitraire.
Tout cela est d'accord avec la règle que j'ai dcjîi donnée dans

ma Note aux Comptes relulus du <) mai i ( )<»1.


