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MEMOIRES.

SUR L’INTEGRATION DE CERTAINS SYSTEMES DE PFAFF
DE CARACTERE DEUX;

Par M. ErLie CaArTAN.

Dans un Mémoire inséré tout récemment dans les Annales
scientifiques de U'Ecole Normale supérieure, jai étudié la
question de l'existence dés intégrales d’un systéme d'équations
aux différentielles totales quelconques. J'ai montré en particulier
que, en ce qui concerne les intégrales non singuliéres, la dimen-
sion maxima de l'intégrale et la nature de son indétermination
étaient fournies complétement par I'étude purement géométirique
d’un certain syst¢éme de complexes. linéaires dans un espace a un
nombre convenable de dimensions. On est ainsi conduit 3 une
série de n entiers, n désignant la dimension maxima de I'intégrale
du systéme,

S1y §2y o ooy Spy

dont le premier a déja été introduit par M. E. von Weber dans
un Mémoire cité plus loin et qu’il a nommé le caractére du sys-
téme. Ces entiers ne vont pas en croissant; de plus, en formulant
d’une maniére convenable le probléme de la détermination des
intégrales, j’ai montré que l'intégrale générale dépendait de

sp fonctions arbitraires de n arguments,

Sn—1 » n-—i »

S1 » 1 »

et enfin de s constantes arbitraires, s désignant le nombre des
équations du systéme.

Le cas ou le caractére s, est égal a 'unité comprend comme cas
particulier le systéme formé d’une seule équation de Pfaff et a
fait I'objet du Mémoire dont j'ai déja parlé de M. von Weber.

Je m’occupe, dans ce présent Mémoire, des systémes de carac-
tére deux qui comprennent comme cas particuliers les systémes
formés de deux équations de Pfafl, et aussi les systémes auxquels

XXIX. 16
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sont équivalentes les équations aux dérivées partielles du second
ordre d une fonction inconnue de deux variables indépendantes (*).
Mais en réalité je ne traite que le cas de certains systémes de ca-
ractére deux que je qualifie de systémes singuliers pour la raison
suivante. En général, si les coefficients d'un systéme de Pfaff
sont des fonctions quelconques des variables, les n — 1 caractéres
S1ySa, ..., Sp_y SOnt tous égaux entre eux et égaux au nombre s
des équations du systéme. Pour un systéme de caractére deux
a coefficients non particuliers, on a donc

So=83=...=8p1=12,

s, pouvant avoir I'une des trois valeurs o, 1, 2. Les systémes que
J'appelle singuliers sont ceux pour lesquels s,_, est inférieur
@ 2. 11 faut ajouter une autre restriction : c’est que I'intégrale gé-
nérale n’est pas engendrée par des caracléristiques analogues a
celles des équations aux dérivées partielles du premier ordre, ca-
ractéristiques que j'étudie complétement dans le Mémoire précité;
cette restriction n’en est d’ailleurs en réalité pas une, car tout sys-
téme engendré par des caractéristiques de cette nature se raméne
facilement & un systéme sans caractéristiques.

Le résultat fondamental obtenu dans ce Travail est que ces sys-
témes singuliers s'intégrent par des équations différentielles
ordinaires. Mais, chemin faisant, la suite des raisonnements m’a
conduit a introduire la notion de systéme systatique; j'appelle
ainsi un systéme jouissant de la propriété que toutes les inté-
grales qui passent par un point donné et admettent en ce point
une tangente donnée admettent en ce point une deuxiéme tan-
gente commune. La notion de ce que jappelle les caractéris-
tiques de Monge se présente aussi tout naturellement; comme
les caractéristiques dont j'ai parlé précédemment, elles en-
gendrent les intégrales générales : par chaque point d’une inté-
grale générale il en passe une, et une seule; mais elles dépendent
dans leur ensemble de fonctions arbitraires, c’est-a-dire que par
tout point dec Dl'cspace il en passe une infinité; les caractéris-
tiques dont il est question plus haut, au contraire, ou caractéris-

(') Et aussi ccrlains systémes qui en sont une généralisation immédiate et
dont s’occupe M. von Weber dans un Ménoire intitulé : Ueber gewisse Systeme
Pfay’scher Gleichungen (Minch. Sitsungsber., t. XXV, p. 423-442; 1895).
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tiques de Cauchy, dépendent seulement de constantes arbitraires.
Enfin, dans certains systémes singulicrs, il se présente une troi-
siéme catégorie de caractéristiques, celles de ces caractéristiques
qui sont situées sur une multiplicité intégrale donnée dépendant
de fonctions arbitraires.

Ce Mémoire est divisé en quatre Chapitres. Le premier est con-
sacré a rappeler les résultats généraux sur les syslénies de Pfafl’;
le second, & exposer la théorie des systémes de caractére wn a un
point de vue différent de celui de M. von Weber, bien que les
résultats soient naturellement les mémes. Le troisicme Chapitre
est consacré aux systémes systatiques et & 'étude géométrique des
systémes singuliers, ou plutét des complexes linéaires qui leur
sont associés. Enfin le quatriéme Chapitre s’occupe de P'intégra-
lion proprement dite de ces systémes.

Je me propose, dans un prochain Mémoire, d’étudier les sys-
témes non singuliers de caractére deux, en partant de laréduction
simultanée de deux complexes linéaires a une forme canonique,
probléme dont la solution s’énonce simplement et est d’ailleurs
contenue virtuellement dans les nombreux travaux parus jusqu’a
ce jour sur les formes bilinéaires.

CHAPITRE PREMIER.

GENERALITES SUR LES SYSTEMES DE PFAFF.

I

ELEMENTS INTEGRAUX ET MULTIPLICITES INTEGRALES.

1. Etant donné un systéme d’équations aux différentielles to-
tales & r variables z,; x5, ..., 2y, '

wy = a“d.z',—‘— (lndfb‘g—i—. s (ll,.d.l',. = o,
Wy = A3 ATy + QosdTy+ ...+ ay,dr, =0,

(1)

ws = @51 AT+ A9 dxs+. ..+ a5 dx, = 0,

considérons les covariants bilinéaires des premiers membres de
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ces équations

(G, k=1,2,...,71).

Etant donné un systéme particulier de valeurs de z,, z,, ...,
z,, systéme que nous appellerons un point d’un espace 4 r dimen-
sions, regardons dx,, dx,, ..., dx, comme les paramétres direc-
teurs d’une droite issue de ce point, de méme éz,, 3z, ..., 8z,.
Nous dirons alors que V'élément linéaire formé du point
(21, T2y .- -, Zr) et de Ja droite (dz,, ..., dz,) issue de ce point
est intégral si ces 21 quantilés satisfont aux équations (1). Nous
dirons que deux éléments linéaires intégraur (dz,, ..., dz,) et
(84, 83, ..., 8x,) issus d’'un méme point sont en involution si
les 3r quantités z;, dzx;, ox; annulent les seconds membres des
équations (2). Enfin nous dirons qu’un élément plan E, & p di-
mensions ('), issu du point (zy, ..., Z,), est intégral si tout
élément linéaire contenu dans E, est intégral et si deux quel-
conques des éléments linéaires de E, sont en involution.

2. Ces propriétés des éléments intégraux sont invarianles par
rapport a un changement de variables quelconque; la chose est
évidente pour les éléments linéaires intégraux; pour les éléments
4 plus d’'une dimension, elle résulte des propriétés bien connues
du covariant bilinéaire d’une expression de Pfaff. Par un change-
ment de variables

Ti=Qi(¥1, Y2y e+or Vr) (i=1,2,...,7)

entrainant v
EN do; do;
dr;= -2L dy;+ = dys+...+~ ——d
X o, 24 oys 141 %, LY r

(') Un élément & p dimensions est I’ensemble d’un point et d’'une multiplicité
plane & p dimensions passant par ce point; cette derniére est définie, par
exemple, par un systéeme de » — p équations linéaires en dz,, dz,, ..., dz,.
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et, par suite, transformant un élément linéaire
(1, T2y «-vy Tpy dzyy ..., dz})
en un élément linéaire
(F1rX2 «es Yrm Byyy ooy dyy),

on obtient
Wy = bpl d}'t -+ bpzd}’g +..04 bp,-d_y,. = wp,

et 'on a alors, par le méme changement de variables,

1o et
Wy = w,.
Les propriétés des éléments intégraux subsistent encore si I'on
substitue au systéme (1) un systéme linéairement équivalent

Qp=Ap101+Ape@at-...+Aps0s =0  (p=1, 2, ...,5),

les )ik étant des fonctions quelconques de z,, 2., ..., 2, & déter-
minant non identiquement nul. Il est évident, en effet, qu'un élé-
ment linéaire inlégral ne cesse pas d’étre intégral. De plus, pour
les éléments linéaires intégraux, on vérifie sans peine que 'on a

QE, = lp](&)" -+ lpgw; ..o+ lpsw;,

de sorte que deux éléments linéaires intégraux en involution ne
cessent pas d’étre en involution.

Donc, sous quelque forme qu'on mette le systéme (1) et quelque
variable qu’on choisisse, un élément intégral est toujours inté-

gral.

3. Le lieu des éléments linéaires intégraux issus d’un point
donné M(z,, z,, ..., x,) est un élément plan H,_; défini par les
équations (1); tout élément intégral issu de M est nécessairement
contenu dans H,_;; mais la réciproque n’est en général pas vraie.
Si nous coupons tous les éléments issus de M par une multiplicité
plane P 4 7 — 1 dimensions ne passant pas par M, chaque élément
linéaire donne un point et dz,, dz,, ..., dz, peuvent étre
regardés comme les coordonnées homogénes de ce point dans P;
ce point peut étre appelé 'image de I'élément linéaire. Le lieu
des images des éléments linéaires intégraux issus de M est une
multiplicité planee, ¢ 47 — s — 1 dimensions. La condition né-
cessaire et suffisante pour que deux éléments linéaires intégraux



— 238 —

issus de M soient en involuation est que la droite qui joint leurs
1mages appartienne d’abord & e,_;_, et ensuite & s complexes
linéaires définis par les équations (2); les quantités

dx; 8.1‘k— dxk axi

n’étant en effet autre chose que les coordonnées pliickériennes de
la droite et ces coordonnées étant assujetties a vérifier s relations
linéaires (non nécessairement indépendantes).

D’ailleurs, si 'on tient compte de ce que la droite appartient
a ¢r_s_1, on peut ne laisser dans les équations de ces complexes
que les 27 — 25 quantités dzy, dz,, ..., dz,_g; 8z, 022y - . .,
8x,_s, siles équations (1) sont résolubles par rapporta dz,_,y4, ...,
dz,, de sorte que tout se raméne a la considération de points
d’un espace a 7 — s — 1 dimensions.

4. Ces préliminaires étant posés, au systéme donné (1) on peut
faire correspondre un entier n et un systéme de n entiers

S1y S2y ...y Sn

jouissant des propriétés suivantes.

Le licu des éléments linéaires intégraux en involution avec un
¢lément linéaire intégral arbitraire E, est un élément plan &
r—s—s, dimensions H,_,_.

Par.un élément intégral arbitraire E, contenant E, il passe au
moins un élément intégral & trois dimensions et le lieu de ces
éléments intégraux est un élément plan a r —s — s, — s, dimen-
sions H,_,_ _ contenudans H,__,, ....

Par un élément intégral arbitraire E,_, contenant E,_, il passe
au moins un élément intégral 4 n dimensions et le lieu de ces
éléments intégraux, ou encore le lieu des éléments linéaires
intégraux en involution avec E,_,, est un élément plan 2
;r—s—$ —...—Sp_y dimensions H,_, . _, = contenu dans
HI'—S~...—&,‘_2'

Par un élément intégral arbitraire E, contenant E,_, il ne passe
aucun élément intégral 3 n + 1 dimensions; autrement dit, le lieu
des éléments linéaires intégraux en involution avec E, est 'élé-
ment E, lui-méme et 1’on a

=1 —8§—§ —...— Sp—y— Sp.
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Ces entiers s, s, ..., s, ne peuvent pas aller en croissant,
c’est-a-dire que I'on a les inégalités

281252, ..28p,

et ces nombres peuvent d’ailleurs étre tous nuls a partir d’un
certain rang.

On voit que s, désigne le nombre des équations indépendantes
qu’'il faut ajouter a (1) pour obtenir H,_,_;, que s, est le nombre
des équations indépendantes qu’il faut ajouter & celles de H,__
pour obtenir H,__;_; et ainsi de suite. Si, en parliculier, on
désigne par (82, ..., 8z,) les coordonnées de E,, s + s, désigne
le nombre des équations indépendantes en dz,, ..., dz, définics
par (1) et (2), ou encore c’est le rang de la matrice

(3) E a“,-‘o‘.z‘,- E Aq97 S-Z'i oo E A1 3x‘~ 9
Easlia-’l‘i desz‘i Els,-iaxi

ou I'on a posé

Oapk . dap,-
d.z‘,' d.l‘k

apik = (p=1,2,..,8; L, k=1,2,...,7),
et ol 3y, 0y, . .., 02, sont regardés comme des quantités arbi-
traives satisfaisant a (1).

De méme s+ s, -+ s, est le rang de la matrice obtenue en
ajoutant a la précédente les lignes

~ o N
Ela“iol'z‘iy E aﬂiol'z‘l'! ey E Qi O X4,

erseetane g  sesescecees 9 ceey ciesese e .oy

\ a ’
E a“io’x,-, E Qg9 S’z'i, oeny E ars,‘in,-,

et ot (0xy, ..., 02,), (¢'Zy,..., 8 2,) définissent un élément inté-
gral arbitraire & deux dimensions. Et ainsi de suite.
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Y

Si P'on s’est arrangé de maniére i faire disparaitre dans o),
’ r l d d " ~ ~
W,, ..., 0, les termes en Zr sty +o oy AQry OLr_spqy «r oy 0Ly €L
qu’alors w; prenne la forme

1,...,r—s
(4) Wy = 2 Apir(dz; 8z — dai 8x;),
0k

s, est tout simplement le rang de la matrice
p 8

~ ~ N
E A“[ ox; E Algi ox; e E Al,r—s,i oy
i ) i

EAsuaiIh‘ ZA.ﬂi Sxr; ... EAS,,-__;,,' Sx;
i i i

ou 8z, ..., 8Z,_s sont des quantités absolument arbitraires.
Cet entier s, s’appelle le caractére du systéme d’équations aux
PI .
différentielles totales donné. Par analogie, s., s34, ..., 5, sont les
o' 993 i
2¢, 3¢, ..., n'®e caracléres du systéme.

5. Voici maintenant quelle est la signification des entiers qui
viennent d’étre introduits au point de vue de I’existence des mul-
tiplicités intégrales du systéme (1).

Par un point arbitraire M, il passe au moins une multiplicité
intégrale & une dimension M, ; par une multiplicité intégrale arbi-
traire M, 1l passe au moins une multiplicité intégrale & deux dimen-
sions My, ...; par une multiplicité intégrale arbitraire M,_, il
passe au moins une multiplicité intégrale 3 n dimensions M,;
enfin. par une multiplicité intégrale arbitraire M, il ne passe
aucune multiplicité intégrale & n + 1 dimensions.

D’une maniére plus précise, désignons par :

o un point arbitraire;
¢ une multiplicité arbitraire a s + 1 dimensions passant par j,;
g2 une multiplicité arbitraire & s 4 s, + 2 dimensions contenant

P‘l y e
#r une multiplicité arbitraire & s + s, ...+ $,_, + n dimensions

conlenant Yerey e

Alors il existe une multiplicité intégrale & n dimensions M, et
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une seule passant par %o, ayant cn commun avec &y une multi-
plicité & une dimension, avec p, une multiplicité & deux dimen-
sions, ..., avec ,_, une multiplicité & n —1 dimensions, et
enfin contenue tout entiére dans w,. De plus, cette multiplicité M,
n’est contenue dans aucune multiplicité intégrale & n + 1 dimen-
sions (1).

En présentant d’une maniére convenable les éléments arbitraires
de I'intégrale M,,, on peut dire encore que cette intégrale dépend
respectivement de s,, Sy_q, ..., s, fonctions arbitraires de n,
n—1, ..., 1 arguments et de s constantes arbitraires.

Si s,_, est nul et si, d'une maniére générale, s, est le premier

8
caraclére qui soit nul (vSn —1), la recherche de la multiplicité
intégrale M,, déterminée par les multiplicités po, gy, ..., o dont
il est question plus haut se raméne a la résolution d’un probléme
analogue a v variables indépendantes, mais dépendant de n —v
paramétres arbitraires.

6. Enfin il est un cas ou la multiplicité intégrale générale M,
est engeundrée par une famille de courbes ou de multiplicités
dépendant de constantes arbitraires : c’est celui ot par chaque
point M(z,, z,, ..., 2,) il passe des éléments intégraux caracté-
ristiques, c’est-a-dire engendrés par des éléments linéaires inté-
graux en involution avec tous les éléments linéaires intégraux
issus de M. Ces éléments caractéristiques, s'il en existe, sont tous
compris dans 'un d’entre eux, et la dimension de cet élément
indique la dimension des multiplicités caractéristiques qui en-
gendrent M,. On obtient ce plus grand élément caractéristique
en ajoutant aux équations (1) celles qu’on obtient en annulant
tous les mineurs & s + 1 lignes et s 41 colonnes de la matrice (3)

! [737] (22T cee ayy

gy (2293 cee gy

(3) Zu“idz'i Eumdx[ 21.,.[:1.70,- s

E As1i d.’l,‘i E Agoi d.l‘i s E Lgpi tlJ‘i

') La recherche de lintégrale M, déterminée par les conditions énoncies
conslituc ce que j'ai appel¢ le probléme de Cauchy.
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ou encore, si les covariants o' ont été mis sous la forme (4), en
ajoutant aux équations (1) les suivantes :

| S
(6) S 2 Aplidz‘i=2 Agai dxi=...=2 Ap,r—s,i dxi=0
i i 13

(p=1,2,...,5).

Si alors les équations (1) et (6) se réduisent a moins de 7 indé-
pendantes, elles constituent un systéme d’équations aux différen-
Lielles totales complétement intégrable et leur intégrale générale
fournit les multiplicités caractéristiques. De plus, si les équations

Uy = ay, Uy = Qs, ) Up'= ap,

représentent ces multiplicités, on peut, par un changement de
variables, faire en sorte que le systéme (1) ne dépende plus que de
Wy, Uz, ..., Up; de sorte qu’on est ramené a rechercher 'intégrale
générale d’un nouveau systéme a 7’ variables pour lequel on a

d’ailleurs
n=n—r—+r,

’ ’ ’ ’
s'=s, s\ =sy, Sy = Sy, ey Sp=Sp (Sp41=...=Sp=0).

Ce systéme formé des équations (1) et (6) s’appelle le systéme
adjoint du systéme donné.

En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que le
systéme donné soit complétement intégrable est que les équa-
tions (6) soient des identités, ou encore que tous les déterminants
a4 s 41 lignes et s 41 colonnes de toutes les matrices,

(7) (p=12,...,8 i=1,2,...,7),

d.p“' apgi oo ap;-i I

sotent nuls: alors on a
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II.

LES EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES SYMBOLIQUES ET LEURS DERIVEES.

7. Nous représenterons le covariant bilinéaire ' de Pexpres-

sion de Pfaff
(8) w=aydri+ ay dry+...+ a,dr,

sous la forme symbolique

(9) w —2 ("“‘ ) da; dey = day day +. . .+ day dz,,

ox;

ou les différentielles dix,, ..., dz, sont soumises aux régles de la
multiplication combinatoire de Grassmann ().

Le procédé de dérivation qui permet de passer de w & o’ peut
s’appliquer a des expressions différentielles symboliques de n’im-
porte quel degré. Considérons, pour fixer les idées, une expres-
sion différentielle symbolique du second degré

1,...,r
(10) Q= E aipdr;drr  (au=o0, aj+ ari=o0);
ik
les coefficients a;x étant des fonctions quelconques de z,, z., ..,
z,; la dérivée de Q sera, par définition, I'expression différentielle
du troisiéme degré définie par

1,2,..,r
. N /oa;; oar day;
11 Q’:Zda dz;dr,= 2‘ o e M) dyy drj dre
(1) ik dz; dxy - Py 9z, : dzj dxy.
ij, k
Cette expression Q' est un covariant de Q par rapport a tout
changement de variables, au méme titre que ' est un covariant

de o (2).

(') La multiplication est distributive ¢t associative; de plus, on a
dzr,dz, = — dz, dx,, dx dzx,=o.

Voir CARTAN, Sur certaines expressions differentielles ct le probléme de
Pfaff (Ann. de UEc. Norm. sup., 1899, p. 244 ct suiv.).
(?) Pour la démonstration, voir CARTAN, loc. cit., p. 251-232.
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8. Voici maintenant une proposition trés importante et qui
nous sera d'un usage fréquent :

Si o désigne une expression de Pfaff quelconque, o' son
expression derivée (covariant bilinéaire), l’expression du troi-
siéme degré dérivée de ' est identiquement nulle.

On peut donner de ce théoréme une démonstration intuitive
fondée sur le caractére de covariance de la dérivée. La dérivée
de v’ est, en effet, la somme des dérivées des termes

dadzy, dasdrs, ..., da,dz,;

or, prenons le premier de ces termes; si @, ne dépend que de z,,
ce terme est nul et sa dérivée aussi; dans le cas contraire on peut,
par un changement de variables, faire en sorte que a, et x, soient
deux des nouvelles variables y,, y,; mais alors la dérivée de
dy,dy, est nulle, puisque tous les coefficients sont constants.
Donc les dérivées de tous les termes de w’ sont nulles.

On peut aussi vérifier ce théoréme par le calcul; on a, en effet,

pour '
oday da;

a;; = —
= oz T oxg’

de sorte que le coeflicient de dx;dx;jdx, dans I'expression dé-
rivée de o' est

da;; oa day;
oxy o0x; ox

=L (G g 0 (g, 9 (daw_ du)
T 0z \0xw;  ox;) " 0w \oz; dx,..) oz \dzy  Ox;

ct le développement du second membre montre qu’il est nul.

9. Tutorime. — Si¢ Uexpression différentielle du second
degré Q est le produit de deux expressions de Pfaf v et w,
ona

(12) Q=0 —vw
Si, en effet,

Q= (aydry+...+ ardz,) (bydx;+...+ b,dx,) = 2 a;bydxidxy,
ik
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on a

Y — 2(‘bkda,~+a,~dbk) dz;dx
= 2 da;dx; 2 brpdx)— E a;dz; Z dby dxy,

ce qui démontre le théoréme.

Tutorime. — Si o désigne une expression différentielle
d’un degré quelconque et m un coeflicient fonction finie de
Ly, oy ««.y XLy, SLenfin on pose

Q= rmuw,
on a

(13) Q=mw'+dno.
La démonstration est évidente.

10. On peut, dans une expression différentielle symbolique v,
introduire, au lieu des r différentielles dx,, dz.,, . .., dz,, r com-
binaisons linéaires a coefficients fonctions quelconques des z,
c’est-a-dire r expressions de Pfaff, linéairement indépendantes,
solent @y, @y, + .., &

O = l“ d.2'1 -+ )\,',da:,—i—. .o )\i,.d.l',.,

ces expressions de Pfaff n’étant plus nécessairement des différen-
tielles exactes. Alors I'’expression w devient une expression diffé-
rentielle en w,, @y, ..., ®x, dans laquelle les & sont soumises
aux régles de la multiplication combinatoire. Si, par exemple,

ona
w = A,m,+ Aswy+.i o+ A,‘w,.,

la dérivée de o se calculera, d’aprés les théorémes précédents
(form. 13), au moyen de Ja formule

0 =dA B +dAs By +...+~dA, ©,+ AT +...+ AT

si w est une expression da second degré

_
v = > Ao,
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on aura (form. 12 et 13)
1 Ql
w' = Z dA oo+ z A (oo — w) ;).

11. Voici maintenant une notation dont nous nous servirons
souvent. Si Q et IT désignent deux expressions différentielles de
méme degré ¢, w,, w,, ..., w, des expressions différentielles
homogénes dont chacune est de degré au plus égal a celui de Q,
nous considérerons des congruences de la forme

(14) Q=1 (mod wy, Wy, ..., Wp)
et cette congruence signiﬁera qu’on peut trouver p expressions
différentielles 4, 42, ..., p de degrés respectivement & — 3,,

8 — 02, ..., 6 — 3p (une expression de degré zéro étant une fonc-
tion finie de variables), telles que 'on ait I'identité

(15) Q=TI+ w1+ W) a+...+ OpYp.
Tutorkme. — La congruence (14)
Q=TI (mod wy, W, ..., Wp)

entratne la congruence
(16) Q=1I (mod wy, ..., wp; @y, ..., wp).

En effet, la congruence (14) étant équivalente & une identité de
la forme (15), on en déduit

Q=T+ ) f14...+ 0 xpFE o) +...2Ew,yp,
ce qui entraine manifestement la congruence a démontrer (16).

12. Appliquons ces convenlions au systéme d’équations de

Paff

wy = @, dzy+. ..+ @y, dz, = o,
{1) feeeeeeriaaeas ae tteteeeaaanan y

ws = agdry+...+ ag,dzr, = o.

Prenons, avec wy, vy, ..., 5, p=r — s autres expressions de
Pfaff w,, w,, ..., m, indépendantes entre elles et indépendantes
des o. Alors chacun des covariants v}, w,, ..., ), sera une ex-

pression différenticlle du second degré en w,, ..., w;, ®y, ..., m,
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et, par suite, on pourra écrire

1,00p
') = 2 Apoioy,
ik
wy = 2 Aoy,
(17) < ik

R R I Y

wy = E Asiroio

\ (mod wy, v, ..., wy),

les Aj;x étant des fonctions convenables de z,, ..., x,.

En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que le
systéme (1) soit complétement intégrable est exprimée par les con-
gruences

(18) w=w;=...=w;=0 (mod wy, wy, ..., ).

Remarquons que tout élément linéaire issu d’un point donné
(z1y Zay ..., z,) peut.étre défini au moyen des rapports mutuels
des r quantités v, ..., w5, ®,, ..., Wy, qui sont, en effet, des
combinaisons linéaires a coefficients constants de dz,, dz,, ...,
dz,; on a simplement effectué une transformation homogra-
phique des coordonnées de ces éléments linéaires. Avec ces nou-
velles coordonnées, les conditions pour qu’un élément linéaire
soit intégral sont simplement

de sorte que tout élément linéaire intégral est défini par un sys-
téme de valeurs de @,, @,, ..., w,. Les conditions pour que deux
éléments linéaires intégraux (w, ..., @) et (v, @,, ..., @,)
soient en involution sont

‘ EAnik(wim'k — ;) =0,

Coeennnns e,

( 2 Asir(wiw), — ©y™)) = o,
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ct les éléments caractéristiques sont donnés par les équations

1.0 1,.0p 1yeenrp
(19) Z Aijpmp = 2 Ao =...= E Aipk Wi = O (i=1,2,...9).
3 k k

13. Comme application, nous allons donner une nouvelle dé-
monstration du théoréme fondamental de la théorie des caracté-
ristiques, a savoir que le systéme des équations (1) et (19) est
complétement intégrable.

Nous pouvons toujours, en effet, supposer choisies les p ex-
pressions w, de maniére que les équations (19) se réduisent a

T =W =...=Wg=0 (ssp),
et il s’agit alors de montrer que le systéme d’équations de Pfaff
8 q Y q
W =W =.,...= W =T =...=Wg =20

est complétement intégrable, ou encore que I'on a

»e‘
I
I@s‘
I
[
o.e\
I
-—a‘
I

=By=0 (mod wy, W, ..., Bg).

Pour cela, remarquons d’abord que, par hypothése, les équa-
tions (19) ne doivent pas conlenir ®eyy, ..., @y, ¢ est-2-dire que
tous les coefficients

Aijorts -oey Aijp (i=1,2, cee, 83 J=1,2, ..., p)

sontnuls, ou enfin que dans les seconds membres des formules (1)
n’entrent que @,, ®,, ..., we. De plus, les relations (19)

1,...6 1,0..6
~
: Ao =...= E Aigr®r =0
k k

entrainent avec elles

W =0 =...= Wg=0.

Cela étant, prenons les dérivées des deux membres des con-
gruences (17), en remarquant que les dérivées des expressions
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W', ..., w; sont identiquement nulles. Nous obtenons

1,...6 1,...,0
N O , .
2 dA oo+ N Aip(wior— o) = o,
ik ik
(20) 10,5 1,.6
~
E dAgi o0+ Asp(wior—ww)=o0
ik ik
\ (mod wy, «vvy Wg; W), oo, W),

D’aprés (17), ces congruences sont a fortiori vraies, si I'on
prend pour modules wy, ..., wg et tous les produits w;w;
(i, k=1, ..., 5); dans ces conditions eiles se réduisent &

2 Ain(mier— o) = o,

D I I I R ]

2 At (o) — w4 ;) =

(mod wy, ..., Ws; B T3, ..., Tg—1Tg)-

(21)

Nous pouvons alors, sans changer ces congruences, enlever
dans &, ..., w; les lermes qui contiennent w,, ..., g, €t si nous

désignons alors par w, ..., w; ce que deviennent w,, ..., @,
quand on n'y conserve que les termes du second degré en

oy, -+ +y Wp, les congruences (21) se changent dans les identités

E Alil."\m;'m'l.‘_ w;ﬂm‘) =0,

EAsf/,(m,’-m/,.— mz.mi): o,
qui entrainent, en ¢galant & zéro les coeflicients de w,, wa, ..., ™,
yees

1,...,0 1,...,06 1,...,3
—, —_— Y -,
Aoy = Y Agipwp =...= ¥ Aoy =o,
k k k

ou enlin, d’aprés unc remarque faite précédemment,

"
Wy =

’

= g

’
Mg = 0.
XXIX. 17
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Il en résulte bien les congruences a démontrer

s=0 (mod wy, ..., @y).

P EWET ==

ll

W

’
W,y

fl

w
14. Voici maintenant deux remarques qui nous seront utiles.

Si Q désigne une expression symbolique du second degré et
w une expression non nulle du premier degré, la congruence

Q=o0 (mod w)
entraine U'identité
Q=0Q =o,
car il existe une expression de Pfalf = telle que
Q= ww,
et alors
Q2 = B WB = 0,
a cause de la présence de deux facteurs identiques du premier
degré.
Plus généralement si w,, ..., w, désignent p expressions
indépendantes du premier degré, la congruence
Q=o0 (mod wy, way ..., w,)
entratne
Q[H-l =o,
car la puissance (p + 1) de toute expression de la forme

W T+ .o+ WD)

est une somme de termes dont chacun contient au moins deux
facteurs identiques et par suite est nul.
La deuxié¢me remarque est la suivante :

St wy, ..., wp désignent p expressions indépendantes du
premier degré, la congruence

Q=o0 (mod wy, wy, ..., wp)
est équivalente a Uidentité
W Wae W)L =0;

car si 'on a
Q= 0B+ W T +...~4 W,T),
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chaque terme du produit w,©,...0,Q contient deux facteurs
identiques du premier degré; el réciproquement si le produit
W W,;...0,Q est identiquement nul, on peut choisir a la place
de dxz, ..., dz,, r expressions indépendantes de Pfall parmi
lesquelles w,, ..., wp; si alors wpyy, ..., ©, sont les r—p
autres, tout terme de Q devra contenir unc des expressions
@y, ...y Wp, sinon on obtiendrait dans le produit w,w,...0,Q
un terme non nul et irréductible avec un autre terme quelconque
dua méme produit. Cela démontre le théoréme.

15. Nous introduirons enfin la définition suivante :

Etant données une expression Q du second degré et p ex-
pressions wy, ..., w,du premier degré, nous désignerons sous
le nom de cenne de Uexpression @ (mod wy, ..., w,) le plus
petit entier h tel que lon ait

O+l =g (mod vy, wy, ..., wy).

Si v, wy, ..., w, sontindépendantes, c’est le plus petit entier
satisfaisant a l'identité

W wy. .., Qi+ =0,

D’une maniére plus générale, si au licu d’'unc seule expres-
sion Q@ du second degré I'on en a plusieurs

Ql) Ql; ey th
nous désignerons sous le nom de genre du faisceau
(23) Uy Q-+ Us Qg+ . .+ 1y Q,

par rapport aux modules w,, w,, ..., w,, le genre maximum de
P’expression (23), ou I'on regarde u,, ..., «, comme des conslantes
arbitraires. Le genre ne change pas si I'on remplace les Q par
des expressions qui leur soient congrues (mod w, ..., w,).

Le genre d’un systéme de Plaff sera celui du faisceau formé par
les covariants bilinéaires de ses premiers membres, les modules
étant ces premiers membres eux-mémes. La condition nécessaire
et suffisante pour qu'un systéme de Pfaff soit complétement inté-
grable est donc qu’il soit de genre zéro.
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CHAPITRE II.

LES SYSTEMES DE PFAFF DE CARACTERE UM,

1L

LE SYSTEME DERIVE.

16. Les résuliats obtenus dans ce Chapitre ne sont pas nou-
veaux et sont dus en grande partie 8 M. E. von Weber (*). Mais
ils constituent une application simple des principes du Chapitre
précédent et ils nous seront utiles pour I'étude des systémes de
caractére deux.

Le premier théoréme fondamental est le suivant :

TaitoriMe. — On peut toujours choisir les équations d’un
systeme de Pfayf de caractére un de maniére que l'on ait

w, =w)=...=w;=o0 (mod wy, wy, ..., w;).

En ellet, nous pouvons toujours mettre les covariants bilinéaires
o',y 04, «.., w; sous laforme (17) du Chapitre précédent

1,....p
)
W)= : A ®io35
i,k
(1) i (mod wy, g, ..., ),
10,0
)
W' = 2 Agin o3y
ik

en désignant par @y, ®, ..., ©, p expressions de Pfaff indépen-
dantes entre elles et indépendantes de w,, ..., w,. Cela étant, le
caractére s, est le rang de la matrice

ZA“im’i zAmiwi EA:pifﬂi
() ] e e | N

'ZAmmi EAmm,' EAspimi

(') E. voNx WEBER, Zur Invariantentheorie der Systeme Pfaff'scher Glei-
chungen (Leips. Ber., p. 205-229; 1808).
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ou les » sont regardées comme des parameélres arbitraires. lci, ce
caractére doit étre égal & I'unité, ¢’est-d-dire que tous les mineurs
du deuxiéme degré de la matrice (2) doivent étre identiquement
nuls. Supposons, par exemple, que les éléments de la premiére
ligne ne soient pas tous identiquement nuls et qu'en particulier

le premier élément
.
2‘ Ao

ne soit pas identiquement nul. Alors I'identité
Z Aoy 2 Agpi ;= 2 Ao 2 Ag1B5;
i i i i
(ou les w sont maintenant soumis aux régles ordinaires du calcul
algébrique) montre que I'on a, ou bien

EAu-imi= l/.-ZA“m;
i i

2 Agyi®; = II.Z Ao
i

i

2 Ao =1 2 Ao
E Ay =1 E Aoy
i i

Ly, s, ..., I, désignant des fonctions des z (indépendantes des w).
Mais la premiére hypothése entraine

(k=12,3,...,9).
ou bien

(k=2,3,...,9),

Ay =o,

ce qui est absurde, parce que 2 A, ,;w; serait identiquement nul.

Il ne reste donc que la seconde hypothése. Elle exprime tout sim-
plement la congruence

) =lw)| (mod w, wy, ..., ws).

Si donc on prend pour seconde équation du systéme
;,: w; — lw; = o,
ona

Wy =0 (mod wy, ..., wy).
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Il en cst de méme pour les s — 2 autres, ce qui démontre le
théoréme.
Le systéme

Tu,:;);, e = Wg=0
est dit le systéme déricé (') du systéme donné. Si
Upwy—+ UsWy+.. .+ U =0
est une équation du systéme dérivé, on doit avoir
U 0| + Uy +. ..+ Usw; =0 (mod wy, ..., wy),
ce qui revient a I’identité
(3) W Wy, . (U] ... U w]) = 0.

Le développement de cette identité conduit a un certain nombre
d’équations linéairesen uy, ., ..., u;, équations qui se réduisent
A une seule, si le caractére du sysiéme est 'unité, et qui définis-
sent le syst¢me dérivé.

Iv.

LE COMPLEXE LINEAIRE ATTACHBE AU SYSTEME DE PFAFF.

17. Le seul covariant w) qu’il y ait liea de considérer définit
alors uin complexe linéaire que nous allons maintenant étudier.

Soit H, (p = r—s) I'élément plan lieu des éléments linéaires
intégraux. Supposons que s désigne la dimension du plus grand
élément caracléristique ¢4, o étant nul s’il n’y a pas d’élément
caracléristique. Soit alors E, un élément linéaire intégral (situé
dans H,) et'n’appartenant pas i ,; le lieu des éléments intégraux
en involution avec E, est un élément plan H,_, contenant natu-
rellement ¢;. Pour les ¢léments contenus dans H,_, il existe un
élément caracléristique & s + 1 dimensions, 3 savoir le plus petit
élément plan e, contenant a la fois ¢ et E,. Je dis d’abord
que Hy,_y n'admet pas d’élément caractéristique a plus de
s+ 1 dimensions. Si, en effet, il en existait un i 5 + 2 dimen-

’

sions, par exemple €540, 'élément plan H,_, lien des éléments

(") Cette dénomination est due a M. von Weber, loc. cit.
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intégraux en involution avec un élément linéaire B, non situé
dans H,_, couperait e5,, suivant un élément a ¢+ 1 dimen-
sions aw moins, soit eq,,; mais alors e, serail caractéristique
pour H,_, et pour E| et par suite pour le plus petit élément con-
tenant a la fois Hy_, et E|, c’est-d-dire pour Hy, ce qui est con-
traire a ’hypothése.

Donc le plus grand élément caractéristique pour Hy_ est &
o +1 dimensions, et c'est (s5, Ey) (*).

Prenons alors dans H,_, un élément linéaire E| non situé dans
€415 le lieu des éléments linéaires de H,_s en involution avec E|
est, d’aprés ce qui précéde, un élément H,_, et le plus grand
élément caractéristique pour Hy_» est 4 o+ 2 dimensions, 4 savoir
(s641, E}) ou (e6, Ey, E)), que nous désignerons par gg .

On peut continuer ainsi de proche en proche jusqu’a ce qu’on
arrive a un élément H,_; pour lequel le plus grand élément carac-
téristique ¢4, se confond avec Hy_z, ce qui arrivera nécessaire-
ment pour une valeur de 2 donnée par

(9 p—o=1ah.

L'élément H,_ est alors un des ¢éléments intégraux au nombre
maximum de dimensions et I'on a
5 n=p—h=0c+nh,

) SI=S8S=...=8), =1, Shal] =ee =8, =0 (si ¢ > 0).

18. Convenons d’appeler élément polaire d’un élément linéaire
intégral donné E, le lieu H,_, des élémenls intégraux en involu-
tion avec E,; il résulte de ce qui précéde que H,_, est élément
polaire pour tous les éléments de €5y, : (¢6, E;). Pour arriver a
H,_4 nous sommes partis, en somme, de /: élémentses,, eninvolu-
tion deux & deux et nous avons pris U'intersection de leurs /i élé-
ments polaires. Soient

(6) W, =0, w3 =0, veny Ty =0

les équations de ces & éléments. Si I'on tient compte de (6), le
covariant o', doit s’annuler idenliquement : on a donc une rela-

(') Je désignerai par la notation (E,, E,) lc plus pelit élément contenant a la
fois I, et E,.



tion de la forme

(7) ‘wlj =TT+ + T g o+ T, Ty, (l)’lO(l Wy, Wy ooy ‘“a‘)7

et les 2 2 expressions de Pfalf », ..., ®4 doivent étre indépen-
dautes (mod w,, ..., w;), sinon le plus grand élément caractéris-
tique serait & plus de p — 2/, c’est-a-dire & plus de = dimensions.

La forme réduite (7) montre que tout élément H,_, conte-
nant ¢5 est Uélément polaire d’'un élément <4, contenant eg.
En effet, soient

w

Wy Lod Wik
(8) bl R kL
a; a asp

o

les équations de P’élément ¢ celles de 1'élément ¢, étant
G4l G
W =Wy=...= W3, = 0.
LS Ve e L .
L’élément polaire de g5,y a alors pour équation
(9) Ay — Qfi 1 B o o= AT — 3, Ty, = 0,

et cette équation () est évidemment ’équation générale d’un
élément H,_; passant par ;.

Nous dirons que deux éléments H,_,, I‘I",_, passant par &4 sont
conjugués lorsque les deux éléments ey, ¢, dont ils sont les
éléments polaires sont en involution; alors H,_; contient &g,
et H;,_l contient ¢4y . Pour obtenirun élément intégral & n di-
mensions, il suffit de prendre h éléments H,_, contenant ¢; et
conjuguésdeux a deux; ces h éléments permettent de réduire
a la forme (7).

19. Cherchons a exprimer analytiquement tous les résultats
précédents. D’abord pour obtenir I’entier %, on peut chercher le
plus grand élément caractéristique ¢4, et alors

ou bien encore on peut remarquer, d’aprés la formule (7), que A
est le plus petit entier satisfaisant 4 la congruence

(10) wltl=0 (moduw, v, ...,w;),
ou encore a l'identité

’
(to) W w;. . .0 =0,
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On voit que 'entier & n’est autre chose que le genre du sys-
teme (n° 13).
On exprimera que I'élément & o — 1 dimensions

w=o0,

conlient &4, en écrivant que pour cet élément I'entier / est diminué
d’une unité, c’est-a-dire que 'on a soit

(12) wolt=o0 (mod wy, w,, ..., ws),
soit
(13) W w,... .00l =o,

On cxprimera que les deux éléments a 2 — 1 dimensions

w' = o,
passant par &, sont conjugués, en écrivant que ® = o contient
Pélément caractéristique relatif a I'élément &= o, c’est-a-dire
b A
d’apres (12)
olte'=0 (modwy, s, ..., v, ),
ou, ce qui revient au méme,

(14) W ;.. .W;W T oE = o.

V.
INTEGRATION DES SYSTEMES DE CARACTERE uUn.

20. 1l se produit, au point de vue de 'intégra'tion, un fait trés
remarquable, énoncé et démontré par M. von Weber ('), et qui
sépare nettement le cas ol le genre / est supérieur a 1 de celui
ou il est égal & 1.

Tutonkme. — Si h est supérieur a Uunité, le systéme dérivé
est complétement intégrable.

Supposons que

(1)) W= W3=.,.= W= 0

(') Loc. cit.
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soit le systéme dérivé. On a alors, par définition,

’
we

fi

’
w3

Il

ce=wi=o0 (mod wy, wy, ..., ws).
1l résulte de la que I'on peut écrire, par exemple,
(16) wy=wy (mod v, w3, ..., ),

+/ étant une combinaison linéaire de w,, ®,, ..., @4. Si nous
prenons les dérivées des deux membres de la congruence (16)
en remarquant que la dérivée du premier membre est identi-
quement nulle, nous obtenons

0,y —y w;=o0 (mod wy, ..., wy; wh ..., 0)),
ct, a fortiori,
(17) Wy =0 (mod vy, Wy, ..., w).

Cela étant, si 4 était indépendant de w,, la congruence (17)
entrainerait (n° 14)
wl=o (modw;, wy, ..., wy),
et le genre /& serait au plus égal a I'unité, ce qui est contraire a
I'hypothése. 4 ne dépend donc que de v, et, par suite, la con-
gruence (16) se réduit a
wy=0 (mod w3, w3, ..., w).

Le raisonnement fait pour w; est valable pour ws, ..., o, etl’'on
arrive finalement aux congruences

’

Wy=Ei=...=w;=0 (mod ws, w3, ..., wy),
qui démontrent la proposition.

21. Cela étant, voici comment, dans le cas 2> 1, on intdgrera
le systéme. On commencera par intégrer le systéme dérivé, ce
qui donnera par exemple

(18) M=ay,,  Yi=as ceer Y1 = Gy

les y désignant s —1 fonctions indépendantes des variables et
les a désignant des constantes arbitraires. En tenant compte alors
de (18), il reste a intégrer une seule équation de Pfaff

w; =0
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avec
oftl=0  (modw,).

On appliquera la théorie bien connue du probléme de Pfalf
qui nous est d’ailleurs fournie par les considérations géométriques
précédentes. Les équations de Pfaff qui définissent I'élément ¢,
sont complétement intégrables; on en cherchera une intégrale
premiére

(19) 5, = const.
au moyen de I’équation (18)
(20) ol ds =o,

5, élant une fonction inconnue des variables. Celle intégrale
étant trouvée, sil’on tient compte de (19), le genre de I'équation v,
est diminué d’une unité; on cherchera une intégrale premiére
5= const. de I'équation

w0 dzydsy=o,
et ainsi de suite. On aura de proche en proche / intégrales
(21) 3= by, 3y=b,, coe, 55 =0y,
telles que les & éléments
d:1=0, d.’.,: o, ceny dZ/,=0

contiennent &, et soient conjugués deux a deux. En lenant
compte de (21) on aura alors

wi=o0 (mod w,),

c'est-a-dire que I’équation w, = o deviendra complitement inté-
grable, c’est-a-dire réductible a la forme

dzjey=o.
Autrement dit 'équation w, = o pourra s’écrire
dippy— pydsy— padsy—...—p, dsp=o,

ot les 2 4+ 1 quantités 34, ps sont indépendantes.
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Finalement, le systéme donné est réductible a la forme

dy, =o,
d}'i =0,
(22) ceeee sy
d}/;_1=0,

dspy—p1day—...—ppds,=o,

OUY iy coes Vsty Sty eons Shats Pry ooy PrSONL s+ 26 variables
indépendantes.

On déduit facilement de cette forme intégrale générale du
systéme; s’il y a des caractéristiques, on les obtient en égalant
a des constantes arbitraires les s + 2 & variables y, s, p.

La réduction du systéme a la forme canonique (22) exige s + /
opérations d’ordres

S—1, S§=—2y ..y, 2, 1; 2h-+1, 2h—1, ..., 3, 1.

22. Cas ou h est égal & 1. — Dans ce cas une réduction ana-
logue est en général impossible. Si p est supérieur a 2, il y a des
caractéristiques 4 p — 2 dimensions et n est égal a p — 1. L'inté-
grale générale se raméne & des équations différenticlles ordi-
naires. Le moyen le plus simple de procéder est le suivant :

On cherchera une intégrale premiére des équations des carac-
téristiques (s’il n’y en a pas, on prendra une fonction quelconque);
soit

(23) 3 = const.,
elle est fournie par
wids = (mod wy, wy, ..., wy)
ou encore par
(24) W wy...0;0) ds.=o.

in tenant comple alors de (23), le syst¢tme devient comple-
tement intégrable; il admet s intégrales premicres indépendantes
fournies par le systéme complet

Wi, .. s df = o.
Soient

-‘_l
Il

a,. Sy=Qay, eeey os = dg.,
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Alors cela signifie que le systéme donné est réductible 4 la
forme
‘ dsy—u;ds =o,

ds;— us ds = o,
(25) < 2 2

B I I

dss— u,ds = o,

etilvaass+1—(s+2)=s—1 relations cntre z, z,, ..., 5,
Uyy ooy Us.

Finalement I'intégration du systéme revient a celle du.systéme
d’équations différentielles ordinaires

ds, dzg
‘F‘ 5,31,...,31,757"'1-[—1‘; =0,

)26) e ee et iteie sttt taas et e aennay

. . dzl [13;
F_,-_l By Sy eeeySgy=—59°y 5
ds d.

= 0.

S

On peut se donner arbitrairement une relation entre 3, 3, ..., 5.

Dans certains cas particuliers, le systéme est susceptible d’une
forme canonique simple; mais, pour ne pas trop sortir de notre
sujet, je renverrai sur ce point au Mémoire déja cité de M. von
Weber.

CHAPITRE III.

LES SYSTEMES DE CARACTERE deuw.r.

VI.
LE SYSTEME DERIVE.
23. Soit
(1) W=Wy=...= Ws=0

un systéme de caractére deux. Le systéme déricé cst alors au
plus formé de s — 2 équations indépendantes. Cherchons d’abord
dans quel cas il contiendrait moins de s — 2 équaltions, autrement
dit dans quel cas les s covariants v}, W}, ..., w; seraicnt liés par
moins de s — 2 relations linéaires (mod wy, ..., w,).

Supposons, pour fixer les idées, que 'on n’ait aucunc relation
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de la forme
(2) U 0]+ U+ Uzw; =0 (mod wy, wy, ..., wy),
soit . le genre minimum de 'expression
U W+ Uy W)y + W] (mod wy, ..., wy).
Nous pouvons alors supposer que I'on a
(3) wltt=0 (moduwy, wy, ..., w),
et pour aucun systéme de valeurs des © on n'a
(U0} + uywy+ uswy)t=o (mod wy, w, ..., w).

Cela étant, supposons d’abord que h est égal & 1; on peut
alors mettre o', sous la forme

1) W} = B, (mod wy, Wy, ..., ty),
soit
1,000,p
whH= 2 aL ;o)
ik
(5) (mod w), gy, ..., t5).

1,5

E bi) &; o
ik

D’aprés la définition du caractére, tous les déterminants du
troisiéme degré de la matrice

’
w3

Il

oo o

s — o
(6) Eau‘mi 2011‘“’[ Z(lsimi e Zapimi
’ 2 byiws; 2 byt Z byw ... primi

doivent étre nuls, quels que soient ®,, &, ..., w,. Il résulte en
particulier de li que Lous les déterminants du second degré de la

matrice
Ea;,ﬂ;n “ee 2(19,'!3[
2 I);“'w,‘ e Z[)Pi w;

doivent éire identiquement nuls. D’aprés un raisonnement fait

(7)
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pour les systémes de caractére un, cela n’est possible que de deux
maniéres.

Ou bien les éléments de la deuxi¢me ligne de la matrice ()
sont proportionnels & ceux de la premiére lmne, ce qui entraine
des relations de la forme

byi— lag; = by —lay,;=...= bFi_ Iap,"‘—— o (I=1,2,...,0);

mais alors le covariant w} — /w] a tous ses coefficients nuls, sauf
celui de w, ., et 'on a, par suite, une congruence de la forme

LA— ’ 4
wh = lwy + muw) (mod wy, wg, ..., ),

ce qui est contraire a I'hypothése.
Ou bien, et c’est par conséquent la seule hypothése possible,
il existe des relations de la forme

Eaumt =1, zammh Ebumt = lszb:ﬂmu

( Zap, B = IPZa;”m,, pr,m, = l‘,zb;,w,,

en supposant, par exemple, que tous les 3; ne soient pas nuls.
Mais ces formules montrent, en faisant dans les seconds membres
{ =23 et cherchant dans les premiers membres les coefficients
de w3, que l'on a

a”:...:ap,:o, bs3=..4=b93=0;

par suite, dans les éléments de la matrice (7) il n’entre que w,
et w,; de plus, les équations des éléments caractéristiques

/ W = 0,
w, = 0,

QW+ A3 W3+ .+ A pTp = 0,
(9) @ B+ AWy .. .~ ArpTp =0,
b1 ®y+ b3 w3+ . .+ bypmp = 0,

by w4+ by ws 4. .+ b,me =0

se réduisent & trois seulement, i savoir:

,

B =0,
(10) Wy = 0,

Lo+ Lo, +...+ oy =o0.
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Dans ce cas, si 3 est supérieur a 3, le systéme admet un élé-
ment caractéristique ¢ o — 3 dimensions.

La réciproque est d’ailleurs évidente, parce qu’alors on peut
s’arranger pour avoir des congruences de la forme

—
W, = W1 W,

’

W, =w1W3

Wy = B, W3
(11) ( 3 2 (mod wy, w,y, ..., wy).
’
w, =
+

’
W, =

el on a manifestement s, = 2.
24. Prenons maintenant le cas ol 4 est supérieur & I'unité, et

soil
W) =T+ .. .4 21 Do

(12) wy = Eammimk (mod wy, w,, ..., wy),
W'y = Eb,-l,.mimk
on a alors forcément p > 2/, sinon I'équation
(0 —Ao))h=o,

équivalente & une équation de degré /. en A, admeltrait au moins
une racine, ce qui conduirait 4 une contradiction.
Cela étant, formons la matrice

eee Wan — Wa)i—1 o o

fo? — W |
. | %\ Y
(13) Z ayw; zazimi “ee zazh—i,imi Eazh,imi E Aopy1 i oo 2 apw;
" . A.
~
E biiwi Z byiw; ... Elbzh—n.imt E:bih.imi E baprriwi ... v; boiwi ‘
|

Tous les déterminants du troisiéme degré de cette matrice doi-

vent étre nuls ct, par suite, tous les déterminants du second
degré de la matrice

E A2N4-1,iT; oo E (Lol
~ ~
Zb‘.’h»l»l,iml e Zb‘g[ Wy l

(14)
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En raisonnant comme tout & I’heure, on voit que les éléments
de la deuxiéme ligne de cette matrice ne peuvent pas étre pro-
portionnels 4 ceux de la premiére, sinon il y aurait un covariant
tel que w; — lw; ne dépendant que de »,, w,, ..., ®a, et, par
suite, il existerait un coefficient m tel que

’
(@y—loy —moih=o  (modw, ..., w)

ce qui est contraire a ’hypothése.
Il faut donc, comme dans le cas de & =1, que tous les coeffi-
cients

@sprijanvjy  Danvioh+j

soient nuls et, de plus, par une substitution linéaire convenable
effectuée sur les @, on peut faire en sorte qu’il n’y ait pas de
termes en ®aj 2, « - -y Lol

Cela étant, les coefficients

bl,zh—H, b2.2h+h ey bzh.EIH—l

ne sont pas proportionnels aux coefficients

Qi oh+1y A20f+1y ++oy A2f oh+1y

sinon on retomberait sur la premiére hypothése. Supposons, par
exemple, que 'on ait

ay,ah+1 bz,2h+1 — @39+ bt,'zh-u # o.

Prenons dans la matrice (13) le déterminant formé des trois
premiéres colonnes; dans ce déterminant, le coefficient de
©,®3,,, est précisément la quantité

ay an1 b2 051 — @3 2p+1 bian+1;

il est donc impossible que ce déterminant soit nul.

Nous voyons donc que, dans le cas ol est supérieur 3 1, trois
quelconques des covariants ', w), ..., w, sont liés par une rela-
tion linéaire, autrement dit que le systéme dérivé est formé de
s — 2 équations.

Nous arrivons donc au théoréme suivant :

TatonkMe. — Le systéeme déricé d’un systéme de Pfaff de
s équations avariables et de caractére deux est formé de s — »

équations. Il i’y a qu’une exception, lorsque le systéme admet
XXIX. 18
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un élément caractéristique a r— s — 3 dimensions; alors le
systeme dérivé peut contenir s — 3 équations seulement.

25. Cas ot le systéme dérivé est formé de s — 3 équations.
— On a dans ce cas les formules (11) déja écrites

[ W) =o,m,

'
W,

i

loFROE]

W) =By

(11) /

(mod wy, Wy, ..., ).
(!)I,+ =0

’

W, == 0

Si p=r —sestégala3,il n’y a pas d’élément caractéristique
ct la formule
PSS ...+ S+
montre que 'on a
n=i, s = 2.

L’intégrale générale est & une dimension et dépend de deux
fonctions arbitraires d’un argument. On peut regarder le sys-
téme (11) comme un systéme de s équations différentielles ordi-
naires & s + 2 fouctions inconnues, et 'on peut prendre arbitrai-
rement deux de ces fonclions inconnues.

Si p=r—s est supérieur a 3, il y a des caractéristiques a
o — 3 dimensions et 'on a

n=pn—2, s =2, Sy =...= S, = 0.

Pour avoir les caracléristiques, on cherchera deux intégrales
premiéres du systéme qui les détermine et alors, en égalant ces
intégrales premiéres a des constantes arbilraires, le systéme
donné.deviendra complétement intégrable. Il suffira de I'intégrer
pour avoir par différentiation la derniére intégrale du systéme
des caractéristiques. Cette méthode exige s- 2 opérations
d’ordre

S35, s+ 08, S—I....,2,1;

clle permet de mettre le systéme sous la forme
dsy— uydr— v, dy = o,

| dzy— usdr — vy dy = o,
<

e et e ,
( dig—usdr — vy dy = o.
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et il existe 25— 1 relations entre &, ), 51, <oy S5y Uyy o ony U
€4y «o.y 05 Les équations des caractéristiques s’obtiennent, par
exemple, en égalant & des constantes x, ¥, 5y, «.., 55 el uy, si i,
est indépendant des variables précédentes.

Une fois le systéme mis sous la forme (15), on est ramené au
cas ot p est égal & 3, c’est-a-dire a des équations diflérentielles
ordinaires.

VII.

o . r—s
LES SYSTEMES POUR LESQUELS 72 EST SUPERIEUR A

26. Nous pouvons maintenant nous borner & étudier le cas gé-
néral ot le systéme dérivé est formé de s — 2 équations, que nous
supposerons élre

(‘6) Wy =W, =...= Wg = 0.

Nous allons d’abord démontrer un théoréme trés important,
qui est d’ailleurs valable dans le cas particulier précédemment
étudié.

Tutorime. — Si Uintégrale générale d’un systéme de
Pfaff de caractére deux est & n dimensions et si la différence »
du nombre r des variables et- du nombre s des équations
est inférieure a 2n, le systéme admet des caractéristiques &
an — p dimensions au moins.

Soit, en effet, E, un élément inlégral non singulier a n dimen-
sions; il n’est conlenu dans aucun élément intégral 3 n + 1 di-
mensions. Prenons un élément linéaire intégral E, non contenu
dans E, ; le lieu des éléments intégraux en involution avec E, est
un élément H,_, qui coupe E, suivant un élément A 7 — 2 dimen-
sions au moins; il ne contient d’ailleurs pas E, tout entier, car
I'élément (E,, E,) serait intégral, ce qui est contraire a I'hypo-
thése.

Il n’y a donc que deux cas possibles; H,_, coupe E, suivant
un élémenta n — 1 ou n — 2 dimensions.

Si H,_, coupe E, suivant un élément ¢,_, & n — 1 dimensions,
cet élément intégral ,_, est en involution avec tous les éléments
linéaires contenus dans le plus petit élément E,,, contenant & la
fois E, et E,.
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Si H,_ 5 coupe K, suivant un ¢lément (intégral) ¢, 2 d n — 2
dimensions, par I'élément intégral (e,_, E,) il passe au moins un
élément intégral & n dimensions E;; cet élément E), ne peut pas
avoir avec E, d'autre élément commun que ¢,_,, E, étant néces-
sairement contenu dans Hy_,; par suite, I'élément (E,, E;,) est a
n-+n—(n—2)=n-+ 2 dimensions, soit E, ., et ¢,_, est en
involation avec tous les éléments linéaires de E,, et de E,, c’est-
a-dire de E, .

Dans les deux cas on trouve donc un élément intégral ¢,_;
situ¢ dans E, et un élément non intégral E,; contenant E,, tels
que ¢,_; soit en involution avec tous les éléments linéaires de
]",,,;,_i; { al’une des valeurs 1 ou 2.

27. Supposons, d’une manitre générale, que celte propriélé
ait lieu pour une certaine valeur de ; si n + ¢ estégal 4 p, n — ¢
est égal & an — p et le théoréme est démontré. Si n + 7 est infé-
rieur a p, je dis que la propriété peual étre étendue a une valeur
de ¢ supérieure.

Prenons, en effet, en dehors de E,,; un élément linéaire in-
tégral non singulier E| et I'élément H,_,, lieu des éléments
linéaires lntevraux en mvolullon avec E Si H p__, a avec g,_;
un élément commun & 7 —17—1 dlmensmns, €n_i_y, ceb élé-
ment, contenu dans E,, est en involution avec tous les éléments
linéaires de E,; et avec E| et, par suite, avec tous les éléments
linéaires du plus petit élément E, iy, contenant a la fois E,;
et I\, Supposons maintenant que H,_, n’ait en commun avec
¢y_i qu'un élément ¢,_;_» & n—i— 2 dimensions, alors H;,_.,
n’aura nécessairement en commun avec E, qu’un élément H,_,
4 n — 2 dimensions; de plus, H,_, n’a en commun avec ¢,_; que
Pélément €,_j_g, de sorte que le plas petit élément contenant
Hy, sete,_;esta (n—2)+(n—i)—(n—1i—2)=ndimen-
sions, ¢'est-d-dire est précisément E,. Cela étant, par I’élément
intégral (H,_», E}) il passe au moins un élément intégral & n di-
mensions L”, et &/, n’a en commun avec E, que H,_,. Je dis que
lélément (K, h,,+,) est & n—+ i+ 2 dimensions. Si, en effet, il
n’était qu " Il+l+l dlmensmns, E aurait en commun avec
E,yi un élément & n4(n+1)—(n+1+ 1)=n—1 dimen-
sions, formé par suite de H,_, et d’un élément linéaire E{ situé
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dans E,;, mais non dans E,. Mais alors I serait en involution
avec ¢,,; (comme situé dans E, ;) et avec H,_, (comme faisant
partie avec H,_, d'un méme élément intégral E)); donc E' serait
en involution avec I'élément (e, ;, H,_»), c’est-a-dire avec L, ;
autrement dit [’élément (E,, E') & n -+ 1 dimensions serait
intégral, ce qui est contraire a ’hypothése faite sur E,,.

Il résulte donc de ce qui précéde que I'élément (E), E, ;) est
an -+ 7+ 2 dimensions, soit E, ;.. De plus, ¢,_;_» esten invo-
lution avec tous les éléments linéaires de E;, (qui est un élément
intégral contenant ¢,_;_») et avec tous les ¢éléments linéaires
de E,,; (puisque ¢,_;_» est contenu dans ¢,_;); donc ¢,_;_; est
en involutlion avec tous les éléments linéaires de E, ;..

La propriété supposée pour i est donc vraie, soil pour ¢+ 1,
soit pour -+ 2.

Il résulte enfin de la que la propriété est vraie pour i = o — n,
c’est-a-dire qu'il existe aw moins un élément intégral e;,_, en
involution avec tous les éléments linéaires intégraux et par
suite caractéristique.

28. On peut encore énoncer ce théoréne sous la forme sui-
vante :

Siun systéme de caractére deux n’admet pas de multiplicités
caractéristiques, l'excés p du nombre des variables sur le
nombre des équations est au moins égal au double 2n de la
dimension de U'intégrale générale.

Nous supposerons dorénavant que les systémes dont nous
nous occupons n’ont pas d’élément caractéristique, et que 'on
a par suite

sZan.

=

VIIIL.

LES SYSTEMES SYSTATIQUES.

29. Considérons, dans un systéme sans élément caractéristique,
un élément linéaire intégral non singulier E, ; s’ tous les éléments
intégrauzx & n dimensions qui contiennent K, ont en commun
un élément a deur ou plus de deux dimensions (contenantEy)
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le systéme sera dit systatique. On voit quelle est la propriéié
correspondante des multiplicités intégrales M,, d'un systéme sy-
statique.

Toutes les intégrales M, qui passent par un point non sin-
gulier, et ont en ce point une méme tangente, ont également
en commun, en ce point, une multiplicité plane tangente ¢
deux dimensions au moins.

L’hypothése faite revient encore 4 la suivante. Dans 1'élément
plan H,_», lieu des éléments linéaires intégraux en involution
avec E,, il ya au moins un autre élément linéaire E| en involution
avec tous les éléments linéaires de Hp_g, c’est-a-dire qui soit
caractéristique pour Hy_,.

L'élément e caractéristique de Hp_g est au plus a deux di-
mensions; car si c’était un élément ¢, a trots dimensions, un rai-
sonnemenlt identique & celui fait tout & I’heure (n°* 26 et 27)
prouverait I'existence d'un élément a trois, deux ou une dimen-
sion ¢, en involution avec tous les éléments linéaires intégraux et
par suite caractéristique, ce qui est contraire a I’hypothése.

Donc, pour un systéme systatique, tous les éléments linéaires
intégraux en involution avec E, sont également en involution
avec un élément E, contenant E,, mais ne le sont avec aucun
autre élément situé.en dehors de E,.

30. Désignons (dans I’élément H;, lieu des éléments linéaires
intégraux) par

(17) W =mw,=o0,
les équations de H_,, et soient
(18) W =Wy=Y1=...= Yy =0,

les ¢quations de I'élément E, caractéristique pour He_s.

Soient enfin 9, et 6, deux expressions de Plafl formant avee w,,
Bay fay -+ fo—s Un systéme de p expressions indépendantes
cutre elles ct indépendantes de w,, wa, ..., w;.

Si dans o el ), l'on introduit les équations (17), | et w,
doivent sc réduire (modwy, ..., w,) a des formes du second dégré
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en‘fy, ..., /o1, de sorte que I'on a
o) =) ®18) 4 220, 4+ 21 20, + 222,05+ 2w, w5,

+ wlz aiyi +_m22 a}zﬁ-Z Qi fi ks

0= 8115101+ Brow1 8+ B21 D201 + Baa w205+ By w,

{ +t_312 biyi+ m,E b;‘/.i-!—z bikyifn

Si, enfin, les équations de E, sont

(r9) ¢

T =Wy =y ==...= "/_9;,,: 0= o,
les deux expressions
A1 0+ A3y, ?‘u'ﬂl -+ 311132

sont indépendantes, puisque, égalées a zéro, elles doivent donner
H,_..

p

Cela étant, on peut d'abord simplifier les formules (1g). Dési-
gnons par ) et w, ce que deviennent les seconds membres quand
on y annule tous les o ; ce sont des expressions dilférentielles a
quatre variables w,, ®, 0,, 0, et elles ne se réduisent pas a trois,
parce qu’alors le systéme admettrait un élément caractéristique a
une dimension. Déterminons les coefficients u, ¢ de maniére que
Von ait
(20) (uw|+vwy) =o,

. (4 y, . .

ce qui donne en - une équation du second degré admettant au

moins une racine.
Si Téquation (20) admet deux racines inégales, on peut tou-
jours, par une substitution linéaire sur w, et w,, supposer
W =wy=o.
Alors w) est réductible a la forme II, II,, soit
m’l =()\lw1—|— )\2m2+ [1.101—‘:— }1201)()\/1131 -+ )\;mg—l— lJ"l 0, -+ }1;02);

mais les formules (19) montrent que g, @, — p. 1 est nul, ct Pon
peut, par suite, suppose e

[ =e=0;
nous pouvons alors prendre A, », + A, w, comme nouvelle expres-
sion w, et X, w, + A,wy+ w0, + u,0, comme nouvelle expres-



— 272 —

sion 0, (car si u, et !, étaient nuls, il n’y aurait dans ', ni terme
en 8, ni terme en 0, el «,, et as, seraient nuls). Donc on peut
supposer

;”l = 05 01 5
de méme

'(;,2 = TD'QO;),
les quatre expressions @, w,, 8, 0, élant nécessairement indé-
pendantes.
Finalement, en prenant §, —1—2 aifiy B2 -I—Z b;y: comme nou-

velles expressions 0, et 8., et changeant un peu les notations, il
vient

\
=0, + mzz aixi+2 @i fif ke

t2r) « (mod wy,we, ..., ).

,
g

=z
I

wy=wy0,+ m,Z b,-x,-—i—}: bir itk

Si maintenant I'équation (20) admet une racine double, on peut
supposer que c’est ¢ = o; de sorte que I'on a

on peut alors, comme tout a 'heure, mettre o/, sous la forme
:’Il =w, 04,
et, par suite, comme on a
B', Sz = B2, 0,820, = 0,
B,s est nul, et 'on a
:)Iz = mn(?nﬁl—!- B1205+ @mz) + Ba1@20,;

{321 n’est certainement pas nul, sinon —u_)', et o_)'_, ne dépendraient
que des trois expressions @y, §,, 8,20, 4+ Bw,. En prenant alors
21w, pour nouvelle expression w, et 3,0, + B29:+ 8w, pour
nouvelle expression 6., on arrive &

w) = w0,

(')’2 = 55102’4,— 55401
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et, aprés des modifications évidentes, aux formules

\ v, =0+ ’"’2 “:‘X_i‘*‘z ik ik

(22) ¢ (modwy, ... w).
( w',sm,ﬁz—i—m,ﬂ,—kmzz b,'xi—i-z biryistk

31. Dans les deux cas exprimés par les formules (21) et (22),
les seconds membres ou l'on fait ® = w,=— o0 ne peuvent pas
s’exprimer au moyen de moins de p — 4 variables; autrement dit,
les équations

s 2 a'iZiZE QY=o =Z Qos)i )i = 0,
' E by '/_i=2 baiyi=. “:Z bp—s,ixi= o,

U= A2 == fp—u = 0]

entrainent

autrement dit les 2(p — 4) premiers membres des équations (23)
sont liés par o — 4 relations linéaires.

Cela étant, examinons d’abord le premier cas ot I'on a les
formules (21). Nous allons prendre un élément linéaire intégral
arbitraire E,

o tee 00
) wy T yil, 8y oY

et exprimer que pour I’élément H,_, correspondant il existe un
élément caractéristique a deux dimensions.
Les équations de H,_» sont
w0, — 0w -—Z a;y? ®y+ w) 2 aili—z aikyi L = o,
(24)
w3 0y — 03 ma— D\ b wi+wf N, biyi— Y, bia kil = o-

On peut tirer de ces équations 6, et §, en fonction des wet des /,
et en portant alors dans v et w, il vient

s wlw)= E a;y? o w -+ (o) e—wla;) E a;y;+w, E air i)+ ol E QikYi Yk

( wHw} =—Z biy? w5, — (6] By — Y w,'>E biyi+ mjz bik y‘ixz,+mgz birtisi
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On aura les éléments caractéristiques pour Hy_» en égalant a
zéro les dérivées partielles des seconds membres des équations (25);
de sorte que ces 2(p — 2) dérivées partielles doivent se réduire

ap—4. Or si nous prenons les dérivées par rapport aux 7, il
vient les 2 (o — 4) équations suivantes :

w$ Ea” Si— E ay; "/jun—al (v —wim) =0,

ceevsace e DI I P R R R I I I D R A R )

o1 2 “P—U’X"_Z Apii ) ) T1— ap (B B — By @) = 0,
(26) .
ot N ou xi— Db ylwmer b (@m—oim) =o,

D R I I R R LR sec s s see ey

wl 2 bp_gini—E bpii )} B+ bpy (Wi m—wiwy ) = 0.

D’aprés I'hypothése faite sur le systéme (23), ces équations sont
au nombre de p — 4 indépendantes au moins, puisque, si I'on y
{ait w, = @, = 0, elles se réduisent &

T1=YL2= o= Yot = 0;

donc toute relation linéaire entre les premiers membres des
équations (23) doit avoir lieu entre les premiers membres des
équations correspondantes (26) (divisés par =! ou ).

Soit, en particulier,

7\1Ea“~x1+...+ 7\p—s Zap—b.i)(,i
( -+ }llz bliXi+'° . [J-P—gz bp—h,iz,i': o

une telle relation; on en déduira, pour les équations (26), deux
relations correspondant aux coefficients de », et de w,, & savoir :

(27)

_<)\,2 ayy? +...+ 19—-‘2 ap—n,tl?) + oy (har+. ..+ Ao api)
_m“’(p.lb, -+ - llp—bbp-—i) =0,

J— (11.12 bux? et 11?_52 bP_511Z?> -—m'g ()\1 ay+...+ )«p_ba‘,_g)
-+ m‘}(mb, e o] (“-p—bbp—b) =0,

et ces relations ont licu quels que soient &, @y, Y, <.y Yo
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On déduit de la les identités

ll 2 Ayfi—+...+ )\P_‘Z aP_;,,,-Xi= 0,

(29) ¢ an bryi+...+ P‘P-‘E bomiixi= 0,
7\1a1+...+)\p_kap_v‘ = o,
p'l.bl"“‘- P P‘P—bbp—!r = 0.

Ainsi chaque relation de la forme (27) entraine les rela-
tions (29).

Il résulte de la que les p — 4 relations telles que (27) peuvent
étre partagées en deux groupes; pour celles du premier groupe,
tous les p sont nuls, et pour celles du second groupe, tous les A
sont nuls. On peut toujours, comme nous 'avons vu dans le

Chapitre II, mettre ’expression 2 aixyifx sous la forme

2 Ak fif b= Y1 2 Y3 oo o Y201 2005

a pouvant d’ailleurs étre nul, et de méme

Z bik Y= Ly Lyt -+ Y81 7235

alors les relations du premier groupe sont au nombre de p—4— 24,
celles du second groupe au nombre de p — 4 — 2 et, par suite,

p—d=(p—4—22)+(p—4—28)
ou
22 +28 =p— 4;
il résulte de la que les 2a + 23 expressions y, ' sont indépen-
dantes et, en tenant comple de (29), on a
vy =1,0;+ w, 2 Qi+ Y Y2 oo Loa—1Y 2%y

w;E U102+ (o] El),xi-!- Xll l'z—f— .ot X;ﬁ—il;.@'

enfin, en prenant pour nouvelles expressions 7y, /s, ..., les
expressions

Y1+ AWy Yo+ AWy, cihy fag— A2g—1 2

et de méme pour les ¥/, et enfin en changeant lcs notations, il
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vienl les formules définitives

[ — 1 '
N W) =TT+ W, .. B B2y .
(30) , (mod vy, wg, ..., 0),
Wy = Yr Yo+ Y3 Yoo Y2k—1 Y2k

ou les w et les 7y sont p =2k + 2k expressions indépendantes.
. ) ’ .
De plus, on peut toujours s'arranger pour que les equations
W =)Y1=0
soient les équations d’un ¢lément H,_, arbitraire.

32. Examinons maintenant le second cas ou V'on a les for-
mules (22). En raisonnant comme dans le premier cas, on arrive
a Ja conclusion suivante : Toute relation de la forme (27)

‘ )\1 Za“’"/j-F A o )\9_5 Edp_g,(y‘[
=+ 1y Eb,;li+. Cesitfp— Eb‘,_w‘/‘i =0

entraine les relations

-
1 2&1,;[,-—;—. o Py Zap_uxi =0,

LR e R Pp—3@p—y = O,

(27)

\

31)
Map+.. 4 Aoy @py+ b4 ot o bpoy = o,

Cela étant, supposons que ’on ait

Eaik',{i)(_k =YYt o Lag—1 L2
alors la premiére des équations (31) montre que ’on a
P = g == L2y = 0,

de sorte que, si 'on considére ces premiéres équations (31) elles
sont au nombre de p — 4 — 2 indépendantes aw plus; elles
sont aussi au nombre de 2« indépendantes aw moins; car sinon,
parmi les équations (27) il y en aurait plus de p — 4 — 2a pour
lesquelles tous les yu seraient nuls, ce qui est impossible, car pour
ces équalions on a nécessairement

)\1”—:)\2'—‘---:)‘2«:0-

On voit donc déja que

v
LN
|

S — fj—2%721, p—

RN
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IV y a plus. Les expressions /aayr, <0y /54 ne pouvant figurer

que dans
Zblixi, Ebzixi, ceey sz—b.ili’

ces p — 4 expressions, lorsqu’on y fait
SU=f2 = .= Jaxg =0,

sont au nombre de o — 4

22 indépendantes; par suite, si I'on
ne considére que les 5 — 4 — 2 derniéres, elles sont au nombre
de o — 4 — 4aindépendantes au moins; par suite, dans les équa-
tions (27) il y en a au plus

pP—4d—22—(p—4—ja)=n2a

indépendantes par rapport aux u, et comme nous avons vu tout a
I’heure qu’il y en avait 2« indépendantes au moins, il en résulte
que parmi les premiéres équations (31) il y en a exactement
29 indépendantes.

Les 2a équations (27) d’out elles résultent peuvent alors étre

E b2'1+1,i7_i AT

Ebzz-ﬁ—s‘ili =12

supposées de la forme

Si U'on forme alors
fahea+r1 o Laa ras

ct qu’on retranche cette expression de w),, on obtient une expres-
sion ne dépendant plus que de /1, Yau; YLsatis =y Lpass €L, €N
changeant au besoin faxyy, ..., /sa, On peut faire en sorte que
Ion ait

\ wy=w,0, -+ Ty Zmﬁ—l— VAV A R e AL R AT

‘ ’
( o), =00+ w,0, + =, Zbi'/_i+ /2ot Loy faa

Rl AL R AY TR R at Ry £ £ 2N
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De plus, les relations (31) montrent que I'on a

Qg+ = Qagez =0 o= Qg = Aggg = .o o = Ap—, = 0,

s+ bagry = a1+ Dagrs = .. =Qag+ byg1 = — Asg—1+ byq = 0;

mais en changeant convenablement y,, 2, ..., /2« 0On peut faire
en sorte que
bigri=...=byy=0

(il suffit de prendre 1, + bsay1 ®a, +++y Y2a+ Dia®: pour nou-
velles expressions 7 ); alors on voit que tous les @ deviennent
nuls; en changeant ensuite Y aaq1y -+, Yp—s, O peut annuler tous
les b, de sorte que, finalement et en changeant les notations, on
arrive aux formules réduiles suivantes :

5 (.l)’l =T1Wa+...+ Wy W2,
(32) w;Em,Z;+ Wy a+...-+ Bap) 2+ 0101+...+03k_’02[;
(mod wy, ..., wy),

et 'on voit que 'on peul toujours supposer que les équations
W) = Xz =0

représentent 1'élément H,_,.

33. En résumé, si le systéme donné de caractére deux, sans
élément caractéristique, est systatique, on se trouve dans
Uun des deuz cas suivants : ou bien on a

’

(0] =,8+...+ 1B

(30) 3 )
| oy = sa+. o+ Yok—t L2k

(mod vy, vy, ..., w),

o bien on a

(

W), =T .. By ey
(32) " 0y =W L1+ T Yan+ 010240 A 0240 g

\ (mod wy, ..., wy).
La réciproque est vraie et je ne m’arréte pas a la démontrer.
34. Voyons maintenant quelles sont, dans chacun de ces deux
cas, les valeurs des entiers n, sy, $2, ..., S,.
Prenons d’abord le premier cas (form. 30). Nous pouvons tou-

jours supposer
<k,

Alors, étant donné un ¢élément linéaire intégral E,, le lieu des
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éléments intégraux en involution avec E, est un élément H,_,,
dont les équations peuvent étre supposées

m1=7_|=0.

Les conditions pour que deux éléments de H,_, soient en in-
volution sont alors fournies par les deux covariants

Wy =TT .+ Tafe Tl

Wy =Yy S e Lokt L2k
Si /e est égal & 1, le lieu des éléments de H,_, en involu-
tion avec un élément linéaire arbitraire de H,_, est un élément

3

ao
v

3 dimensions, et 'on a, par suite,

sy =1;

si, au contraire, /i est supérieur a 1, ce lieu est & o — 4 dimen-

sions Hy_4, ce qui donne
Sy = 2,

en continuant de proche en proche, on voit qu’on a

S|=8=...=8;=2; Sht = ... =S &1 (si k> h),

et la formule

P=S81+ Sad ...t Sp+ N

nous donne ict

oh+ok=h+k+n,
c’est-d-dire

(33) n=~"nr+£k, p=2n.
Donc on se trouve dans le cas ot le nombre p est égal a an,

les h premiers caractéres sont égaux a 2, les suivants jus-
qu’au ki€me sont égaux a l'unité

n=h+/c, S| Teev=Sp =2y St = =8 =1, Sj+1=...= 8, = 0.

Prenons maintenant le second cas, caractérisé par les for-
mules (32); & étant un entier posilif ou nul. On peut supposer
que les équations de H,_, sont

By = Y2 =0,
de sortc que, pour les éléments situés dans Hy_,, on a

lu'l =W, +.. .+ Ty -1 Wy,

W) =Wy g T fon+ 000, =-. 00020y 02z
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on cst ramené i des formules analogues, mais o /4 est diminué
d’une unité. Si hest égala 1, ona

S$1 =2, S =...=8p4+1 =1,
si, au contraire, 1 est supérieur a 2, 5, est égal a 2. D’une ma-
niére générale, on voit que l'on a
S =8 =...=8,=2, Shal = oo T=Shpk =1, Shak+t = o =8y = 0,

et la formule

=SSy N

donne ici

. dh+2k=o0h+k-+n
ou
30 n=alk-+k, p=2n.

On arrive donc au résultat suivant :

Tutorkme. — 8¢ un systéme de Pfaff de caractére deuz,
n’admettant aucun élément caractéristique, est systatique,
Uexcés o du nombre des variables sur le nombre des équa-
tions du systéme est égal au double 2n de la dimension de
Uintégrale genérale.

La réciproque est d’ailleurs vraie, car, si p est égal a 2n, I'élé-
ment H,_, admet un élément, caractéristique pour Hy_,, a

2n —(p—2)=2

dimensions au moins, et le systéme est systatique.

IX.
LES SYSTEMES SINGULIERS DE CARACTERE deux.
35. En général, si les coefficients des équations d’un systéme
de caractére deux ne sont pas particuliers, on a
S1=83=...= §p-1=12;

quant i s,, il est égal a 5éro, un ou deux, suivant le reste de la
division de p par 3

Sp =0 si p=3n—a,
Sp=1 si p=3n--1,
Sy =2 si o=13n;
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n se trouve étre ainsi le quotient & une unité prés par exces de la
division de p par 3.

Nous dirons qu’un systéme de caractére deux est singulier
si 'avant-dernier caractére est plus petit que deux. D’'une
maniére générale, si nous désignons par h le nombre des
caractéres égaux a deux, ce nombre h est au plus égal
a n— 2, st le systéme est singulier.

Nous ne nous occuperons plus maintenant que des systémes
singuliers sans caractéristiques.

Remarquons que, pour tout systéme singulier de caractére deux
sans caractéristique, n est au moins égal a 3 et, par suite, p est
au moins égal a 6.

Recherchons d’abord quels sont les systémes systatiques singu-
liers. Si un systéme systatique n’est pas singulier, on a 'une des
trois hypothéses

p=3n—2, 3n—1 ou 3n.

Comme d’autre part o est égal a 2n, cela n’est possible que
si n est égal a 2, et dans ce cas d’ailleurs le systéme n’est certai-
nement pas singulier.

Donc tous les systémes systatiques sont singuliers pour n au
moins égal a 3.

En nous reportant aux formules (30) et (32), on voit que {'un
des covariants uw, + vw, est de genre h (), avec les nota-
tions adoptées). On peut remarquer de plus que ’un des cova-
riants uw, . vw, est de genre au moins égal a h + 2; il suffit
de cousidérer w) + v, dans la formule (30), v, dans la formule (32):
dans les deux cas le genre est n.

Ce sont ces propriétés que nous allons étendre aux systémes
singuliers non systatiques.

36. Faisons d’abord une remarque générale. Considérons un
systéme non systatique, sans élément caractéristique, et prenons
I'élément H,_, lieu des éléments intégraux en involution avec un
élément linéaire intégral arbitraire E,. Soient

W) =W, =0
les équations de H,_, el soient

W, = W, ::7_' ==, ., .= Xfl“-" == 0
XXIX. 19
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celles de E, ; soit enfin § une expression de Pfaff indépendante
de @y, @2, Y1s -+« Yp—s (et de ®,, ..., w,). On verra facilement
par un raisonnement déja fait que 'on peut écrire

w) =0 + &, Eaixi-l- szaixi—i— zaikxi‘/./f

(35
(33) m’,Esz—o- IBIZIJ[X,'—I— Lo Zb;X'_‘r— Zbil-xilk

(mod wy, ..., wyg).

Nous désignerons par v, v, les seconds membres de ces con-
gruences ol l'on a fait w, = w, = 0. Les équations

déterminent les éléments intégraux situés dans H,_,; par hypo-

’

thése, ces deux covariants ',
moyen de p — 4 seulement des expressions 7. On peut encore les

-, , .
w, ne»peuvent pas s exprimer au

regarder comme définissant un systéme d’éléments intégraux
dans un élément plan 4 p — 3 dimensions, avec

h=h—, n'=n-—ri;
c’est donc encore un systéme singulier d’éléments intégraux.

37. Cela étant, considérons d’abord le cas ou le seul carac-
tére s est égal a 2, o étant au moins égal a 6. Alors en appli-

quant les formules (35), les covariants ', w, définissent un
systéme pour lequel & est nul; donc w,, par exemple, est iden-

tiquement nul. De plus, le genre de ), est au moins égal i 2
(sans quoi p — 3 serait au plus égal a 2); par suite, le genre de w),
est au moins égal a 3.

Si maintenant le genre de o', n’était pas égala 1, il serait mani-
festement égal 4 2, et tout covariant uw) -+ vw), voisin de o)
serait de genre au moins égal a 3. Par suite, tout élément H_,
voisin de H,_, ne pouvant diminuer que de deux unités au plus
le genre d’un quelconque des covariants zw), + vw,, diminuerait
nécessairement de deux unités le genre de w),. Mais si alors, ce
qu’on peut toujours supposer, on a

Wy =0 + wyy, (mod wy, ..., w;)

les deux équations de H),_, ne devraient dépendre que de w,, w,,
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B8, 4 (mod wy, ..., ws); par suite, w, ne pourrait contenir que
®y,@s, 0, 74 (') et 'on aurait p = 4, contrairement a 'hypothése.

Il résulte donc de la que le covariant w est de genre 1, le
covariant v, étant de genre au moins égal & 3.

38. Nous allons maintenant démontrer le théoréme général
suivant :

Tutorkme. — Siun systéme singulier de caractére deux, sans
élément caractéristique, posséde I caractéres et h seulement
’ A , < . l’ d " ’ r A ’
égaux a 2 (h=n —2), Uundes covariants uw', + vwy, soit v,
est de genre h, tandis que pour des valeurs arbitraires de u
et de v ce genre est au moins égal & h + 2.

Ce théoréme est vrai pour les systémes systatiques, d’aprés
une remarque faite plus haut. 11 est vrai aussi pour les systémes
non systatiques, lorsque % est égal 4 1. Supposons-le vrai pour
une certaine valeur de A et démontrons-le pour la valeur sui-
vante h 4 1.

Conservons aux formules (35) leur signification de tout a

I’heure; nous supposons, par hypothése, que «, est de genre /4

Iy

et que v,, par exemple, est de genre au moins égal 2 b+ 2. 1l
résulte déja de la que w), est de genre au moins égal a 2+ 3, ce
qui démontre la derniére partie du théoréme.

D’autre part, o', est de genre au moins égal a & + 1. Si W, était
de genre h + 2, v, + v, étant au moins de genre & -+ 3 pour
des valeurs suffisamment petites de ¢ et tout élément H,_, suffi-
samment voisin de H,_» devant réduire a A le genre de 'un des
covariants v, + ¢ ©,, il en résulte que, pour un élément H,_, ar-
bitraire, c’est le genre de w| qui doit étre réduit a .. Mais, d’aprés
un raisonnement déja fait pour 2 =1, il en résulterait que p
serait égal a 24 + 4, ce qui est incompatible avec I'hypothése
faite sur le genre de ).

Le théoréme est donc démontré dans toute sa généralité.

On peut ajouter qu’sl n’y a pas de covariant uw', + vw), dont
le genre k soit inférieur a h, parce qu’alors, pour 'élément H,_,

(') Au covariant v, correspond une des équations de H__, et cette équation, si
H,_, est arbitraire, contient nécessairement toutes les variables dont dépend o).



— 284 —

lieu des éléments intégraux en involution avec un ¢élément linéaire
intégral arbitraire E,; le genre du covariant serait au plus & —1;
pour le lieu des éléments en involution avec un élément intégral
arbitraire E,, il serait au plus égal & & — 2 et ainsi de suite, de
sorte qu'aw bout de & opérations il serait nul et 'on aurait

Sh+1= 2,
ce qui est impossible.
Cette remarque est d’ailleurs valable, que le systéme soit sin-
gulicr on non.
X.

DETERMINATION DES CARACTERES D'UN SYSTEME SINGULIER.

39. Voici d’abord comment on peut procéder pour reconnaitre
si un systéme donné, n’admetlant pas d’élément caractéristique,
est singulier ou non.

On déterminera le genre minimum & du covariant uw', + vw),
en recherchant successivement si 'un de ces covariants est de
genre 1, 2, .... Pour exprimer que uw) + vw), est de genre 1,

(uwy+vwy)?=o0  (modwy, wy, ..., w),
il y a, par exemple, & écrire que les coefficients de tous les termes
o2 o p (5, j=3,...,p)
sont nuls (en supposant que le terme en ®,w, de uw)+ vw, ne
(p—2)(p—3)
2

soit pas nul), ce qui fait équations du second degré

»

¢ . . . .
en - ; ces équations devront avoir une racine commune si k est
u

égal & 1; ce qui donne

(p=2(p—=3)_,_(e—n(p—4)
2 2

équation de condition entre les coefficients de v/ et w,. De méme
pour exprimer que k est égal a 2,ily a

(p—3)(p—6)
2

équation de condition, et ainsi de suite.
Une fois ’entier k trouvé, trois cas peuvent se présenter :

1° 2234+ 1; alors le systéme n’est certainement pas singulier,
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car, s’il I’était, k serait égal & A, n serait au moins égal & A 4 2
et p serait au moins égal & 24 + n, c’est-a-dire a 3k +-2;

2° p2 3k + 3; alors le systéme est certainement singulier, car,
s'il ne I’était pas, & serait au plus égal 4 k, et nau plus égala h+1,
de sorte que p serait au plus égal 2 34 + 2;

3° p=23k + 2; dans ce cas le systéme peul étre singulier,
mais il peut aussi ne pas I'étre; mais, dans tous les cas, & est égal
a k, sinon p serait au plus égal 4 34— 1. Nous verrons plus loin
comment on distingue les deux cas I'un de l'autre.

40. La question qui se pose maintenant est la suivante :

Le systéme étant singulier et connaissant la valeur de £ (c’est-
a-dire de &), trouver la valeur de I'entier n. Il est clair que, si l'on
connait 2, on en déduira les valeurs de tous les caractéres; si, en
effet, 1l y a { caractéres égaux a 'unité, on aura

p=2h+1+n,
c’est-a-dire
l=p—2h—n.

Plus généralement, supposons que nous ayons un systéme pour
lequel on connait 'entier & et tel que p soit au moins égal & 34;
alors on voit facilement que A estici égal a k. Cherchons la valeur
de n.

Nous supposerons que le covariant w; de genre . puisse s’ex-
primer au moyen des 2k expressions ®,, wa, ..., @y, indépen-
dantes entre elles (et indépendantes de w,, ..., w,). Considérons
alors w), et supposons qu’en y faisant w, =...=®,; =0, le genre
de w), se réduise a B, de sorte que w; peut alors s’exprimer au
moyen de 23 expressions Y, Y2+ ---, Y 2p indépendantes de w, ...,
a4 (f pouvant d’ailleurs étre nul). Enfin il se peut que p soit
supérieur a 2k + 23, soit

p=12h—+23+ x;

nous désignerons alors par §,,8,, ..., 8,, « nouvelles expressions
indépendantes des précédentes. Le covariant v, se présente alors
sous la forme

) EZ bi/ﬁ!tmj-i—z c;jm,-ﬁj—i—z d,-jusix,-+ YA 2o FaB—1723.

On peut maintenant s’arranger de maniére que tous les d;
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soient nuls en ajoutant & chacune des expressions 1 une combi-
naison linéaire convenable des . De plus, les a coefficients de
8y, 0,, ..., O sont nécessairement des formes linéaires indépen-
dantes de w,, @y, ..., W2z, sinon w) ne dépendrait des § que par
lintermédiaire de moins de « formes indépendantes et il y aurait
des éléments caractéristiques. On peut donc supposer que les
coefficients de §,, ..., 0, sont précisément w,, ..., wy. Enfin on
peut supposer également que dans les coelficients &;; les indices ¢
et j ne prennent que les valeurs a1, ..., 2/ (en ajoutant a
chaque 0 une combinaison linéaire convenable des w).
Finalement nous arrivons aux formules suivantes :

1,..,2h

Wl
: GijW ),

iy
(36) { 41,2k

!
Wy

.—s~
i

Il

E bijusirBj+m,01+...+w101
o
+ Y1 2+ + X25—‘X23'
Les entiers o et 3 se trouvent immédiatement une fois qu’on
cornait & ; par suite, laréduction (36) est toujours facile i effectuer.
Ces entiers a et § satisfont d’ailleurs aux inégalités

aZah,

3
(37) a+2B2h,

la derniére résultant de hypothése d’aprés laquelle p est au moins
égal a 3 4.

41. Avant de passer & la détermination du nombre n, nous
ferons la remarque suivante : Pour tout élément annulant o),
les 2/ expressions ®, ..., ®,; doivent éire liées par au moins
h relations; autrement dit, tout élément annulant ) est aw plus
a p — & dimensions. De plus, si 'on considére h quelconques
(ou un moindre nombre) des expressions w,, ..., ®a, ces h ex-
pressions restent indépendantes pour un élément arbitraire E,_,
annulant . C’est une proposition que je laisse au lecteur le
soin de démontrer.

Cela étant, considérons d’abord le cas o « est inférieur a h.
Il est clair que tout élément intégral E, est contenu dans 'un des



— 287 —

éléments E,_; qui annulent o. Cherchons d’abord la dimension
maxima des éléments intégraux contenus dans un élément E,_,
arbitraire.

On peut d’abord, d’aprés la remarque faite plus haut, supposer
que les a < & expressions wy, @, ..., Wy sont indépendantes pour
I'élément considéré E,_;, de sorte que cet élément sera, par
exemple, défini en se donnant d’'une maniére convenable sy, ...,
®,; en fonctions linéaires de ,, @,, ..., ®;. En substituant dans ),
on obtient une expression de la forme suivante :

a1,...,h
(38) w)= 2 @,-jmimj—i— m.0;+...+ma0;+ FAV & Taakt e alb £Y: B £1:1)
iJ
ou 0] se déduit de §; par addition d’une combinaison linéaire con-
venable de w,, ..., ®s. Soit alors ¢ le genre de I'expression

x+1,...,4

Z Bwiw;;

ij
on peut remarquer que I'entier o satisfait a I'inégalité

h—a
2

A

(39) g

et aussi, en vertu de la deuxiéme inégalité (37), a
(40) s=B.
Cela étant, le genre de , est égal & o -+ a—+ B, de sorte qu'il

faut au moins ¢ + o -+ P relations entre les w, les § et les ¢ pour

annuler w,. Finalement la dimension maxima des éléments inté-
graux contenus dans E,_; est égale a

(41) p—h—(c+a+B)=h+B—a.

Je dis maintenant que ce nombre h + B — o est précisément
égal 3 n. Remarquons, en effet, que pour un élément intégral
arbitraire Ezyg_s, contenu dans 1'élément arbitraire E,_s, les
h expressions &, @y, ..., @4 sont indépendantes, car le nombre

o+ 20 de celles de ces expressions dont dépend 5'2 est au plus

égal au genre a + 3 + o de w,, a cause de (40). Par suite, pour
I'élément intégral Ex g_oles 2k expressions »,, ..., @y, sont liées
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exactement par les /4 relations qui définissent E,_;. Autrement
dit, Ex g_o est contenu dans un:"seul élément E,_;. Par suite,
si n était supérieur &4 h+ 3 — o, par I’élément intégral Ex,g o
passerait au moins un élément intégral E,, et cet élément devrait
étre contenu dans un élément 4 p — h dimensions annulant v/ et
qui ne pourrait étre, par suite, que I’élément donné Ep_;,. Or,
par hypothése, cet élément E,_; ne contient pas d’é}ément inté-
gral a plus de A+ 3 — o dimensions. On a donc nécessairement

(42) n=h+B—o,
avec les inégalités

(43) ,e+"—'}°—‘;n;p+h

résultant de (39) et (40).
On a de plus le théoréme :

Tout élément intégral E, est contenu dans un et un seul
des éléments Ep_;, obtenus en annulant le covariant ), et réci-
proquement chacun de ces éléments E,_ contient une infinité
d’éléments intégraux E,, obtenus au moyen du covariant v,
réduit en tenant compte des relations qui définissent E,_j.

Enfin, la relation fondamentale
p=Si+Sa+... S+ n

donne les valeurs suivantes des caractéres

S 1 =...=8p =212,
(44) Sht1= ... = Sx484+0 = I,
Sa+B+o+1=... =S )+f—¢ = O,

ce qui exige encore les inégalités
(45) ozh—a—f, nia+af.

42. Considérons maintenant le cas ol « est supérieur ou égal
@ h. Le raisonnement est tout a fait analogue. Si 'on considére
un élément arbitraire E,_; annulant o, on peuat supposer que,
pour cet élément, les / expressions @, @y, ..., m; sont indépen-
dantes. En portant alors dans ), les valeurs de s, ..., @, il
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vient une expression de la forme
U}; = wlﬁ’, R G!‘/Le;t Rl A0 & S s /281 Y28y

ou B} se déduit de §; par addition d’une combinaison linéaire con-

venable de 84, ..., 0, ®,, ..., ©4. Le genre de w), est alors
égal a b + {3, de sorte que tout élément intégral contenu dans
E,_» est obtenu par /& + 3 relations au moins entre @, ..., ®,
O -0 B4 A4y oo+, 72p- La dimension maxima des éléments inté-
graux contenus dans E,_; est alors

p—h—(h+B)=a+8,

et 'on démontre, comme dans le premier cas, que ce nombre repré-
sente la valeur de n. Le théoréme énoncé dans ce premier cas est
encore valable ici, et I'on a facilement les égalités

(46) n=a-+ B,
(17) s1=...=s,=2, Sh1=...=8pB=1, SBtf+1=...= S+ =.0.

43. Ces résultats nous permettent de décider, dans le cas resté
douteux ou 'on a

e=3h+2
si le systéme est singulier ou non. Si d’abord « est inférieur a A,
['égaliLé
(48) a+28=h—+2

ou
h—a=2(f—1)

donne pour o les inégalités
eZB—r, 628 —2;

iln’y a donc pour ¢ que les deux valeurs possibles 8 —2 et 3 —1;
a la premiére correspond pour r la valeur 2 + 2, a la seconde la
valeur & + 1. Pour que le systéme soit singulier, il faut donc que
o soit égal a B — 2, ce qui exige d’ailleurs B2 2.
Si, au contraire, o est supérieur ou égal a A, on doit avoir
n = h + 2, c’est-a-dire
a+B=h-+2,

ce qui, joint a (48), donne pour B la valeur zéro. 1l faut donc et
il suffit que B soit nul.
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Enfin remarquons, comme vérification, que si I'on a

a=o, c=o0
ou

a = 2k,
on obtient

p=2n,

ce qui concorde avec les résultats trouvés directement pour les
sysiémes systatiques.

CHAPITRE 1V.

INTEGRATION DES SYSTEMES SINGULIERS DE CARACTERE deuzx.

XI.

LES SYSTEMES SINGULIERS POUR LESQUELS LE SYSTEME DERIVE
N'EST PAS COMPLETEMENT INTEGRABLE.

44. Dans l'étude des systémes de caractére un, nous avons
trouvé deux cas essentiellement distincts : celui ot le systéme
dérivé élait complétement intégrable et celui ou il ne I'était pas.
Cette distinction se présente ici aussi pour les systémes de carac-
tére deux, singuliers ou non. Mais comme notre but n’est d’étu-
dier I'intégration que des systémes singuliers sans élément carac-
téristique, nous nous bornerons a ceux-la.

Supposons donc d’abord que le systéme dérivé ne soit pas
complétement intégrable. Si

(1) W3 =...=w;=0

sont les équations du systéme dérivé et si w,, @y, ..., ®, consli-
tuent avec ©,, ..., w; un systéme de r expressions de Pfaff indé-
pendantes, on peut réduire ) et w, & des expressions du second
degré en @y, ..., m, (mod w,, ..., wy).

Enfin, d’aprés les résultats du Chapitre précédent, on peut
supposer que w; est de genre %, en conservant toujours a cet en-
tier sa méme significalion, et que w), est au moins de genre A + 2.

Cela étant, on aura des congruences de la forme suivante :

s Wy = w3+ Wy 0;
(2) (mod w3, ..., wy),

' Wy = Wy ys+ Wy b
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ou les et les § désignent des combinaisons linéaires de w,, ...,
mp, Wy, Wo.

Si nous dérivons les deux membres de la premiére des con-
gruences (2), nous obtenons

o) pa+wili—w Yy — w8y =0, (modw;, ..., ws; v, ..., w0}
et, a fortiori,
(3) | 3+ wyl3=o0 (mod wy, wy, ..., wy).

Cela étant, d’abord ;5 et 85 ne peuvent pas étre indépendantes
entre elles et indépendantes de w,, w,; car, s’il en était ainsi, on
aurait en particulier (n° 14)

'
wyl3xs=o0 (mod wy, w,, ..., wy),

ce (ui exigerait

wl=o (mod wy, wy, ..., wy);

le genre de w), serait donc au plus égal a 2, ce qui est contraire a
I'hypothése d’aprés laquelle ce genre est au moins égal a £ + 2.
Si maintenant il y a une relation et une seule entre 73, 03, w,
wg, SOIL
0;=1y; (mod wy, w,),
la congruence (3) entraine

(0} +lwy)2=0 (mod vy, vz, ..., w);

Iun au moins des covariants uw', + vw, est donc de genre 1;
donc on a nécessairement

h=l;

d’ailleurs ce covariant ne peut étre que ', car si un covariant
différent de w', était aussi de genre 1, p serait au plus égal a4 et
le systéme ne serait pas singulier. Donc la deuxiéme hypothése
considérée exige
h=1, l=o0;

autrement dit 8; dépend linéairement de w, et w, et on voit faci-
lement qu’on peut le supposer nul en changeant au besoin 3.
Quant a 73, c’est une combinaison linéaire de w, et des deux
expressions w au moyen desquelles peut s’exprimer .

Enfin, supposons que 73 et 8; dépendent tous les deux de w,
et w; et qu'il en soit de méme pour 4, Oy, ..., s, 8. Pour que



le systéme dérivé ne soit pas complétement intégrable, il faut que
I'un des covariants, par exemple w}, soit de la forme

wy = lw;w, (mod w3, ..., w);

mais alors le systéme adjoint du systéme dérivé serait précisé-
ment le systéme donné, et ce systéme n’est pas complétement
intégrable.

43. Nous arrivons donc au théoréme suivant :

Tutorime. — Si un systéme singulier de caractére deuz, et
sans élément caractéristique, admet un systéme dérivé non
complétement intégrable, le deuxiéme caractére s, est infé-
rieur & deux et l'un des covariants, par exemple w',, est ré-
ductible ala forme s, w,. De plus, on a des formules telles que

Wy =Y,

(4) e . (mod wg, . ... wy),

W = W) Ys

les 4 dépendant linéairement de w,, ®,, v,.

On peut ajouter que les équations du systéme adjoint du sys-
téme dérivé n’entrainent pas I'équation

we = 0,
car sinon l'on aurait
) =0 (mod wy, wa, ..., wy, By, By),
ce qui exigerait
wl=o0 (mod wy, wy, ..., wy),

contrairement a I’hypothése, le genre de ) étant au moins égal
a 3.

Par suite, on peut toujours choisir ©,, ®, de maniére que
Y3y + -y s ne dépendent que de ®, et w,.

46. Cela étant, remarquons que le systéme dérivé (1) du sys-
téme donné est aussi le systéme dérivé du systéme

(5) W =wW3=..,.=w;=0,

et ce dernier systéme est de caractére un. 1l en résulte (n° 20)
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que le covariant o) est de genre 1 (mod w,, w,, ..., w;), sinon
le systéme dérivé serait complétement intégrable.
On a donc encore une congruence de la forme

(6) W, =%, (mod wy, vy, ..., w);

il suffit, pour cela, conformément d’ailleurs a ce qui-a été fait
plus haut, de choisir », el w, de mani¢re que le systéme adjoint
du systéme (5) soit

(7) W)= W3 = ..= ;=T = By = 0.)

47. Finalement, si un systéme de Pfa(ff singulier de carac-
tére deux, sans élément caractéristique, a un systéme dérivé
non complétement intégrable, on peut trouver s — 1 équations
du systéme formant un sous-systéme de caractére un et ad-
mettant des caractéristiques & r — s — 1 dimensions.

De plus, d’apreés les résultats du Chapitre I1I, tout élément inté-
gral du systéme donné est situé dans un élément intégral arbitraire
du sous-systéme. Par suite, pour avoir l'intégrale générale du
systéme donné, on prendra une multiplicité intégrale arbitraire
M,_; du sous-systéme

(5) W =wW3=...=Wwg =0,
et 'on cherchera les multiplicités intégrales de I'équation
Wy =0

contenues dans M,_;. Ces multiplicités M,_; dépendent d’une fonc-
tion arbitraire d'un argument et sont engendrées par des caracté-
ristiques & 7 — s — 1 dimensions données par les équations com-
plétement;intégrables

(7) W] == W3 =...== Wy =T = Ty = O.

48. On peut préciser davantage les propriétés des multiplicités
intégrales. Une discussion facile montre que trois cas peuvent se
présenter relativement a la forme de w, ; ils sont caractérisés par
les formules suivantes :

) =B, B (mod wy, vy, ..., w),

g 0=, (mod wy, w3, ..., wy),

Wy = T Wy, + WyTy - W A i Wy Ty (tmod v, Wy, ..., )

W)= B Wy e+ Bay— Pan (mod vy, wy, w3, ..., B,),
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L—
W =Ty (mOd Wy, Wy, ..., W),

(10) .
W= T+ BB+ . Ten Bant (mod wy, w,y, ..., we).
Dans les trois cas, n désigne la dimension maxima de l'inté-
grale générale.
Dans le premier cas, la recherche des multiplicités intégrales
contenues dans une multiplicité M,_, exige I'intégration d’une
équation de Pfaff qui admet des caractéristiques a une dimension

W=T3=B} =...= By =0,

dans le second cas, il en est de méme; seulement, si la relation
entre @, et w, qui caractérise M,_; est

Ty = AWy,

2

les caractéristiques 4 une dimension de I’équation de Pfaff qui
reste a intégrer sont

Wy =T =W,+aAW3=W3=...= Wy, = 0,

enfin, dans le troisiéme cas, I'équation de Pfaff a intégrer n’admet
plus de caractéristique.
Les deux premiers cas correspondent a des systémes systaliques

$1= 2, Sg=...=Sp—1=1, Sp =0,
le troisiéme, a un systéme non systatique
Sy = 2, S2=...= 81 =8Sp=1.

49. Nous arrivons maintenant & une notion nouvelle : celle de
caractéristiques d’'une nouvelle nature, que nous désignerons
sous le nom de caractéristiques de Monge pour les distinguer
des caractéristiques considérées jusqu’'a présent et que nous
appellerons dorénavant caractéristiques de Cauchy. Ces der-
niéres engendrent les multiplicités intégrales 4 n dimensions, et
par chaque point de I’espace il en passe une, et une seule, de
sorte que toutes les multiplicités intégrales M, qui passent par
un point donné ont en commun la caractéristique issue de ce
point. La premiére propriété seule, d’étre des génératrices
pour les multiplicités intégrales, se conserve pour les caracté-
ristiques de Monge.
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Counsidérons une quelconque des multiplicités intégrales de
I'un des systémes dont nous nous occupons.

L’équation de Pfaff
(1) w =0

est pour cetle intégrale une équation aux différentielles totales
par rapport aux n variables indépendantes choisies; mais on est
stir d’avance qu’elle entraine les équations

W)= Wy == W= By = 0]
or, le systéme

(7) Wy =W3=,..= W= =Wy=0

est déja par lui-méme complétement intégrable quand les r va-
riables primitives sont regardées comme indépendantes; donc,
a fortiori, sur la multiplicité intégrale considérée M, la seule
équation (1 1) 4 laquelle ce systéme se réduit est-elle complétement
intégrable. Par suite, elle définit sur M,, une famille de multi-
plicités & n — 1 dimensions dépendant de n paramétres arbilraires
engendrant M,, et telles que par chaque point de M, il en passe
une, et une seule. Ce sont des caractéristiques de Monge. Sil'on
change la multiplicité intégrale M,, ces caractéristiques a n —1
dimensions satisfont toujours au systéme suivant :

(12) W=Wy=...= W= T = Ty = 0;

c’est le systéme différentiel des caractéristiques. Remarquons
que l'on a, pour ce systéme, suivant les cas,

' . [ A S
(13) Wy =0, =.‘.=ws=m‘i=mz=o (modw w)
1y oo oy 2
Wy =TT +. ..+ Tap1 Ban ’
’ ’ 14 ’ !
w,=w ... ==, =T,=0
1 3 s 1 2 -
(14) (mod wy, ..., @),
% Wy =B;Bs+...+ Bap—1Ban

»E‘
I
E.
I
l

[ — U —
(15) % , EGSETIETIZO edwy, .., ).
WY =T, B+. . .+ WenBantt

Elles sont données par I'intégration d'un systéme de caractére un.
Dans le premier cas, elles dépendent d’une fonction arbitraire de
n — 1 arguments; dans le second cas, ce sont toutes les multipli-
cités & n — 1 dimensions, situées dans des multiplicités a n dimen-
sions dépendant d’une fonction arbitraire de n — 2 arguments et
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engendrées par des multiplicités caractéristiques de Cauchy a
deux dimensions, i savoir

(16) V=W =... = W= =B = B= Wg=...= Wy, = 0;

dans le troisiéme cas, ce sont encore toutes les multiplicités a
n — 1 dimensions, situées dans des multiplicités & n dimensions
dépendant d’une fonction arbitraire de » — 1 arguments et en-
gendrées par des multiplicités caractéristiques de Cauchy a une
dimension, a savoir

(17) W =W=.. DW= =T =0, =Ts=...= Bap+q = O.

Enfin, dans les trois cas, elles sont situées dans des multipli-
cités & r — s — 1 dimensions dépendant de s + 1 constantes arbi-
traires, a savoir

W= W3=...= W= T = Wy= 0.

50. Enfin, dans les deux premiers cas (p = 2n), il existe aussi
des multiplicités caractéristiques de Monge a une dimension.
Dans le premier cas, défini par les formules (8), ces multiplicités
caractéristiques sont définies par les équations

W) =We=...= W=W3= W, =...= W, = 0,

elles dépendent d’une fonction arbitraire d’un argument, car on
a, par exemple,

A .
Wy =B, (mod wy, Wa, «..y s, B3y «. ., Bap);

par chaque point d’une multiplicité intégrale M, il en passe une
et une seule; elle n’est d’ailleurs pas contenue dans la multiplicité
caractéristique 4 n — 1 dimensions qui passe par ce point.

Dans le second cas, défini par les formules (g), les caractéris-
tiques & une dimension sont définies par les équations

(16) W == . . == =W=Bs=...= Wep== 0]

elles sont contenues dans les multiplicités caractéristiques a
n —1 dimensions; ce sont d’ailleurs toutes les multiplicités a
une dimension conlenues dans les multiplicités 3 deux dimensions
définies par le systéme complétement intégrable (16).



XII.

LES SYSTEMES SINGULIERS POUR LESQUELS LE SYSTEME DERIVE
EST COMPLETEMENT INTEGRABLE.

51. Si le systéme dérivé est complétement intégrable, nous
pouvons le supposer intégré, de sorte que nous sommes ramenés
au cas ot le systéme ne contient que deux équations.

Si & désigne alorsle nombre des caractéres égaux a 2, on peut
supposer que le covariant w| est de genre & (mod w,, w,) avec

. n2h+ 2, p23h +2;
soit

1,...,24
(18) | = 2 a; ;oo (mod wy, w,).
ij

Nous conserverons les notations du Chapitre 11 (form. 36) et
nous supposerons choisies les expressions @, ..., ®a4, 8, ..., 0g,
/1y - -+ 72p de maniére a avoir

l 1,.
s w = 2 QAT
(19) A+, ..., 2k (mod wy, v,).
'm,s 2 bij®im;+ w0, +. ..+ w,0,
\ —+ XJZ_;}—}—. R '/_23_1 72{3

Nous allons d’abord examiner dans quel cas ', est de genre
h 41 (mod w,), c’est-a-dire dans quel cas on a une congruence

de la forme
1,2k

(20) w) = 2 a;jw;wj+wy  (modwy),
i
¥ désignant une expression de Pfall convenablement choisie, md('
pendanle de 0y, Way Ty, ...y Bape
Pour qu’une congruence telle que (20) soit possible, il faut
d’abord que I'on ait

(21) wh=0 (mod w;, wy, By, ..., Wz, ¥),
car le systéme adjoint de 'équation w; = o est

W)= (01—7’31—...:132[,:’!1:0,
XXIX. 20
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et ce sysléme est complétement intégrable. Mais la congruence (21)
n’est évidemment possible que si ’on a

wy"=0 (mOd Wy, Wy, @y, ---,Uzh),
c’est-a-dire si l’entier B est nulou égal a l'unité.

52. 1° B=o0. — Si § est nul, on peut évidemment supposer
que ¢ est une combinaison linéaire de 8, ..., O; de plus, x est
un entier au moins égal & 2 + 2.

En raisonnant comme nous l'avons fait au Chapitre IlI pour
établir les formules (38), nous verrons qu’on peut mettre v, sous
la forme

5(»’15 oy Wyt+y .o+ Wy Bary
(22)

+ Ty Dz +...+ Ty Tg (mod w,),

+ B+ y+1 Boty+2 . o= Trp—1 Bap+ oA

en désignant par y un entier qui peut étre nul, mais au plus égal
a o et, de plus, de méme parité que a.

Cela étant, on aura, en prenant les dérivées des deux membres
de la congruence (22),
T\ Bart o o By By — (BT g+ o+ By By )

By By — By g Tyt e By By — By Wy

-+ m&+y+1 Bosy+2 oo o Bafp—1 W+ 0y —wd'=o0 (mod vy, w}).

Désignons par ©,, ®,, ..., ®,, ce que deviennent ©\, w,, ...,
w,, lorsqu’on y fait
W =W =T =...= W3, = 0}

on a alors I'identité

g

W) Bgag ... By By — (mlm&+l+. ot mYm'aH_Y)
+ By Byt — By g By~ o — B Wy
-+ m&+y+lmu+Y+2+. P m’zhmgh_( -+ (mi 01 L o maﬁa)up = 0.
Par suite, en égalant a zéro les coefficients de ®,, ..., sz dans
le premier membre de cette identité, il vient

w =...=m;,= o,
(23) ¢ By =—Oyra; Wy = Oy, (R wy=0a-1,
mtlx—H = 01‘-‘{, Ceey m;u—}' = qu’a

’ —
Byy-pt =« o = Ty = 0.
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Enfin, en prenantles dérivées des deux membres de la denxiéme
congruence (19) et y faisant w, =...=w,; =0, il vient Iidentité

(24) —2(Oy+1Oypa .. .4+ 04184) = 0.

Cette identité exige que y soit égal a « — 2 ou a «. Mais,
d’autre part, on a

v<a; Y+alah, 22N+ 2,

et la deuxiéme de ces inégalités est incompatible avec la troisiéme
siyest égal d o — 2 ou aa.
Donc le premier cas est impossible.

53. 2° B=1. — Dans ce cas, n=ao+1 esl au moins égal
a h+ 2. Donc a est au moins égal ah4u.

On a toujours la congruence (20), mais ici ¢ dépend nécessai-
rement de ', %2 et, de plus, en prenant les dérivées des deux
membres de celte congruence, on trouve facilement

Y=o (mod wy, vy, By, ..., Bap),

ce qui permet de prendre § =,.

Ici le systéme peut étre mis sous une forme assez simple. Le
covariant v, étant de genre & 4 1 (mod w,), la premiére équation
du systéme peut toujours s’écrire

ds — pydoey— pydey—...— ppyy Azpyy = 0;
de plus, le systéme adjoint de cette équation étant
V=W =Ty =...= By}, = 4)'= o,

le premier membre w, de la seconde éq'uation est une combi-
naisou linéaire de dz, dz,, ..., dps,, ; par suite, on peut supposer
le systéme mis sous la forme
(25) \ ds—pyde,—...—ppyrdzp = ‘o,'
l dPh+l"’_‘ wdpy+...+updpp—vodey—...—vp41 dxp=o,
et parmi les 2/ + 1 fonctions u et ¢, il y ena o« + 1 indépendantes
entre elles et indépendantes des z, z et p; ou, si l'on préfére, il
existe 2 A — a relations1 ndépendantes entre les 4/ + 4 variables x,
Sy Py Uy 0. )

Cela étant, il est facile de voir que pour touté multiplicité inté-
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grale du systéme, les 2/ + 3 variables x, 3, u, p sont liées par
It 4+ 2 relations seulement, les & + 1 expressions ®,, ..., ws, ¥ élant
en effet indépendantes pour un élément intégral E,. Il résulte de
la que, pour avoir I'intégrale générale du systéme (23), il suffit de
prendre I'intégrale générale de la premiére équation du systéme

(26) ‘

I

O(&1y T2y vy Thvt),

=% - %
([)|- (-)TT.I’ e Phr+1= d-th+l,

cn portant dans la deuxiéme équation on obtient, zy, ..., 24y,
devant rester indépendants,

/ 2 0%c + )’o
e — W * e T U = ¢
0Tpe1 01y Y ox? b ox), 0y t
('\2:) s ececsesentbsasenenosen PRI R R ey
( 920 “+ 9?0 + %0
- w, U ——— = O)y .
0Ty OL vy 9y 0x jy 41 9%}, O )41

Ces équalions, jointes aux 2/t — a relations qui doivent exister
entre les variables x, 5, p, u, ¢, permettent d’exprimer toutes les
variables en fonctions de z,, ..., Zs4 €t de a — h des variables «,
ce qui donne bien des multiplicités intégrales a o+ 1 dimensions.

Laréduction du systéme donné a la forme (25) exige 2 + 2 opé-
rations d’ordres

a2h+3, 2h+1, ..., 3, 1.

5%. Ces systemes nous fournissent un exemple de caractéris-
tiques d’une nouvelle espéce. Considérons les équations

(28) W=y =B =...= By, =0,

appliquées a une multiplicité intégrale; elles se réduisent a / seu-
lement; mais on peut ici appliquer les formules (23), et elles
montrent que parmi les covariants o', w,, =), ..., w,, il y a
toutes les expressions

017_1-, 027_1, veey ‘)a/_h ZIZ!;

or, pour une multiplicité intégrale, 4y, ..., 8, 7, par exemple,
sont indépendants; donc le systéme considéré de h équations
de Pfaff & n = a1 variables n’admet que des intégrales a
une dimension, puisqu’on a nécessairement, pour élément intégral
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de ce systéme
T =W, =...=B,=0,

01 =an1 ¥, ey 0y = ayy.

Ces intégrales dépendent de 2 — /i fonctions arbitraires d'un
argument. De plus, les caractéristiques dans leur ensemble dé-
pendent de a + 1 = n fonctions arbitraires d’'un argument.

Ainsi, les équations (28) définissent des caractéristiques & une
dimension; mais, tandis que les caractéristiques de Cauchy
dépendent, dans leur ensemble, seulement de constantes arbi-
traires, tandis que les caractéristiques de Monge dépendent,
dans leur ensemble, de fonctions arbitraires, celles d’entre
elles qui sont situées sur une multiplicité intégrale ne dé-
pendant néanmoins que de constantes arbitraires, ici les carac-
téristiques définies par (28) ne jouissent méme plus de cetie
derniére propriété, celles de ces caractéristiques qui sont
situées sur une multiplicité intégrale donnée dépendant de
Jonctions arbitraires.

Le systéme étant mis sous la forme (23), les équations diff¢-
rentielles des caractéristiques sont d’ailleurs

 dr dz, _ _ drx, _ dxpeq
w, w7 wup 1
(29) « B
dpy _ _dpn _ dprvy ds .
V1 Yn Ch+1 Pher 1P Up P ’

il suffit, pour s’en rendre comple, de remarquer que I'on a

wy = (dzy— uy drp.y) (dpy— oy dzj ) +. ..
4+ (dxp— wp dzpy) (dpr— vy dzjey) (mod wy, w).

53. Il ne reste plus maintenant qu’a examiner le cas oli v, est
de genre & (mod w,). Alors, d’aprés ce qui a été¢ montré au Cha-
pitre Il, pour avoir I'intégrale générale il sulfica de chercher
'intégrale générale de I’équation

W= 0,

ce qui donne une multiplicité a r — i — 1 dimensions et, en por-
tant dans la deuxiéme équation du systéme, de chercher I'intégrale
la plus générale contenue dans cette multiplicité. On est ainsi
ramené a Uintégration successive de deux équations de Pfa (.

Ily aicides caractéristiques de Monge a n — I dimensions,
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définies par les équations
(28) W= =B =...= Wy, =0,

mais ici I'on a évidemment [d’aprés (19)]
[ — L— P L
(30) m,'=w‘='”=mw=0 (mod w;, Wg, Wy, ..., Bap ;
Wy =YaYet ..o Yof-1X2B

ce sont toutes les multiplicités & n — k dimensions contenues dans
des multiplicités & « + 3 dimensions, engendrées par des caraclé-
ristiques de Cauchy & « dimensions et dépendant d’une fonction
arbitraire de 3 arguments, Sur chaque multiplicité intégrale il y
en a une infinité dépendant de % constantes arbitraires.

Dans certains cas il peuaty avair naturellement d’autres carac-
téristiques que les précédentes; par exemple, sous certaines con-
ditions, le systéme

w1=“h=m1=-g-=m1=x!|=-ez=xzp=q

peut aussi définir des garactéristiques; mais je laisse de cdté ce
sujet, qu’il n’est pas dans mon intention de traiter,

56. En résumé, nous voyons que les systémes singuliers de
caractére deux n’admettant pas de caractéristigues de Cauchy
Jouissent tous de la propriété trés remarquable que leur inté-
grale générale peut étre obtenue par Uintégration de systémes
d’équations différentielles ordinaires. Cela ne veut pas dire,
bien entendu, qﬁe pour ces systémes le probléme de Cauchy puisse
étre résolu au moyen d’équations dillérentielles ordinaires; cette
conclusion est néanmoins exacte pour les systémes singuliers
dont le systéme dérivé n’est pas complétement intégrable; car,
en conservant les notations employées dans I’étude de ce cas, la
connaissance d’une multiplicité intégrale &4 une dimension par
laquelle doit passer la multiplicité intégrale cherchée permet de
déterminer la fonction arbitraire dont dépend la multiplicité M,_;
cette multiplicité étant connue, on est ramené a résoudre le pro-
bléme de Cauchy pour une seule équation de Pfaff.



