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SUR UNE MANIERE DE REPRESENTER GEOMETRIQUEMENT UN SYSTEME
DE TROIS VARIABLES COMPLEXES;

Par M. L&on AuTtonnE.

N variables complexes sont toujours assimilables aux N coor-
données d’un point X dans un espace &, a2 N dimensions com-
plexes. Comme X dépend de 2N paramétres réels, X peut étre
représenté, dans un espace réel R a N dimensions, par un couple =
de deux points z et z'. 11 est loisible d’employer dans R les coor-
données homogénes

X;, J=1,2,...4 N+1
et la dualité.

Une variété de & a m dimensions complexes, fournie par
N — m équations entre les X, est représentée dans R par une
variété M,,, de oo?™ couples E.

Dans la présente Note, je cherche a préciser ces théories, dans
le cas N=23, ot R est I'espace ordinaire a trois dimensions.
J'emploie surtout les couples E ot le point 2’ est a I'infini.

Aprés avoir, dans le Chapitre I, introduit les couples, je con-
struis, dans le Chapitre II, les variétés M, et M, qui représentent
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dans R le plan (et, par dualité, le point) et la droite de I’espace
Hmaginaire &.

Dans le couple E des deux points z et &/, je distingue le sup-
port, qui est la droite zx', un point modulaire § et trois angles,
arguments w, ¢ et 4.

Le modulaire { et les arguments w, ¢ et ¢ s’introduisent
d’une fagon projective et géométrique (considération d’un certain
syst¢éme de quadriques, autopolaires par rapport au tétraédre de
référence), qui est analogue a celle da module et de I'argument,
pour la variable imaginaire unique.

Aprés avoir, au Chapitre III, établi les propriétés du modulaire
et des arguments, je construis, au Chapitre IV, le point imagi-
naire X, ou le couple E, qui admet des arguments et un modu-
laire donnés.

On a a considérer des intersections de complexes et de con-
gruences de droites, ainsi qu’une certaine surface réglée du qua-
trieéme degré.

Jinterpréte aussi trés simplement la substitution linéaire qua-
ternaire canonique

S=‘|Xj Xje"oil j=|,2’3,41

ot les angles § sont constants. S ne modifie pas le modulaire; elle
peut étre envisagée comme une généralisation dela rotation autour
de U’origine des coordonnées, rotation qui représente la substi-
tution canonique

|t teit |
pour la variable complexe unique ¢ dans la conception habituelle

des imaginaires.
Dans un Travail ultérieur, j’espére arriver a représenter de
méme la S générale a coefficients complexes

X; zx,,.<a,-k+ib,-k>|,
A.

ajr, bjx=réels; i=y—1; j k=1,2,3,4.

S=

On laisse entiérement de c6té le cas N = 2. Le lecteur le réta-
blirait sans peine. Toutes les théories subsistent avec de trés no-
tables simplifications.
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Il ne serait pas non plus difficile d’introduire les modulaires et
les arguments dans le cas N > 3.

CHAPITRE 1.

COORDONNEES HOMOGENES COMPLEXES.

1° Soient, dans un espace réel & trois dimensions R,
z; (J=1,2,3,4)

quatre quantités réelles, coordonnées homogénes d’un point z.
La position de z dans R dépend seulement des quotients

TjiZk (I{=I,2,3,4;k¢j).

Pour déterminer les valeurs absolues des z;, on prendra quatre
constantes numériques réelles ¢; et 'on écrira

Xy = Ee,a‘,-: E exr =1I.
i

Dés lors, si x a ses coordonnées proportionnelles a guatre quan-
utés ¢;, on écrira
xj= tjtgl, totZet.

2° Pour le plan e,Zet = 0, la régle conduirait a attribuer a
un point 2’ de e des coordonnées infinies. Aussi ¢ se nomme-L-il
plan de Uinfini.

J'agirai un peu autrement. Si z/, situé sur e, a ses coordon-

’ ’ . Iy o, : oy L
nees r; proportlonnelles a quatre quantites connues ij, J ecrirai,
pour fixer la valeur absolue des z7,

1
’ T2 <
z; =t (Z t}) d’our z‘:r'j’ =
i 7

Les z/; jouent ainsi un réle analogue a celui des cosinus direc-
teurs dans la Géométrie métrique ordinaire.

3° Un plan « de R aura de méme ses quatre coordonnces ho-
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mogénes u;j liées par la relation u, =2gj ujzzgu =1.Les g;
i

seronl qualre constantes numériques arbilraires. Le point g, de
coordonnées g, sera le point de I'infini. Un plan u’ passant par g
aura encore la valeur absolue de ses coordonnées u; donnée par

la condilionE wr=1.

4° Considérons mainlenant quatre quantités complexes Xj,
liées par la relation onzzex: 1, les ejétant les mémes qu'au 1°.
Je dirai que les X sont les coordonnées homogénes d'un point

imaginaireX, dans un espace imaginaire &, a trois dimensions
imaginaires ou 4 six dimensions réelles.

Posons X;=§j+ i+, i =y/— 1. On aura, par hypothése,
1= Xo= £+ 7, d’ol Eo=1,q0=0.
Ainsi, les j sont les coordonnées z;j d’un point  de I'espace R ;
dans le méme espace R, les n; sont proportionnelles aux coor-

données ; d’un point 2’ situé dans le plan de l'infini ¢ (2°). On
écrira donc n;=oz; et X;=z;+ is .

Les six paramétres dont dépend le point imaginaire X sont :

Les quatre quantités xj, liées par Eex =1 et équivalentes &
trois parameétres;

Les quatre quantités .z'; liées par les deux relations

E ex' = o, Ex’*:l

el équivalentes a deux paraméltres;

Le paramétre o.

La droite zz' ou D se nommera le support du point imagi-
naire X.

B° Les six coordonnées homogénes de D sont les six détermi-
IN . o et ' . ,
nants (zz')jx= xjx; — zxx;. Le point X dépend seulement des
rapports
X, @j+isx; zjmi+ o@;xp+ io(xx )y

Xe  wp+ lox) x}+ ata)?
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On écrira souvent aussi (jk) pour la coordonnée (zxx')jx du
support.

On peut dire aussi que les six paramétres réels dont dépend X
sont :

Les quatre paraméltres qui définissent le support D;
Un paramétre qui définit la position de z sur D;
Le paramétre o.

La figure de I’espace réel R définie par D, x, 2/, ¢ se nommera
le couple E, qui représente, dans 'espace réel R, le point X de
y g P s P

I’espace imaginaire &.

6° Si un point y est sur D, on a yj=x;+ hz; etl'on dira
que A est la distance du point y au point z. Si le paramétre réel )
prend la valeur complexe is, y est précisément X. On pourra
dire que ¢ est le quotient par i de la distance de X & x. Cela
donne la signification géométrique de ¢. Je nommerai ¢ diameétre
du couple E. Les couples de diamétre nul représentent des
points X dégénérés en points réels; il en est de méme pour les
couples dont le support D est indéterminé, x étant venu en 2'.

7° Pareillement, un plan imaginaire U de I’espace & aura pour
coordonnées les quatre quantités (3°)

Uj=u;j+itu;  we=1; uy= Eu’ﬁ—1=o

et sera représenté par le couple H de 'espace réel R, figure définie
par les deux plans u et «/, par leur intersection (support du
couple) et par le diamétre ~.

8° En général, les raisonnements géométriques dans I’espace &
ne fourniront pas les coordonnées X; ou le point X, mais seule-
ment quatre quantités §;+ in; proportionnelles aux X ;. Comment
construirons-nous le couple E?

On posera pX;=§;+ inj, d’ott p =&, + in,,

X, = s tn _ 8k mymo—t (a8 —§m0)
AR T T &3+ nd
_ Eimo+mm0 " nj§—mns0

;= s
J ) 4 3
FENY / 53
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Les points y et 5, dont les coordonnées sont ;&5 et 777", sont
sur le support D.

9° Prenons sur une droite quelconque D’ de I'espace R deux
points quelconques y et z. Quel sera le point X dont les coor-
données sont proportionnelles & 3+ is;?

Il suffit, dans le calcul du &°, de faire §,=wn,=1, §;=y/,
nj= 5;. Il viendra

ool = 1 Yi.

Zid-V;
(1) zj= _I__ZL, 5

2

Ainsi X est aussi représenté par deuzx points y et s de Ues-
pace R, ce qui équivaut encore a six paramétres.

Nous pourrons parler de couples 5y dont aucun point n’est sur
le plan de 'infini e. La droite qui joint les deux points du couple
en est le support.

Les formules (1) donnent aussi

’ '
zj-—-.z'j—f—o‘.z‘j, }’/—:1'1-——6.2'/.

Sur le support, les deux points y et 5 sont harmoniquement
placés par rapport & = et a 2/, les deux points du couple E. En
attribuant au mot distance le sens expliqué au 6°, on peut dire
que z est le miliew du segment yz et que le diamétre o du
couple E est la demi-longueur du segment ys.

10° En résumé, on représente tous les points X de 'espace &,
en réunissant deux a deux dans un méme couple les divers points
de V'espace R. Si les deux points d’'un méme couple coincident,
X dégénére en un point réel, le support devenant indéterminé.

11° La formule

=Y

(1 oz = S

du 9° permet de faire entrer le facteur ¢ dans x;. Dorénavant, le
couple ys étant connu, )’ écrirai simplement
Xj =x;+ z.zb,

ou les valeurs absolues des z'; ne seront plus définies par la
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régle E;Z"?:l donnée au 2°, mais par la formule (1) ci-dessus.

Par contre, pour déterminer complétement les couples, il
faudra donner non seulement la position de z' sur le plan de I'in-
fini, mais encore la valeur absolue des z’;.

Dans la formule (1) ci-dessus, le segment ys a

( pour demi-longueur, le diamétre ¢ du couple E,
pour cosinus directeurs, les z%,

pour composantes, les différences 3, — y,

en empruntant le langage de la Géométrie métrique et ordinaire.
Ecrire

Xj=x;+ iz} au lieun de X, =x;+ ioa},
’
. J
posante du demi-segment yz.

c’est représenter par z’;non plus le cosinus directeur, mais la com-

12° Pareillement, le plan imaginaire U aura pour coordonnées
Uj=u;+iu},

a condition de connaitre non seulement la position du plan «'
autour du point g de U'infini (3°), mais encore les valeurs abso-

lues des u'j.

CHAPITRE 1I.

PLAN, POINT, DROITE COMPLEXES.

13° Le point imaginaire X de I'espace & dépend de trois para-
métres complexes ou de six paramétres réels, qui sont ceux du
couple représentatif E dans I'espace réel R. L'équation

F(X)=F(X;...,X)=o0

d’une surface S dans & équivaut donc pour £ & deux relations.

S est représentée dans R par une multiplicité de oot couples M.

La courbe T
F(X)=F (X)=o

de & estreprésentée dans R par une multiplicité M, de o2 couples.
Enfin, les trois équations I'(X) =T, (X) =TF,(X) = o four-

nissent, en général, un nombre fini de couples.
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Je vais construire M, et M, lorsque la figure de R est :

un plan U
F(X)=2ijj=0, U, = const.;
j

un point X
®(U) =2XjUj, X, = const.;
j

une droite, intersection de deux plans U et V donnés, ou jonction
des deux points X et Y donnés.

14° Soient donc un plan U, de coordonnées
Uj=u;j+ iuj,
donné et un point variable X, de coordonnées X ;= x4 iz. Il

faut exprimer que X est sur U, autrement dit que EUX =o. 1l
vient

EUX =E(u +iu')(rx+ix') =2uz‘ -—Eu’x'—l— i% Zu’x +2ux’%
et
(D) Zuz:Eu'm’, zu’x +Zux’=o.

1l s’agit d’interpréter géométriquement ces relations,

153° Nommons A la droite réelle de ’espace R intersection des
deux plans réels donnés u et «'. Le plan mobile u+ pu/, de
coordonnées uj—+ pu’;, lournant, pour p variable, autour de A,
découpe sur le support D de X une suite projective de points
x + Az', de coordonnées xj+ Az},

ak—+b

Pyt les coefficients a, b, ¢, d sont

On aura p= £(A\) =

faciles a obtenir. 1l vient

o =2(x+ )\x')(u+pu’)=2ux+)\2ux'+ pzu’x-i—lpzwx’;

d’ou
— 7\2 u.z-'—-z ux
W= - .
)\Z u'x’—i—z w'x
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et

N '
a=—2u.z', b=—2uw, c=2ua:’, d=§uw.

Le déterminant ad — bc de la substitution linéaire fraction-
naire £ est

2 ur Eu'.z"—E ux’z u'z =2($1")jk(uu’)jkv

U ’ - .
(2z2')jr= zj)— THX)) ooty Jrk=1,2,3,4, J#E k.

ad — bc est le moment mutuel des deux droites D et A. Nous ad-
metirons que ce moment est £ o.

16° Les relations (1) du 14° s’écrivent
(2) bt+c=a—d=o

et expriment que { = £ (i), — { = L (— ).

L’équation fondamentale quadratique relative  la substitution
a pour racines ¢ et — . Cela est conforme au 15°, puisque le
plan U, c’est-a-dire u + iu', découpe sur le support D précisé-
ment le point X, ou z + iz'.

Il viendra, sous le bénéfice des (2),

Posons

g = tang®, A = tangA, @ = tang M,
On a
tangA + tangf
1— tang A tang6
M—A=6.

tangM = = tang(A + 0),

La fig. 1, oul'on a supposé la droite A perpendiculaire au plan
du papier et les plans, passant par A, vus par la tranche, donue la
disposition des divers plans u + pu' et points x + Az’ remar-
quables.

Cette figure résout les problémes relatifs a la construction d’'un
couple =, situé sur la multiplicité M;, quireprésente le plan com-
plexe U.
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17° Construire E connaissant x'. — z' est sur le plan

T
u —+ u'tang (; +6)

ct
u'x!
r ’ K
Zw [lc-l—utang(;—l—())] =o, tangl = ——-
ux'
L’angle 0 est connu dés qu’on posséde, non pas méme les coor-
Fig. 1.

o

e

g
[¢] a > 4:@
2 M:LZ‘*
1 276
xR
o

%,
i} N
= ',@

o

o
)
<

données absolues de x’, maisla position de 2’ sur le plan e de I'in-
fini. Connaissant 0, on aura le plan « + «'tangf et x sera quel-
conque dans ce plan. Les «o? points &' de e, combinés aux
»? points du plan w« + « tangh, fournissent les «o* couples =

de M5.

Construire & connaissant x. — On obtient immédiatement,
combinant x avec A, le plan « + «' tang8 et1'angle 0, ainsi que le

’ /T . .
plan « + u' tang (2 —+ 0). Ce dernier plan coupe e suivant une

droite z' sur laquelle 2’ est quelconque. Les oc® points x de l'es-

pace R etles o points 2’de la droite 2’ fournissent les o couples E.
' une fois choisi sur 2/, on déterminera les valeurs absolues des ;
par la relation yj=z;+ )\x'j: zj— x; tangf, qui exprime que
le point y est sur le plan u. D’ailleurs y est donné par l'intersec-
tion de u avec le support.

Construire & connaissant le support D. — D perce le plan e de
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l'infini en z'. On obtiendra §, x comme au premier probléeme
sans avoir besoin de connailre les valeurs absolues des x'J Ces
derniéres s’obtiendront, grace au point y’, comme au second pro-
bléme. Les o' droites de I'espace R sont les supports des
ot couples E de M;.

18> On construira par des procédés analogues (dualité) les
' couples H qui représentent les oo* plans complexes U qui
passent par un point X donné.

19° Passons maintenant & la multiplicité M, de R, lieu des
o2 couples E, qui représentent les oo points X de la droite inter-
section des deux plans U, ou « + i/, et V, ou ¢ + iv'.

Nommons A, et A, les deux droites intersections de u avec u’

5
oude ¢ avec ¢'; on pose u(t) :Zujtj, etc.,

t; = coordonnée courante.

Les points £ + Az’ du support D déterminent, avec A, el A, res-
p PP y -
pectivement, les faisceaux projectifs des plans mobiles w« + wu/
et v+ v¢'. Sil’on pose

A = tangA, = tangM, v =tangN,
on aura (16°)
M—A=06 N—A=g, M—-N=0_—o,
ot les angles § et ¢ ne dépendent plus de A. Or on a

u(t)

v ()
w(t)”

tangM = p = — t.angN:v:—v,(t)’

¢ étant le point courant sur le support. Ensuite

. gM — N P(t
K = tang(0 —9) =tang(M — N) = %{mt—&% = QE—Z;
u(t) v(t

v'(L) _e()u'(t) —u(e)e'(),
u(t) o) u(e)e(e)+u'(2)v'(2)

~

Un point quelconque ¢ du support D est sur la quadrique s,



P(t) — KQ(t) = o, mobile avec K du faisceau S. D est une géné-
ratrice de s.

20° s passe par quatre droites fixes : Ay, A,, et, algébrique-
ment parlant,

u—iu=v'—iv=o, u'+u=9'+iv=o.

Cette condition détermine le faisceau S, car elle définit une qua-
drique s, précisément an paramétre K = tang(8 —¢) prés. Les
o génératrices de chacune des oo quadriques s constituent une
congruence . En vertu de ce qui précéde : sont situés sur la
congruence ©, les ©* supports D des couples & de la multipli-
cité M,.

21° Nommons sur s :

premier systéme de génératrices, celui auquel appartiennent A,
et A,;

second systéme, celui des génératrices qui rencontrent A, et A,.
Les supports D appartiendront au premier systéme.

Cela permet de construire les supports D : prenons un point
quelconque z de R; par 5 passe une quadrique s;, de S, qui se
trouve ainsi connue; D est la génératrice du premier systéme,
issue de 5 sur s;.

22° Les considérations précédentes permettent de construire
les 02 couples E de M,.

Les supports s’obtiennent comme il vient d’étre expliqué.

Un support D, pris comme il convient, sur la congruence &,
perce le plan e de 'infini en un point z’, dont se trouve connue
la position sur e, mais non les coordonnées absolues.

La construction de x s’achévera, au moyen de la droite A,
ou A,, comme au premier probléme du 17°. D perce le plan u par
exemple en un point 5, qui se lrouve ainsi connu. Eu égard a 3,
on déterminera comme au deuxiéme probléme du 47° les valeurs

absolues des x:, E sera ainsi complétement construit.

23° Exprimons, comme au 14°, que le point X, ou z + ix’, est
situé sur chacun des deux plans U, ou « + i/, et V, ou ¢ + i¢".
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-
o= Y uxr -—-2 u'z' =Z u'x +2‘ ux',
o =Ev z -—20' x' =29' x +Zva¢’.
Sy e . . .
Eliminons les x'l entre ces quatre relations et une cinquiéme

E exr' = o,

qui exprime que 2’ est sur le plan de I’infini.
On aura
uy wy, ujy u, ——Eu z

Wy uy uz u, E u'z
’ ’ ’ ’ 0.
oy vy vy v, — E vx
vy Py 3 ¢

1 2 3 % E: o'z

ey e, e e, o

On aura

Quand z' parcourt e, x est situé sur un plan P dont I'équation
vient d’étre écrite.
P ne dépend que des cinq plans u, ¢/, v, ¢/, e.

CHAPITRE 1II.

MODULAIRE ET ARGUMENTS.

24° Surle support D, lieu des points = + Az, pour A variable,
Péquation oblenue en annulant un polynome f(7.), de degré ¢,
fournit ¢ points réels ou imaginaires. Si, pour ¢ = 2, on prend
J(A)=2A2~+1, on a les deux points x + iz’ et x — ix’, c’est-a-
dire X et son conjugué X, Si, dans I’équation <,

Al)\i_._ ZAz)\ -+ A3= 0,

onaA,+ A;=o, c’est que (en vertu de théories classiques sur
les formes quadratiques binaires) les deux points fournis par &
sont harmoniquement placés par rapport a X et X',
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Je dirai, pour abréger, que les deux points fournis par & sont
symétriques et qu'une quadrique qui passe par ces deux points
coupe symétriquement le support D.

25° Considérons le systéme OIU des 003 quadriques M
o =2p.t2; Wj = paramétre; t;= coordonnée courante.

JIL sera, par rapport au tétraédre de référence @, autopolaire;
autrement dit, chaque quadrique M aura pour pdle et plan po-
laire correspondants un sommet et la face opposée de ©. Cette
propriété suffit pour définir le systéme ONL.

Je désignerai par M, une quadrique M qui passe par le point «
de lespace. 1l y aura «* quadriques M,, et c quadriques M,
qui passent aussi par le point b.

Les o quadriques M,; passent par une méme biquadratique
gauche Ggs, dont les équations seront

) =2yt2 =2 w'e2 :.—Zp.a2 ::Z b2 =2 v a? =Z w'b2,

ou, plus simplement,
t}=a}+pb%, o= paramétre variable:

Enfin, il y aura une seule quadrique Mg, sauf situation parti-
culiére des trois points a, b et c.-

Il y aura oo* (aulant que de droites dans U'espace) biquadra-
tiques G, puisque, pour ¢j = y,, chacune des quadriques M, dont
il y a 0% en tout, devient un plan.

Enfin, une quadrique M sera complétement déterminée par la
condition d’admettre pour génératrice une droite donnée ® de
Pespace.

Si ® est la droite des deux points p et ¢, ’équation en o

Ev-(p -~og)=o0

doit étre une identité et les u sont déterminés par les relations

Zwﬂ =2 mg? =Z ®pq = o.
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26° Soit maintenant une droite D, support d’un couple E et

lieu, pour A variable, du point x + .. Une quadrique M coupe D
en deux points donnés par 1'équation

o =2 w(z + hz')? =E TR 27\2;1.3:1"—5— )\22 po'.

Pour que M coupe D symétriquement au sens du 24°, il faut
et il suffit que

o =E pax? +E pa' .—.—.2 w(z2+z'?),

Si I'on désigne par s5; la racine carrée positive de z% + z'7, on
voit que :

Toutes les quadriques M, qui coupent D symétriquement,
passent par un point ¢, dont les coordonnées §; sont proportion-
nelles aux s,

Les z; seront les modules du couple E et § en sera le (point)
modulaire.

Les modules et le modulaire qui viennent d’étre introduits sont
relatifs au tétraédre de référence. Mais les définitions sont pure-
ment géométriques et I’on peut parler des modules et du modu-
laire d’un couple E, par rapport & un tétraédre quelconque.

27° Parmi les diverses quadriques M qui coupent symétrique-
ment le support D du couple &, figure celle pour laquelle D est
génératrice. Pour celle-1a, I'équation & du 26° est une identité;

o =2 pa? =E pa'? =Z uzx'

et la condition de symétrie

on a

2 p(@t+ 2?)=o0
est satisfaite.
Ainsi, la quadrique M, dont D est génératrice. passe par le
modulaire §.
Supposons, au contraire, le modulaire § donné. D sera une gé-
nératrice d’une certaine quadrique My (25°). Il y a % qua-
XXIX. 8
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driques My et, sur chacune, oo génératrices. Ces o«c? génératrices
formeront un complexe @, qui sera connu dés que % le sera.
Il importe d’étudier ce complexe @ d’un peu plus prés.

28> Reprenons les biquadratiques Ggs, dont il y acc*, du 25.
11y aura oc? biquadratiques Gy passant par { et chacune compor-
tera oo? cordes. Je dis que ces diverses cordes sont précisément
les droites du complexe ©.

Prenons sur @ une droite D, génératrice d’une certaine qua-
drique M,, laquelle passe par {. Une autre quadrique My est
percée par D en deux points @ et b, qui sont sur la courbe Gyus,
intersection de M, avec My. D est donc une corde d'une certaine
courbe Gg, au moins.

Réciproquement, considérons une courbe Ggqs et une corde D’
ou ab de ladite biquadratique. Le systéme 91U des quadriques M
contient un faisceau de oo quadriques, toules passant par Ggg.
Soit M la quadrique mobile du faisceau. Achevons de fixer M en
la faisant passer par un troisi¢me point ¢ de D’. M, qui passe déja
par £, passera par @, b et ¢, c’est-a-dire admettra D’ pour généra-
trice. La corde D' est sur le complexe @.

Prenons un point quelconque y de 'espace. Les deux points y
et J définissent une courbe G. Un plan quelconque Y passant
par y coupe G en qualre points ¥, 3', ¥", »”; il y a dans le plan
sécant trois cordes

YY" 3"
issues de y. Ainsi, les cordes de G issues de y sont les arétes
d'un céne du troisiéme degré. Donc, le complexe ® est du
degré trois au moins. On construira plus loin (30°) I'équation
de @ et 'on verra que le complexe est effectivement du degré
trots.

29° Sur le support D, liea des points x + A2/, cherchons le
oint qui est sur la face t;= o du létraédre & de référence. On
p q J

aura
—;
o=wx;+Az;, A=—cotx;=—1,
%

. ; e
ce qui donne I'angle 2; il vient

.
xj i

sina;  cosa;’

.




1§ =2 — p? 2 (9o
mais 3=} 4 r}? (26°), donc
r; = 3jcosj, r; = g;sina;.

Les angles 2 sont, bien entendu, tels que

1= Eem: Eezcosa, 0= E cx' = Ee:siné.

La coordonnée-points homogéne

xy

. xj . w s .
(jk)zl I,] (]q/f:'v?‘v‘sl;j?flf)
Ty

Ty
du support z.x' on D, est ainsi

COS%; COS%y

(Jk) = 3j31)

. . ‘:ijksin(ik— aj).
sin Aj Sinay

On peut aussi dire que les (jk) sont proportionnelles aux
jCrsin(ax — a;), les {; étant les coordonnées du modulaire §
(26°).

Les six différences a; — a; sont exprimables au moyen de trois
angles seulement o, 4 et ¢, qui seront les trois arguments du
couple Z. Les angles a; ne figurent que par leurs différences et ne
sont déterminés, pour D donnée, qu’d une constante additive
commune prés.

Les trois arguments v, = et ¢ peuvent étre choisis de diverses
fagons. J'écrirai

oy 4+ Ay — Zy—— Ay == 20,

oy — s = 20, a3 — 2, =2,

sd'm‘x

(u,—~13: w—0o—1{, Aty = o b,
ay—ay=—w—2o + Y, Ay— A, = w — o+ U,

30> On est maintenant 3 méme d’obtenir I'équation du com-
plexe @ en coordonnées courantes (jk).

Cherchons les coefficients p; de la quadrique M qui passe par
le modulaire { et admet 2’ ou D pour génératrice. On a, pour
M, en coordonnées courantes tj, Sut? = o, et 'équation en %

= Ey.(x + Aa')? =2p..z‘=+ 2)\2;11'.17'»4— ).22}1‘7"2
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est une identité; d’ou, sous le hénéfice de x;= sjcoszj,

, .
.Z',-—-nglna,,
o= E 132 cos?a = E pstcosasina = Ep.z’ sin?a.

Les u; sont proportionnels aux déterminants de la matrice

33 cos? ay 3} cos?a, ves
z} cosay sinay 3} cosapsinay ... ||,
| 27 sin2qy 23 sin? ag
ou, ce qui revienlt au méme, proportionnels aux quatre détermi-
nants de la matrice
5 23 .

cos2a; 32 cos2as

3

(PR aY

z}sin2a; z}sin2a,

Si o est un facteur de proportionnalité, on a, par un calcul

facile,
P12} =sin2(ag— a3) + sin2(az— @) +sin2(ay — ay),
sin2(a3— 2;) + sina (o, — ay ) + sin2(a; — 23),

—ppazi=
ppazl =sin2(ay—a;) + sin2(a;— a3) +sin2(ay— ay),
—ppresl =sin2(2;— ay) + sin2 (a3 — 23) + sin2(ay — ay).

Une formule bien connue de Trigonométrie élémentaire permet
de transformer les seconds membres. Modifiant o, on aura

(Pwﬁ= [2311(34] [42]
prez) =—[34][41[[13] Sl — (g — o
QPF:«Z§= [41][12] [24] (k] = sin(a; k)-
pras} =—[12][23][31]

Mais on a vu (29°) que les coordonnées (jk) de droites sont
propertionnelles & z;z; sin(ax— %;), c'est-a-dire a z;z:[jk]. Il
viendra finalement, modifiant eucore p,

pr= (23)(34) (42),
pus =— (36)(41) (13),

pra = (41)(12)(24),

oty =— (12)(23)(31).
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Tels sont les coefficients p de la quadrique M qui admet pour
génératrice la droite D, qui a les (jk) pour coordonnées-points.
Exprimons que M passe par le modulaire g, il viendra finalement
Péquation du complexe ® afférent a ¢, savoir

® =L1(23) (34) (42) — FBH (4N (13) +... =o.

31° ® est, par rapport aux coordonnées-points courantes (jk),
un polynome cubique. Soient y un point quelconque de I'es-
pace, Y un plan quelconque passant par y. Il y aura trois droites
du complexe ®, issues de y, dans Y. Rapprochant ce résuliat
du 28°, in fine, on a la proposition suivante : Les droiles du
complexe @, issues de y, sont les cordes menées de y auzx diffé-
rents points de la biquadratique gauche Gg,.

32° Les explications précédentes permetlent de construire im-
médiatement les modules z; et le modulaire § d’an couple &
donné.

Passons aux problémes inverses, relatifs a la construction des

couples E; de modulaire { donné. Il y a oo® couples E;.

ProsLime 1. — Construire Ey connaissant x.

Le plan e de l'infini coupe la biquadratique Gy, en quatre
points dont chacun peut servir de z'. La valeur absolue des ) ré-
sulte des relations x} + z7! = 5] = 52{} d’ol 'on tire le facteur
inconnu de proportionnalité < et les ;.

ProsLime 1I. — Construire E; connaissant la position du
point x' dans le plan de Uinfini.

Tous les w points de la biquadratique Gy, peuvent servir de x.
Une fois x choisi, les valeurs absolues de z) se déterminent comme
plus haut.

ProsLime IlI. — Construire E; connaissant le support D,
choisi évidemment sur le complexe ®.

D perce le plan de l'infini en z’; D est une corde de Gy, et
rencontre encore la courbe en . Les .r; s¢ déterminent en valcur
absolue comme au probléme 1.
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CHAPITRE IV.

CONSTRUCTION D’UN POINT IMAGINAIRE A ARGUMENTS ET MODULAIRE DONNES.

33° Considérons un couple =, de modulaire { et d’argu-
ments w, o et ¢, ces trois angles étant définis comme au 29°.
Chacune des trois conditions w = const., % = const., 4 = const.
détermine sur le complexe @ une congruence Q, ® ou W. Le
support D du couple est a l'intersection des congruences. Une
fois D connu, la construction de E s’achévera comme au 32°.

La connaissance des congruences Q, ®, ¥ résout le probléme
relatif a4 la recherche des couples = admettant un modulaire et des
arguments donnés.

Je vais délerminer les congruences et leurs intersections deux
a deux. '

Congruence Q.

34° Posons, comme on I’a déja fait,
JEk  [jkl=sin(qy—ax) k=1, 2,3, 4);
on vérifiera aisément l'identité
(o) (12] [34] + [23] [14] + [31] [24] = o.

Si je parviens a former une équation, homogéne par rapport
aux [ jk ] et conséquence de la relation

Qg - 0y — A3 — o), = 2w = const.,

il suffira d’y remplacer [ jk] par (3;3x)~' (Jk) (29°), pour avoir
P’équation de la congruence Q, cette derniére étant déja située sur

le complexe ®.
352 On a

[14] = 55"(“1_-— ay], [23] = sin(®; — a3),

[14] — [23] = 2sinj (a;— o, — x+ &3) €08 (24— @, + ag— a3)
= 2sinkcosw

2{14][23] = cos(a;— a,— ay+ a3) — cos(ay — &, + 23— a3)
= €0s2A — CcosS 2w,

2)\211—15+ Ag— Age
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Eliminons I'angle auxiliaire A.

[[14]—[23]

cosak = cos2w —+2[14][23] =1—2sin*h =1—2 4 cos?w

ct enfin

D41—123112

0) sin?w = [14][23] + 4 costw

puis, par un calcul analogue,

J[24] —[31]]2

4 sin2w

(2) cos?w = [24] [31] +

Multiplions (1) par 4 cos*w, (2) par — 4sin®w, ajoutons et,
tenant compte de 'identité (o) du 34°, nous obtiendrons

o= 1[4+ [23]2—[242— [31]2— 2[12][34] cosaw.

Remplacons [ j&] par

—~
~

(Jk)
Gilh

(L)
_,-z

&
>

et chassons les dénominateurs. L’équation de la congruence Q

sera
(0) =Z353(14)2+ 5342 (23)2 — L3 L3 (24)2 — L3 L3 (31)?
—2c0s2w(12)(34) %1 88384

Congruences ® et V.

36° Le calcul est analogue au précédent

[23] = sin(a; — a3), [31] = sin(a3 — 2;)
[23]+(31]= 2sin ) (ay— az—+ a3— %) cos} (a3 — 23— 234+ %)
=— 2sinocos),

2[23][31] = cos(ay— az— a3+ a;) — cos(ay— 23+ %3 — %)
= cos2 ) — cos20,

puisque o2y — oy = 29, et posant 2k = oy = Yy — 2%,
Ensuite, pour éliminer },

cosah = cos2o + 2[23][31] =— 1+ 2 cos2A

- 5 2
—— 1o ,[23]-f—£3|] 2.
jsin?o
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un calcul facile donne
[23]8+ [31]2+2[23] [31] cosap = sint2 ¢ = sin?(a;— 2;) = [12 2.
L’équation de la congruence ® est donc
SHE1(23)* -+ CREE (31 + 2 c05208: L E3(23)(31) — L3 §1 (12)t = 0.

La congruence ¥ s’obtiendra par un procédé tout pareil.

Surface réglée, intersection des congruences Q et ®.

37° Des relations p(jk) = {;%x sin(a; — ax) et (29°)

$a1—¢z=2ﬂ?, G—ay=2¢ )
ay—ay= o—o—4¢, g —a,=w+¢+ ¢
la,—a.=—w-—9+¢, B—F=w—2+

on tire

p(12) =1 4asinae,
p(34) = Lalisinay,
p(23) =10als| sin(w—og)cosy—cos(w —g)siny |,
P(14)=Ctit| sin(w-+¢)cosy+ cos(w+g)sind |,
p(31) =414 | — sin(w+¢) cosy + cos(w + 9) sin |,
p(24) =%l | sin(w —@)cosy + cos(w —o)sing |.

Soit ¢, de coordonnées ¢}, un point quelconque sur la droite D,
de coordonnées (jk), On aura d’abord

—t3(12) = £;(23) + t3(31); —4,(12) = t,(24) — t1(14).

Puis, par un calcul facile,

4 Cczsti:;z? cosf =— 22 :’—i{j = 1)P"’
152

Gl L Bh—aG  Q
Lilasinag sing = Q - Q’

=1, {s5in (w — 9) — ¢y} sin(w + @),
Q=¢14scos(w — ©) — 235, cos(w + ).

Eliminant ¢, on a I’équation de la surface réglée W, intersec-
tion, sur le complexe @, des deux congruences Q@ et ®. Cette
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équation est
LU VN < 14 SR
P2 Q* ~ {3{}sin?2¢ !
P2Q!+ Q1P:— K:P1Q?=o.

38° Nommons gjx I'aréte o =t¢;=t; du tétraédre de réfé-
rence,

a la droite P=P’=o¢

. ui rencontrent toutes deux et g3;-
b la droite Q=Q' =o | 1 11 ¢t &

W est une surface du quatriéme degré qui admet pour droites
doubles a, b et g, (ou P=Q =o0). Chaque génératrice D ren-
contre a et b. En vertu de la relation

sinad _ Luge (34) °
sin29 43¢y (12) (37°)

sin2¢ est proportionnel au quotient des moments de la généra-
trice D par rapport aux arétes g,, et g, du tétraédre de réfé-
rence. Cela donne la signification géométrique du paramétre ¢

sur W.

39° On a donc résolu le probléme relatif a la construction
d'un couple E, ou d’un point X, qui admet un modulaire et des
arguments donnés.

Connaissant le modulaire § et les arguments w et ¢, on con-
struira la surface W, puis, a l'aide de I'argument ¢, la généra-
trice D de W. Le support D de E étant obtenu, on est ramené a
un probléme traité déja (probléme II1 du 32°).

40° Comme application, je vais représenter géométriquement
la substitution linéaire canonique
S=X; X,e|.
Nommons X’ le point transformé de X par S. Si X; = 3jei® et
Eejz,- eitj = Zeib,
j

on a
X} = 3; YA C"(“ﬁ‘oi"‘ﬂo).
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X'a pour modulaire le méme point { que X et pour arguments
w = (.0—(—01—{* 02—03—0[,,

20 =20+ 0, — 0y,

2y =2y -+ 03— 0,.

On est ramené au probléme qui vient d’étre résolu.

J’espére, dans un Travail ultérieur, interpréter géométrique-
ment, dans le sens qui vient d’étre indiqué, la substitution linéaire
quaternaire complexe générale

‘x, N Xe(asn+ i)
k

ajry bjr =réels;  j, k=1, 2, 3, 4.



