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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

MÉMOIRE SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
DONT L'INTÉGRALE GÉNÉRALE EST UNIFORME;

Par M. P. PAINLEVÉ.

1 . La détermination des transcendantes uniformes définies par
les équations différentielles algébriques est un problème qui se
trouve posé en fait depuis les travaux d'Abel et de Jacobi sur
Inéquation

(iO2^1-^1-^^-
C'est Fétude de cette équation qui a engendré la théorie des

fonctions elliptiques, et (par extension) celle des fonctions uni-
formes. Cette dernière théorie une fois fondée, il s'agissait moins
de construire artificiellement des transcendantes nouvelles que de
découvrir, dans l'immense famille des transcendantes uniformes,
celles qui peuvent servir à intégrer les équations différentielles. La
fonction exponentielle, les fonctions elliptiques étaient les pre-
miers tjpes de telles fonctions : on ne tarda pas à en découvrir
d'autres, à savoir : les fonctions abéliennes^ puis les intégrales
uniformes des équations différentielles linéaires; enfin, les fonc-
tions fuchsiennes ou automorphes, hyper fuchsie/î nés, etc.

Mais l 'étude de ces nouvelles transcendantes, si importante
qu'elle fût, ne permettait en aucune manière d'épuiser le pro-
blème qui se posait dès lors naturellement :

Déterminer toutes les équations différentielles algébriques
du premier ordre, puis du second ordre, puis du troisième
ordre, etc., dont l'intégrale générale est uniforme.

Ce problème, abordé dès i856, dans des cas particuliers, par
Briot et Bouquet, Méray, Weierstrass, a suscité, dans le cours de
ces vingt dernières années, les efforts de nombreux géomètres,
parmi lesquels il suffît de citer MM. Fuchs, Poincaré, Picard,
Mittag-Leffler, Fransen,Wallenberg, Forsyth. Pour les équations
du premier ordre, la question peut être regardée comme élu-

xxvni. i3
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cidée ( < ) ; mais dès qu'on passe du premier ordre au second, des
difficultés d'une nature toute nouvelle interviennent, sur lesquelles
je crois utile d'insister.

2. Considérons une équation du second ordre

^ P ( ^ y )
' Q(^.r,y/

où P et Q sont des poljnomes en .r, y, y ' \ et soient XQ^ yo, y y des
valeurs qui n'annulent pas à la fois P et Q. On sait étudier, dans
le voisinage de 3po, rintégraley(;r) définie par les conditions ini-
tiales y (^o)=yo? y'(^o) ==^0- Q«and XQ, YO, y\ annulent à la
fois P et Q, le point .z-o? est, en général, une singularité transcen-
dante des intégrales y{x) définies par ces conditions initiales,
et c'est seulement dans des cas particuliers que les méthodes de
M. Poincaré (en dépit de perfectionnements récents) permettent
d^étudier ces intégrales; on conçoit cependant qu'il soit possible
détendre ces méthodes à des cas de plus en plus généraux. Mais
quand on poursuit l'étude d'une intégrale y (oc) le long d'un
chemin quelconque du plan des *r, il arrive qu'on rencontre des
points singuliers x=a d'une nature toute différente : à savoir
des points x=a tels que y ou y' ne tende vers aucune limite
(finie ou non) quand x tend vers a.

Considérons, par exemple, Inéquation

^z^ti},
dont Finlégrale générale est

y = (A.r+ B)*, (A, B constantes arbitraires).
TO

Quand x tend vers le point d^affixe — -. sur une direction quel-

conque (^y^) est indéterminé. Une infinité de valeurs dey
se permutent, d'ailleurs, autour de ce point qui esta la fois point
essentiel et point critique dey(.z').

(1) Les transcendantes'uniformes introduites par les équations du premier
ordre sont, d'ailleurs, réductibles aux transcendantes classiques, comme M. Poin-
caré l'a montré le premier.

(2) II est facile de former des exemples oùy(x) est indéterminé quand a? tend
vers a sur un chemin l, quel que soit le chemin adopté (voir le n° 18).
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On conçoit immédiatement la profondeur de la difficulté que crée
Inexistence possible de telles singularités, variables avec les con-
stantes d^intégration et que rien ne met en évidence sur Inéquation
différentielle. Comment étudier l ' intégraley(^) dans le voisinage
d'un de ces points ou la valeur de y ( x ) est indéterminée? Com-
ment exprimer notamment qu\in tel point n^est pas critique, cUest-
à-dire ne donne pas lieu à des branchements de inintégrale? Coin-
ment surtout décider si de telles singularités existent ou non?
A toutes ces questions, les méthodes dérivées de la doctrine de
Cauchj semblaient incapables de répondre. Un tel obstacle pou-
vait donc, à bon droit, être regardé comme insurmontable. C'est
Popinion qu^exprimait M. Picard dans le dernier travail qu^i l ait
consacré à ce genre de problèmes. Après avoir insisté sur Inexis-
tence des singularités essentielles mobiles, inil lustre géomètre
aboutissait à cette conclusion que, seule, inintégration dnune équa-
tion différentielle (jnentends sa réduction aux quadratures et aux
équations linéaires) permettait dnaffirmer Puniformité de son inté-
grale. « Ces réflexions, ajoutait-il, ne sont pas, en défini t ive, très
encourageantes. Il est peu probable que les équations d^ordre
supérieur, a points critiques fixes, puissent conduire à inétude de
transcendantes nouvelles. » (Acta mathematica, t. XVII; 1893.)

3. CUest cette difficulté dont je suis parvenu à triompher dans
le cours de ces deux dernières années. ,Tai pu, en particulier,
résoudre explicitement le problème suivant :

Parmi les équations

(E) y=R(-^y,y) ,
où R est rationnel en y ' ^ et algébrique en y, x^ déterminer
toutes celles dont lJ intégrale générale est uniforme ( < ) .

Ces équations se laissent répartir en quinze classes, parmi les-
quelles trois classes définissent des transcendantes méromorplies
essentiellement nouvelles. Je citerai seulement les deux pre-

(*) Aucune autre hypothèse que l 'uniformilé n'est faite sur l'intégrale y {x};
elle peut, a priori, présenter des singularités essentielles mobiles de nature quel-
conque.
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mières. Ces deux classes sont réductibles [par une transforma-
tion algébrique y ==/( Y, X), ^ = = y ( X ) ] à un des tjpes

(0 y= oy2+ pa- 4-y,

(n) y'= or3-!- (P.y 4-Y)7+ 8,

a, (3, Y, 3 désignant des constantes numériques. Si [à == o, l'équa-
tion (I) définit les fonctions elliptiques, et, si a == o, des poly-
nômes; d'autre part, si a jâ^o, la transformation y == 5,Y,
x= jj.X +v permet de donner à a la valeur 6, à j3 la valeur i ,
à y la valeur zéro. De même, dans l'équation (II), il est loisible
de supposer a=2 , (B === i, y = = o . Bornons-nous donc à consi-
dérer les équations

(0 y " =6^2-^^
( 2) y = 2y3 -+- xy -+- o.

Z^5 intégrales de ces deux équations sont des fonctions me-
romorphes essentiellement nouvelles.

Puisqu'elles sont méromorphes, il est évident qu'elles sont
représenlables par le quotient de deux fonctions entières; mais,
ce qu'il importe de remarquer, c'est qu'on peut choisir ces fonc-
tions entières de manière qu'elles vérifient une équation différen-
tielle très simple du troisième ordre.

Pour l'équation (i), il suffit de poser

y'î
z == — — ay3— xy, u = e5^\

"' î
i

la fonction u{x) est une fonction ENTIÈRE qui vérifie l'équa-
tion

z"2 //(3) — - ^ i z ' ^ ^ - x z ' — z == o, où — == z,
2 U

et l'on a
U'^— UU"r== u^

Pour l'équation (a) , si l'on pose

-s =y 2 —^—^ 2 —a5y, u^eSzdx^ y ^ ̂

les /onctions u, v sont des fonctions ENTIÈRES qui vérifient le
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système du troisième ordre

(4) uu"—u'2 -+- ^2 ==o, (;^—vu'Y = p4 -+- xv^ii^ 4- (a^p -+- u')u^,

et ron a
^

y=:"'De plus, soient
•2.3l ==-3—y, 2 ̂ 2= .3 -h y\

les fonctions ^ == e-^i^, Uî=esz6-dx sont deux fonctions ^AI-
tieres qui vérifient respectivement une équation du troisième
ordre facile à former, et l'on a

, , u'.t u\u = iii u^ v == u^Ui — u\ u^ y == — ———•
Uî Ut

Les fonctions entières u, v définies par les équations (3) ou (4)
sont des transcendantes entières essentiellement nouvelles.

4. Les équations (i) et (a) doivent être regardées comme inté-
grées au sens moderne du mot, exactement comme l'équation

y^o-^Hi-^2)
est intégrée par le quotient de deux fonctions 0. Si l'on définit
Fintégrale y(^) de (i) ou de (2) par les conditions initiales
^o îVo îVo» ^a fo^110" y^) est représentée parle quotient de deux
séries entières en (x—^o)? séries qui convergent dans tout le
plan des x et dont les coefficients se calculent par des dérivations
successives. Ces coefficients sont des polynômes en XQ^ yo^y^'

C'est l.i un résultat dont le caractère me semble entièrement
nouveau. Depuis la fondation du Calcul intégral, toutes les
équations qu'on a réussi à intégrer (au sens le plus large de ce
terme) sont réductibles à des combinaisons d'équations linéaires
et de quadratures. D'une façon générale, c'est parce qu^on con-
naît la manière dont les constantes figurent dans l'intégrale qu'on
sait étudier cette intégrale. Même les équations qui définissent
les fonctions fuchsiennes n'écliappent pas à celle remarque. .Les
équations (r) et (2) constituent donc le premier exemple
connu d^ équations qui se trouvent intégrées à Vaide des prin-
cipes de la théorie des fonctions, sans être réductibles à au-
cune combinaison d^ équations linéaires^ de quadratures et
même à} équations du premier ordre.

J'ajoute que le caractère précis des types canoniques (i) et (a
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ne doit pas faire méconnaître le degré de généralité des équa-
tions différentielles qu'intègrent les nouvelles transcendantes.
C'est ainsi que, parmi les équations de la forme

(5) y'==a(a7)y+^(^)J2-+-c(*r)y-+-^(^),

celles qui sont réductibles algébriquement à la forme (i) ont
leurs coetficients a, h, c, d assujettis à une condition unique;
elles dépendent de trois fonctions arbitraires de *r, et consti-
tuent une classe qui a la même généralité que celle des équations
linéaires (non homogènes) du second ordre.

5. Pour parvenir aux résultats que je viens de résumer, il m'a
fallu constituer une double méthode qui répondît à ce double
objet : i° former des conditions nécessaires (nouvelles) pour
qu'une équation alises points critiques fixes; 2° décider si ces con-
di t ions sont ou non sinisantes.

Cette double méthode permet aussi bien de résoudre le pro-
blème suivant (un peu plus général que celui que j'ai énoneé au
début du n° 3) :

Parmi les équations (E) ou R est rationnel en y 1 , algé-
brique en y, analytique en x, déterminer explicitement toutes
celles qui ont leurs points critiques fixes ( 1 ).

Ce n'est pas^ le souci d'une généralisation facile qui m'a con-
dui t à cette extension du premier problème; c'est la marche
même de la solution qu i me l'a imposée. Pour exprimer que l'in-
tégrale "énérale d'une équation différentielle est uniforme, il faut
exprimer d'abord qu'elle n'admet pas de points critiques mobiles;
et pour simplifier les conditions ainsi obtenues il est indispen-
sable d'employer certaines transformations, algébriques par rap-
port à la fonction, mais où la variable indépendante peut figurer
sous forme transcendante. Ces transformatiojis introduisent des
points critiques fixes et ne conservent pas à l'équation son carac-
tère algébrique par rapport à x,

La même méthode s'applique d'ailleurs sans modification à

( * ) Le nom de points critiques est réservé exclusivement aux points singuliers
(isoles ou non) autour desquels deux branches au moins de y(a-) se permutent.
Les points critiques sont dits mobiles ou fixes suivant qu'ils varient ou non avec
les constantes d'intégration.
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tous les systèmes différentiels algébriques du second ordre. C'est
ainsi quelle permet de déterminer toutes les équations à points
critiques fixes de la forme

(6) P(y,j ' ,y,^)=o,
où P est un polynôme en y11, y', du second degré en y " ^ algé-
brique en y, x.

Quand l'ordre différentiel du système s'élève, il y a lieu de dis-
tinguer entre les deux parties de la double méthode : la première
partie (recherche des conditions nécessaires pour que les points
critiques soient fixes) s'étend d'elle-même aux équations diffé-
rentielles d'ordre quelconque et fournit, presque sans calculs, des
conditions très précises ; la seconde partie (discussion des condi-
tions suffisantes) entraîne au contraire des complications qui
croissent avec l'ordre différentiel du système.

Ces résultats, et beaucoup d'autres qui s^y rattachent, ont été
exposés succinctement dans une suite de Notes des Comptes
rendus de ^Académie des Sciences de Paris (1898, 1899, 1900).
Ils feront l'objet de plusieurs Mémoires étendus, dont le premier
va paraître dans les Acta mathematica, Mais comme la méthode
employée s'applique à une foule de problèmes (problèmes de
Mécanique, problème de M"1® K-owalevski et analogues, inversion
des différentielles totales, etc.), j'ai cru utile de détacher de "ces
Mémoires un exposé complet de la méthode dans le cas le plus
simple.

Ce travail renferme en particulier :
i° La détermination explicite de toutes les équations à points

critiques fixes qui rentrent dans la classe

(C) y " == a(x)yf+ b(v)y^-{-c(x)y 4- d(x)\

2° La démonstration des propriétés fondamentales de l'équa-
tion

(F) y=6j2+j;;

• 3° Une première étude des conditions que doit vérifier une
équation du troisième ordre (ou d'ordre supérieur) pour que ses
points critiques soient fixes. Cette étude met en évidence le rôle
considérable que sont appelés à jouer, dans l'étude systéma-
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tique des équations différentielles à intégrale uniforme, les travaux
de M. Poincaré sur les fonctions automorphes (fuchsiennes et
kleinéennes).

D'une manière générale, considérons un système différentiel
(algébrique) quelconque, dont l'intégrale ne dépend que d'un
nombre fini de constantes, et proposons-nous d'étudier son inté-
grale au point de vue de la théorie des fonctions : par exemple,
de rechercher si cette intégrale est uniforme, ou ne possède qu'un
nombre fini de branches, ou est dénuée de singularités transcen-
dantes, etc. C'est à la double méthode que j'expose ici qu'il con-
viendra d'avoir recours. Lors même qu'on se restreint au domaine
réel, la méthode ne perd rien de son importance. Si, par exemple,
on sait montrer que les intégrales réelles d'un système différen-
tiel réel sont dépourvues de singularités transcendantes (en même
temps que de points singuliers algébriques autres que des pôles),
l'intégration quantitative du système est effectuée; j'entends par
là qu'on peut former des séries convergentes qui représentent les
intégrales réelles dans tout le champ réel.

RECHEHCtiE DES CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR QU'UNE ÉQUATION

DIFFÉRENTIELLE AIT SES POINTS CRITIQUES FIXES.

6. Principe de la méthode. — Considérons une équation.dif-
férentielle ou un système d'équations différentielles algébriques ( t):
soit, pour fixer les idées, le système

(S^
(^-H(W),

(-^=K(.,y^),

où H et R sont des fractions rationnelles en *r, y, z. Pour ex-
primer que le système (S) a ses points critiques fixes, nous nous
appuierons sur le lemme suivant :

LEMME. — Supposons que H et K dépendent analytique'
ment d'un paramètre y. et soient holomorphes pour a == o (2^ ;

( * ) La méthode s'applique aussi bien à tout système d'équations aux dérivées
partielles dont, l'intégrale générale ne dépend que d'un nombre fini de constantes.

(-') Les valeurs .r,y, s étant prises au hasard et non d'une façon particulière.
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si l'intégrale générale du système (S) est uniforme quel que
soit a {sauf peut-être /?o^ra==o), elle est uniforme encore
pourc(.=0f et les développements de y{x)^ ^(•^) suivant les
puissances de a ont comme coefficients des fonctions uniformes
de x.

Ce lemme bien intuitif est une conséquence immédiate d'un
théorème aujourd'hui classique de M. Poincaré. Représentons, en
eiïet, par(So) le système (S) où l'on a fait a == o, pary(.c), z{x)
la solution de (S) que définissent les conditions initiales x o»yoî ^o?
par Y(;r), Z(.r) la solution analogue de (So). Soit enfin L un che-
min fermé (parlant de XQ et y revenant), le long duquel Y(.r) et
Z(d?) sont holomorphes [ainsi que H(.r, y, ^), R(.r, y, z) pour
|y — Y |, z — Z | et | a [ petits]. Développonsy(.r) et z (x) sui-
vant les puissances de a

y = Y(^) + ayi (.r) 4- ̂ y,(.r) -t-. . .,

<3 = Z(;r)-+-a.;l(;r)-^-a•2.;;â(;r)-^-...;

ces développements convergent sur L pour a j inférieur à une
certaine quantité positive /•• Supposons qu'un des coefficients
Y(.c),yi (x)^ .. ., Z(.c), ^i (.c), ... [yiÇx) par exemple] ne soit
pas uniforme : il est loisible de choisir le contour L de façon a
revenir au point XQ avec une valeur dey/(^) dilïérente de la va-
leur initiale; dans ces conditions, la fonctiony(.r) ne sauraitrc-
prendre non plus sa valeur initiale et ne serait pas uniforme.

c. Q. F. D.

On montre de la même manière que, si le système (S) a ses
points critiques fixes pour | a | << p (sauf peut-être pour a == o),
les fonctions Y(.z'),yl(^), .., Z(.r), ^i (.r), ... ont, elles aussi,
leurs points critiques fixes (indépendants de .2*0» yo? ^o)-

7. Ce lemme établi, la méthode consiste à introduire, dans le
système diflerentiel donné, un paramètre a tel que le nouveau
système ait sûrement ses points critiques fixes en même temps
que le premier, et qu'il soit intégrable pour a==o. Les fonc-
tions Y(.r), y^ (.c), . .., Z(*r), z^ (.r), .. . sont alors déterminées
par des quadratures ( l), et, en exprimant qu'elles ont leurs points

( ' ) Happelons les principes bien connus qui permcil.cnl (l'ciïecliirr le (levé
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critiques fix.es, on obtient explicitement des conditions néces^
saires. Le système différentiel une fois simplifié par ces pre-
mières conditions, on lui applique à nouveau le même procédé,
et ainsi de suite, jusqu'à ce que le procédé ne donne plus de con-
ditions nouvelles.

Précisons sur le système (S). Soit z == gÇ^o^yo) un pôle des
fonctions î ï ( x ^ ^ y ^ ^ z ) , K(xQ,yo^z). En remplaçant z — g { ^ ^ y )
par Z, il est loisible de supposer ^(.r,y)^o, et décrire (S)
sous la forme

(7) ^i^Ho(^y)+^Hi(.r,y)+..., ^^=Ko(^y)+^Ki(^y)-+-...,

loppement dey(a:), z [ x ) suivant les puissances de a. Soit

(S) y=F( ; r ,A ,Â- , a ) , ^ = G ( a 7 , A , À - , a )

l'intégrale générale de (S), où A, k désignent les constantes arbitraires (par
exemple les valeurs de y, z pour x = x^).

Les fonctions F (a), G (a ) les plus générales qui représentent l'intégrale de (S)
s'obtiennent en remplaçant, dans ( S ), h et /*• par des fonctions arbitraires de a, soient

A=^+a^-4-j 2 , / t /o-+- . . . , Â-=À^a^-^//o+;. . .

Développons F et G suivant les puissances de a, en posant (pour simplifier)

F(^,A,. ,À-o,o) = 9(a?, / io ,A-o), -^ (;r ,Ao,À-o,a) == îpi {x, h^k^, ...,

G(*z', Ao,A-o,o)=-^(.r, /i.pÂ-o), .- (^AO^O»») ^iC^^o^o)» • • ^
. . . L0" Ja==0il vient

F(^A,Â,,)=^,(^Ao-.-^Â',4-9,)

+-2lte/l;;+^^+(^^^|?,.,^
1 . 2 [/)/ID 2 <)Â-, 2 \àh, ~ à/(, /2

-^'â-l710^2^^4-^]4---
^ y -4- a 4>t -»- a2 (ï>2 -h. ..,

G(.,/,,/,,)=^-.-a(^^+^Â',++.)

^j'!.r^^+^^+^^+^,,)
1 . 2 LC)A(( 2 (M-o 2 \<)Ao ()A-o '/z

+2^+2%Â'»+4-•••
==^+2^^ l+a 2 ^^2+ . . . .

On voit que les couples successifs de coefficients (<F(, ^Fi), («ï»^, M'̂ ), ... renfer-
ment cliacun (et sous forme linéaire) deux nouvelles constantes ( /<o»^o)? (^'Oî^ï)i • • • ?
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les seconds membres étant holomorphes et différents de zéro pour
z == o, et Pun au moins des entiers m, n étant positif ( ^ ).

Je dis d'abord que, si m < n + i, le système (S) a des points
critiques mobiles^). Posons, en effet,

(8) x = a-o+a'^^, y =yo+ a^'-^Y, ^ = aZ;

le système (S) devient (3)
(s/) ̂ £= ÎIQ(VOJ lro) ̂ a( ' • - ) î zn îx= Ko(lro? lro; -h a(" • )-
En vertu de la transformation (8), (S') a ses points critiques fixes
en même temps que (S) (sauf peut-être pour a === o); poura== o,
le système (S') se réduit au suivant :

zm ̂ x == r<o) zn 'Sx == xo ^° = IIU('roî ^o)î xo = ^(^o, Yu)],
i

système dontFinlégrale z = [(/i -h i)À'o.r+ const.]"'^1 a un point
critique mobile (n étant positif). En vertu du lemme, (S) ne saurait
avoir ses points critiques fixes.

et vérifient, par suite, un système de deux équations linéaires

rf<t» d^V.
(ff;) .- +Jo(a7)«l>,•d-7(*r•)^^,=M,(a'), - , j - - { - r {x } <P;+5(a7)^^..= v^x}

( 1 = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,

où les fonctions /?, y, /', s sont indépendantes de l'indice i, tandis que les seconds
membres u^ v, s'expriment à l'aide des fonctions «ï», ^ï', d'indice inférieur à i. L'in -
tégrale du système linéaire sans seconds membres est

àf f)y ô^ ô^<l*.== —— a 4- —— &, ^i = —'- a-\- -—• 6, (a, 6 const. arbitraires),
'. àhe àko î l àhy ôkQ > "

et l'intégrale du système (ï,) s'obtient par quadratures, d'après la méthode de
la variation des constantes Pour former explicitement chaque système (<T,), il
suffit de remplacer y par 9-h a <î>^-+-.,., ,5 par ^ -»- a^ -+-... dans (S), et d'é-
galer les coefficients des mêmes puissances de a dans les deux membres.

( 1 ) D'une manière systématique et pour ne pas compliquer les notations, une
fois le changement de variable effectué, nous supposons qu'on écrit, dans le
nouveau système, *r, y, z à la place e X, Y, Z.

(2 ) Cette proposition est bien facile à établir directement {voir, par exemple,
mes Leçons de Stockholm, p. 4'îI-4'•27)•

(3) Je représente par le symbole a(...) une fonction de a, x, y, 5, x^ y»,
qui, pour a = o (et pour x, y, ^, x^ yy pris au hasard) est holomorphc et
nulle. Pour a == o et pour des valeurs ̂ exceptionnelles de .Ty, y,,, , cette fonction

peut être ici de la forme -•
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Soit donc m^n + i. On peut supposer n=. m — i , à condition
d'admettre que, dans les équations (7), Ko(.r,y) peut être iden-
tiquement nul . La transformation

(9) y == .z-u-t- a^X, ^ = = a Z

substitue à (S) le système

(sf f )"^==iïu^o^)+a(• t<)- ^-^-M^)^...;;
pour a === o, ce système se rédui t au système intégrable

^^-^(y), ^-1|S==ÎCO^ h=Ho(^o ,y) , x==Ko( . ro ,y)] ,

système qui j)cut s'écrire :

^ef^ ^frA
J ^{y)

Ce système doit avoir soit intégrale uniforme. Plus générale-
ment, si l'on développe l'intégrale y (a:), z {x) de (S") suivant les
puissances de a, les coefficients sont des fonctions de x données
par des quadratures; il faut que ces fonctions aient leurs points
critiques fixes.

Ces conditions doivent être appliquées à tous les pôles
z= S{y^x)[ouy=h{x)} des coefficients différentiels de (S),
ainsi qu'aux valeurs z = GO (ôuy == oc) à l'aide de la transformation
^=4(ou.y=^).

8. Ces premières condit ions obtenues, on considère les valeurs
y = g{x), z == h^x) qui donnent aux coefficients différentiels la

forme ̂  valeurs qu'on peut toujours supposer finies et ident i -

quement nulles. On pose alors

^=^4-a<X, ^=a7'Y, ^=a/Z,

en choisissant les entiers positifs i ^ j , /de façon que les nouveaux
coefficients différent iels soient holomorphes pour a=o. Pour
a ==o, lesystème (S'") ainsi obtenu est intégrable; car il ne change
pas quand on lui applique la transformation précédente où^o et a
sont a rb i t r a i res : si donc un des entiers y, / est nul , soit/, la
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fonction x{y) est donnée par les quadratures x = jdye^^^Y

où p est connu algébriquement; si ni y ni l ne sont nuls, on pose
i// /"*u='~^j> et^(^) est donné par les quadratures x(u)== f due^^^111.

Il faut exprimer que, dans le développement de Pintégralede (S'^)
suivant les puissances de a, les coefficients (qui sont donnés par
des quadratures) ont leurs points critiques fixes.

Quand les coefficients différentiels H et K de (S) sont non
plus rationnels mais algébriques en *r, y, ^, les mêmes procédés
doivent être étendus aux singularités algébriques de H, R.

APPLICATION DE LA MÉTHODE AUX ÉQUATIONS

y^Rr^^y).

9. Appliquons la méthode précédente aux équations

(0 y=R(^,y)=l^^
Poù R ̂  „ désigne une fraction rationnelle irréductible en y, y ;

x figure analytiquement.
Pour que Inéquation (i) ait ses points critiques fixes, il faut

S! abord (comme il est bien connu) que R soit un polynôme en y '
du second degré au plus ( ^ ) ; soit donc

(E) ^= L(^ y)y'^ M(.r, y ) y ' - ^ N(.r, y),

où L, M, N sont des fractions rationnelles de y analytiques en x.
Ce point admis, posons x = XQ + aX ; Inéquation devient

W y=L(^o,y)y2+a(...).

Pour que l'équation (E) ail ses points critiques fixes, il faut donc
que V équation

(e) ë^^®)2' Wy)-M^y)ï

ait son intégrale générale uniforme.

(') Voir, par exemple, mes Leçons de Stockholm (p. 396-^09).
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Ces premiers résultais rentrent au fond dans ceux du n° 7. Tout
d'abord, pour voir que R est un polynôme en y, i l suff î t d'écrire
l'équation (i) sous la forme :

£=- â^^)
et d'appliquer la condition n^m — i aux pôles z == g{x^ r) de R ;
m étant nul ici, cette condition ne peut être vérifiée si ces pôles
existent; R est donc un polynôme en y ' .

Pour voir ensuite que ce polynôme est du second degré au plus,
il suffit d'écrire l'équation (i) sous la forme

i-T â—^1^^)4-^--)]'
q désignant le degré de R en y . Appliquons encore la condition
n^m — i; ici, m === i , n == q— 2; donc q est égal ou inférieur à 2.
De plus, la transformation (9) du n° 7 est ici

.y == ;PO-+-aX, z = aZ,

et le système auquel elle conduit se réduit, pour a = o, au système

dy \ dz
-,— = —î —.- •==• L(.TOÎ y)dx z dx ' J f

qui équivaut à l'équation (<?).
Un problème préliminaire s'impose donc : Déterminer toutes

les équations (e) dont l'intégrale est uniforme.

10. Détermination de toutes les équations y " = y'2 l{y)^ dont
V intégrale générale est uniforme.

Il est facile de résoudre ce problème en le ramenant à la déter-
mination de groupes fuchsiens particulièrement simples; il suffit
de remarquer que l'intégrale générale d'une équation (e) est de la
forme y= F(Ca? + Ci), G et C< désignant deux constantes arbi-
traires. Mais nous n'aurons recours ici qu'aux principes de la
méthode développée au n° 7.

Je montrerai d'abord que la fonction l ( y ) n'a que des pôles
simples.

Soit, en effet, y === h un pôle d'ordre i de l(y). Il est loisible,
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en augmentanty de A, de supposer h = o. Écrivons l'équation (c)
ainsi :

î-3' Ï-^'^y^-^ (^'^

la Iran s forma lion
y = a Y , z=y.lZ

subst i tue à ce système le suivant

(<") Ï-^3' Ê-^ -(-)]•

Ordonnons l'intégrale y(-c), ^(.r) de ce dernier système suivant
les puissances de a; il vient

a^-D ^ / ^4-G\y:=yo--^-^oIog(^^-c)+...,

--.(^O-4-^-)- (^-^é)-

L^équation (e) ne peut donc avoir ses points critiques fixes si i est
plus grand que i. c. Q. F. n.

Si i= i, le système (<?') se réduit, pour a== o, au système

dy dz , z2

—- == z, -y- =k—,
dx dx y

qui s'intègre aussitôt et dont Pinlégrale générale petit s^écrîre

^^(Cx-r-C')^ ( s i / c ^ i ) et y^e^-^ ( s i Â - = i ) .

Pour que la fonction y (.c) ainsi définie soit uniforme, il faut

donc que k soit égal a i ou i + — (n désignant un entier positif
ou négatif).

Ceci posé, remarquons que l'équation (e) équivaut àPégalité

^==Ce-^W;dy

diaprés ce qui précède, la fonction /(y) ne peut avoir que des
pôles simples à résidus commensurables; soit v le plus petit déno-
minateur commun de ces résidus : la fonction (T^W^' est la racine
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v11'"10 d'une fonction méromorphc ^(y). D'autre part, la transfor-

mationy== ^, appliquée à l'équation (^), montre aussitôt que la

f o n c t i o n — y i ^ ̂ ^ , donc aussi ^ > ( — ) ? est méroniorplie pour

Y == o. Il suit de là que ^(y) est une fonction ra t ionnel le dey, et
l'on est ramené ainsi au problème suivant :

Déterminer toutes les équations

(10) y^y(y)
(où p est rationnel en y) dont l'intégrale est uniforme.

Or ce problème a été résolu explicitement par Briot et Bouquet .
Si l'on connaît une telle équation (10), son intégrale reste uniforme
quand on multiplie p(y) par une constante quelconque (car cela
revient à multiplier x par une constante) : en prenant la dérivée
logarithmique des deux membres de( io) , on obtient une équa-
tion (<?) à intégrale uniforme, à savoir l'équation

,y^^Pl(Z).

' y p(y)
II suffît donc d'épuiser tous les types énumérés par Briot et

Bouquet pour obtenir toutes les équations (<?) cherchées. On
trouve ainsi que l ( y ) coïncide nécessairement avec une des
expressions suivantes ( f ) :

a ( i - + - 1 - } c f i — - 1 )
la \ n \ n ,

o, ————-, —-———— -4- ———, .» (n entier > i),ay 4- b ay -4-6 cy 4- d '
a c————- 4- ————,,

ay -+-b cy-^-d
1 / a c \ eI/ a , c \
•i \ ay 4- b cy 4- d )

(T) < T / a i c i € ; ^ y
j i \ ay -+- b cy -+- d ey -+-/ gy -4- h /

_ i .____ i_ ____ | i ___
•2 \ ay 4-6 cy 4- d ) ey -l-

{ i / a c e s\ - (———^,———^.———^.—^_^
2 \ ay -+- b cy -+- d ey -+-/ gy -+- h ^
2 / a c e \
3\ay-+-b cy 4- d ey-^-f)'1
2 / a c e \
3\ay-+-b cy 4- d ey-^-f)'1

i a 3 / c e \_ ,____ i ^__ i _____ i ____ j
iay-\-b <ï\cy-}-d ey 4-//
5 a 2 c î e_ _ _ _ _ _ î ^_ _ _ _ î _ _______ •
6 ay 4-6 3\ cy 4- d î ey 4- f

1 a 3 l c e \

( 1 ) Le même procédé permet de résoudre aussi clisémcnl la question en suppo-
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les a, è, ..., A sont des quantités quelconques qui peuvent être
nulles.

Il suit de là qae si une équation

(E) y= L(x,y)y'^ M(^ y ) y ' ^ - N(.r, y )

a ses points critiques fixes y L coïncide nécessairement avec une
des expressions du Tableau (T), où les a, 6, ..., h sont des
fonctions de x.

H. Étude de Féc/uation (E) dans le voisinage d'u^ pôle
y = = / i ( x ) d e L , M , ' N .

Je vais établir maintenant que les pôles y = h{x) des fonctions
M et N de y coïncident nécessairement avec ceux de L et sont
tous simples.

Supposons, en effet, que y = h(x) soit pôle d'ordre i pour L
(i == i ou o), d'ordre j pour M, d'ordre k pour N, un au moins
des entiers y, k étant plus grand que i. En augmentant y de A, il
est loisible de supposer h =. o, et (dans le voisinage du pôle con-
sidéré) d'écrire l'équation sous la forme

(Ei)y=^[(i--^-)+y(...)]+^[M(^o)4-y(..)]+^[N(^o)+y(,^^^

n désigne un entier positif ou négatif, .qui peut être infini, mais
non nul; n est égal à i, si i est nul.

Posons
y = aY, x = XQ -+• x/'X, si k^ïj—i,

et i_+_^
j /==aY, x == XQ -+- a 2 X, si k ^ i j — t ;

les deux transformations se confondent si k === ij — i.
L'équation (E<) devient :

( 1 1 ) y=^(i-^)+Mo^+a(...), siA:<2y-i ,

(I2)^=ç(I-^)-h^H-al(-)? ^>-/-^
sant ^(y) non plus rationnel, mais algébrique en y. Ce problème a été résolu
explicitement.par M. Picard, avec la restriction que e^Wv ne présente pas de
singularités transcendantes {Journal deLiouville, 1889, 4e.serie, t. V, p. 3oo-3i9;
American Journal, 1894, t. XVI, p. 111-122; Traité d'Analyse^ t: III, p. 66-80).

XXVÏII . j4
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cl

(I3) y/=-=Ç(I~^)+M^+^-+-a(•••)ï s i Â^^-1»^^-^.-.M^^-^^ \ ^/ ^ y'^-1

[Mo= MOoî o), No== N(.z-o» o)].

Pour a == o, Inéquation (i3) comprend les deux précédentes à
condition d^admettre que, si Mo est nul , j n^est pas nécessairement
un entier, mais que ij est un entier ^2 . Il me suffit donc de
montrer que V équation

^f(.-^*'.;;^-fe
[où une au moins des quantités Mo, No n'est pas nulle] rCa son
intégrale uniforme r/ue si l'on a j' = i, avec n -^- \.

Remarquons d'abord que la transformation

y == a Y, x == .TQ + a^'X,

conserve Inéquation ( i4 ) (vo// 'lc n°8)', dans celte transformation,
on a

^i-y^Yi^dyy J - d \ î J'

Si l'on pose M^.-y1"./, toutes les fonctions u(y) définies

par ( i4 ) seront de la forme ^ i (Cy) , c^st-à-dire que u(y) est
donné par une équation de la forme

^(u)clu= -^

C'est ce que vérifie aussitôt un calcul élémentaire : Inéqua-
tion ( i4) équivaut au système

( i5 ) du ______ ^y_ _ ^ _ _ _ —
U / — - 4- Mo II -r- No U1

clx . ,(,fi) ^ == »^-'

Cela étant, soit dîabord j >> i . L'équation ( i5) ( où y est diffé-

rent de l- admet au moins une solution u == C, où la constante C
n j

n'est pas nulle; la fonction y(^), dénni(1 |)ar dx =^ Qy-7"1 ^y?



- 219 -
n'est pas uniforme; l'intégrale générale de ( i4) , a fortiori, n'est
pas uniforme.

Soit maintenant y = = i , avec n = = = i . Écrivons l'équation ( i4)
ainsi :

^ — 1 du. —_ U(MO•+• NpM)

dx u dx ~ y )

et faisons le changement de variables

u = aU, x ===• aX;

le système considéré devient

dy __ î du __ aM(Mo-+-NQOCM)
dx u dx y 9

et si l'on développe l'intégrale y ̂ x\ u^x) de ce nouveau système
suivant les puissances de a, on trouve

y= ro+^^+ac...)
avec

M = Uo—aMoU^ log^yo-h^"^ 0 ) 4-..., si Mo^ o,\ UQ /
OU

^===Mo—a 2 NoM^log(yo+^ : : : : -^ o )» si Mo=o.
\ "o /

L'intégrale de (i4) n'est donc pas uniforme.
J'ai bien établi ainsi que l'intégrale de (i4) n'est uniforme que

si l'on a y == î , n ̂ -1. Autrement dit, tout pôle y == h de M ou
de N est nécessairement du premier ordre et coïncide avec un
pôle de L. c. Q. F. D.

12. Ce résultat est d'une extrême importance : CAR IL LIMITE LE
DEGRÉ DE M ET DE N EN y. En effet, si D est le dénominateur de L,
on a

M ^ N v

^D^ ^D'

y. et v étant des polynômes en y. D'autre part, posons y==-;
l'équation (E) devient^^_L(^q^^_^^



- âïîo —
Deux cas sont à distinguer : Si L est identiquement nul , ou si L

coïncide avec une des expressions (T) pour lesquelles une des
€[uantltés a, c, e^ g est nulle, le coefficient de Y72 admet le pôle
simple Y === o; les degrés de y - ( x , y ) e tv(^ , y) peuvent alors sur-
passer le premier d'une unité, le second de trois unités, le degré q
de D. Si, au contraire, L coïncide avec une expression (T) où les
quantités a, c, 6, g sont différentes de zéro, Y === o n'est pas un pôle
du coefficient de Y72, et les degrés de (JL et de ^ sont au plus égaux
le premier à y, le seconda q 4- 2. De la discussion des n05 10 et 11,
il suit donc que les degrés de D, de y. et de v en y sont, au plus
égaux respectivement à 4, 4 et 6.

Mais les conditions fournies par l'étude de l'équation (E) dans
le voisinage d'un pôle y == h(^x) du coefficient différentiel, sont
loin d'être épuisées.

Considérons, en effet, l'équation (i3) oùy === k== i (avec n -^-1),
à savoir l'équation

y ' ï f i \ y ' ]Y.

y = ̂ - (• - {) - ̂  ̂ 7 -J- < • •) .(" ̂  •)'
celte équation est intégrable pour a==o, et si l'on. développe
y ( x ) suivant les puissances de a, les coefficients du développe-
ment sont donnés par des quadratures. Ces coefficients doivent
être des fonctions de x à points critiques fixes.

Les conditions ainsi obtenues doivent être appliquées à tous

les pôles y === h(x) de L le point y == oo compris, grâce à la trans-

formation y = -,7 •

13. Explicitons ces conditions dans le cas où L coïncide avec la
plus simple des expressions (T), à savoir L E^ o. Alors l'équa-
tion (E) est nécessairement de la forme

(i7) y'=y'[aWy+b(x)\^-\ix)y^}ï(x)y^G(x)y-^ï){x).
y

Observons aussi lot que la transformation y = —— donne à A
/—A

la valeur — i (si A^o), et que la transformation y=——Y
donne à a(x) la valeur — 2 (si a y^ o) ( 1 ).

( ' ) Ces vîdcurs numériques sont choisies pour apporter quelques simplificcitions
fliin-' i l t 's c.ilculs ultérieurs.
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Au lieu (remployer la transformation y == -, posons directe-
ment

y == — j x == Vo-h a X ;a

Inéquation (17) prend la forme

y'= a(^o)7y+^oXr3-+-a(...),
équation qui, pour a === o, devient

y " == aoyV -h Aoy3 ^o == os (a-o), Ao == A(a-o)] ;

celte dernière équation équivaut au système

°8) È-? ÊH2-^-^"2^-

Tout d'abord, siAo est nul , l'équation y " == d ^ y y ' , qui entraîne
l'égalité 2y'== âoy2 -t- const., a son intégrale uniforme.

Soit maintenant Ao^o. Il est loisible de supposer A o = = — i .
Le système (18) peut s^écrire

Ê"1?5 Ê^-^^-^ [A/c=2] .

Posons u == h •4- v.v ; il vient

(19) -r = —r——? — == (/'[A — Âr+apjr .
.̂r A 4- ût p â?.c L ^

Si A ̂  A", le système (pour a === o) s'intègre ainsi

y == ———, y = ci(a7-h c)- /- l(A-Â•)= ci(a7-+- c)2-^

(c et Ci constantes arbitraires);

pour que celte intégrale soit uniforme, il faut que (2 — h2) soit

un entier n positif ou négatif, mais différent de zéro car

(2 — A2) = —,— ne peut être nul si h ̂  k . On doit avoir, de

même, k*= 2 —n1 , et par suite

4= Â:2/l2= (2—^)(2—,i ' ) [n, n'^o}.
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Celle égalité entraîne

( a — 7 1 = 1 , ( a — 7 i = = — i ( 2 — / i == — 2,soit / , soit { soit {
( a — n =4, ( a — 7 i =—4, ( a — n' =—2.

De là résultent, pour h et OQ^ A + -> les valeurs

À = = ± I , «o=±3;
h==±i, aQ^-z^i,

/i === 1/2, ao== o.

La transformation y =— Y ramène le cas de ^o ===-}- 3 au cas
de Oo==— 3 ; si ao==± i, la transformation y==±:iY donne à
do la valeur — i et à Ao la valeur -4- i; si donc A est différent de
zéro, il est loisible de se borner aux cas où A et a ont les valeurs
suivantes

A = — i , a = — 3 ; A==-+- l , a = — i ; A = = — i , a = o.

Nous avons toutefois laissé de côté rhypothèse où h et k se-
raient égaux. Le système (19) s'écrit alors

dy r2 dvJL == J——, = ap2y.
dx h -+- v.v dx

Développons y(x) et v{x) suivant les puissances de a; on
trouve

y ̂  ——— 4-a(...), v == Ci—ac^Àlog(a7-h c) 4-...
37 "4"' C

(c, Cj constantes arbitraires).

L'intégrale de (19) n'est donc pas uniforme : l'hypothèse est à
rejeter.

En définitive, moyennant une lransformaliony==^(;r)Y (où^
est connu algébriquement à l'aide des coefficients a, A), on peut
faire coïncider les coefficients a, A avec un des systèmes suivants

a === o, A = o,
a =— 2, A == o,
a -== — 3, A = — i ,
a == — j , A = -hi,
a = o, A = — i .
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Parmi les équations que nous sommes amenés ainsi à considérer,
la classe la plus simple est donc de la forme

(C) y/==6(.r)y-+-^K^)y2-^-C(.r)y+D(.y).

Je me bornerai, dans ce Mémoire, à épuiser l'étude de celte
classe d'équations. La méthode qui s'applique à toutes les autres
classes ne diffère d'ailleurs de celle que je vais suivre que par
des complications de calculs.

14. Détermination, de toutes les équations (C)> à points cri-
tiques fixes. — Je remarque d'abord qu'une équation (C) garde
sa forme dans le changement de variables :

(20) y=\(x)\ -h{A(.r), X=cp(a?);

l'équation devient

^Y d\ i r, iV c?"-] . B X Y f - ,, b\' V~\
"TVT == -7v — ^ —• ——— — -7 + Y^ —7 4- —— C 4- îB tJL d- s- -- V-aX3 d\ 9 L ^ 9 J 9 1 9 î L • \ X J

+ X^ [D ̂  clji + B ̂ '^ b[L' ""ÎJlffL

où x doit être remplacé en fonction de X.
Si B 7^ o, on peut disposer de ^, y., <p de façon que le coeffi-

cient de Y2, dans la nouvelle équation, soit numérique, égal à 6
par exemple (*), et que, de plus, les coefficients de Y' et de Y
soient nuls. Ces conditions se traduisent par les égalités

^ îY . BX i ry bv ,-)
^ -r^ -^=6Î ^^[T-T—^

c'est-à-dire

1 ^B-U^""'"-

<21) ^.i/^X = = — / B2/^,
V/ôJ

., „ [ r , , B" 6 /B'2 - \ i 6B'T
,B^- G + ,- \.b - ^ 4- ̂  - ̂ ) + 5 ̂ J.

Si B ̂  o, l'équation (6) est linéaire et se laisse ramener par

( l ) Le choix de. ce coefficient numérique-a pour effet de simplifier quelques
calculs ultérieurs.
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une transforma lion (20) à la forme

d^\ _
d^~°'

En définitive, la transformation (20) permet de substituer à
l'équation (C) une des deux équations

y= 6j^-+- S (a?), y==o,

18. Je vais montrer maintenant que l'équation

(^) y=6y2+S(aO,

ne peut avoir ses points critiques fixes que si S (a?) est linéaire
en x.

A cet effet, j introduis la transformation

Y
(22) y == y a?=a4-aX,

qui substitue à (C7) Inéquation

(e') y^Gj^+a^a) -+- ̂ x S'(a) + a6^ ̂ Lî  +...,
I • 2

et je développe l'intégrale de (e') suivant les puissances de a.
Appliquons, pour cela, le méthode classique rappelée au n° 7.

On trouve aussitôt

y == cp 4- a* ̂  4- a5^ -4- a6 T -h...
avec

(p^Gcp2 ^—i2(p4/=== S(a), ^—129^ ̂ rcS^a),

^—12^1: = — ^(oO 4-....

L^intégrale générale de Inéquation

y f f==6<p2
vérifie l'égalité

'p'^4?3—^
et peut s'écrire

<? == p(a? + /c, o, À), (/: et h constantes arbitraires).

L'intégrale de l'équation

y—\'ip(x-+- À-, o, h)^ = o
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est, nous le savons (voir p. 210, note 1),

c^c^c^-.-^cw [^ï\
Calculons immédiatement le coefficient T défini par Péquation

Ç_ff t \

^"-— 12 p{x -+- k, o, h) T = «r2 ——— ;
Li

la méthode de la variation des constantes donne

T = Ci(a-p'+ -2p)-4- Cap',
avec

Ci(a"p' -+- 2p ) -T- Ça p' = o,

Ci^p'-t- 3p') 4- Csp' = ^2 sfl(00^

d^où l'on tire aussitôt

12 G;- ̂ -^p', I-îC;=sy(-a)^(.^.p'+.,p).

Les fonctions ^p^, .z*2(.z'p/+ JJ) admettent comme pôle le point
x •= — À-, et le résidu de ce pôle est égal à — 2 pour la première^
à +2 k pour la seconde; on a donc

C^8"000.^^^^)^-..., C,= S^L ) /clog(^+Â•)+. . . ,
12 1*2

^s^^^^^_^__^_^^

les termes non écrits étant méromorphes dans le domaine de
x = = — k . Pour que T soit lui-même méromorphe, il faut que
S" (a) soit nul, et comme ceci doit avoir lieu quel que soit a,
il faut que S(*r) soit égal à px 4- q^ p et q étant des con-
stantes numériques, c. ç. F. D.

16. Toutes les équations (6') à points critiques fixes se laissent
donc ramener, par une transformation (20), à l'une des deux
formes

y " = o, y " -=- 6y2 + px -i- q.

La transformation (22) permet d'ailleurs de donner a q la
valeur o et à p la valeur i (si p ^ o), ou à q la valeur ^ si p == o,
mais si q^-o. Les équations à étudier se réduiscnl ainsi aux
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suivantes :

( a3 ) y == o, y == 6 '̂2, y " = 6^2 -4- I, y " --= 6y2 4- a-.

Les trois premières s'intègrent aussitôt et donnent pour y les
fonctions uniformes

y ^ h x + k , y ==joO-h^,o,A), y ^ p(x 4- k, i , / i);

il reste à étudier l'équation

y == 6^2 + .r.

Auparavant, je ferai une remarque au sujet de la réduction
d'une équation donnée (C) à une des formes (aS). On peut tou-
jours reconnaître, à l'aide d9 un nombre fini (V opérations algé-
briques ( < ) , si une équation donnée (^) se laisse ramener par un
changement de variables (20) à un des types (a3). Tout d'abord,
si Inéquation (E() correspond au type Y^==o, elle est linéaire.
Pour qu'elle corresponde à un des trois types

Yx'.==6Y2-+.S _:[S=so, ou ^ ou X],

il faut et il suffit que les équations (21) soient compatibles avec la
condition

(24) D-^ -C î J l - ^B^-+-^^—{J l / / ==SX (^x)2 [ § — 0 , 0 0 S, ou X],

ce qu'on sait vérifier et ce qui se traduit par une relation algé-
brique entre 6, B, C, D et leurs dérivées. Mais quand ces condi-
tions sont compatibles, trois circonstances se présentent, suivant
que S coïncide avec o, i ou X. La transformation de passage
la plus générale qui vérifie les équations (21) se déduit de l'une
d'elles en changeant À en m2^ et X en mX-h/î (m et n dési-
gnant des constantes arbitraires), c'est-à-dire en changeant Y en

—^ Y et X en mX + n dans l'équation
Y" ==672 + S.

Or, celte transformation conserve l'équation quand S=o;
quand S^ i , l'équation n'est conservée que si m8^ i, et quand
S ̂  X, que si m9 === i, n == o.

( ' ) J'entends par là qiie les conditions à vérifier sont algébriques par rapport
aux coefficients de (6) et à leurs dérivées.



Si donc les équations (21) et (a4) sont compatibles, X, (JL, X
sont connus algébriquement à l'aide des coefficients de (C) (et
de leurs dérivées) dans l'hypothèse SEESX; X et y. sont connus
algébriquement et X par une quadrature dans l'hypothèse S ==1 ;
{A est connu algébriquement, ). et X par les deux quadra-
tures (21) dans l'hypothèse S == o ( < ) . L'intégrale générale
de (^) peut s'écrire

^== Xp(X-hA- , i , / i )+^ si Ss=={,
y = X p ( X - 4 - Â - , o , A ) - t - p i , si S=o.

En particulier, quand l'équation (C) ne renferme pas x expli-
citement, le cas de S EES X ne peut se présenter, et l'intégrale gé-
nérale de (C) est (si 6 7^ o) de la forme

1 îh.v p , .,

^=B-^p[X^o,AJ^-^,

avec
y 5 B^ îfX= — -- e s ;

/6 6

si 6 == o, elle est donnée par l'équation elliptique

•^E^^+Dy+A.

Je vais montrer maintenant que l'intégrale générale de l'équation

(F) Y" =6^2 -ha-

est méromorphe dans tout le plan.

ÉTUDE DE L'ÉQUATION y " == Ç^yî 4- .2*.

17. J'établirai d'abord que l'intégrale de l'équation (F)
n'admet pas de points critiques algébriques^ mais admet des
pôles mobiles.

Soit, en effet, XQ un point singulier algébrique d'une inté-

( ' ) C'est ce que vçrifie un calcul tout élémentaire que j'omets pour abréger et
qui donne explicitement les expressions de \ \s., X.
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graley(.r), et soient yo? Y'Q ^es ̂ l^fs (finies ou non) dey, y' pour
y. == .z?o. Tout d* abord, yo ^Vo ne Pavent être finies toutes deux;
sinon y{x) serait holomorphe pour x =x^. Siy^ est infini, il en
est de même a fortiori de y\ et, par suite, deyo diaprés (F).

Soit donc

y^^^)^^
r désignant un nombre réel, positif et rationnel. Pour que y" ety2

aient même partie principale, il faut qae r •==. i et h=\. Po-
sons alors

^=(-.,-J^)î[I-+-^-a7o)5-4-...],

s étant réel, positif et rationnel; la substitution de celte valeur
dey dans l'équation (F) montre que s doit être égal à 4 et A" égal

à — —°- En poursuivant le calcul, on trouve que, si une intégrale

y{x) admet le point x = XQ comme point singulier algébrique
(pôle ou point critique), son développement, dans le voisinage de
ce point, est de la forme

(20) y== ._^ ^ — ̂  (^—.yo)2— j| (x—XQ^-^h(x—Xo)'^ ̂  (X—XQY-^.. . ;

h désigne une constante arbitraire.
Il existe effectivement des intégrales qui admettent un tel déve-

loppement, et ces intégrales sont méromorphes dans le domaine
du point *r==*To- Pour Rétablira ) écrivons le développement (a5)
ainsi :

i x , ., (.y—.^o)3

y = (^=^y - 7o(a- - x^ - ——'—
X2

4- h(x—.ro)*-+- -Q (-y—^o)6-^* • - jï o

(' ) II est bien facile de voir que, si l'on poursuit le développement (25), toutes
les puissances successives de {x—Xy) sont entières^ ce qui montre que^(d?) est
dénuée de points critiques algébriques. D'autre part, une fois h choisi, tous les
coefficients du développement (a5) sont déterminés, et l'on prouve aisément que
ce développement converge en le comparant à une série majorante. Mais le
mode de démonstration que nous employons dans le texte nous sera utile par
la suite.
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d'où
y'-- 2 X ( X - X ^ 3
r (^-^o)3 5 To^""^

+4A(^—^)3 4-Ç(^_^)o _,.....

Éliminons (.2?—Xy) entre ces deux développements; il vient, en
posant y = -*-,,

(.6) ^=-^--^-^+^3-^.. (S=±I).

Ceci posé, j 'effectue, dans l'équation (F), la transformation

/ x t , ^ .TZ Z2

(27) .r=^ ^-^-T-ï ̂ ^

les fondions ^(.r), u(x) vérifient un système qu'on forme immé-
diatement, à savoir ( 1 ) :

( dz ^ H
\ —— == I -+- XZ^ 4- — — - -56

(.8) l^' 4 •2

\ du s-tz 3.r32 ,/i \ Sus'' 3nî
f ̂  = -8- + -^- ̂ U -'"^ - -T- - ̂ ^

Ce système admet une solution z{x\ u(x), et une seule, qui
répond aux conditions initiales XQ^ ^o==o? ^o? et cette solution
est holomorphe pour .r==.z-o; la solution y (^) correspondante

admet X=XQ comme, pôle, et h est égal à + M p-

( ' ) La transformation (27 ) est choisie précisément de façon que le nouveau
système différentiel soit régulier pour z == o.

Il est évident, en effet, que le système est de la forme

^"^=P(;r,.s,M), ^ M ' = = Q ( ^ , ^ , M )
( P, Q polynômes en a?, .s, u ; P o u Q yà o pour 5 == o ) ;

d'autre part, si l'on essaie une solution de la forme

Z = { X — X ^ (l+...), M= u^{X—X^ {l +...),

les premières égalités à écrire

i + =, P(>r,,,o, ?<„) 4-... ^ ^ ^ Q(.z',,,o, f^,)4- . .
{x— ^o)"1^ +...)' "'"" (^—a?o)"1 ( i -^..-)

doivent, d'après (26), être admissibles pour x^ u^ quelconques, ce qui exige
m -— o.
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Remarquons que rien n'est change [si ce n'est le signe de z
dans (28)], quand on emploie, au lieu de la transformation (27),
la transformation

(-9) r=i, y^-^-^3.

L'intégrale générale "y{x) de l'équation (F) n'admet donc pas
de points critiques algébriques, mais elle admet des pôles et, dans
le voisinage dç ces pôles, le développement de y{x) est de la
forme (25) (r).

18. Mais l'intégrale y {x) de (F) ne présente-t-elle pas de
singularités transcendantes? C'est ce qui n'est nullement
démontré.

Pour bien faire comprendre la nature de cette difficulté, consi-
dérons un exemple plus caractéristique que l'exemple cité plus
haut (n° 2), à savoir l'exemple de l'équation

y^ y'2 W^'Z^J^} . ______i______1
' L (i-^Ki-^2) + x7(T^72)^r^)J

(X,A:2, constantes numériques).

On voit aisément que l'intégrale y{x) de celte équation ne
présente pas de points singuliers algébriques autres que des pôles;
une discussion plus approfondie montre même que toute irité-

( ' ) Étant donnée une équation (C) qu'on peut supposer ramenée à la forme

(^') y^—G^—s^x^^o,
cherchons les conditions pour que y ( x ) admette des pôles mobiles; si l'on rem-
place, dans (C7), y { x ) par un développement polaire, on voit que ce développe-
ment doit être de la forme

y=(^-^oT2~^(^~^)2~^(^~^)3•4 '^(a7- l^>o)t+34-••- (^^î
mais quand on veut déterminer le terme h {x - a-o)1^3, on trouve que les termes

en {x—xy [dans l'égalité (£')] se réduisent au terme unique ^"^X9) {x—x^)\

Ce terme ne peut disparaître (pour x^ quelconque) que si S ( x ) est linéaire
en x. C^est précisément la condition que nous avons trouvée au n° l5, en expri-
mant que l'équation ( € ' ) a ses points critiques fixes. Cette coïncidence n'est pas
fortuite, mais résulte d'un théorème général qui sera exposé dans les Mémoires des
Acta.
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grale y{x) qui tend vers une valeur déterminée (finie ou non)
quand x tend vers XQ sur un certain chemin (d'ailleurs quel-
conque), est holomorphe ou méromorphe pour x == XQ. Ce serait
cependant commettre une erreur grossière que d'en conclure que
l'intégrale y (.2*) est méromorphe dans tout le plan. L'intégrale de
l'équation peut en effet s'écrire

y == snA:4^ log(Aa? -h B)], A, B constantes arbitraires.

T>

Le point x ==—-. est donc un point d'indétermination complète
E>

d e y ( x ) ; quand x tend vers — ^ sur un chemin donné, y(x) ne

tend vers aucune limite (finie ou non); de plus, une infinité
de valeurs dey(a:) se permutent autour de ce point (à moins que
aîiiX ne soit une période ou une partie aliquote d'une période
de sn^a).

Il n'est donc nullement absurde, a priori, de supposer que
l'intégrale y (x) de l'équation (F) présente des singularités trans-
cendantes. Ces points singuliers peuvent être à la fois points
essentiels et points critiques transcendants, être isolés ou former
(comme dans le cas du troisième ordre) des lignes, des ensembles
parfaits, etc. Pour démontrer que les singularités transcendantes
dey (.2') n'existent pas, nous n'avons^le droit d'introduire au-
cune restriction: une discussion qui écarterait d'avance certaines
singularités comme invraisemblables serait inexistante.

C'est cet obstacle, comme je l'ai dit, qui a arrêté longtemps les
efforts des géomètres. Les deux premières méthodes qui m'ont
permis de le surmonter étaient, la première surtout, d'une com-
plication extrême. J'ai trouvé récemment une troisième méthode
beaucoup plus simple, méthode synthétique qui non seulement
s'applique d'elle-même aux équations du second ordre, mais s'étend
aux équations d'ordre supérieur. C'est cette méthode que je vais
exposer ici sur l'équation (F),

19. Démonstration de la non-existence des singularités
transcendantes de l'équation (F).

Soit y (a?) une intégrale particulière de (F), définie par les
valeurs initiales (finies) .To, yo, y^ de x, y, y'. La fonction y (x)
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est holomorphe, et, a fortiori^ méromorphe dans le voisinage
de XQ. Soit F le plus grand cercle de centre XQ oùy(*r) reste mé-
romorphe. Si F embrasse tout le plan, le théorème est démontré.
Sinon, il existe sur la circonférence de r au moins un point sin-
gulier non algébrique, x === a, de la fonction y(x). Je vais mon-
trer que cette hypothèse est absurde.

Faisons tendre x vers le point a sur le rayon x^a ou /, et soit
M(^) le module maximum des deux quantités y(^), ^(x). Si
M(.r) ne tend pas vers F infini quand x tend vers a sur /, il est
clair que y { x ) est holomorphe pour x= a. En effet, il existe
alors sur le rayon / des points x^ aussi voisins de a qu'on veut,
pour lesquels y e\, y1 prennent des valeurs y 4 , y\ de module infé-
rieur à une certaine quantité numérique A. Diaprés le théorème
fondamental de Cauchy, l'intégrale y {x) de (F) définie parles
conditions initiales.

^iî y^ Vi» avec |a? i—a|<A, |yi[<A, [ViKA,

est holomorphe dans un cercle de centre x^ et de rayon supérieur
à une certaine quantité positive B; par suite, cette intégrale est
holomorphe pour x= a. Il faut donc admettre que M(x) tend
vers l'infini quand x tend vers a sur l.

On connaît une infinité d'intégrales de (F) pour lesquelles M (.r)

tend vers l'infini avec —^— : ce sont les intégrales qui admettent

x = a comme pôles; pour ces intégrales, l'expression u définie
par l'égalité (27),

u ̂ ^[y-4- ̂ ] 4- 2y3+ ̂ y

[où l'on donne à y2 un signe convenablej, tend vers une valeur ar-
bitraire finie 7 A. Inversement, supposons qu'une intégrale y {x)
satisfasse à la condition suivante : il existe (sur le rayon /) des
points x ^ , aussi voisins de a quon veut, tels que |y(^*< ) | dépasse

toute 1 imite donnée et que [pour un signe convenable de y1)
\u^x\)\ reste inférieur à une certaine quantité A. Je dis que
cette intégrale y {x) est méromorphe pour x = a.

Posons, en effet, comme plus haut, y==-^ . Une des exprès-
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sions
i r , -2 x^ ^i —i r , '2 a?^ ^~|
^^+^+^-+-,-J- ^-^-ii-T^Tj

garde, pour x=x^ un module inférieur à A, soit la première.
Effectuons la transformation (27)

y-y y= =-^-^- f^+^3•
L'intégrale ^(^*), u{x) du système ('î8), définie par les condi-

tions initiales

.z-i, ,3i, ^i, avec l a ? i — r t i < A , [ ^i | < A, | ^ i | < A ,

est holomorphe dans un cercle de centre de x\ et de rayon supé-
rieur à une quantité numérique B; el le est donc holomorphe
pour x == a. Par suite, y (.r) est méromorphe pour x =a^

Cette remarque va nous servir à démontrer que x = a ne peut
être un point transcendant de l'intégrale considérée y (.2*).

20. L'expression H, introduite plus haut, jouit de la propriété
que, si l'on remplace y et y7 par le développement polaire d^une
intégrale, une des deux valeurs de u reste finie et prend au pôle
une valeur arbitraire. Il est facile de former une infinité d'expres-
sions

(3o) u=p(^.r ,y)
qui jouissent de cette propriété, et de les choisir, notamment,
rationnelles en x^ y, y'. Le procédé le plus simple consiste à
multiplier les deux égalités

r x u~\1^^-^J^, . , . x u .y ^-^-y h4 -^-^"0 ''^y. L 'lyî y^
i î r x u

— -i- y-2 24- -— — —^y L '^y1 r
r x u \

2 4- -— — -— = 0 ;L '^y1 y'J
il vient

Posons
y2- 4j3- ̂ y + ̂  -+• 4^ -+- y [.-]== o.

L7 ==y2—4y 3 —2•yr+ ̂ ;

quand, dans U, on remplace y par un développement polaire (a5),
xxvin. i ^
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U (x) est (dans le voisinage du pôle x == x^) de la forme

U(aO=--28A-4-(a--a?u)2 [...].

Pour éviter (ce quînous sera utile plus loin) que U'(.z*o) "e soit
nul, il suffit de remplacer U par v === U 4- x\ soit donc

(3 î ) v - ^ y ^ — ^ y ^ - ' î . x y - r - ^ ^ - x ;

dans le voisinage d^un pôle x == XQ de y (*r), on a

(;( .^•)==—28^-^-.yo-^-(^—^o)2 [ . . . ] ==—4M(.r)-h^4- ^- [...];

//(.Z-) désigne celle des deux valeurs de u qui reste finie au pôle
X=XQ dey(.r).

Donnons à v et à x des valeurs finies, à y une valeur très
grande, et soit y ' une quelconque des deux racines de Inéqua-
tion (31) ; une des deux valeurs de ^expression u qui correspondent
à ces valeurs de x^ y, y' est de la forme

x — v i - -,
M= —— +-[...],4 y

et est, par conséquent, finie (1).
Considérons, diaprés cela/une intégrale y (x) de (F), et sup-

posons qu^il existe (sur le rayon /) des points x^ tendant vers a,

(' ) Remarquons que le succès de la méthode tient essentiellement à ce fait que
v est du second degré en y'. Si l'on résout l'équation (3î) par rapport à y\ on
trouve [pour a", v finis et | y \ très grand]

sr x x-v i-\- y 2 ?. 4- ——^ — ——— -4-... ,' L ay2 4y3 Jy == — -\- y2 ?• 4- —^- 2.y L ^
d'où (pour une des deux valeurs de M),

^^_^+1(...).
4 y

Substituons, au contraire, à v une expression U == p(.r, Yî y ' } rationnelle en
•r» yi y ' f mais de degré y > 2 en y', et qui prenne, en un pôle x^ une valeur
arbitraire. Pour a?, y, U donnés (a?, U finis, y très grand), l'égalité U = p définit
j valeurs de y', dont deux au moins laissent finie une valeur de u\ mais, pour
chacune des ( j — 2 ) autres valeurs de y ' , les deux valeurs de u peuvent être
très grandes. Si donc, pour des valeurs x^ qui tendent vers Œ, [y (a?) | croît in-
définiment, tandis que U(vC) reste fini, on n'en saurait conclure que y { x ) est
rnéromorphc pour x = a.
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tels que |y(^i) | puisse dépasser toute limite, tandis que v(x^
reste fini [soit | ^(.r, ) | < A]; cette intégrale est méromorphe
pour x = a, car une des deux valeurs de u{x^) reste finie.

21. Nous introduirons ici une restriction que nous lèverons
dans un instant. Nous admettrons que l'intégrale considérée y (x)
(pour laquelle x == a est un point transcendant) conserve sur le
rayon / un module supérieur ou égal à une certaine quantité p.

Dans ces conditions, il est impossible que v{x) tende vers une
valeur finie quand x tend vers a sur /. En effet, si v et y restent
finis (en même temps que \y \ reste supérieur à p), y' reste éga-
lement fini [d'après l'égalité (3i)]? et l'intégrale y (x) est holo-
morphe pour x=a. Si v reste fini en même temps que \y \ dépasse
toute limite, y (*r), nous venons de le voir, est méromorphe pour
x=a. Il faut donc que, pour des valeurs de x qui tendent vers a,
le module de v{x) croisse indéfiniment.

Nous allons en déduire que, pour d'autres valeurs x\ de x^ voi-
sines de a, le module de v{x) est très petit et, par suite, en vertu
de la remarque finale du n° 20, que y{x) est méromorphe pour
x == a. .

Considérons pour cela l'expression

y" y ' î
f/ ^ ^Y 'Y"—i^r2^ —ïxy' —2 y-4- u—— -—-hiv (x) __ y .r

(3i) { v y'2^^3---'2^^-^:+-27

4.r3—y2-^--.r2-^•^y _
yCry2 — 4y4— ̂ .r2 +y -t- xy)

11 faut que cette expression (r(.r) croisse (en module) indéfi-
niment pour des points x\ de / voisins de a : autrement,

j w djc
y === VQ c ro resterait fini quand x décrit le rayon /. De plus, la
valeur de y (x) en ces points x^ dépasse toute limite; car si !y(^-i)|
reste fini (mais supérieur à p)?y ' (^i) est très grand, et la valeur

w(x^) se réduit sensiblement à la valeur finie — ———.•

D'autre part, si, entre les expressions v ( x ^ y ^ y ' ) et w^x^y^y^^
on élimine y', les deux valeurs de w{x^ y, v) sont (pour y très
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grand) de la forme
W== 1 -4- — — [ . . . ] .

" /r
Si donc, pour x^ voisin de a (sur / ) , y { ^ ) est très grand ainsi

que (P(^), la fonction v{x) est très petite, et l'intégrale y{x)
est méromorphe pour x === a.

Il est donc impossible que x = a soit un point transcendant
de ^intégrale. considérée y\x). c. Q. F. n.

22. Nous avons toutefois introduit au numéro précédent une
restriction : nous avons admis que [y(^)| restait supérieur à une
quantité positive p quand .c tendait vers a sur / . I I importe de lever
cette restriction.

Je remarque d'abord que, sans modifier en rien la méthode
précédente, il est loisible, dans l'expression c, de remplacer le

terme ^— par —y—» g désignant une constante. La démonstration
y j o

n'est donc en défaut que si, sur /, la fonction y ( x ' ) s'approche
autant qu'on le veut de toute valeur g donnée à Pavanée.

Cette remarque permet d'écarter immédiatement . le cas où
y ( x ) tendrait constamment vers zéro quand x tend vers a
sur /. On pourra donc toujours choisir la quanti té positive p de
façon que, pour des points de / (aussi voisins de a qu'on veu.l),
|r(^')| soit supérieur à p ; pour d'autres points x == x^ de /
(aussi voisins de a qu'on veut) , |y(^)| sera inférieur à p. Telle
est l'hypothèse où nous nous plaçons.

Il est évident que rien n'est changé dans le raisonnement des
n08 21, 22, si l'on substitue au rayon / un autre chemin \ de /o/i-
gueur finie ( f ) , aboutissant au point a, et le long duquel y{x)
est méromorphe [l'extrémité a étant supposée un point trans-
cendant de la branche de fonctiony(»r)].

( ' ) II est essentiel de supposer ^ de longueur finie; autrement la partie réelle
de

Çn^dx^ C w ( x } d x
J\ t'(•r) J\

poiin'ait croître indénnimcnt, lors même que \w\ resterait inférieur à un nombre
donne.
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Ceci pose, je marque sur le rayon / la sukc indéf in ie de ser-
ments x\x^^ x ^ x ' ^ . . . sur lesquels |y(^)| est moindre que p :
rappelle c^.i c^\j • • • leurs longueurs. Je vais montrer qu'on peut
remplacer chaque segment .2:1.2:2 par un chemin de longueur com-
parable à C i 2 î si11* lequel |y(.^)| est égal à p, et tel qu'entre ce
chemin et le segment x\ x^^ la fonction y (.y ) soit holomorphe.

A cet effet, je prends x comme fonction, y comme variable;
Inéquat ion (F) devient

/ - Î Q \ dïx /^'Vr^ -> i
< 3 3 ) ^=-(^) tAr^-L

Soii x ( y ) l'intégrale de (33) définie par les conditions in i -
tiales ; y\yo) === XQ^ ^'(yo) == -^o- P0111* X'Q= 0-) rintégrale se ré-
duit à x = XQ^ x ' =. o. Si y, yo? ^0? ^o satisfont aux inégalités

(34) l y i ^ -P , | yo | ^p , i.ru~a|^p, \xf,\^

(T désignant une quantité positive suffisamment petite), on peut
écrire, en vertu des théorèmes bien connus de M. Poincaré,

x'-=XQ\[-^z(y, s-Q.yQ, ̂ )], [ £ ; <r,;

s représente une fonction holomorphe de y, x ^ y yo? -^o dans le
domaine (34), et T) une quantité choisie à Favance aussi petite
qu^on veut : il nous suffît ici de prendre 'r\ inférieur a ^ par
exemple.

Soit maintenant G le chemin que décrity quand x varie (sur /)
de x^ à a*2 ; le chemin C ne sort pas du cercle Y décrit dans le plan
des y , de Forîgine comme centre, avec un rayon égal à o; les
deux extrémités y 1,^2 de X sont sur la circonférence de y. Appe-
lons s l'arc de G compté à partir de y<, et S la longueur totale
de G. Appelons enfin a Pangle que fait le rayon / avec l'axe réel
du plan des x, et posons x =a -r- r(cosa 4- t'sina) ; la quantité

,- ou ^(y)-i- est égale à e ^ j - * Remarquons de plus que si le

point .r, est pris suffisamment voisin de a, y'(.2*1), y ' (.^3), • • •

sont très grands et leur module dépasse -•
L'égalité

^_^=(C)r^(j)^= Ç x\y)dyfis^e^ F^^
^r, </o ttÀ J^ as
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nous montre que
/•s . /-s iciâ— < l^(.r)i ^== f^i I / [i+siO)]^ l £ i | < ^ < - »

^0 •-0

d'où

^l^ll.^--

D'autre part, faisons décrire à y le plus petit arc de la circon-
férence Y compris entre y< etya; et soient T la longueur de cet arc,
L le chemin correspondant décrit par x^ chemin qui part de x\
pour aboutir en x^. On a

pv •> .
arcLi \x\ \ f [i-+- ̂ (v)]^^ \x\ \ ̂ -? | £3 | < -r\ < 7 •

Comme S est au moins égal à la corde qui joint les points y i , ya>

l'arc <r est au plus égal à — S ; d'où
2

, , . , . 3 TT c, ^ 3 TC
arcL^ [.TI | — S^ —€12.

Enfin, comme x\y') est holomorphe et différent de zéro dans
le cercle et sur la circonférence y, la fonction y{x) est holo-
morphe entre L et le segment x^x^ : autrement dit, on peut dé-
former L d'une façon continue (les extrémités ;r<, x^ ne variant
pas) elle réduire au segment x\x^^ sans rencontrer de points sin-
guliers dey (*r). ___

Remplaçons donc chaque segment x^x^^ x^x^^ ... par le
chemin L correspondant. Nous formons ainsi un chemin 5\, com-
posé d'arcs analytiques réguliers dont le nombre croît indéfini-

ment mais dont la longueur totale est inférieure à — / (si / dé-

signe la longueur du rayon /). Le long de \ la fonction y(x) est
méromorphe, son module est au moins égal à p et elle doit ad-
mettre l'extrémité a de \ comme point singulier transcendant. Le
raisonnemeni des n08 20 et 21 montre dès lors que celte hypo-
thèse est absurde.

23. Propriétés de la transcendante méromorphe y (x) dé-
finie par l'équation (F). — Chaque intégrale y (a*) de l'équa-
tion (F) est donc une fonction méromorphe dans tout le plan.
Elle n'admet comme pôles que des pôles doubles, et dans le voisi-
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nage d'un de ces pôles y{x) est de la forme

C25) ^(^î-^-^--

On sait qu'une fonction méromorphe peut toujours (et d'une
infinité de manières) être représentée par le quotient de deux
fonctions entières. Mais ce qu^il importe de démontrer c'est
qu'on peut choisir ici ces fonctions entières de manière qu'elles
soient définies par une équation différentielle très simple du
troisième ordre.

Tout d'abord, si Pon pose

= _ /y(o7) dx, Ç = eS^}dx^
on a d9- ^^çç"

^-^i10^- •Ç2

et Ç vérifie une équation différentielle du quatrième ordre qu'on
peut écrire ainsi

^ = = 7 ) , r/"-t-67/2•4-;2'=0.

Mais la dernière équation, multipliée par y/', s'intègre immé-
diatement et donne

•n"2

— 4- 2 v\ 3 4- a*r/— Y] == const.

La fonction y ( x ) se laisse donc définir par Inégalité

d (V\d (V\
dxW

où Ç est une fonction entière qui vérifie le système du troisième
ordre

(35) 1-=^ ^-l-îr/î+.r^-ïî^o.
Ç 2

On serait arrivé au même résultat par un procédé systématique
qui a une portée générale. Le procédé consiste, dans ce cas parti-
culier, à substituer à y(^*) une combinaison P(-c, y, y ' ) qui
n^ait que des pôles simples de résidu égal à i. Prenons pour P
un polynôme et remplaçons-y y{x) et y''(.r) par un développe-
ment (25) et le développement dérivé. Pour que les termes de plus

•haut degré en ——— se détruisent, il faut que P soit au moins dux — XQ
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deuxième degré en y ' et du troisième en y. Considérons donc
l'expression

cl\x)ylî-^y[b{x)y -+- c(x)] 4- ^(a^y3-»- e(.r)72+/(^)y,

et cherchons à disposer de a, - ' ' i f de manière que x == XQ^ au
lieu d'être nn pôle du sixième ordre de cette expression, soit pôle
seulement du premier ordre et ait comme résidu l'unité. Les six
équations linéaires et non homogènes en a, 6, . . ., / qu'on ob-
tient ainsi conduisent immédiatement à l'expression

y'2
T, == ^ — — î y ^ — x y \ d'où l'on déduit : 7}'=—y\

la fonction Ç == e^^ est une fonction entière.

24. De ^intégrale y^x) considérée comme fonction des con-
stantes. — Quand une équation

(36) y=--R(y,j ,^)
(où R est rationnel eny^, y, x) a ses points critiques fixes, l'inté-
grale y{x)^ définie par les conditions initiales XQ^ yo» Yo» est llne

fonction uniforme des deux constantes arbitraires yo- ^0? (•^0 a

reçu une valeur numérique); mais trois cas peuvent se présenter (1):

Premier cas. —y{x) est une fonction rationnelle deyo îVo*
Dans ce cas, ou bien l'intégrale s'exprime algébriquement en
fonction de x et de z, z\ z"\ la fonction z{x) représentant l'in-
tégrale d'une équation linéaire et homogène du troisième ordre,
à coefficients algébriques; ou bien l'équation admet une inté-
grale première

(3;) H(.r,y,y)=const.

où H est une fonction rationnelle de y ' ^ y, dont les coefficients
s'expriment algébriquement en x et u {u désignant l'intégrale
d'une équation de Riccati à coefficients algébriques) (2).

Deuxième cas. —y(^) est une fonction transcendante deyo?y<p
mais on peut substituer àyoy Vo d'autres constantes telles qu'*une
(et une seule) d'entre elles figure algébriquement dans y.

(r) Voir, par exemple, mes Leçons de Stockholm, p. 465-466.
( 2 ) Loc. cit., p. 36o-383.
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On dit alors que y ( x ) est une fonction semi-transcendante
des deux constantes. L/éq nation admet alors une intégrale pre-
mière (3^) (1).

Troisième cas.—y(.r) est une fonction transcendante des
deux constantes, de quelque façon qu'on les choisisse. On dit
alors que l'intégrale est une fonction essentiellement transcen-
dante DES DEUX constantes.

2S. Nous allons voir que l'intégrale y { x ) de l'équation (F)
rentre dans ce dernier cas.

Tout d'abord, l'intégrale y{x) de (a4) ne peut renfeTîmer ration-
nellement les deux constantes. Autrement, il en serait de même
pour l'intégrale de l 'équation

(38) y'=6j2+a^,

qui se déduit de (a4) en changeant x en y.x et y en ^- la chose

ayant lieu pour a quelconque, aurait lieu pour a == o, résultat
absurde, puisque l'intégrale y = p (x + /i, o, h) de l'équation
y"= 6y2 est une fonction semi-transcendante des constantes.

Admettons maintenant que l'intégrale y{x) de (a4) soit une
fonction semi-transcendante des constantes. Il existe alors une
intégrale première de la forme (3n), et, par suite, des équations
intégrales

(39) P(y,7,^)=o,

où P est un polynôme en y y y. Je vais montrer que cela est im-
possible.

L'équation du premier ordre (3g) ayant son intégrale uniforme,
le coefficient de la plus haute puissance de y ' , soity'^, est indé-
pendant dey et peut être supposé égal à l'unité. Le polynôme P
est de la forme

P==,y'm + Q^ ̂ )y^-i+...+ Q^_2(y, x)y' + (^(.T, v) ==o,

Qaf désignant un polynôme en y de degré 2 < au plus.

Si, dans P, on rem place y par ̂ ? y'par ̂  x par XQ + a.r, le

( 1 ) Leçons de Stockholm, p. 466-482.
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polynôme P prend la forme

^[W,.r)+aPi(y,.r,.y)+...L ^3m.

PO est une fonclion homogène de y'3, y2, et Inégalité Pô == o est
une équation intégrale de l'équation (38) où a est nul. Il suit de
là aussitôt que Pô est nécessairement de la forme

PO== ^(y9— ̂ V (X factear constant).

Cela exige que Â*= 3m = 6j .: autrement, dans Pô, le coeffi-
cient de la plus haute puissance de y ' serait un polynôme en y

dont le degré serait égal à ~~ m ' Le polynôme Q^i en y est,

par suite, de degré — •

Mais on peut aller plus loin : l'intégrale de l'équation (3g)
admet des pôles mobiles x == XQ ; dans le voisinage d'un de ces
pôles, y (x) vérifie [voirn9 17, éq. (26)] une relation de la forme

^=2^2-4-—-y———7 -^-•4- . . . (Ai valeur numérique).

Toute racine de l'équation (3?) en y1 doit donc (dans le do-
maine de y=cc) être représentée par un développement (4°)»
ceci revient à dire qu'on a identiquement

p(^,.)-n[(^-.)'-/-(- '̂.-.)']
-y;̂ ^ -....,

identité impossible puisque, dans le dernier membre, le terme
y ' î J - ï

fractionnaire *'—— n'est détruit par aucun autre.y '
L'intégrale y{x) de (F) renferme donc les deux constantes

sous forme transcendante de quelque façon qu'on les choisisse.
c. ç. F. D.

26. De l'irréductibilité de l'équation (F). — Le résultat
que nous venons d'obtenir entraîne d'importantes conséquences
relatives à l'irréductibilité de l'équation (F).
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Je rappelle d'abord la définition précise de l'irréductibilité
d'une équation du second ordre ( * ) telle qu'il convient de Fintro-
daire quand on étudie les équations différentielles comme sources
de transcendantes nouvelles.

Définissons d'abord les transcendantes du premier ordre : toute
fonction d'une ou de plusieurs variables qui vérifie un système
différentiel algébrique dont l'intégrale générale ne dépend que
d'une constante est une transcendante du premier ordre. Plus
généralement, considérons un système différentiel du premier
ordre algébrique par rapport aux fonctions et à leurs dérivées,
mais dont les coefficients (fonctions des variables indépendantes)
sont des transcendantes du premier ordre : les fonctions engen-
drées par un tel système seront dites encore du premier ordre,
et ainsi de suite (2). Les fonctions ainsi définies comprennent les
fonctions qu'on obtient en remplaçant, dans une transcendante
du premier ordre, les variables par d'autres transcendantes du
premier ordre.

Introduisons maintenant les transcendantes classiques. Soit S
un système différentiel dont l'intégrale générale ne dépend que
d'un nombre fini de constantes : ce système sera dit classique s'il
est linéaire ou abélien (3). Tout système (S) dont l'intégrale
générale renferme algébriquement ses constantes (convenable-
ment choisies), est réductible algébriquement ( / () à un tel sys-
tème, et sera, par suite, regardé comme classique. D'après cette
définition, tout système classique renferme algébriquement les
fonctions et leurs dérivées : si les variables figurent aussi algébri-
quement, les transcendantes engendrées par S seront dites trans-
cendantes classiques. Si les coefficients de (S) ne sont plus

( r) Voir mes Leçons de Stockholm^ p. 487-501.
(2) C'est à un point de vue analogue que se sont placés M. Picard et M. Ves-

siot dans leur étude de la réductibilité des équations différentielles linéaires, par
exemple dans la recherche des cas où l'équation s'intègre par quadratures.

(3) Un système est dit abélien si son intégrale générale est représentée par des
fonctions abéliennes de paramètres M, v, ..., lesquels sont donnés en fonction

de chaque variable x par une quadrature : u{x) == f h{x) dx -t- const.

(4) Par le mot algébriquement j'entends que les fonctions définies par (S)
s'expriment algébriquement à l'aide des coefficients de (S), de leurs dérivées, cl
des intégrales d'un système linéaire ou abélien; les coefficients de ce dernier
système sont algébriques par rapport aux coefficients de (S) et à leurs dérivées.
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algébriques, mais sont des transcendantes classiques, les nou-
velles transcendantes ainsi engendrées seront dites encore clas-
siques, etc.

D'après cette définition, les combinaisons de fonctions clas-
siques (j'entends les fonctions obtenues en remplaçant dans une
transcendante abélienne, par exemple, les arguments par des
fonctions abéliennes de nouveaux arguments, etc.) sont encore
des fonctions classiques.

Plus généralement, appelons transcendantes^ ^ toute transcen-
dante classique ou du premier ordre, transcendantes 1\^i toute
transcendante engendrée, soit par un système classique, soit par
un système différentiel du premier ordre, algébrique par rapport
aux Jonctions et à leurs dérivées, mais dont les coefficients so.nt
des fonctions ï\; soit enfin T l'ensemble de toutes les transcen-
dantes ainsi obtenues.

J'ai établi (foc. cit.) ce théorème :

Si une équation différentielle algébrique du second ordre
a ses points critiques fixes, la condition nécessaire et suffisante
pour que son intégrale générale y {x) soit distincte des
transcendantes (T), c'est que y { x ) soit une fonction essen-
tiellement transcendante DES DEUX constantes.

L'intégrale générale y {x) de l'équation (F) est donc une trans-
cendante irréductible aux transcendantes classiques, aux transcen-
dantes (TU premier ordre, et à leurs combinaisons. C'est une
fonction méromorphe {du second ordre) essentiellement nou-
velle.

27. On pourrait penser que certaines intégrales particulières
de l'équation (F) sont algébriques ou réductibles à des transcen-
dantes connues. Il n'en est rien.

Tout d'abord, si une intégrale y (x) est algébrique, elle est ra-
tionnelle et peut se développer, dans le domaine de x = oo, sous
la forme

y == aixi -4- a/-i ̂ '-i -h- ay-s;^'-2 -+-. . ., ( i > o ou < o ou = o).

Si i est négatif ou nul, y et y2 sont finis pour x très grand, et
l'égalité (V) ne saurait être vérifiée. Si i est égal ou supérieur
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à i, le terme en x11 qu'introduit y2 clans l'équation (F) ne peut
être détruit par aucun autre. Toute intégrale y { x ) de (F) est
donc transcendante.

Admettons maintenant qu'une intégrale y (a?) de (a4) vérifie
une équation différentielle algébrique, soit (Y), qui ne soit pas
conséquence de (F). Les solutions y{x) communes à (F) et
a (Y) ne peuvent dépendre que d'une constante (et dépendent
effectivement d'une constante, puisque autrement ces solutions
seraient algébriques). Il est donc possible, à l'aide d'éliminations
algébriques, de remplacer (/') par une équation algébrique du pre-

• i •.mier ordre, soit
P(y,y,a;)=o,

où P est un poljnome. Cette équation doit être une équation in-
tégrale de (F) ; or nous savons (n° 23) que la chose est impos-
sible.

Toute intégrale particulière y { x ) de (24) est donc une
transcendante nouvelle.

28. Remarque sur la définition de l9 irréductibilité. — La
définition précise que nous avons donnée plus haut de l'irréducti-
bilité d'une équation différentielle s'impose dans les questions
qui nous occupent, où les variables qui doivent jouer le rôle de
fonctions sont indiquées ainsi que celles qui doivent être prises
comme variables indépendantes.

Dans les problèmes où toutes les variables jouent un rôle symé-
trique, on peut adopter une définition de la réductibilité plus
générale que la précédente.

Un exemple le fera nettement comprendre : Si l'on étend au
troisième ordre la définition que nous avons adoptée pour le
deuxième ordre, on arrive à cette conclusion que les transcen-
dantes fuchsiennes y ( x ) sont des transcendantes vraiment nou-
velles, j'entends irréductibles aux transcendantes du premier
ordre et classiques. Néanmoins, si Von prend x comme fonction
et y comme variable, l'équation différentielle qui définit une
fonction fuchsienne équivaut à une équation de Riccati; mais,
pour opérer cette réduction, il a fallu permuter les rôles de la
fonction et de la variable. La différence qui sépare l'étude de la
fonction fuchsienne et celle de l'équation de Riccati correspon-
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danle est de même nature que celle qui sépare les travaux d'Abel
et de Jacobi sur l'intégrale elliptique et ceux de Legendre.

Parmi toutes les définîtions qu'on a proposées de la réduclibi-
lité de l'intégrale générale d'une équation différentielle, la plus
large et la plus rationnelle à la fois me semble être celle de
M. Drach (1), que je rappelle brièvement en me limitant à une
équation du deuxième ordre

/ v7 \ dy dz
(E) ^ = ^ ^= = R^^
où R est rationnel en .r,y, z.

Considérons le sjstème d'équations aux dérivées partielles

<»> ê-f-g-», .̂̂ .,
Supposons qu'il existe au moins une relation algébrique entre

•r? y-i -^ /o /2? et leurs dérivées successives jusqu'à un certain
ordre, relation qui, sans être une conséquence des équations S,
soit compatible (2) avec ces équations : dans ce cas (et dans ce cas
seulement), l'intégrale générale de l'équation (E) est dite ré-
ductible.

Quand on adopte celte définition, toute équation (E) dont on
connaît un multiplicateur, par conséquent toute équation où R
est indépendant de z, est réductible. En particulier, l'équation
y"= Qy2-^ x est réductible.

J'ai insisté sur ce point pour éviter tout malentendu. Mais ce
qu'il importe de retenir, c'est quW ne connaît aucun moyen de
remplacer l'équation (F) par une équation plus simple (ou
par une combinaison de telles équations).

29. Des correspondances biuniformes définies par l'inté-
grale y {x) de l'équation (F). - Soily=(p(.c, ^, y^ y^
l'intégrale de l'équation (F) définie par les conditions initiales
^yo^yo- La fonction y (.r), étant méromorphe dans tout le plan
des .r, est également une fonction méromorphe de a;o, yo, y
dans tout le plan de chacune de ces variables, mais a;o==o^

( ' ) Thèse. Paris, 1898.
( 2 ) J'entends par là qu'un système au moins de deux fonctions/,, /, indépen-

dantes vérifie à la fois (S) et la relation considérée.
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yo = oo? y'Q = 00 sont des singularités essentielles de

? (^^o,yo,Vo)-
Les égalités

(4l / y==<p( . r , .ro,jTo,yo)» y=?'(^ ^0,^0,^0)»

peuvent aussi s'écrire

(42) yo== <p(.yo, a",y,y), yo==<?\.yo» *y,7,y).
Si nous donnons à x et à .z*o des valeurs numériques, les éga-

lités (4i) et (4a) définissent une correspondance biuniforme
(maïs non birationnelle) entre les couples (y, y') et (yo»yo)*

Considérons, d'une manière générale, une correspondance bî-
uniforme entre deux plans y (Vz etyoO<So; soit la correspondance

y==/(yo, ^o), ^o==/o(y, -s),
-5 = ?(7o, -so), -so= <?o(y, ^),

où f et y,./o el yo sont des fonctions méromorphes des deux va-
riables. »Tai pu obtenir, au sujet de telles correspondances,
quelques résultats généraux (1). J'ai montré notamment quelles
se divisent en deux classes, suivant qu'il existe ou non une famille
de courbes algébriques du plan yOz qui reste algébrique dans la
transformation. Je conviens de dire que les correspondances de la
première classe sont semi-transcendantes, au lieu que celles de
la seconde classe sont essentiellement biunif ormes (2).

(') Voir mes Leçons de Stockholm (p. 482-485 et p. ôoi-Ôog) et les Comptes
rendus de l'Académie des Sciences de Paris y avril 1896.

(2 ) La correspondance biuniforme

y=Yo» yo=yo>
2 == z^ey^ -So= ze~y,

est semi-transcendante* La combinaison des deux transformations

yi=yo» r=yi^,
z^z^ey^ z=z^

conduit à la transformation essentiellement biuniforme

y = yo^50^0^ Yo = y6"1»
z = z^ef», 5o== ze-^y^).

Il existe d^ailleurs, ainsi que je Fai montré, des correspondances biuniformes
qui ne résultent pas de la combinaison de transformations semi-transcendantes.



— iâ48 -

La correspondance (4 i ) » (42) ^5< essentiellement hiuniforme.
En effet, donnons à x et ^o des valeurs arbitraires, et admettons
que la correspondance soit semi-transcendante.

J'ai établi (foc. cit.) qu'il existe alors deux fonctions algé-
briques p(y,V) et R(yo» y'o) telles qu'on ait

p(j,V)::= ^jo^'o)-
Les variables x^ XQ figurent analytiquement dans R el p. Don-

nons à XQ une v-aleur numérique, laissons x arbitraire, et consi-
dérons l'égalité

p(^y»7 /)=R( l r5.ro,yo)=M( l r» yo^o)'

Deux hypothèses sont possibles : ou bien u(x) dépend de deux
constantes distinctes, et y s'exprime algébriquement en u, u1

(x f igurant analytiquement); puisque u{x) renferme algébrique-
ment ses deux constantes, il en est de même de y{x). Ou bien,
u ( x ' ) ne dépend que d'une constante, soit G, et y (x) vérifie
l'équation

p(7^7, «^')= ^(>r» c)'

Cette équation ayant ses points critiques fixes, y(x) renferme
algébriquement la deuxième constante. Ces deux hypothèses étant
à rejeter, on voit que la correspondance (4 1 )? (42) est essentielle-
ment bi uni forme.

30. Si nous développons y{x) suivant les puissances de
Çx—^o)î les valeurs successives àe y 1 1 {x o) ̂  y"'(x Q^ .. . sont des
polynômes en XQ^yQ^y\^ On a donc

y=w.(^)+(6yS^o)(^)^...
== sP,t(.r, XQ, y o ^ y ' o ) .

P,/ désignant un polynôme en .r, Xo, yo? y\)'
La fonction [voir n° 23]

y '2 y'2 /••r

r^= J——iyï—xy ==:/-v-—ly^—XoyQ— 1 y(x)dx,
'2 ï ^o

se laisse développer de la même manière, et, par suite, la fonction

t Yl(.»')//.rlv .VuS==Ço^
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La fonction entière ^(^c) est donc représentable par une série
de polynômes en x^ XQ^ yo, Vo

(43) Ç(.T)=SQ/,(.r,.ro,yo,^o)»

cette série converge dans tout le plan de chaque variable x^ x^,
yo7.Yoî el ses ï-ermes Q,, se calculent à l'aide de dérivations suc-
cessives.

Les fonctions y, y'de x^ .x'o,yo» y\ se laissent, par suite, mettre
sous la forme de quotients de développements tels que (43), soit

„ == ^R«(^, ^o,yo, 7o)^ , ̂  ss;,(^ 3-0,^0,70) ^
ST,t(a-, ^0,^0,^0)' SU^(rc, a-o, Jo, yoF

II n^existe d'ailleurs aucun système de valeurs x, XQ^ Yoy y'

donnant à r et y' la forme °- C'est ce qui résulte aussitôt des éga-

lités
_ _ d_ ^ ,_d^_

y ~~ dx Ç ' y ~ d x '

et de cette remarque que toute intégrale Ç(-f) de (35) n'a que des
zéros simples [voir n° 23]. La correspondance biuniforme (4i),
(4^) ne possède donc (à distance finie) aucun point-base dans le
champ des (yo? y'o)? niais les valeurs y-o :== oo, y^ -=^ oc sont des sin-
gularités essentielles des fonctionsy(yoîyo)î y\Y^i Y ')'

31 . Au développement (43), on peut substituer un développe-
ment plus convergent en considérant l'équation

y " == Gy1-^- a.y,

et en développant y (x) suivant les puissances de a. Le développe-
ment correspondant de ̂ {x) est de la forme

Ç(;r)=Ao(a?, Xy, y^ y y) -+-...+ a7'Ay (a?, x^y^y^)^...',

les coefficients Ay désignent des fonctions entières de x qui se
déduisent de la fonction o-(^, o, h) par des intégrations succes-
sives; les Aj sont également des fonctions entières de ^o^yo? Yo-

On peut de même, pour étudier l'intégrale y (.r) dans le voisi-
nage de .r == a, considérer l'équation

y " == <>)-2-- a 4- a.r.
XXVII I . iç
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et développer Ç(^) suivant les puissances de a. Ces développe-
ments sont fort utiles dans l'étude approfondie de la transcen-
dantey(.r); je me borne ici à les signaler.

32. lîésumé des résultats obtenus sur les équations

(C) y1'-- ^«)y-4- B(x)}^-r- C(.T)y -4- D(.r).

Les résultats auxquels nous sommes parvenus se résument ainsi :
Si une équation (C) (où &, B, G, D sont algébriques en x) a

ses points critiques fixes, elle est réductible, par une transfor-
mation

(44) y^\(x)~\-^^(x), ^=?(X) ,

à la forme

(t) y'' ==: iy^-^- ^.T-T-Y (a, p, y constantes numériques).

Inversement^ toute équation (s) a son intégrale générale
niéromorphe dans tout le plan des x.

On sait reconnaître, à Faide d'un nombre fini d^opérations algé-
briques, si une équation donnée (^) a ses points critiques fixes :
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'une certaine condi-
tion algébrique punique) entre 6, B, C, D et leurs dérivées soit
remplie. Les équations (C) qui répondent à cette condition se
partagent en quatre classes, dont la première est constituée par
les équations linéaires (non homogènes) du second ordre, et
dont les lr,ois autres présentent le même degré de généralité que
la première, et par suite dépendent aussi de TROIS fonctions arbi-
traires de x.

Les équations de ces quatre classes sont réductibles respecti-
vement [par une transformation (44)] à un des quatre types :

y=o, y'^oy2, y'=C)y-r-}, y^ey-h^.
Laissons de côté la première classe (équations linéaires). L'in-

tégrale générale d'une équation de la seconde classe est de la
forme

( 4 5 ) } ' = = ).(.r)7-?(X,o,A)4-fJi(.r),
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avec

). = e^ < ,̂ x = / Z ( •r ) ̂ (x ) dr,
»y

[JL, ^ et y étant algébriques en x. Si l'équation est de la troisième
classe, son intégrale est encore de la forme (4 ^ ) î mais À et a sont
algébriques en *r, et X est donné par une quadrature. Enfin, si
Inéquation est de la quatrième classe, elle est réductible, par une
transformation algébrique (44) i à Inéquation

(F) y =6^2 4-^.
feinté g raie de cette dernière équation est une transcen-

dante méromorpïie essentiellement nouvelle .* cette Iranscen-
danle se laisse meltre sous la forme

y'î_ y y
y = ' "ç2

où Ç(^') est une fonction EJNTIÈRE essentiellement nouvelle
définie par le système du troisième ordre

r' ^'"s,
^ == r,, -*— -+• 'l'^13-1- x'^— ^ == o.
^ '2

l^a fonction y(-x') est, par suile, représental>lc par le quotient
de deux fonctions entières en x^ «^oï j^ol j 'o^ do/il le développe-
ment /)eut être poursuivi indéfiniment à l'aide de simples
dérivations.

^expression de y, y 1 en y^ y\ dé(inil une correspondance
essentiellement biuiu forme entre les couples de variables (j'ij'^)

ei(yo,yo)^
1 1 resterait à approfondir l\';tude des transcendantes nouvelles

v(x) et Ç(^) au j)oint de vue du genre, de la croissance pour
x ===30, de la distribution des zéros, etc.

Cette étude, où les travaux bien connus de M. Hadamard et
de M. Borel doivent jouer un rôle important, sera développée
dans la Monographie que je consacrerai à chacun des trois types
nouveaux de transcendantes méromorphes qu^cngendrent les
équations (E) (z^of'r le n0 3). Je me borne ici à signaler cette
proposition :
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*Sï y {x) est une intégrale particulière de (F), Inéquation

y(.z*)==A possède une infinité de racines quelle que soit la
valeur (finie ou infinie) de A. La fréquence des racines pour
x == oo est la même quel que soit A.

33. Les développements qui précèdent suffisent à faire com-
prendre nettement la double méthode que j'emploie pour déter-
miner les équations différentielles à points critiques fixes. Cette
double méthode [recherche des conditions nécessaires pour que
les points critiques soient fixes (n08 6-16), discussion de la suf-
fisance des conditions (n05 17-23)], je l'ai exposée ici en détail en
me restreignant aux équations (<^); mais elle s'applique d'elle-
même à toutes les équations du second ordre.

Quand on passe aux équations d'ordre supérieur, la première
partie de la méthode (recherche des conditions nécessaires)
s'étend bien aisément, au lieu que la seconde partie soulève des
difficultés croissantes. Pour montrer combien est facile et fécond
l'emploi de la première méthode, je terminerai ce Mémoire par
une application aux équations du troisième ordre.

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIEME OUDRE.

34. Considérons une équation différentielle

(46) y"=R(^ y, V, Y),
où R est rationnel en y, y', algébrique en y, *r, et cherchons à
former des conditions nécessaires pour que cette équation ait ses
points critiques fixes.

Tout d^abord les premières conditions du n° 7 montrent que
R doit être un polynôme en y " du second degré au plus (1). Il
suffit , pour le voir, de poser y'== .s, z1 === u et d'étudier l'équa-
tion (46) dans le voisinage d'un pôle u ==. g ^ x ^ y ^ z) de R; puis

de posery//== -» et d'étudier l'équation dans le domaine de ^==0.
Soit donc

(47) 7w==y2L(7^J^)+y f fM(y,y,^)+N(y,y,^) .

(' ) Ce résultat est bien connu. Voir, par exemple, nies Leçons de Stockholm,
p. 43"-/l32.
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Pour poursuivre Pétude de l'équation dans le domaine de
J'^ ̂  1e P^e

x == XQ-\- aX, y=yo-+-aY.

L'équation (47) devient

y^y^L^yo,^)-^...).
11 faut donc que Inéqua t ion

^=^L(.3,yo,^o)

ait son intégrale uniforme,ce qui exige que L(^) coïncide avec
une des expressions du Tableau T (n° 10) où l'on a remplacé y
par z et où les lettres a, ^, ... représentent des fonctions de
x ^ y . Tl faut ensui te que z ( x ) soit la dérivée d'une fonction uni-
forme et, en conséquence, n'ait que des pôles multiples. Cette
condition, comme on le voit aussitôt, n'est remplie que par les
expressions suivantes du Tableau (T) :

o, —,——f —;———— (n entier positif ou négatif, mais ^±i) ,y -4- ci y -+- a
î_ (, i _i_\ j__ __i__
i\y'-^-a y '4-&/ y'-^r-^- ^{y'-^-b)'ï\y'-t-a J / '+^/ y'~^~a

i a i 3
•2(y+a) 3(^-4-6) ' ' i ( y ' - ^ a ) ^ ^ y - ^ - b ) '

^__ 2 / i , _i_\
•'+b)9 3\y+a -T 'y+6/ '

(Ti)

i(y'-r-a) 6(y-4-6) 3\y+a y' + ̂

2 5 3 / i _ i \
3 { y ' - ^ a ) ~^ 6(y'-4-^») î 4 \y'-^-a ~^ ~y^^~b)ï

i / i i i \- ( ——— .4- ———^ -i- —^——— )
?. \ y -h a y -t- b y 4- c/

.(a, 6, c fonctions clé y, x).

La fonction L(y', y, x) doit donc coïncider avec une des
exp ress io n s ( T < ).

3o. Je dis maintenant que tout pôle y'=== g(y-i x) des frac-
tions rationnelles M et N en y 1 est pôle d'ordre i au 'plus et
coïncide avec un des pôles de L.

Substituons, en effet, à Féquation (47) le système

(48) y = 3 + ^ ( y , v ) , ——=Li3' î+M,^'- t-N,;dy d'-z
-^.=.+f(.Y,^ ^
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siy'==^ csl u» pôle de L, M, N, la valeur z = o est un pôle de
L^, M,, N, et nous pouvons écrire

S=la^'^+^(•••)]^+[&0^)+^...)l^+<r-^+^(—),-s-' .s
[ ^c^o] ;

la quantité a est égale, d'après ce qui précède, soit à zéro, soit

à i , soit à i — ^; les entiers y, ff peuvent être nuls ou négatifs;

mais si y et A'Se, la quant i té a est différente de zéro.
Le changement de variables

^^^o-l-a^'X, j.=j^4-a/-Y, .; = aZ

( / - == la plus grande des deux quantités/ et -I-4—Â

donne au système (48) la forme

== Oo-"^- 4- bo—-}- a(...), si />

(^Ï——^^^-). £ =..^^^-.^(...), si /<1-^-,

=a'?-^'-^-^ - .=1^

[^—^(yo^o), a^a, &o== 6(^0,^0), co=c(yo,.ro)].

Pour a == o, la seconde équation doit avoir son intégrale uni-
forme. Mais d'après la discussion du n° H, cela n'est possible que

7^1, ao^o.

Si l'on revient aux fonctions L, M, N, il est dès lors évident que
tout pôle y ' = g de ces fondions est simple et pôle de L.

C. Ç. F. D.

36. Je dis de plus que, pour j'=^^ les expressions M-, •N-
restent finies.

Tout d'abord, poury == co, L est de la forme

— | < y - h . . . | ( a = = o o u i ou î — — \.' y \ n /



Soient maintenant p et q les ordres cTinllnitiide de M et N
pour yJ= oo (/^ et y peuvent être nuls ou négatifs).

Posons

Inéquation (47) devient

( ^ - 1 ,
, ) ̂  2

(JO) { d^z . Y- . . , /^y,.r)-+-^...) , c(y^)-^(...)
^--^-^T^4-^--)!4--—^———z -"-——^——'

Posons
a? == a-o-l-^'X, y =yy-i-a''-1 Y, , î =aZ

^ r = la plus gr«'inclc des quantités p, ~-——j^

il vient

=(2—00)^ -+-^o ^+a(...), si P > q-^-^

, , û^ I ^2^ / -S'2 CQ r, ^ • ^ C/——1^ ^=r- ^- =(^- f f»)-7+^+a2(••- sl /)<-T--
= (•/-(l») ï + ï -1^ + a(•••)- &i /-= '-r1 •

Mais la seconde équation (5i) ne peut avoir son intégrale uni-
forme (pour a == o), que si l'on a

c'est-à-dire
/^i, q 1-3. c. Q. v. i».

Les deux théorèmes qui précèdent LIMITENT LE DEGHÉ DE L,.i\],
N EN y ' . Si l'on pose

L=-^ M=g, N=^,

5., (JL, v, D désignant des polynômes en y' sans facteurs communs,

toutes les formes possibles de ,-. en y1 sont connues ; le degré de D

en y' est au plu& égal à 3, et les degrés de ;x, v dépassent au plus
d'une et de trois unités .respectivement le degré de D. Cette limi-
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talion est entièrement analogue à ia l imitation, dans le cas du
second ordre, du degré de Inéquation en y (voir n° 12).

37. Mais les conditions nécessaires que fourni t la méthode sont
bien loin d'être épuisées. Il faut notamment que, pour a == o, les
équations (49) et 1e5 équations (3 i ) (où rentier r est égal à i)
aient leur intégrale uniforme. J'insisterai seu lement sur cette
dernière condition.

Ecrivons l'équation (47) sous la forme

y'I'ï

y " ^^—{a^y, x) -+- sj 4-yy[^(y, x) -+- £ 1 ] -i-y^Cy, x) -h £.2j,

£, £ < , s^ tendant vers zéro avec - - , ? et faisons le changement de va-
>/

riables : x === XQ-\- aX. L'équation devient

y'îy/= '— «(y, ̂ o) -+-7fy^(y,•yo) -t-y^cr/ ^o) + a(...).
*/

Convenons d'appeler SIMPLIFIEE de l'équation (47)? ^équation

y " î
(5%) y " ' = —a(y, x^ ) -+- y " y ' b {y, ̂ o) -^7/3<l(y, ^o)

(^•o désignant une valeur n u m é r i q u e quelconque). Cette équation
[qui équivaut au système (3i ) où l'on annule a], doit avoir son
intégrale un i fo rme .

Cette équat ion (5'^) ne cliange pas dans la transformation

x == aX 4- p.

(?01 1 suit de la que l'expression ^ == " doit vérifier une équation

(Ï)

du j^rcmier ordre, qu'on forme aussitôt. On trouve

—- == v^('î. — rt) -4- (?6 — c.

La quantité rt est égale à ( i — — ), n désignant un entier positif,

négatif ou infini, mais différent de — i. En remplaçant v par
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— —— w, on ramène l'équation de Riccali à la formen -T- i 1

dw n -+- i
—,— -r- W" — WO — ———— c == 0.
ay n

En définitive, l'équation (5a) équivaut au système

dx —— d2 u ,, .du I \\ , .
(53) ^—"'•^ ^=^)^+(•-h^c^)"•

Un problème préliminaire s'impose donc :

Déterminer tous les cas où les fonctions y (x) définies par
le système (53) sont uniformes.

Pour n ===— 2 et 6=== o, les fonctions uniformes y{x) définies
par le système (53) constituent la classe des fonctions auto-
morphes {fuchsiennes et kleinéennes\

La résolution du problème préliminaire que je viens d'énoncer
n'est pas sans présenter des difficultés assez sérieuses. Je me
borne ici à énoncer le résultat général auquel je suis parvenu :
Quand les fonctions y{x) définies par un système (53) sont
uni f ormes y ce sont ou des fonctions automorphes ou des com-
binaisons de dégénérescence de fonctions automorphes (com-
binaisons telles que y == e6', etc.).

38. Le seul exemple des équation-s fuchsiennes [équations (53)
où n = — 2 et b '= o] suf f î t à montrer qu'à l'inverse de ce qui se
passe pour le second ordre, les équations (47) à points critiques
fixes ne sont pas réductibles à un nombre fini de types dépendant
d'un nombre fini de fonctions et de constantes. De plus, l'intégrale
d'une équation (47) peut être une transcendante uniforme nou-
velle non méromorphé : elle peut présenter des singularités essen-
tielles mobiles [c'est ce qui aura lieu sûrement si l'intégrale y (*r)
de la simplifiée (5a) n'est pas méromorphé] ; ces singularités peu-
vent former des ensembles parfaits (et notamment des lignes);
et cette circonstance se présentera sûrement si elle se présente
pour la simplifiée (5 2).

Sans avoir approfondi encore dans tous leurs détails les rela-
tions qui existent, entre une équation (47) à points critiques fixes
et sa simplifiée (5â), j'ai pu constater que, plus les singularités
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de Inéquat ion (5a) sont compliquées, plus l'intégrale de (47) se
dédui t aisément de l'intégrale de (Sa). Quand l'intégrale de (02)
présente des ensembles parfaits de singularités, il me paraît vrai-
semblable que l'intégrale de (47) se déduit par quadratures de
l'intégrale de (52). Comme je viens de le dire, i l est évident que,
dans ce cas, l ' intégrale de (47) présente aussi des ensembles par-
faits de singularités; mais il y a l ieu de présumer que la réciproque
est vraie.

Je n'insisterai pas davantage sur ces derniers résultats dont je
ne possède pas encore de démonstration rigoureuse. Les résultats
acquis suffisent à montrer qu 'une partie au moins des plus grosses
difficultés qu'entraîne l'élévation de l'ordre différentiel se trouvent
dès maintenant surmontées par les travaux de M. Poincaré sur
les fonctions automorphes.

39. Équations différentielles cV ordre quelconque. — Toutes
les propositions qui précèdent ont leurs analogues dans l'étude
des équations différentielles algébriques du troisième ordre ou
d'ordre plus élevé. Bornons-nous, pour terminer, à considérer les
équations d'ordre q

di y „ / dy dl-^y d(^-iY\
^4) d^ = = R^y î^ ' " ' d x ^ ' d x ^ )

rl<J—1 'y /7<7—2 y
où R est une fraction rationnelle en i——î9 T~=~!. ' algébrique en
d^y dy
~dxî-~^ ' " ~ d x ' y ' x '

Cherchons à mettre en évidence les conditions les plus simples
qui sont nécessairement remplies quand Inéquation (54.) a ses

points critiques fixes.
Ecrivons l'équation ainsi :

(j[</—î Y d'î K< J 5 ) dx^=^ ^-^==^(^,y.y^••^7 (y-3^^^)•

1° R doit être un polynôme en u' du second degré au plus,
résultat connu qu'on retrouve comme plus haut. Soit donc

R = = W 2 + M z ^ + N
( L , M , N rationnels en u^ algébriques en y^l-ï^ ..., y\ y , x).
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2° L doit coïncider avec une des expressions

ii — - . \
__n- —î—, I f - 2 -4- -———) ( n entier -+- ou < -2—^) ,
« -l- a ^ -4- a ï \ u -+- a u-^-b f

expressions auxquelles il faut joindre

——I—— 4- ^ ——— pour ̂  7,
2 ( ?^ -T- a ) 3 ^ 4 - 6

1 _^_ - pour </ ^5 ,
2 ( t^ + a ) 4 ( ̂  -r- ^ )

1__ , ^ y î. ( 1 - -4- ———) pour q •==- 4
2( îA4-a ) C)(u-^-b) 3 \ M + a a4-6/

(a, 6 fonctions algébriques de yq-^ .. • » YI^ Xi x)'

11 suf f i t , pour le démontrer, de raisonner comme an n° 3i,
et d'effectuer, dans l'équation (84), la transformation

;.=^-^X, ^-^^^^-^^•••^(f^^--^7-3^^-2^

En faisant a = o, on voit que le système

^T ^=^L(^,^-^, . , . ,yo^o,^o)
o^/-2 arc2

doit avoir son intégrale uniforme. Ce qui exige que L coïncide
avec une des expressions énumérées.

3° Tout pôle u=g{y^-3), .. - , y, y, -c) ̂  L/ ^̂  N ^^
7?ô/^ du premier ordre au plus, et sûrement pôle de L. De

plus, les expressions — » -^ sont finies pour ^=co.

On le voit en raisonnant comme aux n08 3o et 36.
On substitue à l'équation (54) le système

g^ ,̂ .^^[a-..(...^;[^.(...)]+^——) 0).

( l ) Pour u-= 30,-on remplace la première équation par

dt—y ___ j_
(Ar-F2 "" .;*
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et l'on emploie la transformation

;y=;2?o-+-aX. s = a^Z,

Yo y ('7-3)
•y :=tro -L' i f (^-^0)4-...+ ^^ . (^ -x)v-s 4- ay-2 Y,

/• désignant le plus grand des deux nombres 7, '4" k ( i ) .

LE DEGRÉ DE L, M, N EN II SE TROUVE DÈS LORS LIMITÉ.

4° Écrivons l'équation (54) ainsi :

d^-^y d^t t " 2

(ôb) dx^-^ ==^ ^Ï3=7[a(0-+-Ê]+^^^W•+•£l]+^^(<)4-£,],

a, 6, cétantindépendantsde^, t1, algébriques en t et en y(r-^
y', y, .c, et les quantités e, £^, £3 (indépendantes de t") tendant

vers zéro avec-^. Représentons par a,{t), b,{t), c,{t) ce que de-

viennent a, b, c, quand on y donne à y^-^, • . •, y'; y, .r des
valeurs numériques. Convenons enfin d'appeler SIMPLIFIÉE de (54)
l'équation

(57) fl^a,(t)i^+b,(t)t"t'+c,(t)tl\ où t-^'^.
1 dx^-*

Si V équation (54) a ses points critiques fixes, la simpli-
fiée (07) a son intégrale uniforme. On le voit (comme au n° 37)
en introduisant dans (34) la transformation

^=.o4-aX, .7=7o+^(.-.o)+...+^:^(.--^+^-3Y,

puis en faisniil a == o.

L'equalion (3;) équivaut à un sjslcine(53), à savoir le système

(5S) p--'-^ Ê-̂ )̂ .̂ )̂

( (n == cnlicr-hou < -2 — q ou n =00),

( ' ) Pour ,,,=y, on remplace, dans la dernière égalité, a^Y par ^~î~~ir\.
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suivi des quadratures définies par Inégalité

SS-'o-
11 faut d'abord que chaque fonction t ( x ) définie par (S8) soit

uniforme; il faut de plus quelle soit la dérivée (q — S)101"0 d'une
fonction uniforme.

Ce ne sont là que les premières et les plus simples des condi-
tions nécessaires qui découlent de la méthode. Mais, sans qu'il
soit nécessaire de les pousser p lus loin, elles mettent en évidence
l'importance primordiale que présente, dans l'étude systématique
des équations différentielles à intégrale générale uniforme, la
théorie des transcendantes uniformes t(x) engendrées par un sys-
tème (58) et par conséquent des transcendantes fuchsiennes.


