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Applications du calcul des quaternions a U'étude des surfaces
du second ordre; par M. PapELIER.

(Séance du 25 janvier 1889g.)

Hamilton, I'ilustre inventeur du calcul des quaternions, dans
le but de montrer la fécondité de ce calcul, en a fait de nom-
breuses applications géométriques et physiques. Il a étudié et re-
trouvé d'une fagon fort élégante les principales propriétés des
surfaces du second ordre, des courbes gauches et des surfaces
quelconques. Malheureusement, bien que trés intéressante, cette
étude n’est pas faite d’une fagon bien méthodique, ni conforme a
nos habitudes francaises; peut-étre faut-il voir la la cause du peu
de faveur dont jouit en France le calcul des quaternions.

Ainsi, dans I'étude des quadriques, Hamilton se borne au cas des
surfaces a centre unique. Les auteurs qui I'ont suivi, MM. Tait (‘)

(') An elementary Treatise of -quaternions. Oxford, 1873. Ouvrage traduit
récemnment par M. Plarr. (Gauthier-Villars.)
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et Laisant ('), dont le but, d’ailleurs, était de faire un Ouvrage
élémentaire , n’ont également considéré que les surfaces de
premiére classe. Il était donc naturel de se demander si le calcul
des quaternions se prétait aisément a ’étude des quadriques en
général; s'il permettait, comme la Géométrie analytique a trois
dimensions, de classer les surfaces du second ordre. Telle est la
question que je crois avoir résolue dans le Mémoire qui va suivre.

Je m’appuierai pour cela sur la résolution de I'équation vecto-
rielle linéaire. Hamilton a démontré que cette équation avait en
général une solution, quand la constante appelée. m était diffé-
rente de o. C’est de la discussion de cette équation que résultera
la classification des surfaces du second ordre.

Je ferai usage des notations francaises de Hoiiel, si claires
et si simples, et qui rendent si facile la lecture de tous les
calculs.

I.
Résolution et discussion de 1'équation vectorielle linéaire.

La fonction vectorielle linéaire, que nous représenterons par
)

®x, est du premier degré en x et représente un vecteur. Elle

jouit des propriétés suivantes

BP(X+Y)=PX + Py,
dax =adyx,

@ étant une quantité algébrique ordinaire.
L’équation
$X =D,
ou p est un vecteur quelconque, est ce qu’on appelle 'équation
vectorielle linéaire.

Pour résoudre cette équation, nous commencerons par mettre
®x sous la forme trindme donnée par Hamilton. Choisissons
pour cela trois vecteurs quelconques non coplanaires A, ,c; on a
alors pour tout vecteur x

I - "
X = s (¥Bc.5aX +Vca.5BX + VAB.ScX);
SABC

() Introduction @ la methode des quaternions. (Gauthier-Villars; 1881.)



T
par suile,

PX o= AP SAX - By SBX + ¢ S0x,
en posant

Ve
ANp=DP c—)
DABC
VoA
B, =& -—
! Sasc’
Vs
¢ =P = .
SaBC

Telle est la forme trindme sous laquelle nous étudierons la
fonction ®. Nous remarquerons que 4, B, ¢ sont entiérement ar-
bitraires, mais jamais coplanaires, tandis que 4,, By, ¢, dépen-
dent de 4, B, c et de la fonction ®.

L’équation vectorielle peut alors s’écrire

ASAX B 9BX + ¢ Scx =D,
Pour résoudre cetle équation, nous distinguerons différents cas :
Premier cas. — Les vecteurs Ay, 8y, ¢, ne sont pas dans un

méme plan.

Je décompose le vecteur n suivant les trois directions de 4y,
Bya Gy

I , ” N
D= 4 -——(\ 9B ¢;D+ B SC A D+ ;54 ByD).
L EVE T

[’équation peut alors s’écrire
A1 SAX + By SBX + ¢ Scx

I . ~
= o (A1 SB1Ci D + By SC A D+ SN B D);
0B B

d’ot N'on déduit

SAX = —

SBX = ——

SoX = ————

On peut considérer ces équations comme les ¢quations de trois
plans. On en déduit, d’aprés une formule connue (les trois plans



— 185 -
n’étant pas paralléles),

_ S W+ Sep.Ves+ Sy n.Vas

SABC.S A By (g

L’équation, dans ce cas, admet donc toujours une solution et
une seule.

On voit aussi que, si n==0, x=0; en conséquence, la
fonction ®x ne peut étre nulle que pour x =o, et il existe unc
valeur, et une seule, de x qui rend le vecteur ®x égal & un vec-
teur quelconque.

Appelons, en général, fonction inverse de ®x et représentons
par ®~'x une fonction telle qu’en opérant sur elle par I'opéra-
teur ®, on retrouve le vecteur x. Puisque I'équation précédente

dx =0p
admet une solution et une seule, on peut écrire cette solution
X = ®-lp,
ce qui donne la fonction inverse de la fonction ®.
Ainsi, silon a

DX = A4, SAX + B, SBX + ¢ Hax,
on a

1 .
DI = o (VBC.SB X VNS¢ A X+ VAB. S4B X).
b.\nc.b.\,ni(:,( 1 L 1B1%)

Cette nouvelle fonction est encore vectorielle linéaire.

Deuzxiéme cas. — les vecteurs Ay, By, ¢; sont dans un meéme
plan.

Dans ces conditions, si o, et », ne sont pas paralléles, il cxiste
deux nombres algébriques, « et b, tels que

Cp==a\ + bny;
on a alors
PX =\ SAX + B SBX + (@ + OB )Sax
=AM5A+ac)X +8,5(B+be)X

et 'on a & résoudre 'équation
S+ ac)X+=BS(B+bc)x=n.

Remarquons alors que, quel que soit x, le premier membre
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est un vecteur du plan ay, ;. Il en résulte les conséquences sui-
vantes :
1° Si p n’est pas dans le plan des trois vecteurs A, By, cy,
I'équation n’admet pas de solation.
2° Si p est dans le plan des deux vecteurs a,, By, il cxiste
deux nombres, ¢ et d, tels que

D=cA+dBy;
on aura alors

MS(A+ac)X +BS(B+be)X = cay+ dBy;
d’ott 'on déduit
S5(A+ac)x =c,
S(B+be)x =d,

¢quations qui représentent deux plans non paralléles, qui se cou-
pent suivant une droite, et tous les points de cette droite sont les
extrémités des vecteurs qui satisfont a I’équation. Il y a donc une
infinité de solutions, les vecteurs correspondants étant tous dans
un méme plan.

Dans la premiére hypothése de ce deuxiéme cas, la fonction
®~'x n’existe pas; dans la seconde, elle n’est pas déterminée.

Si p = o, on a & résoudre les équations

S(A+ac)Xx = o,
S(B-+bc)x =o;
on en lire
X =AV(A+ac)(B+bc),

infinité de vecteurs qui ont méme direction.

On voit aussi que, quel que soit x, ®x représente un vecteur
situé dans le plan des deux vecteurs 4, et .

Remarquons enfin que, dans I'expression de ®x, 4, B, c étant
arbitraires, il en est de méme des vecteurs o + ac ct s+ bc.

Troisiéme cas. — l.es vecteurs Ay, By, ¢, sont paralléles.
On a alors
By = bAy,
Cp =CAy;
d’ott

DX =450+ 0B+ ca)X;
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d’ou P'équation
AS(A+bB+cc)x =b.

1° Si p n’est pas paralléle a 4,, il n'y a pas de solution;
2° Si p est paralléle 4 4,, on a

D =dA
I'on a a4 résoud
et l'on a a resoudre
S(A+bp+ce)x=d,

équation d’un plan dont lous les points sont les extrémités de
vecteurs qui satisfont a I’équation.
Si b = o, ce plan passe par I'origine communc des vecteurs.
Quel que soit x, ®x a toujours la méme direction.

Exemple. — Considérons I’équation d’une droite
VB(x —4A)=o0,

qu’on peut écrire
Pex = ¥BA

ou
dx = By,

en posant
¢ x = VsX.

II est aisé de reconnaitre que nous rentrons dans le deuxi¢me
cas de la discussion qui précéde, attendu que ®x est perpendicu-
laire & B, quel que soit x, et, par suite, représentc un vecteur
situé dans un plan perpendiculaire 4 8. Dés lors ’équation

X =D

n’aura pas de solution si p n’est pas perpendiculaire a 5. Si » est
perpendiculaire a B, elle en aura une infinité; c’est le cas de
Péquation précédente, ou

D = VA,

On peut d’ailleurs mettre ®x sous la forme précédente. Choi-
sissons, en effet, deux vecteurs, A’ et ¥, tels que

B=WA'B;
alors

r

b =PWA'B . X = A'SBX—B'S\X.



188 —

II.
Directions principales.

On appelle directions principales d’une fonction vectorielle
linéaire les directions de vecteurs tels que, si I'on effectue sur ces
vecteurs 'opération @, le nouveau vecteur obtenu soit paralléle
au vecteur primitif,

Ainsi, le-vecteur x a une divection principale sil'on a

dxX = gX,

£ étant une (uantité algébrique.
Hamilton a déterminé les directions principales en se servant
de son ¢quation cubique symbolique et en se bornant au cas ou

m £ o.
Je préfére le procédé suivant, qui rend la discussion plus fa-
cile.
Soit
DX = \ySAX + B SBX + ;56X ;
il faut déterminer x ct g, en sorte que

ASAX B SBX G Scx=gX

ou, en décomposant x suivant les directions Ay, By, ¢y,

o o . SBycyX RITEYR S4B X
MO+ BSOS BX + 90X = g Ay = - By < -G e )
SABCy SABCy DA B Cy

Pour que I'égalité ait lieu, il faut que

SBy0X
-

Sax = g oGy
S0B ¢
q(:,.\,x

SN = g
DABCy
S B X

Sox = o

&=
SAByC,

o/ VB¢
S(A—g——— )X=o0.
DA BCy
. Ve A
(1) S{p—g .= Jx=o,
’ S0 By

. Vi By
Q{9 - -— )N 0.
S By

ou



Or, st les trois vecteurs

\— o Y B Cy

Ve,
§ , LA B
STV

Vany
T HagBG

S o 7
048

ne sont pas coplanaires, on-ne peut satisfaive aux équations pré-
cédentes que par x = o0, ce qui ne donne aucune direction prin-
cipale.

II faut donc que les vecteurs précédents soient coplanaires,
c’est-a-dire que 'on ait

. VB¢ Vepag N EUKYR T
o (A — & -t ) (g — & o L ) ((: — & < T = o,
\ SAB ¢ D ABCy ERYR TN,

équation du troisiéme degré en o,
Nous pouavons I'obtenir sous unc autre forme plus simple. Dé-

composons les vecteurs v. . ¢ selon les dirvections Vs, c,.
Ve, 1y, Vi, 8y, nous aurons

1 .
A = Kfl.]‘:;(1‘;n,r:..b‘\,\—+—‘ll(:,,\,.5n,A+I‘A\,n,.5c..\),
SA B 6

1 ~ o -~
B = ——— (VB¢ .58 Vepa.58,8+ Va8.5¢8),

Sy
1 . . .
Cm= ———- (VB¢ . 58¢ + VA 98¢+ Vo 8.5¢,0).
SA1BCy

et tout revient a éerire que les vecteurs

\ (SO —2). 98¢+ 5B VG A+ S A VA B
(2) COAB OB G (9B B — &) Ve A+ S8 VA By,
{ Syc Ve +SB0. 000+ (5 ¢c—2). 08

sont coplanaives. Il faut et il suffit que 'on ait

! SyA—g SByA SepA |
(3) San Sme—g Scn [ =o.
Sac Sy Scc—g |

Soit g’ une racine réelle de cetle équation; si cette racine n’an-
nule pas tous les mineurs du déterminant, les Lrois vecteurs
précédents sont dans un méme plan sans avoir la méme dirvection;
alors les plans (1) passent par une méme droite, qui est unc direc-
tion principale.

Si la racine g’ annule tous les mineurs du déterminant, les vec-
tears () ont la méme direction, les plans (1) sont confondus;
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nous avons une infinité de directions principales dans un méme
plan.
Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé les vecleurs a,,
8y, ¢, non coplanaires. Nous examinerons plus loin le cas ol ces
vecteurs sont dans un méme plan.

11

Fonction conjuguée.

Hamilton a appelé fonction conjuguée de lafonction vectorielle
linéaire ®x une fonction vectorielle ®'x, telle que

SLEM = 5SMP'L,
quels que soient L et a.
. * . ’ . ’ , . ’
La fonction @' est bien déterminée par cette égalité, car

SLPM = SAL.SAM + 5B, L.5BM + 5S¢ L.ScN
=SM(ASAL+BSB L+ S L),
d’onl
DX =AS50X+BSB X +CSepX.
Si ®'x = ®x, on dit que la fonction ® est conjuguée d’elle-
méme. Cherchons la condition pour que la fonction ® soit con-
juguée d’elle-méme.

DX — P'X = A SAX — ASA X + B SBX—BIB X + ¢ 56X — ¢S X
= PxXVar, +Vx¥BB+ WX Vcq
=Wx[V(ar; + BB+ Ccq)].

Pour que cette expression soit nulle, quel que soit x, il faut
que
V(Ar~+ BB + €C;) = 0.

Ceci a lieu quels que soient les vecteurs a, B, ¢, Ay, B, ¢,
quelques-uns d’entre eux pouvant d’ailleurs étre nuls.

Nous supposerons, dorénavant, la fonction ® conjuguée d’elle-
méme, ce cas seul étant intéressant dans I'étude des quadriques,
et nous allons reprendre, avee cette hypotheése, la discussion des
directions principales.

Nous allons établir que I'équation (3) a toujours ses racines
réelles. Hamilton s’est appuyé sur une étude approfondie de la
fonction @ et d’autres fonctions dérivées. MM. Tait et Laisant
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ont suivi une méthode par 'absurde, analogue & la méthode de
Lagrange, pour démontrer la réalité des racines de I’équation en S.
grange, p
Elle a Finconvénient d’introduire ce qu’on a appelé des bivec-

teurs de la forme A +8\/'—1.Je propose la démonstration sui-
vanle, qui a l'avantage de ramener I'équation en g & I'équation
en S du troisiéme degré, et nous verrons plus tard que I'analogie
est plus compléte en étudiant les axes des quadriques.

Nous avons vu que, dans 'expression trinéme de la fonction @,
on pouvait choisir arbitrairement les trois vecteurs 4, B, ¢. Nous
les prendrons unitaires et rectangulaires, en sorte que nous au-
rons

A= g2 ==,
BG == AL CA = B, AB = (,
SABC = —1,
alors
Ay = (ASAN + BSBAL + €Scay),
By = — (ASAB; + BS BB, -+ CSCBy),
G = — (ASAC + BSBC; + cHeey).

crivons que la fonction est conjuguée d’elle-méme.

V(AL + BBy + €y ) = 0,
A(BSBA - C5CA)+-B(ASAB; +cScBy)+-c(ASAac; +BSBCy) = o,
A( 5BCi— ScBy)+B( Scay— Sacy)+c¢( Sas— SByy) = o,
d’ou 'on tire
SBe; = ScBy,
Scap = SAcy,

SAB; = 5By,

ce qui montre que 'équation (3) est une véritable équation en S.
Elle a donc ses racines réelles.

Si g’ est une racine simple, & cette racine correspond une di-
rection principale, car cette racine n’annule pas tous les mineurs
du déterminant;

Si g’ est une racine double, a cette racine correspond un plan
de directions principales;

Si g’ est une racine triple, les vecteurs (2) sont nuls; par suite,
toute direction est direction principale : on a

. U
bx = &'\,
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Remarquons de plus que I'équation (3) ne peut avoir de ra-
cines nulles, car le terme constant de 'équation est

SABC.S5 A By (4.
qui est différent de zéro.
Démontrons enfin qu’a deux racines différentes de 1'équation
en g correspondent deux directions principales rectangulaires.
Soient g, et g1 les deux racines différentes, x ct xa les direc-
tions principales.

On a
L5 VI Ih VP
Pxy = gaXe,
d’on

SX,PX; = g5\,

S5X1PXy = 225X Xo:

retranchons, en remarquant que les premiers membres sont égaux.
puisque la fonction @ est conjuguée d’elle-méme. il vient

0= (&)~ )5 Xi o
el, comme g2y 7% .,
Sy =o.

En résumé, si les trois racines de ’équation (3) sont distinctes,
on a trois directions principales rectangulaires deux 4 deux; si
I'équation a une racine double et une racine simple, on a un plan
de directions principales et une autre direclion principale perpen-
diculaire a cc plan ; si I'équation a une racine triple, toutes les
directions de I'espace sont directions principales.

Désignons par x4, xa, x5 trois vecleurs unitaires dirigés sui-
vant trois directions principales reclangulaires deux a deux, en
sorte que

X3 = XjXa.

Choisissons les vecteurs x,, x,, x3 & la place des vecteurs a, s,
Cy on aura
DX = L SN N + Ly SXgX + L3S X3\,
Icrivons que
Xy = gixy,
PxXy = g2Xy.

DX; = £3X3.
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1l vient
L1 =—&1Xp
Ly = — &2Xo,
L3 = — £3X3,
d’ott
PX=—(g1X19X;X + £9X2 55X X + £3X35X3X).

La fonction ®x est alors exprimée a laide des racines de
I'équation (3) et des directions principales. Cette expression
subsiste quand méme deux racines sont égales, par exemple
g1 = g2. X, el x, sont alors choisis arbitrairement dans un plan,
mais ils sont toujours unitaires et rectangulaires.

Nous avons supposé jusqu’ici que, dans I'expression de la fonc-
tion ®x

dx = Ay SAX + By $BX + ¢ ScX,

les trois vecteurs Ay, By, ¢, étaient non coplanaires.
Je vais supposer maintenant que ces vecteurs sont dans un
méme plan, c’est-a-dire que ®x peut se mettre sous la forme

PX = A;95(A+ac)+B,5(B+ bc).
La fonction étant conjuguée d’elle-méme, on a
V[a1(A +ac)+B(B~+ bc)] =o,

ce qui montre que les vecleurs A+ ac, B+ bc sont dans le
plan de 4, et B;. Dans ce qui suivra, nous désignerons ce plan
par Il. En sorte que si o et B sont deux vecteurs quelconques
choisis dans le plan I, ®x pourra se mettre sous la forme

P X = Ay SAX + B SBX,
et I'on aura
V(AAy+ BBy) = 0.

Cherchons les directions principales.
On doit avoir
DX = gX,
A1 SAX + B; SBX = £X,

x doit se trouver dans le plan IT; on aura donc

X =2A1+ Y By,
XVII. 13
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en remplacant
AMSA(ZA+)B1)+ B SB(2 A+ ¥By) = g(Z A+ Y By)
ou
A (Z5AA + Y SABy) + B (25BA + ¥ SBBy) = gZA1+ £ By,
d’ot l'on tire
rSAA + Y 5AB = g,
r8BA +y5BB =gy
ou
z(SAAM— &) +yBAB; = o,
THBAL+ y(SBB;— &) = o.

Pour que ces équations soient compatibles, il faut que I'on ait
(S5aA1— &)(8BB—y)— BAB;.5BA; = O.

Je dis que cette équation a toujours ses racines réelles.
En effet,
Ay =aA+bs,
By = cA +dB,
d’ol
0 =P (4A;+ BBf) = bV AB + cVBA = (b— c)VaB;
d’otr
b=c.

Si nous choisissons A et 8 rectangulaires et unitaires,

SaB =—0b,
SA By =—c,

donc
$A1B = S4By,

'équation précédente peut s’écrire
(548 — &)(5BB1— &) — (84ABy)? = o,

et sous cette forme on reconnait sans peine qu'elle a ses racines
réelles, distinctes ou égales.

A uneracine simple correspond une direction principale; & une
racine double, un plan de directions principales. A deux racines
distinctes correspondent deux directions principales rectangu-
laires, qui sont dans le plan II.
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Soient g, g» les deux racines, x;, x, les directions princi-

pales correspondantes, unitaires et rectangulaires.
On aura, comme tout a I’heure,
b

PXx =— (£1X15X1 X+ g2X25X2X).

Enfin, si, dans I'expression générale de ®x, les trois vecteurs
Ay, By, ¢, sont paralléles, on peut écrire

Px = 454K,
et si, ®x est conjuguée d’elle-méme,

VA1A= (4
par suite,
Ay = @A,

X = aaSax:
ce qui montre qu’il n’y a qu’une direction principale, c’est la
direction A.

Iv.
Surfaces du second ordre.

Toute équation scalar en x, c’est-a-dire toute équation dont
les membres se composent de parties algébriques de quaternions
fonctions de x, est I'’équation d’une surface.

Pour avoir le degré de cette surface, on la coupe par une droite
quelconque passant par l'origine

X =ZA;

on obtient une équation algébrique en z, dont le degré est égal
au degré de la surface.
Ainsi I'équation générale des surfaces du premier degré esb

2%Ax+a=o,
A étant un quaternion, ou

S$ZA.XxX+a=o.
Soient
VIA =2,

SAX+a=o,

on retombe sur I'équation générale du plan,
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Formons maintenant ’équation générale du deuxiéme degré
25AXBXC+S5DX +a=o.

Considérons I'ensemble des termes du deuxi¢me degré, pre-
nons-en un terme

SAxBxC =S5CAxBx = SA'xBX,

en posant C.A =4/,
SAXBXx =5(A".SxBx)+S(A".9xBx) = bx2+ S(A.VxBX),

en posant
b=54'.5B, A=714, B=1pg,
SA'XBX =bx2+ SA[2X$BX — BX2] = cX2+ 25AX.5BYX,
c=>b—5.A8.

L’ensemble des termes du deuxiéme degré peut se metire sous
la forme
X2+ 23 5AxSBX

ou
SX[IX + S(ASBX +BSAX)]
ou
Sxdx,
en posant

PxX = Ix+ Z(ASBX + BSAX),

®x étant une fonction vectorielle linéaire, conjuguée d’elle-
méme. L’ensemble des termes du premier degré peut se ramener
ala forme 25 ax, en sorte que I'équation générale des surfaces
du second ordre peut s’écrire

(1) SXPX + 254X +a =o.

V.

Théorie des centres.

Pour que l'origine soit centre, il faut que I’équation ne change
pas en changeant x en — x, c’est-a-dire que s = o. Supposons
A%< o0, et cherchons si 'on peut déterminer un point C de vec-
teur c, tel qu’en transportant 'origine en ce point, I'équation ne
renferme plus de termes du premier degré en x. Pour transporter
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I'origine au point C, il suffit de remplacer x par x + ¢,

S(X+c)(PXx +Pc)+25A(X+¢C) +a=o,
SXPX+25x(Pc+A)+ScPc+254¢+a =o.

Pour que le point G soit centre, il faut que l'on ait
(2) Pc+A=o.

On est ramené a résoudre une équation vectorielle linéaire.

Premier cas. — ®x peut prendre toutes les directions de
P’espace.
[’équation (2) a une solution et une seule,

c=— P14,

la surface a un centre unique; elle est dite de premiére classe.

Deuxiéme cas. — ®x ne peut prendre que les directions d’un
plan IIL.

1° Si A n’est pas dans le plan II, la surface n’a pas de centre;
elle est dite de deuxi¢cme classe; nous verrons plus loin que c’est
un paraboloide.

2° Si A est dans le plan II, I'équation (2) a une infinité de so-
lutions, les extrémités des vecteurs-solutions sont en ligne droite;
la surface a donc une infinité de centres en ligne droite, elle est
dite de troisicme classe; nous verrons que c’est un cylindre ellip-
tique ou hyperbolique.

Troisiéme cas. — ®x ne peut prendre qu’une seule direc-
tion A.

1° Si n n’est pas parallele a A, la surface n'a pas de centre;
elle est dite de quatriéme classe; c’est un cylindre parabolique.

2” Sia est parallele & A, la surface a une infinité de centres
dans un plan; elle est dite de cinquicme classe, et il est aisé de
voir qu’elle se compose de deux plans paralléles. En effet, ®x se
met sous la forme g% ax; par suite, I'équation de la surface de-
vienl

2[Sax]2+ 25 sx +a=o0
ou
Z(Sax —a')(Sax —a') =0,
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ces deux plans étant d’ailleurs réels, imaginaires ou confondus.
Nous obtenons de cette fagon cinq classes de surfaces. Nous
diviserons plus tard ces classes en genres et variétés, par I'étude
des directions d’axes.
Remarquons que si ¢, est une solution de I’équation (2), le
point correspondant est centre de la surface; si ce point est I'ori-
gine, I'équation de la surface s’écrit

SXPX + ScPcy+ 254¢+ a = o,
et comme
Pcy+A=o,
il vient
S5x®PX + SAcp+ a = o,
qu’on peut écrire
SxPx =1,

en divisant les vecleurs de ®x par un nombre conyenable.

VI

Théorie des plans diamétraux.

Le plan diamétral conjugué d’une direction est le lieu géomé-
trique des milieux des cordes paralléles 4 la direction donnée.
Soient p un vecteur parallele a la direction donnée, et x, un
point du lieu. Par ce point, je méne une paralléle a la direction o

X = Xo~+ ZD.

Je cherche les points de rencontre avec la surface, et j'écris que
ces points sont symétriques par rapport au point x,. Il suffit
d’écrire que I'équation du deuxiéme degré en x a ses racines
égales et de signe contraire.

Ona

S5(Xo+2D)P(Xo+2D)+ 254X o+ ZD)+a = o,
225DPD + 22(5XoPD + SAD)+ 55X P X9+ 254X+ a =o.

On doit donc avoir
S5Xo®Dp + SAD = 0.

L’équation du plan diamétral est donc

GxPp+SAp=o0:
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¢’est un plan perpendiculaire au vecteur ®p.

Nous remarquons en outre que ce plan n’existe que si ®p n’est
pas nul.

Etudions maintenant la position des plans diamétraux.

1° Surfaces de premiére classe. — ®p n’est jamais nul, le
plan diamétral existe toujours, il passe par le centre, car I'équa-
tion peut s'écrire
Spdx + SAp = o,
Sp(PX+A) =o,

qui est évidemment satisfaite par le vecteur du centre.
Réciproquement, tout plan passant par le centre est un plan
diamétral. Soit ¢, le vecteur du centre.
Soit
SL(X—c¢cy)=o0

un plan passant par le centre.
On peut déterminer un vecteur o tel que

$p=1L:
en outre,
Co=— P14,
— 8L =6LP- 1A =S5Pp. P14 = Sap.

L’équation peut s’écrire
Sx$p+ SAD =0 :

c’est bien I’équation d’un plan diamétral.

2° Surfaces de deuzxiéme classe. — Le plan diamétral n’existe
pas toujours, car ®p est nul pour une direction qui est perpen-
diculaire au plan II. Les plans diamétraux sont perpendiculaires
4 ®p, qui est parallele au plan IT; donc tous les plans diamétraux
sont paralléles 3 une méme droite, perpendiculaire au plan IT;
c’est ce que nous appellerons la direction de ’aze.

Réciproquement, tout plan paralléle a I'axe est un plan diamé-
tral.

Soit

SLx+1l=o0

un plan paralléle a I'axe. Nous pourrons déterminer un vecteur p
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tel que
$p =1L,
Sap = /.

Cela revient a4 I'intersection d’une droite et d’un plan non paral-
lele.

3% Surfaces de troisiéme classe. — Les plans diamétraux
assent par la ligne des centres, car leur équation peut s’écri
P t par la ligne d tres, leur équation peut s’écrire

Sp(Px+4A)=o.

La réciproque est vraie, tout plan passant par la ligne des
centres est un plan diamétral; car, soit le plan

SLX + = o,
les équations

représenteront la premiére une droite, la seconde un plan, et le
plan contiendra la droite (on suppose que o est le vecteur cou-
rant). Le plan donné sera le plan diamétral d’une infinité de di-
rections, toutes situées dans le plan

Sax = /L

4° Surfaces de quatriéme classe. — Les plans diamétraux
sont paralléles, car ils sont perpendiculaires 4 ®p, qui a une di-
rection fixe; et la réciproque est vraie, tout plan perpendiculaire
a la direction de ®x est un plan diamétral; car, soit
Six+1l=o0

un tel plan, les équations

Pp =1L,

Sap =1

représentent deux plans qui se coupent et donnent une infinité de
directions dont le plan donné est le plan diamétral conjugué.

5 Surfaces de cinquiéme classe. — On a dans ce cas

PX = gaSAx.
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L’équation du plan diamétral conjugué de la direction b pourra
s'écrire
&S9AXSAD + SAD =0
ou
£5AX +1=o:

c’est le plan des centres.

VII.
Théorie des diamétres.

On appelle diamétre conjugué d’une direction de plan le lieu
des centres des sections planes paralléles a ce plan.

Soit B un vecteur perpendiculaire a la direction de plan don-
née, et soit x, un point du lieu; il faut écrire que si par ce point
je méne une droite perpendiculaire & 8, elle rencontre la surface
en deux points symétriques par rapport au point de vecteur X,.

Soit o une direction quelconque perpendiculaire a s, telle que

(1) SBp =0,

on devra avoir
$XoPp+ SAp =0
ou

(2) Sp(Pxy+A)=o.

La relation (2) doit avoir lieu pour toutes les valeurs de o sa-
tisfaisant & (1); cela exige que B et ®x,—+ 4 aient méme direc-
tion

YB(PXo+A)=0;

donc I’équation du diamétre peut s’écrire
VB(PX + A)= o}

On pourrait discuter complétement cette équation, comme
nous avons fait tout a ’heure. Nous nous bornerons ici a étude
des surfaces de premiére classe.

L’équation peut s’écrire

PX -+~ A =B,
DX = — A+ 7B,
X=—® A2 1y,
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Celte équation représente une droite passant par le point
— ®~'4 qui est le centre, et parallele 4 la direction ®~'5 qui est
la direction des cordes conjuguées du plan diamétral perpendicu-
laire a s.

VIII.

Plans principaux et axes.

On appelle plan principal un plan diamétral perpendiculaire a
la direction des cordes conjuguées; ces cordes sont dites cordes
principales.

Soit p un vecteur paralléle & une corde principale, le plan dia-
métral conjugué est

SxPp + $AD = o;

pour qu'il soit perpendiculaire a p, il faut que
$p = gp,

ce qui montre que les cordes principales sont paralleles aux direc-
tions principales de la fonction ®x. De I'étude faite précédem-
ment résultent les conséquences suivantes :

1° Surfaces de premiére classe. — Nous avons trois directions
principales correspondant aux trois racines gy, g2, &3 de 'équa-
tion en g. Soient x,, X,, X3 les directions supposées unitaires,
on a
PX =—(g1X15X1X + £&2X25XaX + £3X35X3X)
ou
S5XPX =— g1(5X1X)2— £2(5X2X)2— &3 (6X3X)2

Si I'on prend comme origine le centre de la surface, I'équation
sera de la forme

S1(5X1X)2+ £2(5XgX)2+ £3(SX3X)2+ A =0,

nous aurons les différents genres, selon les signes de gy, g2, £3-
Les plans principaux seront les trois plans

4XyX = o,
Sx,X =0,
5X3X = 0.

Si #,, x3, x3 sont les distances du point x a ces trois plans,
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I'équation de la surface peut s’écrire
123+ 223+ gsxi+ h=o,

qui est 'équation réduite en coordonnées cartésiennes.

2° Surfaces de deuzxiéme et de troisiéme classe. — Nous avons
deux directions principales dans le plan II. Soient x,, x, ces di-
rections supposées unitaires,

PX=—£1X15X1X — £2X25XoX,
SXPX =— £g1(5X1X)2— ga( 5 X2 X)2.

Nous voyons tout de suite que si 'on prend comme origine un
point de la ligne des centres d’une surface de troisiéme classe,
I’équation de cette surface s’écrit

81(8X1X)?+ £3(8XaX )2+ h =0,

ot 'on reconnait les cylindres elliptique et hyperbolique.
Supposons la surface de deuxiéme classe,

SXPX + 25AX +a = o,

et transportons l'origine en un point de vecteur s appartenant a
la surface
S(X+B)P(X+B)+28A(X+B)+a=o,
SxXPX+28X(PB+A)=o0.

Déterminons B en sorte que ®s + 4 soit perpendiculaire a x,
et x,, c’est-d-dire que
bB+A=2VX;X,y
ou
B =2VX;Xs—A,

on peut déterminer x en sorte que le second membre soit paral-
l¢le au plan II; les vecteurs s, satisfaisant a celte équation, seront
sur une droite perpendiculaire & II, ne rencontrant la surface
qu’en un point : ¢’est 'axe du paraboloide.
SiTon pose
X1X2 = X3,

'équation pourra s’écrire

£Z1(8X1X)2+ 22(5XaX)?+ ASX3X = 0.



— 204 —

3> Surfaces de quatriéme et de cinqui¢me classe. — Il n'y a
qu’une seuale direction principale, c’est celle de ®x. On a

X =gx15x1X,
5x®x = g(Hx4X)%

Les surfaces de cinquiéme classe, en prenant l'origine en un
centre, auront pour équation

g(8xyx)2+h=o0:

ce sont bien des plans paralléles.
Si la surface est de quatriéme classe, nous transportons l'ori-
gine en un point de la surface, de vecteur s,

SXPX+ 25xX(PB+4A)=o0.

Comme A n’est pas paralléle & ®s, je pourrai déterminer s en
sorte que @B+ A soit perpendiculaire a ®x; I'équation devien-

dra alors
&(5x1X )2+ ASX3X =0,

X, étant un vecteur unitaire perpendiculaire a x,. C’est I'équa-
tion d’un cylindre parabolique.

Je bornerai la cette étude des quadriques par la méthode des
quaternions. On pourrait aisément retrouver les propriétés des
poles et plans polaires, des plans tangents, etc. Il n’y a évidem-
ment rien de nouveau quant aux résultats, mais les méthodes
sont certainement fort intéressantes, et souvent plus élégantes que
celles données par la Géométrie cartésienne.

Dans un prochain Mémoire, nous montrerons qu’on peut éga-
lement appliquer le calcul des quaternions a I’étude des propriétés
des courbes et des surfaces.



