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Note sur la sériel x^, par M. ALFRED JONQUIÈRE.
n=i

(Séance du 3 avril 1889.)

Dans un Mémoire présenté à l'Académie des Sciences de
Stockholm, en décembre 1888, j'ai considéré les séries de la
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n-= 00

forme V ̂  en supposant qiic 5 est un nombre entier positif.
w==l

Soit Ç(5,;r) la fonction des deux variables s et x qui est définie
par ladite série pour toutes les valeurs de x dont le module est
moindre que Punité. Soit, de plus, ^(^, x) la fonction dite de
Bernoulli, définie par Inéquation

S-Ï^^.
S=Q

J'ai démontré la relation suivante

(1) Ç(^^)+(-i)^(^^)==-(2^)^(.s1-^).

Par celte simple équation la fonction Ç(^, x) qui, par la série
n==oo

^ . — ? n'est donnée qu'à l'intérieur d'un cercle de rayon i, est

étendue au plan entier et peut donc être regardée comme connue
pour tous les points du plan.

En supposant que s est un nombre réel ou imaginaire quel-
conque, je me suis proposé la question de savoir s'il existe pour
la fonction plus générale Ç(^, x) une relation analogue à celle que
j'ai donnée pour des valeurs entières et positives de la variable s.

Il s'agit, en premier lieu, de définir la fonction Ç(^, x) d'une
manière générale, c'est-à-dire pour des valeurs quelconques des
variables s et x.

De l'équation connue

i-rkr6-^-1^
on déduira aisément

n-=«o n=o&
^T-» -p/l T f* tc -̂<«

Z^-r^J ^-12;(^2)'t^
n==l ° n=si

, . _ . r C^x^-vdz
(2) ^'"^îwji ~^=^'

Par cette équation la fonction Ç(.ç, x) est bien définie pour des
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valeurs quelconques de .r, mais l'intégrale n'a de sens que si la
partie réelle de s est positive. 11 faudra donc remplacer cette inté-
grale par une autre qui ne soit pas soumise à cette restriction.

Considérons l'intégrale j xzz_ z'' > et supposons que le con-

tour d'intégration soit un lacet partant du point 4-oo et entou-
rant en sens direct le point o sans enfermer aucun autre des points
critiques z=\ogx± ini-^. En supposant, pour le moment, que
la partie réelle de s est positive, le contour d'intégration pourra
être réduit à deux droites, l'une allant de 4- oo à o et l'autre de o
à -+-oo , et a un cercle de rayon infiniment petit entourant le
point o en sens direct. D'après la supposition que nous ve-
nons de faire, l'intégrale prise le long du petit cercle sera, évi-
demment nulle. La variable z qui, en allant du point +00 à o, a
l'argument o aura l'argument STC après avoir entouré le point o et
devra donc être remplacée par e^z. Pour abréger, je désignerai

l'intégrale prise en sens direct le long dudit lacet par f xzs, 1 ?
, /i 6"" — X

en ajoutant au signe d'intégration l'indice /.
En ayant égard à tout ce que nous venons de dire, on trou-

vera
r xz^ dz r ° xz^ dz , _ rao xz^-\ dz

1 ———:;———————— == 1 ———————————— -T- e2-^ / ————————————
Ji e " — ^ J^ e^—x J^ e^—x

= e^s ( e^s _ e-i^s \ Ç 00 3r'zs~i dz,
Jo ^—x

r00 xz^ dz _ e-1^ Ç xzs-i d^
J^ ez—x ~ 'j.ism'KsJ^ ez—x

Nous pourrons donc définir la fonction ^(s^x) de la manière
suivante

„/ . e-1^5 r xz5-^ dzUs. x^ === -—————— / —————
îisin'KsT(s)J^ ez—x

ou bien

,,. ., . e-^s Çxz^dz(3) Ç ( 5 , * r ) = — ; — r ( i — s ) I————.
2 ÎTC v / J^ e^——X

Cette équation de définition s'applique à des valeurs quelcon-
ques de s et de x. Si la partie réelle de s est négative, on élargira
le lacet de telle manière que le point z === o ne soit pas atteint. Il
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faudra toujours faire a t tent ion à ce que le contour (Tin Itérai ion
n'enferme aucun des points critiques z == log\r ±: ^ / H ' T I de l'inté-
grale. Si l'un de ces points s'approche du contour d'intégration, on
pourra facilement déformer le lacet, afin d'éviter le point critique.
L'équation (3) permet aussi d'étudier les changements de la fonc-
tion ^(s, x) quand on a fait décrire ji la variable x un chemin
quelconque. Mais je ne veux pas insister sur ce point.

Remarquons encore que l'équation (3) prend une forme indé-
terminée quand s est un nombre entier positif. Mais, dans ce cas,
la fonction ^(.ç, x) pourra être définie par l'équation (a).

Les points critiques z == log.r =h am'Tc sont tous situés sur une
parallèle à l'axe imaginaire. Pour fixer les idées, je supposerai la
partie imaginaire de log.z* comprise entre o et lir^ de sorte que
les points log*r, log.r + ÎÎ^TC, l o g x - { - / [ I T I , • • • sont situés au-
dessus de l'axe réel.

J'appelle horizon un cercle de rayon infiniment grand décrit de
l'origine comme centre. En supposant la partie réelle de s néga-

tive, il est facile de voir que Fintégrale f —^—c—1- prise le long

d'une portion quelconque de l'horizon est nulle. Nous pourrons
donc ajouter au contour d'intégration formé par le lacet la moitié
de l'horizon située au-dessus de l'axe réel, de la manière indiquée
par la jl^ .1.

1^. r.

La variable z part du point — oo , décrit un demi-cercle de
rayon infiniment grand jusqu'au point -4- oo , parcourt le lacet en
sens direct et revient par le même demi-cercle au point — oo .
L'argument de z ayant la valeur T? au point de départ — oo , di-
minue de TC à o, augmente ensuite de o à 27: et continue à aug-

""•• jo



— 146 —
menter jusque ST:. Il est évident qu^en supposant négative la

partie réelle de s Pintégrale f—^—-z, prise le Ions da contour
^/ €" — X * c>

indiqué, sera égale à Pintégrale / xzs——z prise le long du lacet.
^/f ^ — «y

Le demi-cercle est supposé ne rencontrer aucun des points
log.r -(- 2 72/71:.

Fixons les deux bouts du contour d'intégration au point —oo
et resserrons ce contour en vertu du théorème de Cauchy. Il est
aisé de voir que le contour pourra être transformé en un lacet
partant du point —oo et entourant Porigine en sens direct, et en
deux courbes fermées entourant les points

lûga? -r-2/UTC (n = 0, I, '2, 3, . . . . ),

Pune en sens direct, Pautre en sens inverse. Ces deux courbes
pourront de plus être réduites à des cercles infiniment petits
autour des points critiques. Chacun de ces points sera entouré de
deux petits cercles parcourus en sens contraire. La variable z, en
décrivant en sens inverse un cercle autour du point log^r 4- 2/^TT,
aura un argument compris entre TT et 9 ; mais elle aura un argu-
ment, situé entre ait et 3'rc, en décrivant le même cercle en sens
direct. Cela résulte immédiatement de ce que nous avons dit plus
haut sur l 'argument de la variable z. Dans le premier cas, on
égalera z à log^ 4- arrrc 4- A , en désignant par h une grandeur
infiniment petite, et, dans le second cas, on posera

z = ̂ ^(logvC -r- iri'K 4- h).

L'argument du facteur log^ 4- 2 rin 4- h est entre 9 et TT, et la va-
riable h décrit autour de Porigine un petit cercle, en sens inverse
dans le premier cas, et en sens direct dans le second.

D'après cela, il est facile de voir que Pintégrale f ^'^ z, prise

en sens inverse le long du petit cercle autour du point Jog.r-4-2/'/Tc,
est égale à — 2rrc(log.y -4- arî'îc)^"1. La même intégrale, prise en
sens opposé, devra être égalée à -+- S/TC ^""(log.^ 4- a/^Tc)^"1. La
somme de ces deux intégrales est égale à

2 ne. e1^5 ( e1^ — e-1^5 ) ( log x -h-a ri-r: y- '
== — 47e ̂ ins sin7r^(log.r -+- a/^'ir)^-'.

Dans cette expression, /' prendra toutes les valeurs entières et
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positives de zéro jusqu'à l'infini. En ajoutant au signe d'intégration
l'indice //, j 'indiquerai que l'intégrale est prise le long d'un lacet
partant du point —oo et entourant l'origine en sens direct, en
supposant que l'argument de la variable z varie de TT à STC.

Nous pourrons enfin écrire
r= ao

Fxz^—^dz . . v^ r.rzs-i d-
; ————= —4^.^.51117^ ^ ( \ o g x ^ - î r i ' K )s-i 4- /———-—

c// e — x -— J i, e5 — x
r=o l

ou bien

s(.,^)=2.sin^.r(i-.)(^-T:)-iy—--—-^ r^-^dzà^+^y-' •— ^ ez--
\ 'nr. )

La somme qui entre dans cette équation est évidemment con-
vergente, puisque la partie réelle de s est supposée négative.

En remplaçant z par e^ s, l'intégrale (—r——z se transformera
Jf s"—x

en <3"^-1) f —'.——^, la nouvelle variable z décrivant le lacet dé-
Ji x — e M

signé par l'indice /; on aura donc

y ( \ = (•^7r><>' V______î_____ __ r(r—.y) /' >r^-i^( s v ? / Y ( S ) ^à / ,^log^y-^ -2^ ^ ^-e-^
' () \ 2 l'-JT /

Développons ———^ suivant les puissances ascendantes de e-—•y — 6 ^ y

en supposant pour le moment x plus grand que toutes les valeurs
que puisse prendre e " 2 ' .

Nous aurons
H---J6 ^=ac

r xz^dz r . YI e-^ , v^ i rf —————— == I 5.ç-l ^ ——— ̂  ̂  X _ / ç-nz zs-l^z.
J x—e-^ J ^à x^ Â^x^J

/ /=U ft^t) i

L'intégrale f z ^ ' d z est nulle, puisqu'on peut élendre le con-

tour d'intégration jusqu'à l'horizon, et l'intégrale prise le long
de l'horizon est égale à zéro, d'après la supposition faite sur s.
Le premier terme de la somme est donc celui pour lequel on a
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L'intégrale /^"^^rf:; peut évidemment être remplacée par

^"^"^
Mais f e~z ^~1 ̂  n'est autre chose que 2îsin7t5 e^F^s).

J/
C'est ce qui est facile à vérifier en considérant pour l'instant la

partie réelle de s comme positive, et en réduisant ensuite le
lacet à deux droites allant de oo à o et de o à + oo. Nous aurons
donc

At=30

y. _———2* •== îi sîïir.s e^Tfs) ^ — — ?
J, x — e-^ ' ^d /i5 x^

/?= \

.,, ̂  ^_ (a^)-'y i r " " t ( : ' }-(S'•T)- r ( s ) ^ / l og^y - ' ''V'^/
'' 'V anr /

ou Lien

,„ r,.,,,̂ ^ .̂.;)̂ ^^ ^ .
r 0 V4" 21TC /

Cette relation est contenue comme cas particulier dans une
formule qui a été donnée par M. Lerch, dans une Note très inté-
ressante insérée dans les Acta mathematica (t. XI). M. Lerch
désigne par R(w, .r, s) la fonction définie par la série

A=r»
^ ^kiv.x

A(w-h k}8

Â-=0

et démontre d^une manière élégante l'équation suivante :

T ( s ) F ntf^s-îwx') ^. . i'K(-^s+îw(i-x)) - , 1R(w,a< , I -5)==/^2 e v 2 / R(.r,—w,5)+e v 2 / R(i —y, w,^) .

De cette formule, on pourrait déduire l'équation (4), en posant
x= i et en supposant que la partie réelle de s est négative. J'ai
préféré démontrer directement la relation (4) en suivant la marche
qui m'y a conduit la première fois.

Si l'on compare les deux équations (i) et (4), on est tenté de
soupçonner qu'il y a une certaine liaison entre la fonction

•/.(•• ̂ )-
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définie pour des valeurs entières et positives de s, et Ja somme
r==ao

"^^/Trià^^
\ 2(7: /

qui n'est convergente que si la partie réelle de s est négative. Il y
a lieu de présumer qu'il existe une fonction de s et de x, compre-
nant comme cas particulier, d'une part, cette série et, d'autre part,
la fonction connue sous le nom de Bernoulli.

r=x

En effet, considérons la somme V ——î——^ En profitant de
r=0

l'équation T(s) = ( / • -f- x}5 J ' e-^^z5-^ dz, nous pourrons
écrire

J^ ° ̂ /'.—-J.— = ̂ C-^"-
Pour que l'intégrale soit convergente, il faut supposer que la

partie réelle de x est positive, et, en outre, la partie réelle de s
doit être plus grande que l'unité. Mais, à ces conditions, il est fa-

cile de voir que l'intégrale f6'^^^, prise le long d'un lacet

parlant du point 4- oo et entourant l'origine en sens direct, est

égale à 2 i sinr.se^J^ e x^ ̂ dz - Nous pourrons donc remplacer

/'"e^-^-i^ e-i^s ^-xz^-^dz ,
^ i-e- P^ÏTsm^ i-^ > et celte dernière inté-

grale s'appliquera à des valeurs quelconques deA\ Remplaçons en-
core 5 par e^z. Le lacet désigné par l'indice / se transformera en
un autre qui part du point —oo et entoure l'origine en sens di-
rect. L'argument de la nouvelle variable z commence par —7: et
augmente jusqu'à + TC. Pour désigner ce contour d'intégration
différent des deux lacets que nous avons rencontrés jusqu'ici,
j'emploierai l'indice L. D'après cela, nous aurons

/'=00

y i ^ i CeJJClzsIldz

^â(r-\-yy ~ î i s i n ' K s T { s ) J ^ e ^ — i~~

== nin5) r^^-^ds
'lir. ,1, e^— i
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En substituant i — s au lieu de S y il suit

r=oor \^_^___ _ T r î-m^
Y(s) ̂ ^^r^)1^ ~^ l i i ï j , ""e^^T"'

/•=0 L

T>- . i i rexzz-s dz , . , 1 1 . .J^ intégrale —— i —^——— met en évidence la liaison avec Ja
2 17T ^/^ e-" — 1

fonction de Bernoulli y^s,x). En effet, supposons que s soit un
nombre entier positif; le lacet désigné par L pourra être réduit à
un cercle entourant l'origine en sens direct. En développant

l'expression ^ suivant les puissances ascendantes de z et en

intégrant ensuite, tous les termes du développement disparaîtront,
excepté celui qui contient la variable z à la puissance — i. Mais
le coefficient de z"1 dans le développement est précisément

7.(5' (;)* I^intégrale -ï— f e—z-——^ contient donc, en effet, comme
là îTC ^J, é?""* •~~ 1

cas particulier, la fonction de Bernoulli. Si je désigne cette fonc-
tion généralisée par le même symbole, je pose

ï Fe^z-sdz
^^-^i^-T'

Nous pouvons donc écrire
/•==co

— I Y1 ï _
~~ r(7) Zà (r 4-^)1-^ = 7ssi x)'

r=0

et l'équation (4) se transforme en

(5) Ç(^, x) 4- e^ Ç ( s , ̂ ) = — ^'(iT.y ̂  ( s , ̂  \,

résultat qui comprend comme cas particulier la relation ( ï) .
La fonction généralisée de Bernoulli ^(^, x) me semble mériter

d'être étudiée plus spécialement. Pour le moment, je ne puis en
indiquer que les propriétés suivantes :

La dérivée par rapport à x de la fonction ^(^, x) est aussi une
fonction de Bernoulli. Il est très facile de voir que

^^(5,^)==/(^a7)==yj5—i,a'),

relation qui était bien connue pour des valeurs entières et posi-
tives de s.
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Considérons, de plus, la fonction

. i Fe^-^^z-^ dz
^'•-^ÎTÎ .{——;?-=——'

en supposant pour le moment que la partie réelle de x est entre o
et -4- i .

Si la partie réelle de s est essentiellement positive, l'intégrale
prise le long de Phorizon sera nulle, et nous pourrons ajouter au
lacet L la partie de Phorizon située au-dessous de Paxe réel, de la
manière indiquée par la fig. 9.. La variable z part du point + ce ,

Fi g. 2.

parcourt un demi-cercle de rayon infiniment grand situé au-des-
sous de Paxe réel, décrit le lacet L et revient par le même demi-
cercle à -4- co . L'argument de z commence par o, diminue jusqu'à
—71: et augmente ensuite jusqu'à ait.

En fixant les deux bouts de ce contour et en le resserrant en
vertu du théorème de Cauchy, il est facile de voir que le contour
pourra être transformé en un lacet Cl) et en deux courbes fermées
entourant les points critiques — 2 mil (/z== i, 2, 3, ...), Pune en
sens direct, Paulre en sens inverse. Ces deux courbes pourront,
de plus, être réduites à des cercles infiniment petits entourant les
points critiques. La variable ^, parcourant un de ces cercles en
sens direct, aura un argument situé entre TC et 271, et Pintégrale

correspondante —I— / e — x u z s a donc la valeur'it i TC ^j a" — i

3/TC

e^111^ e ^ \in7:)-s.
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Mais, si la variables parcourt le même cercle en sens inverse son
argument sera compris entre — TC et o, et l'intégrale correspon-

danlc ^T: y ̂ "^7^ est ^^ à —e^^e^'^nr.Y^ La
somme de ces deux intégrales est

— iî f'TC
- e~ 2 ' (e^ _ e-i^) e^^('2n^)-s == - '2i6m^se~ ̂  s eînnw ,

(27l7r)^

et n y prendra toutes les valeurs entières et positives de i à oo.
i^ i » ' ' i i F e(ï~x)zz~s dzDans 1 intégrale -^ j ——p-^——, prise le long du lacet (/)

qui part de + oo et enferme l'origine en sens direct, remplaçons z
par e^z. La nouvelle variable z parcourra le lacet L, et l'intégrale
se transformera en

în .-̂  Çe-^-^z-^dz e-i^ r e^z-^dz
^e ̂  i-^ == -^J, ^_, ==e-^y^^

En ayant égard à ce que nous venons de dire, nous trouverons
la relation suivante

y/^i-^)=e-^^(.y,^)~2îsin^^^'-J—y£2^
(27r)^j^ n5

•l . 7Î==1ou bien
— "^

(6) /(^ i — a ? ) = e-^s -^(s,x)—ïi(ïTt)-se 2 '"sinTr^.^^e^^).

Cette équation montre la relation intime qui existe entre la fonc-
tion ^(s, x) et la fonction de Bernoulli. La fonction Ç peut être
exprimée par deux fonctions -^ de la manière suivante :

-^s ^s

Ç(^ e^-) = (îTT^^-^-^^hl^^JCA^LLr^).
ii siniT^

Si s est un nombre entier positif ou négatif, la fraction prend la
valeur indéterminée °-o

Je ne veux pas entrer dans plus de détails sur ce sujet. Le but
principal de cette Note était de déduire l'équation (5)., Je fais
encore remarquer que cette équation pourrait aisément être dé-
montrée en partant de l'équation de définition de la fonction gé-
néralisée de Bernoulli que j'ai donnée plus haut.


