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n=w»
- z» .
Note sur la serzez 55 par M. Avrrep JonQuikme.

n=1

(Séance du 3 avril 1889.)

Dans un Mémoire présenté a I'’Académie des Sciences de
Stockholm, en décembre 1888, j'ai considéré les séries de la
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n=—uam
fad . ..

forme 2 - en supposant que s est un nombre entier positif.

n=1
Soit {(s, z) la fonction des deux variables s et z qui est définie
par ladite série pour toutes les valeurs de z dont le module est
moindre que l'unité. Soit, de plus, (s, ) la fonction dite de
Bernoulli, définic par I’équation

S”eo

zexs
= E S 3¢,
es—y X( ) Z')
s=0

J’a1 démontré la relation suivante

(1) C(-""")+(—I)‘C(S, %):—(air)-‘x(.e, lo"?'”).

2IT

Par cette simple équation la fonction {(s, z) qui, par la série

n=—w

2 %, n’est donnée qu’a l'intérieur d’un cercle de rayon 1, est
n=1

étendue au plan entier et peut donc étre regardée comme connue
pour tous les points du plan.

En supposant que s est un nombre réel ou imaginaire quel-
conque, je me suis proposé la question de savoir s’il existe pour
la fonction plus générale {(s, z) une relation analogue a celle que
j'ai donnée pour des valeurs entiéres et positives de la variable s.

Il s’agit, en premier lieu, de définir la fonction {(s, z) d’unc
maniére générale, c’est-a-dire pour des valeurs quelcouques des
variables s et 2.

De I'équation connue

1 1 ®
—_— = — e—n3zs-1dz
ns l‘(s),,/o‘ ’

on déduira aisément

E% = F(lﬁ‘/owzs-l E (ze—2)n ds,
(2) 2(s, 2) = m)f zeida,

Par cette équation la fonction {(s, ) est bien définic pour des
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valeurs quelconques de x, mais l'intégrale n’a de sens que si la
partie réelle de s est positive. 11 faudra donc remplacer cette inté-

grale par une autre qui ne soit pas soumise a cette restriction.
xz5—1dz
3 —

Considérons l'intégrale f , et supposons que le con-

tour d'intégration soit un lacet partant du point + o et entou-
rant en sens directle point o sansenfermer aucun autre des points
critiques 5z =logz == 2 nix. En supposant, pour le moment, que
la partie réelle de s est positive, le contour d’intégration pourra
étre réduil a deux droites, 'une allant de + o 4 o et I'autre de o
a4 + o, et a un cercle de rayon infiniment petit entourant le
point o en sens direct. D’aprés la supposition que nous ve-
nons de faire, 'intégrale prise le long du petit cercle sera, évi-
demment nulle. La variable 5 qui, en allant du point + a0, a
I’argument o aura I'argument 2= aprés avoir entouré le point o et
devra donc étre remplacée par e2/™z. Pour abréger, je désignerai
rzs-tdz

'intégrale prise ¢n sens direct le long dudit lacet par [

J, ef—x

en ajoutant au signe d’intégration P'indice /.
En ayant égard a tout ce que nous venons de dire, on trou-

vera
/‘.’L‘z"1 ds /‘0 xz5-1ds . ® xz5-1dsz
— = —+ e2ims —_—_—
J, e—=x es—x es—x

)

=5—1
= eiTs (eins — g— ms)f rs d”

Te—x
"* xz51ds e—ims x5\ dx
Jn e—ax ~ aisinms ), ei—ux

Nous pourrons donc définir la fonction (s, z) de la maniére

suivante
e—ins xz35—1ds
ts @) = 2isinms I‘(s)f er—g

ou bien
:rz'—ldz
3) (s, 2) = zxds

Cette équation de définition s’applique a des valeurs quelcon-
ques de s et de z. Si la partie réelle de s est négative, on élargira
le lacet de telle maniére que le point 5 = o ne soit pas atteint. Il
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faudra toujours faire attention i ce que le contour d'intégration
n’enferme aucun des points critiques 5 =logz = 2ni= de l'inté-
grale.Sil'un de ces points s’approche du contour d’intégration, on
pourra facilement déformer le lacet, afin d’éviter le point critique.
L’équation (3) permet aussi d’étudier les changements de la fonc-
tion (s, ) quand on a fait décrire A la variable £ un chemin
quelconque. Mais je ne veux pas insister sur ce point.

Remarquons encore que I'équation (3) prend unc forme indé-
terminée quand s est un nombre entier positif. Mais, dans ce cas,
la fonction (s, x) pourra étre définie par I'équation (2).

Les points critiques 5 =logz == 2 ni= sont tous situés sur une
paralléle a I'axe imaginaire. Pour fixer les idées, je supposerai la
partie imaginaire de logz comprise entre o et 2iw, de sorte que
les points logz, logzx + 2iw, logx + 4iw, ... sont situés au-
dessus de l'axe réel.

J'appelie horison un cercle de rayon infiniment grand décrit de
Porigine comme centre. En supposant la partie réelle de s néga-

. . . . ., x35 1 dz .
tive, il est facile de voir que l'intégrale f—————- prise le long
J ei—=x

d’une -portion quelconque de I’horizon est nulle. Nous pourrons
donc ajouter au contour d’intégration formé par le lacet la moitié
de ’horizon située au-dessus de I’axe réel, de la manicére indiquée

par la fie 1.

Fig. 1.

- oo

La variable 5 part du point — oo, décrit un demi-cercle de
rayon infiniment grand jusqu’au point +- oo , parcourt le lacct en
sens direct et revient par le méme demi-cercle au point — oo .
L’argument de z ayant la valeur = au point de départ — «, di-
minue de © a o, augmente ensuite de o & 2= et conlinue & aug-

Vil 10
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menter jusqua 3w. Il est évident qu’en supposant négative la

. , ., xrz5—1dz .
partie réelle de s l’mtegra]ef i, Prise le long du contour

xzs—1d.

indiqué, sera égale a l'intégrale f % xz prise le long du lacet.
| e

Le demi-cercle est supposé ne rencontrer aucun des points
logx + ani=. :

Fixons les deux bouts du contour d’intégration au point — o
et resserrons ce contour en vertu du théoréme de Cauchy. 1 est
aisé de voir que le contour pourra étre transformé en un lacet
partant du point -— oo et entourant I’origine en sens direct, et en
deux courbes fermées entourant les points

loge +~2nin (n=o0,1,2,3,....),

I'une en sens direct, l'autre en sens inverse. Ces deux courbes
pourront de plus étre réduites a des cercles infiniment petits
autour des points critiques. Chacun de ces points sera entouré de
deux petits cercles parcourus en sens contraire. La variable z, en
décrivant en sens inverse un cercle autour du point logz + 2riw,
aura un argument compris enlre w et § ; mais elle aura un argu-
ment, situé entre 27t et 3=, en décrivant le méme cercle en sens
direct. Cela résulte immédiatement de ce que nous avons dit plus
haut sur I'argument de la variable 5. Dans le premier cas, on
égalera z & logz -+ 2rim -+ h, en désignant par & une grandeur
infiniment petite, et, dans le second cas, on posera

3= e¥n(logx + a2rim+ k).

L’argument du facteur logz + 27w + & est entre 0 et =, et la va-
riable / décrit autour de P'origine un petit cercle, en sens inverse
dans le premier cas, et en sens direct dans le second.

D’aprés cela, il est facile de voir que l’intégralefa;z:—j‘;—z, prise
en sens inverse le long du petit cercle autour du point logz + 2 riw,
est égale & — 2im(logz + 2riw)*~'. La méme intégrale, prise en
sens opposé, devra étre égalée a + 2iw e*™(logx + 2,iw)~!. La
somme de ces deux intégrales est égale a

20T, eins (eins — e—ins) (logw + arim)s—!
=—4wmemsinws(logzx + ariw)s—!.

Dans cette expression, r prendra toutes les valeurs entiéres et
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positives de zéro jusqu’a 'infini. En ajoutant au signe d’intégration
I'indice /, jindiquerai que I'intégrale est prise le long d’un lacet
partant du point — oo et entourant l'origine en sens direct, en
supposant que I'argument de la variable z varie de ma 3.
Nous pourrons enfin écrire

z5—1dz c-—ld-v
= — 4. ems, sinws Z (logz + 2rim)s—1 4~
f ez._z' r e~—z'

ou bien
r=w ,
.. . ) e-ImS (1 — 35—1d3
(s,2)=2isinws. T(1—s) (2im)s—1 E -+ ( ) [T d
’log 21T , es—gx
r=0 \ I + ~—~—— !
2IT

La somme qui entre dans cette équation est évidemment con-

vergente, puisque la partie réelle de s est supposée négative.
. ., 235-1d3z
En remplagant z par e~ z, l’mtegralefm se transformera
p

L x35-1dz , . ,
en e”“*‘”fzt—e—, la nouvelle variable 5 décrivant le lacet dé-
I3

signé par 'indice /; on aura donc

r=x»
(2im) I F'(r—s ”‘“d'
L, @) = I'(s) logz\1—5 (')_i'rr : xr—e-z
r=0 <l‘ —+ —D-) !
21lT
Developpons _ suivant les puissances ascendantes de &=
x

en supposant pour Ie moment z pluas grand que toutes les valeurs
que puisse prendre e"Z.
Nous aurons

s—1 = e—ns —
xRz as ds — 51 E —'_. e—ns, 35—1ds,
f r—e3 arn

n=au

L'intégrale[z"‘d; est nulle, puisqu’on peut étendre le con-
tour d'intégration jusqu'a I’horizon, et I'intégrale prise le long
de I'horizon est égale 4 zéro, d’aprés la supposition faite sur s.
Le premier terme de la somme est donc celui pour lequel on a

p p 1
n=n1i.
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L’inlégrale/e‘"z;"‘d: peut évidemment étre remplacée par
I8

[

e 35 1 -
IL‘

&

Maisfe“z 3~' ds n’esl autre chose que 2¢sinms e™ I'(s).
1

Clest ce qui est facile a vérifier en considérant pour l'instant la
partie réelle de s comme positive, et en réduisanl: ensuite le
lacet 4 deux droites allant de o0 & 0 et de 0 & + o. Nous aurons

donc
n=x»
xrzs—lds
—_— — iTs
fz—e— =a2isinwse P(s)zn-‘:r”
(2im)s 1 . I
r ") — —e bl
Lsm) = T'(s) 2( logaz\ - let(s’x)
. 2i¥
ou bien
( )S ‘i'n:r:m
. 1 27)S ST Y 1
1 4 ) 4 eiTs L ~ )=
() Ls,z)+e "<S’ 7') T'(s) ¢ z logx
r=o\" o

Cette relation est contenue comme cas particulier dans une
formule qui a été donnée par M. Lerch, dans une Note trés inté-
ressante insérée dans les Acta mathematica (t. XI). M. Lerch
désigne par R(w, z, s) la fonction définie par la série

lf =
e2kinx

———
(w—+k)
=0
et démontre d’une maniére élégante 1'équation suivante :

R(w,z,1 —s)= (I;(:))S [ m(_' s—awx) R(z, —w,s) + em(_%“’wu—n) R(1 —ux, w,s)].
De cette formule, on pourrait déduire I’équation (4), en posant
x =1 et en supposant que la partie réelle de s est négative. J’ai
préféré démontrer directement la relation (4) en suivant la marche
qui m’y a conduit la premiere fois.
Si 'on compare les deux équations (1) et (4), on est tenté de
soupgonner qu'il y a une certaine liaison entre la fonction

logz
: /'<s' 20w )’
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définie pour des valeurs entiéres et positives de s, et la somme

r+ —2=
21l

r=wo
1 2 1
T(s) < logw)l”-’f’
r=0
qui n’est convergente que si la partie réelle de s est négative. Il y
a lieu de présumer qu'il existe une fonction de s et de &, compre-
nant comme cas particulier, d’une part, cette série et, d’autre part,

la fonction connue sous le nom de Bernoulls.
==
ca, N 1 5
En effet, considérons la somme 2 ————. En profitant de
(r—+ax)
r=0

I'équation I‘(s):(r—{—.r)‘f e~3r+x) 251 dz, nous pourrons
0

écrire
"= ® r=oa d
N\ I 1 1 *e—xizs—1dz
—— = ‘__./‘ e—x5 z5—1 e—rsds = — [ —_—
Z(, Far (), E_ o), 1—e=
r=0 r=0

Pour que I'intégrale soit convergente, il faut supposer que Ja
artie réelle de x est positive, et, en outre, la partie réelle de s
P P » €L ’ p
doit étre plus grande que 'unité. Mais, a ces conditions, il est fa-
e—x2z5—1 dz

— prise le long d’un lacet
Ir—e =~

cile de voir que l'intégrale f
1

partant du point + co et entourant l'origine en sens direct, est

. N : ®e~*izs-1dz
égale a 24 smﬂse”‘“f —————+ Nous pourrons donc remplacer

A 1 — e 3
® e—x3sz35—1 3z e—imns e—xi55—1 g3 .. . ,
- ar ——; » et cette derniére inté-
s 1—e 3 2¢81aws ,/, I—e 2

grale s’appliquera a des valeurs quelconques de s. Remplagons en-
core 5 par ei*5. Le lacet désigné par I'indice / se transformera en
un autre qui part du point — oo et entoure 'origine en sens di-
rect. L’argument de la nouvelle variable z commence par — & et
augmente jusqu'a + w. Pour désigner ce contour d’intégration
différent des deux lacels que nous avons rencontrés jusqu'ici,
j'emploierai I'indice L. D’aprés cela, nous aurons

r=ew

1 _ 1 exszs—1dz
2(r+m)s_ 2esinwsT(s) ), es—1
r=0

T(1—s) [erizs-1ds

20T Jooes—i
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En substituant 1 — s au lieu de s, il suit

r=
T 2 I 1 ex3z—s dz
I'(s) r:o(r +ax)P-s o aiw S es—1

., 1 eriz—S dsz , . ..
L’intégrale — [ =—=—"" met en évidence la liaison avec la
2IT es—1
L

fonction de Bernoulli (s, ). En effet, supposons que s soit un
nombre entier positif; le lacet désigné par L pourra étre réduit a
un cercle entourant ’origine en sens direct. En développant

x5 z—$

I'expression —
ée~—1

suivant les puissances ascendantes de 5 et en
intégrant ensuite, tous les termes du développement disparaitront,
excepté celui qui contient la variable 5 a la puissance — 1. Mais

le coefficient de z~' dans le développement est précisément

c I exsiz—sdz . .
2(s,¢). L'intégrale — [——— contient donc, en effet, comme
. C2im ) eS—1

cas particulier, la fonction de Bernoulli. Si je désigne cette fonc-
tion généralisée par le méme symbole, je pose
1 e*i3=5 d3
v(8, )= — | ——
ACEY) 20T J €3 —1
Nous pouvons donc écrire

r=ow

R I
B T(S)E'(TWE =7(s, ),
r=0

et ’équation (4) se transforme en
i

(5) C(s,x)_;_eimc(_,,é) =—e7s(zn)sx<s, logx>,

2iT
résultat qui comprend comme cas particulier la relation (1).

La fonction généralisée de Bernoulli y (s, ) me semble mériter
d’étre étudiée plus spécialement. Pour le moment, je ne puis en
indiquer que les propriétés suivantes :

La dérivée par rapport & x de la fonction y (s, ) est aussi une
fonction de Bernoulli. 11 est trés facile de voir que

d I
d—_;X(s:x)=X($rz‘)=X(5—lyz‘)y

relation qui était bien connue pour des valeurs entiéres et posi-
tives de s.



Considérons, de plus, la fonction

1 e—2z3-5 (g
X("’I_‘”)=m LT’
en supposant pour le moment que la partie réelle de . est entre o
el + 1.

Si la partie réelle de s est essentiellement positive, I'intégrale
prise le long de 'horizon sera nulle, et nous pourrons ajouter au
lacet L la partie de ’horizon située au-dessous de I'axe réel, de la
maniére indiquée parla fig. 2. La variable 5 part du point + o,

Fig. 2.

parcourt un demi-cercle de rayon infiniment grand situé au-des-
sous de I'axe réel, décrit le lacet L et revient par le méme demi-
cercle 4 -+ oo . L’argument de 5 commence par o, diminue jusqu’a
— 7 el augmente ensuite jusqu’a 2 .

En fixant les deux bouts de ce contour et en le resserrant en
vertu du théoréme de Cauchy, il est facile de voir que le contour
pourra étre transformé en un lacet (/) et en deux courbes fermées
entourant les points critiques — 2inw (n=1,2,3,...), 'une en
sens direct, l'autre en sens inverse. Ces deux courbes pourront,
de plus, étre réduites a des cercles infiniment petits entourant les
points critiques. La variable z, parcourant un de ces cercles en
sens direct, aura un argument situé entre = et 27, et l'intégrale

1 e\l—x1s z—S dz
correspondante —— —— 2 donc la valeur

sim
ewinr ¢ 2 .(2727‘:)_5.
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Mais, si la variable 5 parcourl le méme cercle en sens inverse, son
argmnent sera COlI'lI)l‘lS entre — =« et o, et llntevrale correspon-

1 el—xlz 5—s (/3

dante — [ ————= est égale a —-e-””"e’ *(anm)=. La
20T e —1

somme de ces deux intégrales est

_im ] ) . _ T e2ninz
—e 2 (e”‘-’——e—"’“)e?"mx(znﬂ)"-‘z—usmﬂse 2 —_——
(2nm)s’
el n y prendra toutes les valeurs entiéres et positives de 1 a oo.
(U—2)z z—5 7
e ¥4 . .
Dans l'intégrale —-—f——————, prise le long du lacet (/)
1

qui part de + oo et enferme l'origine en sens direct, remplagons z
par ei*5. La nouvelle variable z parcourra le lacet L, et I'intégrale
se transformera en

1 . e—\1-2)z2 z—s dz e—ims er35-5ds .
— e—ims - = — - = e~ins y (s, 7).
2ULT L I—e™* 21T L e>—1 '

En ayant égard a ce que nous venons de dire, nous trouverons
la relation suivante

o n—owom
. ., . -%s 1 eninz
S, 1—x)=e TS y(s, 2)— 21sinws e — _—
7.(s ) X8 ) (Gany 2 ns
n=1

ou bien
_im

(6) y(s,1—z)=eims y(s,2) —2i(2anw)Se 2 sinwms.{(s, en),
Cette équation montre la relation intime qui existe entre la fonc-
tion {(s, z) et la fonction de Bernoulli. La fonction § peut étre
exprimée par deux fonctions . de la maniére suivante :
"_"‘

%8, az')—-—e2 x(s,1—x)

) e
L(s, e2mr) = (a7)s
(s ) =(2m) 21 sinms

Sis est un nombre entier positif ou négatif, la fraction prend la
. a1, ., 0
valeur indéterminée =

Je ne veux pas entrer dans plus de détails sur ce sujet. Le but
principal de cette Note était de déduire ’équation (5). Je fais
encore remarquer que cette équation pourrait aisément étre dé-
montrée en partant de I'équation de définition de la fonction gé-
néralisée de Bernoulli que j’ai donnée plus haut.



