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Sur certaines expressions quadruplement périodiques;

par M. EmiLe Prcarp.

On sait combien il est facile de former des séries représentant
des fonctions doublement périodiques. Prend-on, par exemple,
une fonction rationnelle de e?, soit f(e®), la série

si elle est convergente, représentera une fonction doublement pé-
riodique aux périodes 2%i et w.

La généralisation se présente d’elle-méme quand on passe au cas
de deux variables. Soit f(e*, e) une fonction rationnelle de e*
et ¢7; on forme la série double

m=+®o n=-+4o

(S) 2 Zf( ex+mo-+nf, gy+ma'+nﬂ')_

m=—® n——wm

Si elle est convergente, on aura une fonction quadruplement
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périodique de x et . Mais on n’a jamais, que je sache, donné
d’exemples effectifs de séries de cette forme, ni cherché a se
rendre compte dela nature des fonctions ainsi représentées.J’ai été
tout naturellement conduit & I'étude de ces séries, qui ne sont
qu’un cas particulier des fonclions que j’ai désignées sous le nom
de fonctions hyperabéliennes(Journalde Mathématiques, 1883).
Je commence donc par rappeler quelques généralités sur ces fonc-
tions, et je suis ainsi conduit & une série o(z, ») du type (S), qui
joue le role essentiel dans cette théorie. Cette série d’ailleurs peut
étre formée a priori, et son étude se fait indépendamment des
considérations par lesquelles on y a été amené. Signalons seule-
ment, en ce moment, la formation des expressions quadruplement
périodiques de seconde espéce, et la forme remarquable du déve-
loppement en série trigonométrique de I'expression fondamen-
tale o. Les résultats qui'suivent ont été succinetement indiqués
dans les Comptes rendus (18 mars et 1°" avril 188¢).

1. Comme je viens de le dire, c’est en étudiant un cas particu-
lier des fonctions hyperabéliennes que nous avons été conduit a
certaines expressions quadruplement périodiques. Il nous faut
donc rappeler briévement la formation des séries qui se rencon-
trenl dans la théorie de ces fonctions. Un groupe hyperabélien est
un groupe discontinu relatif & deux variables « et ¢ dont les sub-
stitutions sont de I'une ou l'autre forme

(u, ’ au—:—b’ a,'v—i— b:)’
cu+d cv+d
<u, 0 ay —+ b, a,'u—l—é")’
cv+d cdu+d
les coefficients des diverses substitutions étant réels.

Nous considérons particuliérement le domaine des variables «
ct ¢, pour lesquels le coefficient de 7 est positif; on peut commen-
cer par remplacer ces deux demi-plans par deux cercles C et
ayant 'unité pour centre; il suffira de poser

u—t 0 —1

W= ——=

£= .
u-—+1 v+

et I'on aura alors des substitutions de méme forme relatives aux
variables £ et % ; seulement les coefficients de ces substitutions ne
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seront plus réels, et nous pouvons admettre d’ailleurs que chacun
des déterminants ad — be, ... est égal a I'unité. Ecrivons donc
de nouveau le type des substitutions relatives cette fois a £ et v,
en mettant encore les mémes lettres @, b, ... qui ne sont pas, bien
entendu, les mémes que plus haut, et supposons, comme cela se
rencontrera plus bas, qu’il n’y a que des substitutions du premier
type, soit

at+b an+b
£ v, o ——— ).
P et +d v+ d

On peut supposer
ad—bec=ad —bc =1.

Dans ces conditions la série

I
) E(c5+cl)2u(c’v;+¢l')2u’

étendue A toutes les substitutions du groupe, représente une fonc-
tion qui est certainement holomorphe a l'intérieur des cercles C
et C/, 'entier p étant supérieur a l'unité.

2. Ces résultats rappelés, cherchons ce qu’ils vont nous donner
dans le cas particulier, ot le groupe initial est formé, des deux
substitutions fondamentales suivantes

(u, v, au, a'v), (u, v, bu, b'v),

a, b, a' et U étant des quantités positives quelconques. Ce
groupe est évidemment discontinu, car toute substitution est de la

forme
(u, ¢, ambn u, a’m[)’u‘))7

m et n désignant des entiers positifs ou négalifs; or on ne peut
pas choisir les entiers m et n de telle sorte que

ambr et a'mbn

soient aussi voisins que l'on voudra de I'unité, sauf dans un cas
particulier que 'on apercoit de suite.
Appliquons donc a ce cas particulier les remarques générales du
aragraphe précédent. Aprés quelques calculs de transformation
paragraphc p { )
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qui ne présentent aucune difliculté, on arrive pour la série (1) a
'expression

ampbny a'mp b'np
2 [E(ambu —1)+ ambn + ,sz. [E(a'mb’n —1)+ a'mp'n 4 l]:p.’

et, en revenantaux variables initiales « el ¢,0n a

amiLpnv g'mp. h'np.
22 (wambn 4 )t (vam b+ )30’
la sommation étant étendne a toutes les valeurs entiéres positives
et négatives de m et n.

3. Ce résultat obtenu, nous allons étudier directement la somme
précédente donnée a priori; nous allons méme y faire p. =1, ce
qui n’empéchera pas la convergence. Prenons donc la série

m=+ow n=-+w

ambn a'mp'n
2 2( uan br i) (vambn + i)’

m=-—eo n=-—=®

ou, enremplacant u et ¢ par {u et iv, la série

. ambn a'mp'a
2 ~ .
( ) 22 (uam /- 1)2 (va'™m b'n + )2

Je dis qu’elle est convergente pour toute valeur de u.ct v, a
Uexception des valeurs réelles et négatives.
Considérons d’abord la série pour = ¢ =1. Nous avons

am bn amp'n
(I ambr): (1+a'mb'n)t ’

)

c'est une série 4 termes positifs, montrons qu’clle est conver-
gente.
Posons

a = e*, b = ebB. a = e¥, b = ed,

les « ct & étant récls.
i
Je considére le quotient
ex

(|+ew)1;

cette expression ne change pas quand on change x en —x; on a
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donc, x élant positif,

ex e—x

(v e~ (1+ea)p

<e T,

donc, pour z de signe quelconque, nous pouvons écrire

e
(rexy <€

|| désignant la valeur absolue de z. Nous aurons donc

ambn a'mb'n

—|ma+nBf~|ma+nf'] «
(l + am bn)! (l 4-a'mp'n )2 <el nBl-lma+nf] ’

mais, si z ct y désignent deux nombres positifs, on a
e—r=y L e~vVri+r:,

Comme, d’autre part, pour z positif et suffisamment grand,
T
r e L
er< it
i élant un entier positif quelconque, il en résulte que

T

e—r-y<& —
< @ e

et, par suite, le terme général de notre série est moindre que

1
[(ma+nByr+ (ma +nB)2w’

|+ étant un entier positif quelconque. La série (2) est donc abso-
lument convergente pour u =1, v =1.

Donnons maintenant a («, ¢) une valeur quelconque, en suppo-
sant seulement que « et ¢ ne preonent pas des valeurs réelles né-
gatives. Nous pouvons écrire le terme général de notre série sous

la forme
ambn a'mp'n 1+ ambn\2 [/ +a'mh'n\2
(t+am bn )2 (l +a'mb'n )2 (u —+ am [)u) (u +—a'm b’n) 4
. cT4ambn . .
or le module du quotient ————— représente le rapport des dis-
u + alll bll

tances des points 1 et  au point — a™b”, c’est-a-dire & un point
situé sur la partie négative de I’axe réel. Ce rapport restera donc
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compris entre deux limites finies déterminées; il en sera de méme
14+a'mp'n
u-++a'mp'n
gente, sauf pour les valeurs indiquées de u et ¢v. Posons mainte-
nant

pour - Par suite, la série (2) sera absolument conver-

m=—+wo n=+®

uam bn v.amb'n
f( u’ V) = E 2 ’ 5 ;
(14 uambn)? (1+v.a'mb'n)?

mM=—®o n=-—w

on aura évidemment
Sflau,a'v) = f(bu, b v) = f(u,v).

4. La série précédente permet d’en former une infinité d’autres
Jouissant des mémes propriétés.

Prenons, en effet, deux fonctions rationnelles R(u) et R, (¢)
dont tous les pdles soient situés sur la partie négative de I'axe des
quantités réelles, et qui restent finies respectivement pour . = o,
1= oo et pour ¢ =0, ¢ = 0.

La série

m=+x n=-+»

F(u,o):E E‘R(amb”‘u)R‘(a'mb’"v)

m=-——w N——awo

uamn bn va'mp'n
(| <+ ua™ bn)z (, —+ pa'™m b’u)z

sera convergenle comme la série f(u, ¢). En effet, le module de
R(am bn u)

reste moindre qu’une quantité déterminée, puisque a™b" u reste
sur la droite joignant 'origine au point . Il en est de méme du
second facteur R, (a™&'7¢).

On a d’ailleurs évidemment

F(au,a'v)=F(bu,b'v) =F(u,v)

5. Posons maintenant
u=ex, v=ey, a=e* b=eB, a =e¥, b =eb.

Notre fonction f(u, ¢) devient une fonction de z et y,

m=—o p—-+wn

ex+mo+nf ey+mx+nf’
o(z, )= 2 2 (1+ ex+ma+nBye (14 errmanfye”

m=—w n=—==
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Cette expression admettra quatre couples de périodes, dont le
Tableau est évidemment

[ ¥ Y
\irei [
(S) ¢ o ami
( a o’
B B

Mais cette expression ne représente pas une fonction quadru-
plement périodique, se comportant pour toute valeur finie de z et
¥ comme une fonction rationnelle. Le fait, a priori, est impos-
sible, car une fonction quadruplement périodique de z et y, et
méromorphe pour toute valeur finie de ces variables, ne peut ad-
mettre le systéme (S) de périodes, ou les « et § sont des quantités
réelles arbitraires.

D’ailleurs, en nous reportant au paragraphe précédent, nous
voyons que la fonction ¢ (x, y) ne sera pas définie pour les valeurs
de x et y, rendant e® et er réels et négatifs, c’est-a-dire en po-
sant

z=z'+iz", y=y-—+1iy
pour les valeurs de z et ¥ correspondant
soit & @’ = (2k + 1), soita y" = (2h+1)T,

I et k étant des entiers quelconques positifs ou négatifs.

Nous avons donc ainsi une expression ¢(z, y), quadruplement
périodique, avec le tableau S de périodes, et avec des surfaces
de singularités essentielles qui empéchent le prolongement analy-
lique de 'expression.

6. Revenons un moment aux variables u et ¢ et au groupe con-
sidéré dans les paragraphes (2) et (3). De méme que nous avons
formé des expressions restant invariables pour les substitutions de
ce groupe, nous pouvons pareillement, et en suivant toujours les
indications de la théoric générale, obtenir des expressions se re-
produisant a des facteurs constants prés A et B.
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Formons, en effet, la série dont le terme général est

amp.prp a'mp.b'np

A—-mB-n .
(1+ambru) (1+ a'mb'ru)2e

i est un entier positif fixe ; m et n, comme plus haut, varient de
— o & +oo0. Il est bien aisé de voir que cette série est conver-
gente si w est choisi suffisamment grand; en effet, si nous faisons,
comme plus haut, w =\/—1 et si nous remplagons le troisiéme et
le quatri¢me facteur par leur limite supérieure, nous aurons, en

posant

A= el‘+i0’ B = eR+is’

a considérer la série dont le terme général est

e—b{1ma+nBirimx+nB | ~mP—nQ

et qui, quels que soient les signes de P et Q, est manifestement
convergente si I'entier positif g est pris suffisamment grand.
Si nous posons alors

n=+w® n=-+%

ut-ampbnrp oa'mpb'np
— -mB-n
Ji(w,0) E 2 A-mB (U ambru)p (1 +ambry)e’

m=-w n=—-—®
on aura
SJilau, a'v)y= Afi(u,v),

J1(bu, b'v) = Bfi(u,v).

C’est une expression de seconde espéce. Si nous revenons alors
aux variables z et y, nous aurons des expressions de seconde es-
péce quadruplement périodiques, et possédant les mémes singu-
larités que plus haut.

7. Je reviens maintenanta la fonction¢(z, y) du n° 5, enchan-
geant seulement un peu les notations. Ecrivons la série

m=-w n=-+m

> e’l(.x‘+m‘w|+ﬁly+nm’) e (r+mw)+8(y+nw’)
.r(z,y): E E [l

~+ exx rmw+Bly+nw ]2 [1 4 extr+mwi+f (y+nw)]? ’

m=-—o n=—=-—w

w, o', a, o, B et B étant réels et aB' — Bo différant de zéro. Il
est clair que cette expression ne dillére de celle que nous avons
considérée plus haut qu’en ce qu’une substitution linéaire a été
effectude sur les variables.
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Le tableau des périodes est pour I'expression précédente

z Y
® o
o w’
Gt G't
Hi H'¢

G, G’, H et H’ sont définies par les deux systémes d’équations

aG+B G =2n aH+B8H =0
G+ PG =0 dH+fH =2ax

Les singularités essentielles correspondent, d’une part, a

ax” + By" = (2k +1)=;
d’autre part, a
a'z" + 'y =(2h+1)T,

cn. posant toujours
z=x' +ia, y=y +iy".

La fonction §(z, y) est donc périodique par rapport & z et par
rapport a y. Nous pouvons donc, pour z et y réels, la développer
en série trigonométrique; ce sont les coefficients de ce dévelop-
pement que nous allons chercher.

Avant de prendre le cas de deux variables, je traiterai le cas
d’une seule variable, c’est-a-dire d’une série doublement pério-
dique. Soit

m=+w

ex+mw
7”(‘2‘) - 2 (a+ e.z'+mw)2’

m=—w

ol nous supposerons w réel. La fonction précédente est double-
ment périodique avee les deux périodes w et 2 (; développons-la,
pour z réel, en série trigonométrique. La fonctlion étant paire, nous

aurons
aprw

F(z) = EA,, cos

I faut calculer les coefficients A,. On aura

m==—+ew

()
A 2 /‘ eT+mw cos 2% 4
= - C fd
14 WA (1 4+ ex+mw)? w
n=-—w
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que 'on transforme de suite en

+o ®
2 er 2PpTX 4 ex 2pTX
Ap= = f cos 22T gy = 4 cos 2277 gz,
w,J (1+er)? A

- w w (1 + ex)? w

On peut calculer sans peine I'intégrale définie qui précede.

2P T ]\ 3 .
Posons % = a. Nous avons & calculer 'intégrale

0 ex
j; (l_-i——eT)i cosax dx;

or, en inlégrant par parties, cette intégrale peut s’écrire
T *sinax
- —a —— dx;
2 M 1+ e+

=T — e 2% ., (—1)re-in+x 4 |

mais
1
1+ ex

et, comme

® a
sinaz.e-r+trdr—= ————
o (n+1)2+ a?

nous aurons

® n=uw

ex 1 a?
f ——— cosardr= - + E (—1)n .
Jo (1+e*)? 2 n?+ a?

n=t

Or on a l'identité

n=e

L 2 (—1)ra? Tal
- = 3 3]
2 a?+ n? 2sinTal

n=1

par suite
®  er Tacl
———— cosardr= —————,;
Jo (1+ex) 2sinTal
nous avons donc
fTa
Ap=

w(ema —g-ma)"

Le développement cherché est alors

’7:”
2 4T O a
j(z)-;—k: ena — eg-ma cosaz,
p=1
ou)Vona posé
2pT

a =
w
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8. Revenons maintenant a la fonction de deux variables ¥ (z, y)
pour la développer en série trigonométrique. La fonction satisfai-
sant 4 la relation

¥

¥z, y)=F(—z,—p),

son développement sera évidemment de la forme

prz 2 QPTX . 2qT
ZEA"'ICOS_ qw +B,,‘,,sm—p—w—— sin —%}—,

Calculons d’abord A, ;. On a

Apg= / f 3°(x »)cos 2222 cos 22 dzdy,
qui se transforme de suite en
_ 4 -+ +o0 exr+fy exx+By aprx agmy
Ao = 55 f ./‘,, ((+ ex=+Bne (1 exarpyy 90 T 00 T dzdy.
Posons
az+By=u,

dz+By=yv,
d’ou se tirent
T=hu-+po,
y=MNu+p'y;
en posant
A= b, —
afy —a'f T e —ap’

= a{i'-—a'ﬁ’ l"=ap1__a:p’

on aura

e A | o o) dudy
A"”’—Tfn | Gx ey (l+ev)zcosa()\1¢+ ue)cosb(Nu~+ p'vydude,

ou

a:m, l): 2 .

w w
Remplagons maintenant

2cosa(Au + pe)cosb(Nu + p'vo)
par

cos(al + b)) u.cos(ap + bp' )¢ —sin(ak + bN )u.sin(ap + bp')v
+cos(ak —bN)u.cos(ap —by')o —sin(ah—bXN)u.sin(ap—bu)e.



— 142 —

La partic relative aux sinus disparait dans I'intégration. 1l reste
une somme de deax intégrales doubles : chacunc d’elles est un pro-
duit de deux intégrales simples rentrant dans le type correspon-
dant & une seule variable. Toute réduction faite, on aura

8 A B A’ B’
Apg= ( >’

ww'(af —a'B) \eA —e—A eb— e R e
en posant
=__9:_(P_E_g_) B=_,"_’,_(_&E+q_f=),
al’ —a w % ald’ —a'f w u)
N = 2T P_E+q_> p—_2" (_pB_ g2\
: aff' —a'f \ w w’ af —a w w’

Le second coefficient B, , s’obtient par un calcul tout semblable:
on a seulement entre parenthéses une différence au lieu d’une
somme. On trouve ainsi

5 8 A B A’ B’
P17 ww'(af’ —a'B) A—e A b _gB TN _gk b _ o)

Nous obtenons donc des séries trigonométriques dépendant de
deux variables complexes et présentant une grande analogie
avec les séries trigonométriques d’une variable que l’on ren-
contre dans la théorie des fonctions elliptiques. La forme des
coefficients, qui est fort simple, me parait digne d’étre remarquée.
Quanta la fonction §(z, ¥) et aux expressions analogues, il est trés
vraisemblable qu’elles satisfont a des relations différentielles rap-
pelant de loin celles de la théorie des fonctions elliptiques ou
abéliennes, mais c’est une étude qui exige de longs calculs, et que
jen’ai pas encore achevée.



