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Sur certaines expressions quadruplement périodiques ;

par M. EMILE PICATID.

On sait-combien il est facile de former des séries représentant
des fonctions doublement périodiques. Prend-on, par exempte,
une fonction rationnelle de e^y soit^e^), la série

W==4-o&

^y(^+»,to),
/n=s—oB

si elle est convergente, représentera une fonction doublement pé-
riodique aux périodes a^etto.

La généralisation se présente d^elle-même quand on passe au cas
de deux variables. Soit/Ce3', ev) une fonction rationnelle de ex

et ey\ on forme la série double
WI=4-OB WS=+0&

( S ) V S/( e^+^a+^P, er+wa^/ip' ).
7W=——08 71=:——00

Si elle est convergente, on aura une fonction quadruplement
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périodique de x et j'. Mais on n'a jamais, que je sache, donné
d'exemples effectifs de séries de celle forme, ni cherché à se
rendre compte delà nature des fonctions ainsi représentées. J'ai été
tout naturellement conduit à l'étude de ces séries, qui ne sont
qu'un cas particulier des fonctions que j'ai désignées sous le nom
(\ef onctions hyperabéliennes (Journalde Mathématiques, 1885).
Je commence donc par rappeler quelques généralités sur ces fonc-
tions, et je suis ainsi conduit à une série y(.y,j>') du type (S), qui
joue le rôle essentiel dans cette théorie. Cette série d'ailleurs peut
être formée a, priori, et son étude se fait indépendamment des
considérations par lesquelles on y a été amené. Signalons seule-
ment, en ce moment, la formation des expressions quadruplement
périodiques de seconde espèce, et la forme remarquable du déve-
loppement en série trigonométrique de l'expression fondamen-
tale y. Les résultats qui: suivent ont été succinctement indiqués
dans les Comptes rendus (18 mars et 1er avril 1889).

1. Comme je viens de le dire, c'est en étudiant un cas particu-
lier des fonctions hyperabétiennes que nous avons été conduit à
certaines expressions quadruplement périodiques. Il nous faut
donc rappeler brièvement la formation des séries qui se rencon-
trent dans la théorie de ces fonctions. Un groupe hyperabélien est
un groupe discontinu relatif à deux variables u et v dont les sub-
stitutions sont de l'une ou l'autre forme

/ au-\-b a'v-^-b'\
[u^ ^ -cu^d' c^^~d')7

I av -+- b a'u -4- b'\[ </, v, ———-, — — — ) ,
\ cv H- d c u -+- d I

les coefficients des diverses substitutions étant réels.
Nous considérons particulièrement le domaine des variables u

et (, pour lesquels le coefficient de i est positif; on peut commen-
cer par remplacer ces deux demi-plans par deux cercles C et G'
ay an t l 'uni té pour centre; il suffira de poser

^ _ u — i _ v — i
11 -t— »' o —1— /

et l'on aura alors des substitutions de môme forme relatives aux
variables Ç et T( ; seulement les coefficients de ces substitutions ne
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seront plus réels, et nous pouvons admettre (Tailleurs que chacun
des déterminants ad—&c, ... est égal à l'unité. Écrivons donc
de nouveau le tjpe des substitutions relatives cette fois à Ç et y»,
en mettant encore les mêmes lettres a, &, ... qui ne sont pas, Lien
entendu, les mêmes que plus haut, et supposons, comme cela se
rencontrera plus bas, qu'il n'j a que des substitutions du premier
type, soit

( î. a^-^- b a'r^ -h b'\
[^ r^ c^d9 cV^/'

On peut supposer

ad — bc == a d ' — b ' c ' == î .

Dans ces conditions la série

(I^ 2â (cS -+- c/)'^{c'r, -h d')^ î

étendue à toutes les substitutions du groupe, représente une fonc-
tion qui est certainement holomorphe à Fintérieur des cercles G
et G', rentier y. étant supérieur à l'unité.

2. Ces résultats rappelés, cherchons ce qu'ils vont nous donner
dans le cas particulier, où le groupe initial est formé, des deux
substitutions fondamentales suivantes

(M, v, au, a'v), (u, v, bu^ b'v)^

a, b, a' et h' étant des quantités positives quelconques. Ce
groupe est évidemment discontinu, car toute substitution est de la
forme

(u, v, a'^b^u, a ' ^ b ' ^ v ) ,

m et n désignant des entiers positifs ou négatifs; or on ne peut
pas choisir les entiers m et n de telle sorte que

a^b'1 et a'mb'n

soient aussi voisins que l'on voudra de l'unité, sauf dans un cas
particulier que l'on aperçoit de suite.

Appliquons donc à ce cas particulier les remarques générales du
paragraphe précédent. Après quelques calculs de transformation,
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qui ne présentent aucune difficulté, on arrive pour la série (i) à
l'expression

vi_______gm^b^_______ _______a'^ b^'V-______
^d [^(a^b^ -— i) -+- ambn •+- îj2^ [^{a'"^'11 — \)-}-a'mb'll^-l}^

et, en revenant aux variables initiales u et r,ona

V V ^^b^a'^b'1^
Z^Z^^.^n^n . ,-^^^.nî^ , ,-̂ .l >

la sommation étant étendue à toutes les valeurs entières positives
et négatives de m et 72.

3. Ce résultat obtenu, nous allons étudier directement la somme
précédente donnée a priori; nous allons même y faire (JL === i , ce
qui n'empêchera pas la convergence. Prenons donc la série

77»=:-+-oo n =-4-oo
^n ^ ambn ( ^ ' " b 1 1 1

2^ ^Là{uambt•' -^-i)2 (^a'^^-t- i)2 ?

77?=:—00 7<=—ao

ou, en remplaçant u et v par /^ et ̂ , la série

V V a911!^ a1lnb':t
' 2à 2^ ( ua"1 b^ 4- i )2 ( va'11- b'^ -+- ï y2 *

Je dis quelle est convergente pour toute valeur de u et ^, à
F exception des valeurs réelles et négatives,

Considérons d'abord la série pour u === v == i. Nous avons

^ an^ b'1 a'"1 U^
^(Tï^T»7^ ( i - ^ a " ^ ' " ) 9 9

c'est une série à termes positifs, montrons qu'elle est conver-
gente.

Posons
a == (îa, h == e^. a' = e^\ b' == e^\

les a cl p étant réels.
Je considère le quotient

ex

(i-K^)2 '

cetic pxpression ne change pas quand on change x en —x\ on a
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donc, x étant positif,

ex __ e-3'
(l-h^)2 == (1-4-6-^)2 <<? 'r;

donc, pour x de signe quelconque, nous pouvons écrire

(T^y<e~{x^

\x\ désignant la valeur absolue dex. Nous aurons donc

a,rni)tt a'mbfn

_______ — — < ^ e-iwa+wBj-Iwa'-hwS'l •
(1+0^^)2 (i^a'^b'^y < • ' • t

mais, si .r et y désignent deux nombres positifs, on a

ç-x-y <^ e-v^-hy3.

Comme, d'autre part, pour .z* positif et suffisamment grand,

'-<;?
[i étant un entier positif quelconque, il en résulte que

e—x~y <- ——î——
(^-t-j^2)^

et, par suite, le terme général de notre série est moindre que

________î_______
[(wia-h /^p)2-^-(wa'-T-/l^ f)2j(JI• l

y. étant un entier positif quelconque. La série (a) est donc abso-
lument convergente pour u == î , v = î .

Donnons maintenant à («, v) une valeur quelconque, en suppo-
sant seulement que u et v ne prennent pas des valeurs réelles né-
gatives. Nous pouvons écrire le terme général de notre série sous
la forme

gm ^n a'm yn ^ j .4. gm^n^ï f 14- g'mf/n^î

( î -h a'11 b'1 y ( î -t- à'"1 b ' " y \ u 4- a"1 b ' 1 ) \ u -+- a'111 b ' 1 1 ) ï

. a,m Jjn

-,/lt A/tor le module du quotient———^-—représente le rapport des dis-

tances des points î et ^ au point —a" 1^^ c'est-à-dire à un point
situé sur la partie négative de l'axe réel. Ce rapport restera donc
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compris entre deux limites finies déterminées, il en sera de même

i '-+- a7'" b^ T^ . i , . / • \ i l
pour———;—,—• far suite, la série (2) sera absolument conver-r ^-t-a7^71 î v /

gente, sauf pour les valeurs indiquées de u et v. Posons mainte-
nant

/n==-t-oo /î=-+-ao
^ ^ ua'n b11 v.a'111^"'

/(M^)=^ ^ (i+ua^b^y ^-^v.a'mbflty9

///=—oo 71:=—oo

on aura évidemment

f(au, a'v)^f(bu, &'?)==/( u, v).

4. La série précédente permet d'en former une infinité d'autres
jouissant des mêmes propriétés.

Prenons, en effet, deux fonctions rationnelles R(^) e t R < ( ^ )
dont tous les pôles soient situés sur la partie négative de l'axe des
quantités réelles, et qui restent finies respectivement pour u === o,
u = oo et pour v === o, ^===00.

La série
W==+ao ft=-t-»

"̂̂ i "̂"i uci^ b^ v(ïfmb'n
F(«,.)=^ ^(a'^)W^) ̂ ^^^-^^

m==—ao n-^—oo

sera convergente comme la série/(^, v). En effet, le module de

ï{(ambtlu)

reste moindre qu\ine quantité déterminée, puisque a"1^1 u reste
sur la droite joignant Forigine au point u. Il en est de même du
second facteur R< (a^^b^v).

On a d'ailleurs évidemment

¥(au, a'v) = ¥(bu, b'v) = F( u, v)

5. Posons maintenant

u,=ex, v = e y , a == e9-, b === eP, a' == e^, b' = e^'.

Notre fonction f(u^ v) devient une fonction de .rety,

7n==-4-« /î==4-oo
^.^ ^^ ^•4-wOt-l-np ^y+wa'-4-np'

P^y)--^ ^ /( _,_ ^•+w%+/»p^2 (i ^_ ^y-t-wa'4-/ip')2*
mat—oo n=—cc



- 137 —
Cette expression admettra quatre couples de périodes, dont le

Tableau est évidemment

x

iTti
0

y.

P

y
0

27CI

a'

?'

(S)

Mais cette expression ne représente pas une fonction quadru-
plement périodique, se comportant pour toute valeur finie de x et
y comme une fonction rationnelle. Le fait, a priori, est impos-
sible, car une fonction quadruplement périodique de x et y, et
méromorphe pour toute valeur finie de ces variables, ne peut ad-
mettre le système (S) de périodes, où les a et [3 sont des quantités
réelles arbitraires.

D'ailleurs, en nous reportant au paragraphe précédent, nous
voyons que la fonction y(^, y) ne sera pas définie pour les valeurs
de x et y, rendant ex et eY réels et négatifs, c'est-à-dire en po-
sant

x = x' -4- i x " , y = y' -+- i y "

pour les valeurs de x et y correspondant

soit à a/' = (ik -+- I)TC, soit à y" = (ih-hi)r.,

h et k étant des entiers quelconques positifs ou négatifs.
Nous avons donc ainsi une expression y(.r,y), quadruplement

périodique, avec le tableau S de périodes, et avec des surfaces
de singularités essentielles qui empêchent le prolongement analy-
tique de Fexpression.

6. Revenons un moment aux variables u et v et au groupe con-
sidéré dans les paragraphes (2) et (3). De même que nous avons
formé des expressions restant invariables pour les substitutions de
ce groupe, nous pouvons pareillement, et en suivant toujours les
indications delà théorie générale, obtenir des expressions se re-
produisant à des facteurs constants près A et B.
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Formons, en effet, la série dont le terme général est

^-m^-n a^b^ a'^b1^
(i -t- a111 b'1 u^V- (i -+- a'"1 b''1 u^V- *

(A est un entier positif fixe ; m et n\ comme plus haut, varient de
— oo à + oo . Il est bien aisé de voir que cette série est conver-
gente si y. est choisi suffisamment grand; en effet, si nous faisons,
comme plus haut, u = y/— i et si nous remplaçons le troisième et
le quatrième facteur par leur limite supérieure, nous aurons, en
posant

A = ^-KO, B = e^^,

à considérer la série dont le terme général est

g—(J.jtwa-(-np(-Hwa'-t-/i|3'((—wP—wQ

et qui, quels que soient les signes de P et Q, est manifestement
convergente si l'entier positif (JL est pris suffisamment grand.

Si nous posons alors

n-=-»-ao /i;=H-ao

,c)=^ ^A-'»B-»
7n==-ao W==—oo

/i(u, (Q= y y A-^B-" MtxawlA^ v^a'^b'^
^ ^ (i+ a^^M^ji. ̂  -^a'mb'nv)ÎV-ï

on aura
/i(aM,a'p}= A/i(M,^),

A(bu,b'v)=îïf^u,v).

C'est une expression de seconde espèce. Si nous revenons alors
aux variables x et y, nous aurons des expressions de seconde es-
pèce quadruplement périodiques, et possédant les mêmes singu-
larités que plus haut.

7. Je reviens maintenante la fonctionç(;r,y) du n° 3, en chan-
geant seulement un peu les notations. Écrivons la série

M==-+-oo w==.+-ao

1 ( x V\ == V1 V e«(^+ t̂f)-h'3(.r-^M' ) e^r-^mtù)^'(y+nfû')

-» ^ [ 1 -+- e^'rmtû)+^y+nw)]î fi -^ e^wnw)^ (r+«0)'7|â 'W=—ao /î==—ao - I L i - J

(o, (x)', a, a', ? et jî' étant réels et a^-. ;3y/ différant de zéro. Il
est clair que celle expression ne diffère de celje que nous avons
considérée plus haut qu'en ce qu 'une substitution linéaire a été
effectuée sur les variables.
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Le tableau des périodes est pour l'expression précédente

x | y

(0 0

o a/
Gi G'i
îîi H'i

G, G', H et H' sont définies par les deux systèmes d'équations

a G -+- j3 G' = 27t a H + p IF == o
a ' G + P ' G ' = = o a 'H+^H^îTC

Les singularités essentielles correspondent, d'une part, à

a.yy-^-py==(2Â:-+-I)TC;
d'autre part, à

a^'r-+-j3yy==(2^-+-I)7:,

en posant toujours
x == x' -+- isf ^ y = y' •+- i y " ,

La fonction S [ x ^ y ) est donc périodique par rapport à x et par
rapport à y. Nous pouvons donc, pour x et y réels, la développer
en série trigonométrique; ce sont les coefficients de ce dévelop-
pement que nous allons chercher.

Avant de prendre le cas de deux variables, je traiterai le cas
d'une seule variable, c'est-à-dire d'une série doublement pério-
dique. Soit

TO==4-oo
^ ___ ̂  ^r+w(0^)~^(^^.,^

où nous supposerons o) réel. La fonction précédente est double-
ment périodique avec les deux périodes o) et STC/ ; développons-la,
pour x réel, en série trigonométrique. La fonction étant paire, nous
aurons

^^^cas^.

11 faut calculer les coefficients Ap. On aura

. 2 /'(x) Y e-r+wco 'i.pT.x ,
Ap=^.^ Zo.^™)^05—^^

Wl=—ac
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que l'on transforme de suite en

A- ̂ "(-r̂ ,.-"̂ "" U'̂ - ̂ d-

On peut calculer sans peine l'intégrale définie qui précède.

Posons ̂ p^- = a. Nous avons à calculer l'intégrale

r ex
I -,————r« cQsax dx\

Jo (*-^-^)2

or, en intégrant par parties, cette intégrale peut s'écrire

i y^sina^ ,s-^ ^^
mais

———^ == e'^ — e-^ -+- ... -^ (—i)/^-^-^1^^ ...

et, comme
/^oo
/ sinaa7.e-(/l+l^^= — — a -

./o (/i-n)2^^'
nous aurons

00 »=«»

y /————r^ cosaa?^= - -h ^ (—iV( —^——.
Jo (I-+-^)2 2 ^v / 7l2-+-a2«==1

Or on a l'identité

1 V (— i y1 a2 _ Tîai
i ^ a2 -h n2 ~ asinTtai'

par suite
f90 ^ -7 ^f ;^———^o cosaa7û?a?= —;———.:JQ (I-+-ea ')2 îsm^af

nous avons donc
A == 4^^p w^e^—e-^y

Le développement cherché est alors

^( \ 4i 4^ Y a^(x)== - -h — 7,—,——— cQ&ax,to tu jU c™ — e"'1101

p=i
où l'on a posé

ip TCCT == -'—.
(0
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8. Revenons maintenant à la fonction de deux variables ' ^ ( x ^ y )
pour la développer en série trigonométrique. La fonction satisfai-
sant à la relation

J(.y,r)=^(—.r,—y),

son développement sera évidemment de la forme

W A a^TC.r ^cfRy . 'ipr^x - . 'iq-KV
Zj 7, A?^ cos ——— cos —— -+- Bn a sin -t-— sin .-"—-.J—jU (JL) a) l • œ a)

Calculons d^abord A^y. On a
/ ,,(1) /»(x)'

A^ q == —? / / ^(.y,r) cos - i—— cos ^7cr dxdy,p'i ^ Jo Jo v to o, •7'

qui se transforme de suite en

4 /l+ao y4-00 e^-^y ea'.r+p-y ^^^ ?^^r , ,/'7 = ̂  J-. J-. (Tï^^^ (,+,a-^^cos -^r-co? -o- dxdyf

Posons

çl^où se tirent

en posant

a x -L- ? y = M,
a'a? -+- p'y = r,

,y = X M -1- y. v^

y == )/ u-\- }i! v\

x = = ^-a'p' ^ ap'-^^

- —^ /_ a
^ -a^—a'p ' !'•- ap'-a^'

on aura

^p,q ==——t——,—r- / / ,—————-,————- io^a(hu^-\}.v)ç.^b(\'u-\-[±'v)dudv.ww J^» J-~» (i-h e^)2 (i-h e^)'2 v » / \ ( / »

ou
ipv. , ïq'Ka == -t— , b == -^T- •

0) (0

Remplaçons maintenant

2 cos a ( X M -+- p. ̂  ) cos b(\' u -}- y.' v)
par

cos(aX + ̂ )/)a.cos(a;ji-+- 6{JL')P--sin(aX H- 6)/)M.sin(a(i 4- é^)^
+cos(aX — bV)u.cos(a[f.—b[i.')v— sin(rtX— bV)u.sin(a[i — by.')v.



La partie relative aux sinus disparaît dans l'intégration. 11 reste
une somme de deux intégrales doubles : chacune d'elles est un pro-
dait de deux intégrales simples rentrant dans le type correspon-
dant à une seule variable. Toute réduction faite, on aura

_ 8 / A B \' B' \
pl<7" œto^a^—a^) {e^—e-^ e» — e-» "t" e^' — e-^ e^—e-^')9

en posant

. ^ (py qy!\ 9.7cî / jop qv.\
A = a^ 7 - r a 7 ?(co~-a7-^ B = a?7^^ {^ 4- ̂

y- ^2 /^ .̂ ̂ \ B'- ——"T2—— ̂ ^ - ̂ ^.
ap'-a^ \ co + oi'/' a^-a 'pV ^ ~a7/

Le second coefficient. B^y s^oblient par un calcul tout semblable :
on a seulement entre parenthèses une différence au lieu d'une
somme. On trouve ainsi

_ 8 / A. B A' B' \
n^"" (oco^ap'—a'p) V eA—e-A e^—e-^ ̂  e^' — e-A' e^—e-^'/

Nous obtenons donc des séries trigonométriques dépendant de
deux variables complexes et présentant une grande analogie
avec les séries trigonométriques d'une variable que Uon ren-
contre dans la théorie des fonctions elliptiques. La forme des
coefficients, qui est fort simple, me paraît digne d'être remarquée.
Quanta la fonction S(x^ y ) et aux expressions analogues, il est très
vraisemblable qu'elles satisfont à des relations différentielles rap-
pelant de loin celles de la théorie des fonctions elliptiques ou
abéliennes, mais c'est une étude qui exige de longs calculs, et que
je n'ai pas encore achevée.


