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Egalités & deux degrés ('); par M. MicneL Frovov.

Le but unique de la Science, c’est I'honneur
de l'esprit humain, el, sous ce titre, une
question des nombres vaut autant qu’une
question du systéme du monde.

JacoBI & LEGENDRE.

1. Définitions. — Etant donnés deux ou plusieurs groupes
d’'un méme nombre de termes, tels qu’en prenant les termes de
chaque groupe non seulement au premier, mais aussi au second
degré, on obtient, dans les deux cas, des sommes égales pour
tous les groupes, nous dirons que ces groupes forment une éga-
lité a deux degrés.

Ainsi, lorsqu’il y a simultanément

MNa+a+...+a,=by+by+ ... +by=ci+ca+... +c,=...

ou
Sa=3Xb=%c=...
et

(2) at+ai+...+a;,=b}+b}+ ... +bi=cl+c}+...cl=...

ou

Sa2=Xb2=3c2=...,

on a une égalité a deux degrés que nous représenterons par la

(') Mémoire présenté a ’Académie des Sciences le 19 novembre 1888.



nolation abrégée

a.a,...a”lbll),...b,,.l_c,c,...c,,.l_...,
ou

SalEhZc....

Les égalités de cette espéce donnent lieu & des procédés parti-
culiers.
Examinons le cas le plus simple, celui ott I'on n’a que deux
groupes éganx,
aay...an A As .. A,

[l est évident que les différences des termes correspondants

A —a,=d,. Apy—as=d,, ceey Ay —a,=d,
doivent satisfaire aux équations
diy+das+ ... +dp,=2d=0

(et

L2(ardy+asdy+ ... +apdy)+di+di+...+d)=23ad+Zd*=o.

Ces équations expriment les conditions fondamentales de Ta
question.
Par exemple, étant données les égalités

1+16 +26+ 31 =6 1121+ 36 =74
ct
12 4 162 =262 + 312 = 62 - 112 +- 212 362 = 1894,

nous les exprimerons plus simplement
1, 16, 26, 3t L 6, 11, 21, 36.
En prenant les différences
6—1=+5, 11— 16 =—17, 21— 16 = —3, 36 —31 =+35,

on a
Sd=+5—5—-5+5=o0,
2Sad+d2=2]1x(+3)+ 16 (—35)+26 X (—5) + 31 x(+5)]
H(+32 (=3P + (=5 +(+5)=o0.

Les ¢galités a deux degrés possédent plusieurs propriélés que
nous exposerons dans les théorémes suivants.
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2. Tutorkme I. — On peut augmenter ou diminuer de la
méme quantité tous les termes d’une égalité.

Ce théoréme a lieu pour les égalités a plusieurs degrés consécu-
tifs. Soit

Sa=3A, Ia'=3A? Za’=3ZA? Sak = SAk

i ? ] ’

Il suffit de démontrer ce théoréme relativement a I'exposant
général 4.

En ajoutant une quantité quelconque % & tous les termes de la

derniére égalité, on aura

S(aexh)k =Xa*t+ khXak-1

KE—1) pasgrs - KE—0K=2) oo n s
2 2x3 ’
E(A = h) = SAk = kAT Ak
+ FE—1) oy pn—s 4 KE=1)(k—2) R3S AL .
2 2x3

Les seconds membres de ces deux égalités étant égaux, terme
terme, il en résulte

S(athy=2(Ah)k, Z(ath2=3(Axh), Z(ath)=I(Azh).

Donc on a
S(axh) LE(Axh),

ce qu’il fallait démootrer.
Par exemple, en ajoutant 3 a tous les termes de I'égalité

l’ 4, (‘)7 712, 3’ 5, 8’
on aura
§, 7,9, 1045, 6,8, 115

en retranchant 1 de tous les termes de cette derniére égalité, on
aura

3,6, 8, 9L'41 5, 7, 10.

3. Tartorkme lI. — On peut retrancher d’une méme quantité
tous les termes d’une égalité.

Ce théoréme, qui permet de remplacer tous les termes d’une
égalité par les termes complémentaires, se démontre tout aussi
aisément. En cffet, étant donnée Sa | XA, on aura, en retran-
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chant tous les termes d’une quantité p,

S(p—a)k =pk —kpt-1Za

PRy k(k—v)(k—2)
-_—p 22“’“’7[7 32a3...,
E(p——A)k—p’f—/{p’f‘le
]‘(k k(k—1) pr2EAz — ‘_—(k—l)(/‘ 2)Pk—32A3..‘.
23

1l en résulte
E(p—a)y=2(p—A¥, ZEZ(p—ap=3I(p—A)?, ZIZ(p—a)=L(p—A)
done

I(p—a)L(p—A).
Par exemple, en retranchant de 22 les termes de I’égalité
1, 3, 10, 20 L 2, 4, 7, 21,
on obtient
21, 19, 12, 2 } 20, 18, 15, 1.

4. Tutorime III. — On peut multiplier ou diviser par la
méme quantité tous les termes d’une égalité.’

Par exemple, en multipliant par 2 les termes de I’égalité

3, 15, 18 1.6, 9, 21,
on a

6, 30, 36 L 12, 18, 42;
en divisant cette derniére par 3, on obtient
2, 10, 12 L 4, 6, 14.

Ce théoréme se démontre comme les deux précédents. A I'aide
des trois théorémes que nous venons d’exposer, on peut déduire
d’une seule égalité beaucoup d’autres contenant le méme nombre
de termes.

5. Tutorime IV. — On peut faire I’addition de deux ou plu-
steurs égalités.

Ce théoréme, dont la vérité se voit immédiatement et qui per-
met de passer des égalités données a des égalités nouvelles conte-
nant un nombre de termes plus élevé, peut éire appliqué de
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différentes maniéres, soit enadditionnant séparémentles premiers
et les seconds groupes, soit en transposant les groupes de quelques
égalités.
Par exemple, on peut faire I’addition de deux égalités

I, 47 G) 71 2, 31 5, 8:
9, 13, 15 L 10, 11, 15
de deux maniéres et 'on obtient deux égalités de sept Ltermes
1, 4 6,7, 9,13, 1512, 3,5, 8, 10, 11, 15,

1, 4,6, 7, 10, 11, 15 2,3, 5,8, 9,13, 14.

6. Egalités semblables. — Nous dirons que les égalités ayant
le méme nombre de termes sont semblables, si les différences des
termes correspondants, dont nous avons parlé dans le § 1, sont
proportionnelies les unes aux autres.

Ainsi les deux égalités

ajayaz ... an L A1A2A3 e An
et '

b|b2b3 e I)n L B1B1B3 cee Bn
sont semblables si I'on a

Bl——I)|_B,—I)2_B3——bs_ Bn—bn

At—ai_Az—az—As—'aa——_'“ An—bn.

Par exemple, les égalités
i, 32, 36, LIQ, 16, 44 et 7, 35, 421 14, 21, 49
sont semblables, puisque ’on a

1f—7 21—35 49 — 42

12—4 16—32  44—36

On déduit de cette définition le théoréme suivant :
7. Tutorime V. — On peut additionner les termes correspon-
dants des égalités semblables.
Par exemple, en additionnant les termes des égalités semblables
i, 4,6, 7L2,3,3,8 e 1,8, 11,1413, 6,9, 16,

on a
2, 12, 17, 21 L 5, 9, 14, 24.
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Remarque. — En multipliant les termes d’une égalité par les

termes correspondants d’une autre qui lui est semblable, les
sommes des produits seront égales.

Par exemple, en appliquant cette opération aux deux égalités
1 4,6,7L2 3,5, 8 e 1,8 ar, 1513, 6,9, 16,
on aura
IX1I+H4XB8+H6X1T4+7X1§=2X3+3X6+5X9+Rxi16=197.
Cette propriété se démontre aisément.
8. Tutorime VI. — On peut ajouter aur termes des dewx

groupes d’une égalité une suite de quantités déterminées au-
tant de fois que lon voudra.

Soit
ajaza;...ap L A Az LA,
En ajoutant aux termes des deux groupcs les quantités r, r,
P3y « .+, Iy, ON aura
(@ay+1ry), (As=+1ry), ... (dp-—1Ty)
L(A1+7), (N1 (o) (Ny+ry.

Poar satisfaire aux conditions fondamentales exprimées par les
équations (I), on doit avoir

(Aj—ea))ry+=(Na—tx1rs -+ ..+ (N ——tyir,=X(\N—a1r =o,
ou, en reprenant la notation du § 1,
(I dyry-t-elyry =~ o oA dyr, =3dr = o.

Celte équation sert a déterminer les quantités additionnelles r.

Par cxemple, Pégalité

oy, 600, 3, 7

donne les diflférences

dy=9-—1= 1. tly =3 =5=--9, oly =

2 —6 = 1.

7
Donc on a
ry=2rs—r.

‘n posantr, = o, nous trouvons

ry —:."), rsy.
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Ainsi, on peut prendre une des suites additionnelles o, 1, o}
0,2, 4;0,3,6; .... En nous scrvant de la suitc 0, 1, 2 ct cn
I'ajoutant successivement, nous aurons

1,6, 882, 4,9, 1,7, o2, 5, 1, 1,8, 1242,6, 13; ....
L’égalité
1,3,8 4L 4,5, 15
(donne les différences

(ll=+l, (l-;::—?—-l. 11;32—3, 115=—l.
Donc
ry =3ry3—(r;+ry).

En faisaut r/y, = 0, on aura
r, = 3r3 — rs.

Ainsi I'on peut choisir entre les sunites o, 0,1, 3; o0, 1,1, 3;
0,1,2,3; «... En choisissant la suitc 0,0, 1, 3, nous obliendrons

1, 3, 9, 17 L2, 4, 6, 18; 1,3, 10, 201 2, 4, 7, 215

0. Premiére méthode de la formation des égalités. — On
prendra des nombres quelconques; on formera une identité enles
disposant dans deux ordres différents ; aprés avoir déterminé les
suites additionnelles, au moyen de I'équation (II), en les ajoutera
aux deux membres de I'identité jusqu’d ce que tous les termes
prennent des valcurs différentes.

Commencons par les égalités les plus simples, celles qui ne con-
tiennent que deux groupes de trois termes.

Dans ce cas, on peut composer I'identité d’aprés U'une des deux
formes

(n Mazay L aza a,
et
(‘).) (llﬂ!aalagﬂaal.

En posant ry = o, on lirera de Péquation (1), pour la premidre
forme,

a, —u

ry =
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et pour la seconde,

. ds — a3
Iy = ———— Iy,
a, —a

Prenons l'identité 1, 3,2 1 2, 1, 3 composée d’aprés la premiére
forme. La formule correspondante donne r3 = 2r,; donc on peut
se servir de la suite o, 1, 2, que nous avons déja employée dans

le §8,

1,3, 2. L9, 1,3
“ 0, 1,2 4+ 0, 1,
'1~i?4-!.‘)‘7 2, 5
+ 0, 1,2 +o0, 1,2
'73’61')'7377

Cest la premiére égalité obtenue par ce procédé qui soit com-
posée de nombres différents. En continuant ’addition, on obtient
successivement

1,6, 8L2,4,9, 1, 7,102, 5, 11; 1,8, 1212, 6,13;
Etant appliqué aux identités
3,5, 1 L5 1,3 et 4, 7, 1 L7, 1, 4,
ce procédé donne des égalités
1, 8, 9 L3, 4, 11 et 1, r, 12 L4, 5, 13,

semblables aux précédentes, et, par conséquent, on peut addition-
ner leurs termes correspondants.
En ajoutant aux identités

‘1 47313’ 17 4; [, 4’2l2’ I? 4;
1,6, 414, 1, 6; 1,6,3 L3, 1,6
respectivement les suites o, 1, 3; 0, 2, 3;0, 2,5 eto, 3, 5, on

trouve des égalités
i, 7, 1213, 4, 13; 1, 1o, it L2, 7,13;
1, 10, 15 L 4, 5, 16; 1, 12, 13 L3, 7, 1865

qui ne sont semblables ni aux précédentes, ni entre elles.
En passant aux égalités de quatre termes, prenons l'identité

1, 4,2,3L2 3,1, 4.

On peut lui appliquer les suites o, 0, 1, 1; 0, 1,1, 2; 0, 1, 2, 3;
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0, 1,3, 4; ... déterminées a 'aide de I'équation (II). En se ser-
vant de la premiére suite, on obtient
1, 4, 6, 7. L2, 3,5, 8; 1, 4,7,842, 3,6, 09;
L’identité de cinq termes ‘
1, 4,3,5,203,5,2,1, 4
produit, au moyen de la suite o, 0, 2, 3, 7, les égalités

1, 4, 9, 147A23131 5, 8, 10, 25;
1, 4§, 11, 17, 30 L 3, 5, 10, 13, 32;

10. Deuxieme méthode de la formation des égalités. — Nous
avons déja dit dans le n° 5 que ’on peut passer des égalités données
a des égalités nouvelles contenant un plus grand nombre de termes.
En se servant d’une seule égalité, on peut en déduire d’autres dont
le nombre est de deux ou de plusieurs fois plus élevé. Par exemple,
en prenant l'égalité de trois termes

1,5, 6L2,3,7

et en ajoulant & ses termes le nombre 7 égal au plus élevé des

termes, nous obtiendrons, en additionnant la nouvelle égalité

8, 12, 13 1 9, 10, 14,

et I'égalité primordiale de deux maniéres indiquées au n° 5, deux
égalités de six termes

l7 5’ 67 87 l2' l3l2’ 3’ 7’ 9’ IO, 14;
1, 5, 6,9, 10, 15 L 2,3, 7,8, 12, 13,

En augmentant de 14 les termes de l'égalité primordiale et en
ajoutant la nouvelle égalité

15, 19, 20 L 16, 17, 21

aux précédentes également de deux maniéres, nous obtiendrons
quatre égalités de neuf termes :

1, 5, 6, 8, 12, 13, 15, 19, 20 L 2, 3, 7, 9, 10, 1§, 16, 17, 21,
, 6, 8, 12, 13, 16, 17, 21t L 2, 3, 7, 9, 10, 14, 15, 19, 20,
, 6,9, 10, 14, 15, 19, 20 L 2, 3, 7, 8, 12, 13, 16, 17, 21,

? 67 91 l07 'i? IGY l7’ 21 121 31 7? 87 l27 |‘}7 l;) l97 20.

L

2]

L)

v Cr v v

L9



58

Litant données deux égalités
19, 62, 3, 7
de trois termes, et
Y, 4, 6, 7-L')‘7 37 5, 8

de quatre tcrmes, ecn augmentant de 8 les termes de la premidre,
ona

9, 13, 14 L 10, 11, 15,
ct en ajoutant celle-ci & la deuxiéme égalité de deux manicres,

.

nous obtiendrons deux ¢galités de sept termes :

1, 4,6, 7, 9,13, 1442, 3, 3, 8, 10, 11, 15,
1, 4, 6, 7, 10, 11, 15 L 2,3, 5,8, 9, 13, 1j.

I1 est facile de comprendre qu’en combinant entre elles une
¢galité de trois termes et une autre de quatre termes on peut
composer des égalités contenant autant de termes que 'on vou-
dra.

11. Répartition des nombres consécutifs en deux groupes
coaur.

Nous nous proposerons a présent de répartir en deux groupes
égaux tous les nombres consécutifs d’une progression arithmé-
lique, sans omettre ni répéter aucun de ces nombres.

La plus petite progression des nombres naturels qui peuvent
étre répartis en deux groupes ¢égaux est celle qui contient huit
nombres. Cette répartition est formulée par I'égalité suivante, quc
nous avons déja citée plus d’une fois,

1, 4, 6, 7 L2, 3, 5, 8.
En augmentant tous les termes de 8, nous aurons
9, 12, 14, 15 Lo, 11, 13, 16.

Si nous additionnons ces deux égalités de deux maniéres, nous
obtenons deux égalités représentant larépartition des 16 nombres
consécutifs en deux groupes égaux :

1, 4,6, 7, 9, 12, 04, 15 L2, 3,05, 8, 10, 11, 13, 106,

i
14, 6, 7, 10, 01, 13, 06 Lo, 3, 5, 8 9, 12, 14, 15.

En augmentant tous les termes de P'égalité primordiale encore de



.
8, nous aurons
17, 20, 22, 23 L 18, 19, 21, 24.
En ajoutant cette nouvelle égalité aux deux précédentes, aussi de

deux maniéres, nous aurons quatre égalités représentant la réparti-
tion des 24 nombres consécutifs en deux groupes égaux :

1, 4, 6, 7, 9, 12, 14, 15, 17. 20, 22, 23
L 2, 3,5, 8, 10, 11, 13, 16, 18, 19, 21, 2§:
1, 4, 6, 7, 9, 12, 14, 15, 18, 19, 21, 24
L 2, 3, 5,8, 10, 11, 13, 16, 17, 20, 22, 23:
1, 4, 7, 10, 11, 13, 16, 17, 20, 22, 23

4
1, 4,

6,

L 2,3, 5,8, 9, 12, 14, 15, 18, 19, 21, 2{;
6, 7, 1o, 11, 13, 16, 18, 19, 21, 24
51

4 2, 3, 8, 9, 12, 1f, 15, 17, 20, 29, 23.

7

En répétant le méme procédé, on peut répartir les 32 nombres
consécutifs de 8 maniéres, les 4o de 16 maniéres et en général
les 8 m nombres de 2(”~1) maniéres différentes.

Mais ce n’est pas tout, car on pourrait trouver encore bien
d’autres égalités, en transposant d’un groupe a un autre les groupes
inférieurs. Par exemple, dans la premiére des égalités de 12 termes,
on peut transposer les deux groupes de I'égalité

1, 12, 20 L 2, 10, 21
ct 'on aura une cinquiéme égalité

2, 4, 6, 7y 9y 10, 14, 13, 17, 21, 22, 23
L1, 3,5, 8, 1, 12, 13, 16, 18, 19, 20, 24.
On peut encore transposer dans la premiére ct la derniére dga-
lité les groupes
3, 1, 16 L 4, 9, 17

ct 'on aura cncore deux égalités

1, 3, 6, 7, 11, 12, 14, 13,

7
L 2, 4, 5,8, 9, 10, 13, 17, 18, 19, 21, 2f;

2, 3, 6, 7, 10, v, 14, 1, 07, 21, 22, 23
Xy od 5, 80 9, 12, 03, 07, a8, 1y, 20, 2.
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On peut également répartir en deux groupes égaux les 12 nom-
bres consécutifs, comme le montre I’égalité

1,3,7,8 9, 1t L2, 45,6, 10, 12.
En augmentant tous les termes de 12 :
13, 15, 19, 20, 21, 23 L 14, 16, 17, 18, 22, 24

et en additionnant ces égalités de deux maniéres, on obtient en-
core deux maniéres de répartir 24 nombres consécutifs en deux
groupes-égaux :
1, 3, 7, 8, 9, 11, 13, 15, 19, 20, 21, 23
L 2, 4, 5, 6, 10, 12, 14, 16, 17, 18, 22, 24;
1, 3, 7, 8, o9, 11, 14, 16, 17, 18, 22, 24
L 2,4, 5, 6,10, 12, 13, 15, 19, 20, 21, 23.

La répartition en deux groupes égaux de 20, 28, ..., 4 m nom-
bres conséculifs peat se faire en additionnant les groupes de
quatre, de six, de huit termes. Ainsi on peut répartir en deux
groupes égaux toute progression de 4 m nombres consécutifs.

12. Répartition des nombres consécutifs en plusieurs groupes
égaux.

Toute progression arithmétique peut étre divisée en n groupes
égaux, si le nombre de ses termes est égal au carré double du
nombre de groupes, c’est-a-dire si elle contient 2 n? termes. Ainsi,
I'on peut diviser en trois groupes égaux une progression con-
tenant 18 termes, en quatre groupes une progression contenant
32 termes, etc.

Voici la régle & suivre : il faut diviser la progression en n sec-
tions, ayant chacune 27 nombres consécutifs; puis réunir les
nombres de chaque section en n couples, dont le 1°° soit formé de
deux nombres du milieu, le 2¢ de deux nombres voisins des pré-
cédents et ainsi de suite. Pour’composer les groupes, on prendra
dans toutes les sections des couples différents.

Cette régle est basée sur des considérations suivantes :

Soient Q,, Q2, Qj, ..., Q. les sommes des carrés des deux
nombres du 1°F couple dans la 17, la 2°, ..., la ni*™e section; les



Du 2¢  couple....

»

»

v

sommes des carrés des nombres dans toutes les sections seront

3e »
4° »
50 »
n:n‘-ma »

Qi +4;
Qq + 12;
Qi + 24;
Q, + 4o;

Qs + 43
Qg + 12;
Q; + 24;

Q; + 4o;

Qo+ an(n—1; Qu-+an(n—;

.

Qn—+4

Q,+12
Qu+ 2%
Qu —+ fo

Qn—+2n(n—r).

Il en résulte qu’en prenant pour chaque groupe des couples dif-
férents dans toutes les sections, on obtiendra invariablement la

méme somme des carrés

Q+Q+ ... +Qu+o+4+124+24+ ... +2n(n—1).

Quant a I'égalité des sommes des premiéres puissances, elle est
évidente, vu que tous les couples donnent des sommes égales dans
chaque section. Par conséquent, tous les groupes seront égaux a

deux degrés.

Commencgons par la répartition de 18 nombres consécutifs en
trois groupes. Représentons les couples dans une Table a deux

entrées :

\wUPLEB.
. 1. 1I. IIL.
SECTIONN
3 2 1
1
4 5 6
9 8 7
2
10 I 12
. 15 14 13
3
16 17 18

XVIf.

et composons les groupes en prenant les couples d’aprés la forme,

6
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successivement dans la 1%, la 2° et la 3© section,

mr, M, 1
I, 1,
1, I, 1.

Il en résultera I'égalité
1, 6, 8, 11, 15, 16 L 2, 5, 9, 10, 13, 18 L 3, 4, 7, 12, 1§, 17.

En remplagant, d’aprés le théoréme II, tous les nombres par
leurs compléments : 1 par 18, 2 par 17, etc., et vice versa, nous
obtiendrons une seconde égalité

1, 6, 9, 10, 14, 17 L2, 5, 7, 12, 15, 16 L 3, 4, 8, 11, 13, 18.

En transposant, dans la premiére égalité, les deux groupes

égaux
4,12, 17 L 5, 10, 18,

ct dans la seconde les groupes égaux
5, 12, 16 L 6, 10, 17,

nous aurons encore deux égalités, aussi complémentaires 'une de

I'autre,
1, 6, 8, 11, 15, 16 L 2, 4, 9, 12, 13, 17 L 3, 5, 7, 10, 14, 18
1, 5, 9,12, 14, 16 4.2, 6, 7, 10, 15, 17 L 3, 4, 8, 11, 13, 18.

On peut décomposer une progression de 32 nombres consécutifs
cn quatre groupes, d’aprés 24 formes différentes qui, par la per-
mutation des rangées verticales, excepté la premiére, se réduisent
& quatre types :

1. 2.
v, 1, 1, 1| v, oI, 1, 1
I, I1v, I, I I, Iv, I, 11
nm, 1, v, 11 I, I, Hr, 1v
I, I, I, 1v I, Im, 1Iv, I

3. 4
Iv, Hr, 1, 1 v, I, 11, |
mr, 1, I, v inr, 1, v, 11
m, 1, 1v, Ul nm, 1Iv, I, I
I, v, I, 11 I, 1Im, ur, Iv

Pour n = 5, on a 56 types qui, par la permutation des rangées
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verticales, produisent 56 > 24 = 1344 formes. On voit qu'en
augmentant n le nombre des formes croit trés rapidement.

13. Egalité a trois degrés. — Nous nous bornerons i donner
quelques exemples d’égalités de cette espéce qui donnent des
sommes égales, en prenant les nombres aux 1°7, 2°et 3¢ degrés. Pour
les représenter nous adopterons une notation particuliére :

(1) T, 14, 22, 3> A2, 11, 25, 34.

Les sommes des premiéres puissances sont égales a~2,des secondes
d 1906, et des troisiémes & 56268

(2) 1, 10, 11, 13, 14, 23 A 3, 6, 9, 15, 18, 21,

dont les sommes respectives sont 52, 1116, 19470,
(3) 1, 12, 13, 21, 22, 33 A3, 7, 16, 18, 27, 31,

dont les sommes sont 102, 2328, 59772.
Rappelons queles transformations exposées dans les théorémes
I, 1V étant aussi applicables aux égalités de cette espéce, on
peut obtenir d’une égalité donnée beaucoup d’autres égalités.
Par exemple, en diminuant de 1 tous les termes de la deuxi¢me
égalité, on a
o0, g, 10, 12, 13, 2242, 5, 8, 14, 17, 20.
En multipliant par 2,
o, 18, 20, 24, 26, 4§24, 10, 16, 28, 3§, 4o.
En ajoutant 1 a tous les termes, on obtient
4 1, 19, 21, 25, 27, 45A5, 11, 17, 29, 33, 41.
En augmentant de 3 les termes de la deuxiéme égalité, on a
4,13, 14, 16, 17, 2616, 9, 12, 18, 21, 24,
et en lui ajoutant cette nouvelle égalité, on obtient
(5) 1, 10, 11, 12, 23, 24A3, 4, 15, 16, 17, 20.
Ajoutons cette derniére a la troisi¢me égalité et nous aurons unc
égalité de 8 termes :

(6) 1, 10, 12, 14, 18, 19, 23, 30A4, 7, 8, 15, 20, 21, 2{, 28.



