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Sur les courbes planes du siziéme degré & neuf points doubles ;
par M. Harpaen.

(Séance du 16 juin 1882) ().

1. Sil'on assigne & une courbe plane neuf points doubles don-
nés,on lui impose par la vingt-sept conditions. C’est précisément
le nombre des conditions nécessaires pour déterminer une courbe
du sixi¢me degré. Il semble donc qu’on puisse trouver une courbe
du sixiéme degré a neuf points doubles donnés. Il n’en est rien.
Par les neuf points passe, en effet, une courbe de troisiéme degré :
c’est cette courbe, comptant double, qui constitue I'unique solu-
tion, purement illusoire.

Néanmoins, il existe assurément des courbes propres du sixiéme
degré, aneuf et méme a dix points doubles. Pour de telles courbes,
les neuf points ne sont donc pas susceptibles d’étre pris arbi-
trairement. C’est la liaison entre ces points que je me propose
de rechercher ici. Je donnerai ensuite la solution de quelques
problémes se rattachant au méme sujet, et une généralisation
concernant les courbes de degré 3m, a neuf points raultiples
d’ordre m.

2. Soit C.== o I'équation d'une courbe du sixi¢éme degré, a neuf
points doubles. Soitaussi A = ol'équation d’une courbe du troi-
sieme degré, passant en ces mémes neuf points. Par I'équation

(*) A la fin d’'un Mémoire Sur les réseaux de coturbes planes (t. I de ce Bul-
letin, p. 129), M. Keehler a signal¢ ce sujet de recherches, mais en indiquant des
résultats tout 4 fait erronés. - o
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C+2XA2=0 se trouve représenté un faisceau de courbes du
sixi€éme degré, ayant encore les mémes points doubles. Donc newuf
points doubles d’une courbe du sixiéme degré sont les points
doubles d’une infinité de courbes du siziéme degré.

Ces points comptent, au moins, pour dix-huit intersections des
courbes G, A. Or ce nombre dix-huit est précisément le produit
des degrés 6 et 3. Par conséquent, la courbe A est unique,
sans quoi la courbe C serait décomposable. Ainsi, par les neuf
points doubles d’une courbe propre du sixiéme degré passe
une seule courbe du troisiéme degré.

3. Supposons les points de A représentés, a l'ordinaire, par
les arguments d’une fonction doublement périodique, un des
points d’inflexion ayant I'argument zéro. Soient uy, . .., u, les ar-
guments des neuf points. Ces points, comptés deux fois, constituent
Pintersection compléte de C et de A. Donc le double de la somme
iy 4. . +u, estune période. La somme elle-méme ne peut étre
une péribde; car alorsla courbe A ne serait pas unique. La somme
iy 4... 4wy estdonc une des trois demi-périodes. Telle est la°
relation entre les neuf points; on peut d’ailleurs lui faire revétir
diverses formes géométriques. Considérons le point de A dont
I'argument u/, est égal & 1y diminué de la demi-période : la somme
Uy ~+... + s + uy est une période; ceci conduit aux énoncés
sulvanls : '

Pour que neuf pointsa,, ..., as, ay, appartenant & une seule
courbe du troisieme degré A, soient les points doubles d’une
courbe propre du sixiéme degré, voict la condition nécessaire
et suffisante.

Choisisses huit de ces points ay, ..., as, et prenez le point
a, ot passent toutes les courbes du troisiéme degre, menées par
les huit premiers;

Les tangentes de la courbe A aux points a, et a, doivent se
rencontrer sur cette méme courbe A.

Ou bien encore : Par a, menes les quatre tangentes a A; les
quatre points de contact donnent liew & trais couples de cordes
conjuguées. Le point ay doit étre Uintersection de deux cordes
conjuguées.
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Voici maintenant une autre forme de la relation, ou les neuf
points figurent symétriquement :

Par les neuf points menes une courbe du quatriéme degré;
cette derniére rencontre A en trois autres points. Il existe une
conique touchant A en ces trois points.

Réciproquement : par les trois points de contact d’une coni-
que et d’une courbe du troisiéme degré A, menes une courbe
du quatriéme degré : les neuf points ot cette derniére ren-
contre, enoutre, A, peuvent étre pris pour les points doubles
d’une courbe du sixiéme degré.

Effectivement la somme des arguments des neuf points et celle
des arguments des trois points font ensemble une période; si
P'une d’elles est une demi-période, il en est de méme pour
Pautre.

4. Je vais maintenant résoudre ce probléme : Trouver le lieu
du neuwviéme point quand les huit autres sont donnés.

Quelques mots auparavant sur un autre lieu géométrique
beaucoup plus simple : a chaque courbe A d'un faisceau du
troisi¢me degré on méne la tangente en I'un des pivots, et I'on
prend le point de rencontre z de cette tangente avec A. Le lieu de
ce point z est, comme on le verra aisément, une courbe du qua-
tritme degré, ayant pour point triple le point dont il s’agit, et
passant en chacun des huit autres.

Jarrive au probléme proposé. Pour le résoudre, j'emploie le
premier énoncé du n® 3. Les points ay, ..., as étant donnés, j’en-
visage le faisceau du troisi¢me degré que ces points déterminent, et
le neuviéme pivot a,. A chaque courbe A du faisceau, je méne la
tangente en a),, rencontrant la courbe en z; par z je méne une
nouvelle tangente a A. Le point de contact de cette tangente est
un point du lieu. On aura donc 'équation du lieu en éliminant le
paramétre du faisceau entre 'équation de A et celle de la premiére
polaire de z.

Désignons par a? et o2 les symboles des premiers membres des
équations de A et de sa hessienne. Employons la lettre y pour
les coordonnés du point «). Le point 5 est donné, comme on sait,
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par les deux équations
aja;=o0, aja;=o,

en sorte que ses coordonnées sont proportionnelles aux trois dé-
terminanls

2 .
ajal(asas), ajay(asa), ayaj(aizs).
L’équation de sa polaire est donc
ajal(aba)bi=o.

Le premier membre est du cinquiéme degré par rapport aux
coefficients de @}, dusecond degré par rapportaux coordonnées z.
L’élimination du paramétre entre cette équation et celle de A
donne donc une équation du degré 17. On voit de plus que le lieu
ainsi représenté a pour point sextuple le pivot a; et pour point
quintuple chacun des autres pivots. Mais il est manifeste que ce
lieu se décompose en deux parties, dont 'une est le lieu de s,
comptant double. Donc :

Etant donnés huit points doubles d’une courbe du siziéme
degré, qui doit avoir un neuviéme point double, le licu de ce
dernier est une courbe du neuviéme degré, sur laquelle chacun
des huit points donnés est triple.

Sur chaque cubique A du faisceau se trouvent trois points du
lieu. Quand cette cubique a un point double, deux de ces trois
points s’y réunissent. Donc :

Le lieu passe en chacun des douse points doubles des cubi-
ques du faisceau déterminé par les huit points.

Dans le cas particulier ou les pivots sont les points d’inflexion
des cubiques, le point @, est un point sextactique situé sur 1’axe
harmonique correspondant au point a;. Ainsi : Quand les huit
points sont les points d’inflexion d’une courbe du troisiéme
degré, le lieu se réduit & une ligne droite.

5. Une courbe C, du sixiéme degré, ayant neuf points dou-
bles, et A étant la cubique qui passe en ces neuf points, on
a les mémes points doubles pour toute courbe du faisceau
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C + AA%= 0. Dans ce faisceau se trouvent comprises des cour-
bes ayant un point double de plus. Ainsi le lieu précédent est
ausst celui du neuvieme et du dixiéme point double des
courbes unicursales du sixiéme degré ayant huit points dou-
bles donnés.

Dans le faisceau C + AA2 = o combien y a-t-il de courbes
ayant un dixiéme point double? Pour résoudre cette question, con-
sidérons le lieu (¢) du point de contact de la tangente menée a
chaque courbe du faisceau par un point arbitraire ¢. L’existence
de la courbe double A? réduit de trois unités la seconde caracté-
ristique du faisceau ; elle est ainsi égale a7, et la courbe(c) est du
huitiéme degré. Cette courbe (¢) passe en chaque pivot du faisceau;
elle s’y compose de deux branches dont 'une a pour tangente la
droite qui passe en c¢; P'autre tangente, au contraire, est indép . .-
dante de c; c’est la conjuguée harmonique de la tangente de A par
rapport aux deux tangentes de C. Deux courbes analogues (c),
(¢'), relatives a deux points différents ¢, ¢/, ont ainsi cinq inter-
sections réunies en chacun des pivots. Elles ont, en outre, en
commun les sept points de contact des courbes du faisceau avec la
droite cc’; les autres points, au nombre de 82 — 9.5 — 7 = 12 sont
les points doubles supplémentaires des courbes du faisceau. Ainsi,
parmi les courbes du sixiéme degré ayant les mémes neuf points
doubles, ily en a douze qui ont un diziéme point double.

6. Je me propose de former effectivement I’équation générale
des courbes du sixiéme degré a neuf points doubles. Je me servirai,
a cet effet, de la derniére proposition énoncée au n°® 3. Je prendrai
une cubique A triplement tangente & une conique donnée, et je
supposerai les neuf points déterminés par l'intersection de la
cubique avec une courbe B, du quatriéme degré, passant aux
trois points de contact de A et de la conique. Le triangle de ces
trois points sera le triangle de référence.

Représentant par C = o la courbe cherchée, j'envisage la ligne
composée z,z2x3 C. Elle a pour points doubles tous les points
d’intersection de A et de B. On aura donc une identité de cette

forme
Z1x03C = 2aB2 — 3AB + v A2

dans laquelle 2, 3, v sont des polyndmes avec les degrés respectifs
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1, 2, 3. Le probléme consiste donc uniquement i déterminer
trois pareils polyndmes, de telle sorte que le second membre soit
divisible par z,, z,, 5. Comme la solution n’offre ainsi aucune
difficalté, je donnerai seulement le résultat.

Prenons A sous cette forme

A = o0, 2} (23 + 23) + 023 (23 + 1) + 32} (21 + Z3) + ATy Tyx3,
de telle sorte que la cubique soit triplement tangente 4 la conique
Xy Ty 4 Ta &3 —+ Ty = 0.
Le polynéme du 4° degré B a pour forme générale
B =2y23P + z32,Q +z123 R,

P, Q, R étant du 2° degré. Jécrirai ces polyndémes sous la forme
usuelle

P = Py12} + Pya2 + P33 23 + 2Pax1 22 + 2Pos a3 + 2 P31 2324,

et ainsi des deux autres.

Voici maintenant quels sont les polyndémes «, 3, v. En raison
de la symétrie des notations, je peux abréger et n’écrire qu'un
seul terme de chaque type; les autres termes se déduisent par la
permutation des indices 1, 2, 3, accompagnée de la permutation
correspondante des lettres P, Q, R.

a4 = ATy + A L3 + A3 T3,

2 Ros
ﬁz(Q“-{—R“)x§+<2P23+Q;—332+——%-—3>xgz'3 L S

R Rsa P 33 Poe
Y:)\$lx2$3+9“—-“1'%+(2——22_23+m X33 4.
ay ag a3
Les trois polynémes sont entiérement déterminés, sauf le seul
terme arbitraire Az, z;z; dans y; d’ou résulte, comme il convient,
que I'équation cherchée renferme le terme arbitraire AA2.

7. Voici maintenant un cas particulier ot le calcul peut étre
fait tout autrement, et dans lequel s’offre une circonstance inté-
ressante. Suivant la remarque faite dans une autre occasion ('),

(') Voir Bulletin de la Socie€té matheématique, t. 1X, p. 105.
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les vingt-sept points sextactiques d’'une cubique se partagent en
trois groupes de neuf points : un méme groupe comprend les
points de contact de la cubique avec une courbe de troisiéme classe;
la somme des arguments de ces neuf points est une demi-périade.
Ils peuvent donc étre pris pour les points doubles d’une courbe G.
Les neuf points dont il s’agit se déduisent de l'un d’eux
Zy=xy=p, £3=1 par le changement de x, et xy en wux, ct
©w?Z,, @ étant racine cubique de l'unité, et par la permutation
des indices. Il en résulte que la courbe G reste inaltérée par ccs
changements, et que son équation est comprise dans la forme

C=aZz{+2b3z}2d +3czizio} +6dryzax; 22 =o.

Il suffit de déterminer les coefficients de telle sorte que cette
courbe ait le point double z, =z, =1p, ;3 =1; elle aura, en
méme temps, les huit autres. Cette détermination conduit au
résultat suivant, ou A est arbitraire :

a=3(1+ \)pt,

b=—3p(p*+1),

c=A2p8+ 6p3+ 1)+ 3(28%+1),
d=—Xp(p3+1).

La circonstance suivante fait l'intérét de cet exemple. Les
courbes du faisceau, douées d’un dixiéme point double, dégé-
nérent chacune en I'ensemble de trois coniques. On obtient un de
ces groupes en supposant A =—1, et I'on a alors

C = (2] —p@2m3) (] — p2321) (¥3 — pZ172).

Les trois autres groupes se déduisent de celui-la par le change-
ment du triangle d’inflexions. 1l suffit, a cet effet, d’accentuer les
lettres z, p et de faire ‘successivement les substitutions suivantes,
o désignant toujours une racine cubique de I'unité :

/ U U
Xy =3+ T+ wiTy, Ty =T3+ 0T+ 0Ty, T3 = T3+ T+ Ty,

I n "

Ty = 0z + T2+ 23, Z'y = Ty + WT3+ T3, Ly = T+ 29+ 03,
" " " .
1 = WX+ T2+ &35 Zy = o1+ W2Ty+ T3 Z3 = T+ Ty+ W23

’
p=1—p

pF—1—uw?p,

p"=1— wp.
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Dans chaque groupe, les trois coniques se coupent deux a deux
en irois points, les neuf points donnés étant laissés de cété. Ces
trois points sont les sommets d’un triangle d'inflexions. Les
douze points doubles appartenant, d’aprésle n°® 5, aux courbes
du faisceau sont ainsi les sommets des quatre triangles d’in-
flexions.

Ces faits s’expliquent trés facilement. Chacun des neuf points
considérés a pour argument celui d’un point d’inflexion, augmenté
d’une demi-période %, laméme pour tous. Soient 1, 2, 3 les points
d’inflexion situés sur un des cOtés d’un des triangles; 4, 5, 6 sur
un autre c6té du méme triangle, et 7, 8, g sur le troisiéme
coté. La somme des arguments des points correspondant a 1, 2, 3,
4, 5, 6, est une période; ces points sont donc sur une conique.
De méme les points qui correspondent 2 4,5, 6,7, 8, 9 sont sur
une conique, et a 7, 8,9, 1, 2, 3 sur une troisiéme conique. Ainsi
est composé le groupe de trois coniques correspondant a un
triangle d’inflexions.

8. Pour généraliser les résultats qui précédent, envisageons une
courbe C,,, de degré 3m, avec neuf points multiples d’ordre m.
Une pareille courbe peut exister; son genre sera égal a I'unité,
car on a

Bm—1)3m—2) m(m—1) _
2 2

I.

En outre, si I'on donne les neuf points, on impose ainsi des

m(m—+1)

conditions au nombre de g » juste égal a celui des arbi-

traires qu’admet une courbe de degré 3 m. Cependant si les points
sont quelconques, la courbe n’existe pas. La solution illusoire
consiste en une cubique A, comptant m fois.

‘Pour les mémes raisons qu’au n° 2, on voit que les neuf points
multiples d’ordre m d’une courbe de degré 3m sont les points
multiples, de ce méme ordre, d’une infinité de pareilles courbes.
Il n’y passe qu'une seule courbe du troisiéme degré.

Sur la cubique A, passant en ces neuf points, la somme des
arguments, répétée m fois, fait une période. La somme est donc
elle-méme la pi*m® partie d’une période, w étant un diviseur de m.
Mais, si w differe de m, les courbes C,, de degré 3, ayant ces
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points pour multiples d’ordre p, forment un faisceau, et la
courbe C,, dégénére en I'ensemble de %z courbes C,. Donc la liai-

son entre les points consiste en ce que la somme de leurs argu-
ments soit proprement la mi¢™e partie d'une période.

9. Huit de ces points ay, ..., s étant donnés, sil'on prend une
cubique A du faisceau qu’ils déterminent, on obtient sur cette
cubique autant de points a,°qu’il y a de solutions au probléme de
la division propre des périodes par le nombre m. Soit m décom-
posé en facteurs premiers

m=pqfri...,

le nombre des solutions est cette fonction arithmétique

Y(m)= m?<1~-[}2> (1-— #) <1__ ;‘5)

Tel est l¢ nombre des points mobiles ou une cubique du faisceau
rencontre le lieni du point a,. 1l est d’ailleurs visible que ce lieu ne
passe pas au neuviéme pivot a,, I'argument de a,y devant différer
de celui de @ par une fraction de période.

Soit 6 I'ordre de multiplicité de chacun des huit pivots sur le
lieu de @y. Ces huit points donnent, dans la somme des arguments
des intersections de ce lieu et d'une cubique A, I'élément
8(1ty 4-...~usg). Soit ¢ 'argument de )y ; et soient aussi hy, ha,...,
les mi¢mes parties des périodes. La somme A, 4 ho—+... est une
période. Donc les divers points a, situés sur A apportent & la
somme des arguments 1'élément § (m )¢, ou — $(m)(u, +...4us).
La somme totale devant faire une période, on a § = ¢(m).

D’autre part, si d est le degré du lieu, on aura 3d — 88 = {(m).
Donc d =34¢(m). Ainsi :

Etant donnés huit poz'nts‘ multiples d’ordre m d’une courbe
de degré 3m, qui doit avoir un neuviéme point multiple
d’ordre m, le lieu de ce neuvieme point est une courbe du degré
3¢ (m), sur laquelle chacun des huit points est multiple d’ordre
$(m).

Pour une cubique unicursale A, la division des périodes, au lieu
d’avoir trait aux fonctions elliptiques, se rapporte aux fonctions
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circulaires. Le nombre des solutions est alors cette autre fonction

arithmétique
e(m)= m(l—;—)><1—— -;—)(n— ;)

Les autres solutions se réunissent au point double. Par consé-
quent : en chacun des dousze points doubles des cubiques du
Jaisceau déterminé par les huit points le liew précédent a,
avec la cubique, des intersections réunies aw nombre de
$(m) — 2 (m).

Une étude plus approfondie serait sans doute nécessaire pour
examiner, dans chaque cas, la nature de ces points sur ce lieu.
Par exemple, pour m = 3, on a Y(m) — ¢(m)=6. Eu égard aux
autres points singuliers, c’en est assez pour conclure qu’en chacun
des douze points la courbe a deux branches tangentes aux deux
branches de la cubique.

10. Dans le faisceau C,,+ AA™=— o0 se trouvent des courbes
ayant, en outre, un point double. Leur nombre se trouve par une
analyse semblable a celle du n° 5. La seconde caractéristique est
réduite de 3(m —1) unités par Dexistence de la courbe multiple
Am, Elle est ainsi

v=23m—1)—3(m—1)=3m-+1.

Le lieu (¢) des points ot les courbes du faisceau sont touchées
par les tangentes issues d’un point ¢ est ainsi de degré 3m —+ 2.
En chaque pivot, il a une tangente passant en ¢, et (m —1) tan-
gentes indépendantes de c. Deux pareilles courbes (¢), (¢'), ont,
de la sorte, en chaque pivot, des intersections réunies au nombre
de m®*+ m—1. Le nombre des points doubles est, par consé-

quent
(3m+ 22— (3m—+1)—g(m2-+ m —1) =12.

Ainsi, parmi les courbes de degré 3m, ayant les mémes neuf
points multiples d’ordre m, il y en a douze qui ont, en outre,
un point double. Cet énoncé singulier s’applique aussi, comme
on voit, au cas m =1.

11. Le lieu du neuviéme point, dont le degré est 3¢(m), se
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simplifie notablement quand les huit points donnés sont les points
d’inflexion d’une cubique. On a déja vu, au n° 8, qu'il se réduit &
une ligne droite pour m = 2. Pour m = 3, il cesse manifestement
d’exister; les courbes G, n’existent pas non plus. Pour les autres
cas, la simplification se trouve aisément au moyen des résultats
~ que j’ai démontrés dans un Mémoire sur les courbes du troi-

sieme degré (Mathematische Annalen, t. XV, p. 3-5), et voici
le résultat :

Si les huit points sont les points d’inflexion d’une cubique,
le degré du liew du neuviéeme point se réduit a +4(m), au lieu
de 34(m); ce lieu ne passe plus en aucun des points donnés.
En outre, st m est divisible par 3, le lieu se décompose en
huit courbes distinctes.

Par exemple, pour m = g, le lieu se compose de huit cubiques
équianharmoniques dont chacune est inscrite et circonscrite a la
fois a trois des triangles d'inflexions (loc. cit., p. 362); pour
m =6, il se compose de huit droites; pour m = 4, d’une courbe
du quatri¢me degré.



