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LA VARIÉTÉ DES ÉQUATIONS SURSTABLES

PAR GUY WALLET (*)

RÉSUMÉ. — On se propose de donner une description géométrique de l'ensemble des équa-
tions différentielles d'ordre 1 singulièrement perturbées dans le champ complexe qui admettent
des solutions surstables, c'est-à-dire des solutions possédant un développement asymptotique
en puissance du petit paramètre e dont les coefficients sont des fonctions analytiques sur un
même ouvert de C indépendant de e. Cette description met en évidence une sorte de structure
de variété dans une limite inductive d'espaces de Banach dont les éléments sont des séries
formelles à coefficients holomorphes.

ABSTRACT. — THE MANIFOLD 0F OVERSTABLE EQUATIONS. — Our purpose is to give a
géométrie description of thé set of singularly perturbed differential équations of order 1 in thé
complex domain which hâve overstable solutions, that is to say solutions with an asymptotic
expansion in power of thé small parameter e whose coefficients are analytic functions ail defined
on thé same open set of C. This description shows a kind of manifold structure in some inductive
limite of Banach spaces whose éléments are formai power séries with holomorphic coefficients.

1. Introduction

Le cadre le plus simple dans lequel on peut définir la notion de solution
surstable [4], [6], [16] est celui d'une équation différentielle singulièrement
perturbée (Sp) dans le champ complexe de la forme

(1) ec^=F^u^)

où dans un premier temps, F désigne une fonction analytique à valeurs
dans C et définie sur un voisinage d'un point (^Q,UQ,O) dans C3, de sorte que
Ffô)^o,0)=0.

(*) Texte reçu le 26 juillet 1999, accepté le 16 novembre 1999.
G. WALLET, Université de La Rochelle, Pôle Sciences et Technologies, Laboratoire de
Mathématiques, avenue M. Crépeau, 17042 La Rochelle CEDEX (France).
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Mots clés : perturbation singulière, point tournant, développement asymptotique, Gevrey, solu-
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Classification mathématique par matières : 34 C, 34 D, 34 E, 40.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/2000/497/$ 5.00
© Société mathématique de France



498 G. WALLET

On suppose que l'ensemble analytique

/ :={(^n)eC2 ; F(^,0)=0}

(appelé 1' ensemble lent de (^p)) contient une courbe lisse C (appelée une courbe
lente de (£p)) qui est le graphe d'une fonction analytique (RQ définie au voisinage
de ^o telle que ^o(Ço) = ^o- La fonction (po est donc une solution de Inéquation
réduite (£^)

(2) 0=F($,n,0)

obtenue à partir de (£p) en faisant ^ = 0. Cette dernière équation a changé de
nature : ce n'est plus une équation différentielle mais une équation implicite.
C'est pour cela que l'on parle de perturbation singulière.

De manière informelle, une solution surstable de (£p) est une solution (p
de (£p) qui approxime la solution ipQ de l'équation réduite (<^) sur un voisinage
de ^o dans C indépendant de e.

Plus précisément, une solution surstable de Inéquation (£p) subordonnée à la
courbe lente C est une famille analytique ((^) de fonctions telle que :

• il existe un voisinage V de ^o dans C indépendant de e sur lequel chaque
(ps est définie et analytique ;

• pour tout e et pour tout ç G V, on a eà^s/^(Ç) == F(^, ̂ e(0, s) ;
• lorsque e tend vers 0, la famille de fonctions (^pe) converge vers y?o uni-

formément sur les compacts de V.
Pour l'instant, rien n'est dit sur la manière dont e tend vers 0.
Pour mener à bien l'étude, il est nécessaire de faire une hypothèse générique

sur la nature de la singularité (^o? ^o) de l'ensemble C. On suppose que le germe
en ^o de la fonction holomorphe ^ ^-> 9/9uF(^ y?o(0?0) est non nul. Quitte à
restreindre le voisinage V de $o? ou peut supposer que cette fonction est de la
forme ^ i—^ (£, — Ço)p x(0 avec p G N et ^ une fonction holomorphe sans zéros
dans V. On dit que p est V indice de fugacité [16] des solutions surstables de (£p)
subordonnées à C.

Lorsque l'indice de fugacité p est non nul, le point ^o est ce que l'on appelle un
point tournant et il n'existe pas en général de solutions surstables subordonnées
à C. Dans ces conditions, il faut «rajouter des paramètres» à la fonction F
afin de les faire apparaître. De manière plus précise, on remplace FÇ^u^e) par
F(^u,a,e) où a est un paramètre multidimensionnel appartenant à C^. Sous
une hypothèse supplémentaire de transversalité ad hoc^ on peut prouver [3], [5],
[15] l'existence de solutions surstables pour l'équation différentielle plus générale

9u
e-^ =F(^u,a(e),e)
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LA VARIÉTÉ DES ÉQUATIONS SURSTABLES 499

dans laquelle a(e) désigne une fonction analytique convenable définie sur un sec-
teur ouvert de C de sommet 0, à valeurs dans Cp et admettant un développement
asymptotique Gevrey d'ordre 1 lorsque e tend vers 0. De plus, on montre que
les solutions surstables que l'on obtient dans ce cas admettent elles-même un
développement asymptotique Gevrey d'ordre 1.

Ces résultats montrent que le problème initial était mal posé. En effet, pour
que le phénomène souhaité se présente, d'une part il faut supposer que la
fonction F appartient à un espace de fonctions Gevrey, d'autre part, il faut
pouvoir se déplacer dans cet espace pour choisir F convenablement.

Le but du présent travail est de changer de point de vue par rapport à
l'approche «à paramètres», en donnant, dans des espaces fonctionnels adaptés,
une description de l'ensemble des fonctions F pour lesquelles le phénomène de
surstabilité se présente. Autrement dit, on se propose de remplacer une famille de
fonctions hp paramètres par l'espace de «toutes» les fonctions. Ainsi, on espère
donner une explication géométrique globale à l'hypothèse de transversalité et
au nombre p des paramètres invoquées ci-dessus en mettant en évidence une
structure de sous-variété différentiable de classe C1 trans verse à un sous-espace
de dimension p sur une algèbre de séries formelles Gevrey.

Les méthodes utilisées sont celles de l'asymptotique exacte [l], [8], [9], [11], [14],
l'attention principale étant portée aux séries formelles Gevrey naturellement
associées au problème. Plus précisément, les «bons espaces» s'avèrent être des
espaces de séries formelles à coefficients holomorphes à croissance Gevrey, véri-
tables intermédiaires entre les espaces de séries formelles « pures » et les espaces
de fonctions analytiques. Cette étude doit beaucoup aux travaux précédents [6],
[12], [13] avec la systématisation qui y est faite de l'outil des normes de Nagumo
pour un contrôle Gevrey adapté aux problèmes de perturbation singulière.

Afin de bien dégager les idées générales des développements techniques, on
a choisi de rester dans le cadre simple d'une équation différentielle scalaire et
de l'ordre Gevrey 1. En suivant le point de vue développé dans [6], il est clair
qu'une étude analogue pourrait être menée dans le cas plus général d'un système
différentiel avec un ordre Gevrey arbitraire.

Dans le paragraphe suivant, on donne une définition précise de diverses pro-
priétés dites de surstabilité. Malheureusement, il n'est pas possible d'énoncer
rapidement les résultats principaux relatifs à l'ensemble des équations sursta-
bles; ce sont les théorèmes 2 et 3 du sous-paragraphe 7.1. En effet, la formu-
lation de ces derniers nécessite d'utiliser plusieurs familles d'espaces de Banach
dont l'introduction et l'étude est menée sur plusieurs paragraphes. D'ailleurs, ce
travail peut aussi être conçu comme une investigation des propriétés, dans ces
espaces, de certains opérateurs naturellement associés à une équation différen-
tielle singulièrement perturbées.
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500 G. WALLET

2. Solutions et équations surstables
Etant donné un ouvert U de C, on note 0(U) l'ensemble des fonctions

analytiques de U dans C et, pour tout m G N, C[^]^ désigne l'ensemble des
polynômes à coefficients dans C de degré strictement inférieur à m. Tous les
secteurs considérés dans cet article sont ouverts, ont pour sommet 0 et sont des
sous-ensemble de C. On se donne :

• un voisinage ouvert UQ d'un point (^o, ^o) dans C2, un secteur SQ et l'ouvert
Wo = UQ x So de C3 ;

• un voisinage ouvert Vo de ^o dans C et une fonction (po ç 0(Vb) telle que
^o(^o) = UQ et que (^ <^o(0) € UQ pour tout (, <E VQ ;

• une fonction \ définie, holomorphe et sans zéro sur un voisinage de 0 dans C ;
• un nombre p G N.
On désigne par courbe lente le graphe C de la fonction (po.
On considère l'ensemble .4(Wch ^o? X^p) des fonctions analytiques F : WQ —> C

telles que :
• F admet un développement asymptotique ^^>o Fn ̂ n ^ ^(^o)[[^]] Qm es^

Gevrey d'ordre 1 lorsque £ tend vers 0 ; cela signifie que pour tout secteur 6' tel
que^ S (s 5o, il existe des constantes réelles positives A et B de sorte que, pour
tout N e N* et pour tout (^, n, e) e UQ x S

N-l
F^u^)-^Fn^u)en <ABNN\\e\N^

71=0

• pour tout ^ e Vo, on a Fo(^ ^o(O) = 0;
. pour tout ^ e Vo, on a QfQuF^ ^o(O) = ̂  - W X^ - ̂ o).
À tout F e A(Wo,(pQ,"^,p), on associe l'équation différentielle (8p) de la

forme (1).

DÉFINITION 1. — Soit F ç A(Wo; ̂ OîX îP) - Etant donnée une direction 0 du
secteur »S'o, une solution C-surstable dans la direction 0 de l'équation (8p) est
une fonction analytique ^ : V x SQ —>• C où V est un voisinage ouvert de ^o
dans VQ, SQ est un sous-secteur de SQ contenant la direction 0 de sorte que

• pour tout ($,e) G Y x 5^, le point (e?^(^5)) appartient à UQ ;
• (p est solution de (Sp) ;

• y? admet un développement asymptotique (po 4- ̂ n>lïl;nen ^ ^(^)[KI] au

sens de Poincaré'^ cela signifie que pour tout secteur S tel que S (<= SQ et pour

^ La notation S (£ SQ signifie que le secteur S est contenu dans SQ et que, dans le cercle
des directions de C, l'ouverture de 6' est un arc ouvert simplement connexe et relativement
compact dans l'arc ouvert des directions de *S'o.
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LA VARIÉTÉ DES ÉQUATIONS SURSTABLES 501

tout N ç N*, il existe une constante réelle positive C de sorte que^ pour tout
(^,^) G V x S^ on ait

N-l

^(^)-^o(O-^n(O^ <CeN.
n=l

S'il existe des solutions C-surstables de l'équation (<^p) dans toute direction 0
du secteur 5o, on dit que F est une équation C-surstable.

Le lecteur averti peut remarquer une différence avec la définition usuelle de la
surstabilité : on a remplacé la condition habituelle de convergence par une pro-
priété d'existence de développement asymptotique. Cela est sans importance car
il est connu que ces deux conditions sont équivalentes [6]. La formulation choi-
sie ici présente l'avantage de mettre immédiatement en évidence le type d'objet
qui est important dans ce texte, à savoir les développements asymptotiques des
solutions vus comme des solutions formelles de la même équation. Cela amène à
poser la définition suivante.

DÉFINITION 2. — Etant donné F e A(Wo,^po,\,p), on dit qu'une série
formelle

V>=E^£"€C{^}[[£]]

n>0

est une solution C-formelle de (<^r) lorsque
• ^o = ^po ;
• '0 est une solution formelle de (^p), c'est-à-dire

e^=^F^^)en.
^ n>0

On peut se douter qu'il y a un lien très fort entre le problème de l'existence
de solutions C-surstables et celui de l'existence de solutions C-formelles.

On se donne F ç A(Wo^o^\^p). Pour étudier l'existence des solutions C-
formelles et des solutions C-surstables de (^p), il est naturel d'effectuer les
changements de variables x = ̂  — ^o et y = u — (^o(0 qui transforment (^o^o)
en (0,0) et la courbe lente C en la droite y = 0 de C2. On obtient ainsi une
nouvelle équation

(3) £^= F(^ + x, (^otô) + x) + y , e ) -£^o + x)

qui, compte tenu des hypothèses faites sur F^ est de la forme (<f^) suivante

(4) e^ =x^{x)y^^x^y,e)

où <f) est une fonction analytique définie sur un domaine de C3 de la forme U\ x SQ
telle que :
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502 G. WALLET

• U\ est un voisinage ouvert de 0 dans C2 qui est l'image de UQ par
Pisomorphisme analytique (^, u) \—^ (^ — ÇQ,U — ^o(O) ;

• (j) admet un développement asymptotique EnX)^^ Gevrey d'ordre 1
lorsque e tend vers 0 (même définition que pour F) ;

• les fonctions analytiques x >— (po(x,0) et x i—^ ^-<^o(^,0) sont nulles au
voisinage de 0.

Enfin, on note V-y le voisinage ouvert de 0 dans C tel que ^o + Vi =VQ-

A travers le changement de variable précédent, une solution C-formelle est
une série formelle / = £n>i fn^ (sans terme en e°) dont les coefficients sont
des fonctions holomorphes fn définies au voisinage de 0 dans C, telle que

^/=^xW+0(^/^).

En fait, on va montrer qu'il existe de manière unique des séries formelles
f= En^i/n^ ^ ^(Vi)M et g = En^n^ ê ^Mp[M] (autrement
dit, les fn sont des fonctions analytiques sur V\ et les gn sont des polynômes de
degré inférieur ou égale à p — 1) telles que

W e-^f=xPx(x)f+^f,e)+g.

Pour cela, on remarque que tout h € ^(^i)[[^]] s'écrit de manière unique

h=xp\(x)f+g

avec / e ^0(Vi)[[£]] et g C eC[x}p[[£}}. On note

g=W\ /=7Zp(/i),

ce qui fait que le changement d'inconnue h = xp')^(x)f + g transforme l'équa-
tion (5) en une équation au point fixe dans ^(Vi)[[e]]

r\

(6) h =e^K^h) - ̂ ,7^(/i),^).

Les opérateurs Tp et Tïp ainsi que l'analogue formel de (6) vont jouer un rôle
fondamental dans toute la suite de cette étude. Pour l'instant, on se contente de
vérifier le lemme suivant.

LEMME 1. — L'équation (6) admet une unique solution dans £C{x}[[e]} et de
plus^ cette solution appartient à £0{V^)[[£}}.

TOME 128 — 2000 — ?4



LA VARIÉTÉ DES ÉQUATIONS SURSTABLES 503

Preuve du lemme. — II est possible de montrer directement qu'une récur-
rence donne de manière unique les coefficients d'une solution formelle de cette
équation. Cependant, pour préparer le lecteur aux techniques exposées dans les
paragraphes précédents, il est préférable d'introduire une problématique de point
fixe d'opérateur.

Pour tout h ç £0(V^)[[e}}, on pose

F(h) - ̂ ^pW - <^,7^(/i),e)

et on vérifie en combinant le développement asymptotique par rapport à e et
le développement de Taylor par rapport à la variable y que F{h) ç £0(^i)[[^]].
De plus, pour tout (h,h) ç £0(Vi)[[£]]2, on a

^+^-^)=^7Zp(/i)4-^(/î)^^,^W,^)^^

Puisque Tip{h) et 7^p(/i) appartiennent à eO(V\ )[[s]], on obtient en tenant compte
des propriétés de (f)^ les égalités suivantes

r\ r\

F(h^h) -y (h) == £^np(h)+np(h)-^-(f)o(x,np(h)) mod (eUpÇh))

9 ^ ^ Q2 ^
= e—np{h) +np(h)np(h)^—(/)o(x,Q) mod (^(/î)),

ce qui prouve que l'opérateur F est une contraction formelle au sens suivant

V(^,/i) ç eO(V^[[e\\, ^{h^h) = ̂ (h) mod (^^(/i),^(/i)).

Il en découle que F possède au plus un point fixe dans ^0(Vi)[K|]. On considère
alors la suite itérative (/n) dans ^0(Vi)[H] définie par

/° = 0, /n+l = J-^) pour tout n e N.

On vérifie que /n+l == /n [mod(6n)] pour tout n ç N, ce qui fait que cette suite
converge formellement dans ^0(Vi)[[^]] et que sa limite est un point fixe de F.

Cette construction d'un point fixe de F peut être menée dans l'espace
£C{a;}[[^]], ce qui prouve que la solution trouvée est aussi unique dans ce
dernier. \\

Revenant à l'équation initiale, on a démontré le résultat suivant.
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504 G. WALLET

PROPOSITION 1. — Étant donné F ç A(WQ, (po ,^,p), il existe de manière
unique des séries formelles

f=Vo+'Efn£neC^}[[£]} et g=^gn£n&£C[çU[£}}
n^l n^l

telles que

(7) e^=F(^f^)+g

et de plus, f ç 0(Vo)[[£]].

En reprenant les notations de cette proposition, la correspondance F i—^ g
définit une application

JC:A(Wo^^x.P)-^^[^p[[e}}

de sorte que, pour tout F e A(Wo,(po,%,p), l'équation (8p) admet une solution
C-formelle si et seulement si ÎC{F) = 0.

Dans la suite de ce travail, on se propose de montrer que l'application /C
se factorise dans des espaces de séries Gevrey qui sont des limites inductives
d'espaces de Banach. De cette manière on obtient que la condition !C(F) = 0 est
aussi une caractérisation de la (3-surstabilité. De plus on montre que /C acquiert
des propriétés de régularité qui permettent de donner une sorte de description
géométrique de l'ensemble des équations C-surstables.

3. Les algèbres de Banach Ep et Fp
L'objet de ce paragraphe est de mettre en place une famille d'espaces

de Banach dont les éléments appartiennent à 0(D(0, -R))[[^]] et sont Gevrey
d'ordre 1, espaces dans lesquels seront recherchées les éventuelles solutions
formelles surstables pour des équations du type (4). Cela pose le problème
de mesurer la taille des coefficients fn pour une série formelle Y^n>i fn^ e

0(D(0, -R))[[^]]. L'idée qui vient immédiatement à l'esprit est d'utiliser Ta «norme
sup» sur D(0,R)

| |^||W=sup{|/^)|; x ç D ( ^ R ) } ^

mais cette dernière ne permet pas de manipuler agréablement les opérateurs
/ i—^ eQ/Qxf et / i-̂  (/ — f(ff))/x qui interviennent de manière fondamentale
dans le problème étudié. Comme cela a été fait dans [6], [12], [13], il est préférable
d'utiliser une famille dénombrable de normes bien adaptée aux problèmes de
perturbations singulières : ce sont les normes de Nagumo.
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LA VARIÉTÉ DES ÉQUATIONS SURSTABLES 505

Pour introduire ces dernières, on fixe une fois pour toute des nombres réels r
et R tels que 0 < r < R. On a aussi besoin, pour définir un opérateur important
pour la suite, de se donner une fonction

X'^D(^R)-^C

qui est holomorphe, sans zéro, bornée et telle que la fonction 1/\ soit aussi
bornée sur D(0,R).

3.1. Les normes de Nagumo.
On introduit sur le disque ouvert D(0,R) du plan complexe C une «fonction

distance au bord modifiée » définie par

(R - \x\)/(R -r) si r < \x\ < R,
1 si \x < r.

d(x)=

Afin d'éviter certains problèmes techniques, on a modifié par le facteur l/{R—r)
la fonction proposée dans [6].

On associe à cette fonction d la famille (Nn)nçN des «normes de Nagumo»
définie pour toute fonction holomorphe h : D(0, R) —> C et pour tout n G N par

Nn(h) = sup{\h(x)\ ' dW ; xçD(0,R)}.

On remarque que NQ est égale à la «norme» usuelle || ||̂  de la convergence
uniforme sur D(0,R).

Les normes de Nagumo possèdent des propriétés intéressantes dont voici
les plus immédiates (dans l'énoncé desquelles h et g désignent des fonctions
holomorphes sur D(0,J?), a un nombre complexe et x un élément quelconque
deD(0,J%)) :

AW^IN^ \h(x)\ <N^(h)d(x)

Nn(h + g) < Nn(h) + 7v^), Nn(ah) = \a\ • ̂ (/i),

Nn+mÇhg) < Nn(h) N^(g)

avec quelques exceptions évidentes :
• a = 0 et Nn{h) = +00 pour la quatrième propriété;
• {h, Nm(g)) = (0, +00) ou (g, Nn(h)) = (0, +00) pour la cinquième propriété.
La propriété fondamentale des normes de Nagumo, sans équivalent pour la

norme || ||̂  de la convergence uniforme, est relative à la dérivation des fonctions
holomorphes. En effet, s'il est possible, pour la norme de la convergence uniforme,
de majorer la norme d'une dérivée h' en fonction de la norme de fa, cela se fait
à la condition de diminuer le domaine de h ' . La famille des normes de Nagumo
est conçue de manière à éliminer cette contrainte de restriction des domaines.
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506 G. WALLET

LEMME 2. — Pour tout n ç N et pour toute fonction holomorphe h sur D(0^ R),
si Nn(h) est fini, alors il en est de même pour Nn^(h) et

Nn+i(h') $ e(n±^- Nn(h).
-n — r

Preuve du lemme. — L'analogue de cette formule est démontré dans [6], [12].
Puisque la fonction d(x) a été légèrement modifiée, on en redonne ici la preuve
complète. Pour x e P(0, R) et rj e ]0, R — \x\[, la formule de Cauchy donne

htW=- f P ,̂
27H Ja+D{x^) (^ - X)2

ce qui fournit la majoration

l ï / / \ 1 ^ ^n^1^) ( j / \\~n

\h \x)\ < ——— sup (d(z)) .
r] zCOD(x,rj)

On vérifie sans peine que, pour tout ( z ^ x ) € D(0^ R)^ on a

\d(z)-d(x)\<.^,

d'où il vient que d(z) ^ d(x) — r ] / { R — r) pour tout z e 9D(x,R). Finalement,
on a

|^)|^n(/)^)-^)~".

Sur l'intervalle ]0, R— |.r|[, la fonction rj ^—> 1/rj (d(x) — r j / ( R — r))^ admet pour
minimum

^ n+1 f-t 1 \~n ( ^ f \\-n-l

^'^R-r^-^Tî) ̂  •

Comme (1 - l/(n + l))"^ == (1 + l/n)7' <: e, on obtient

|/^)| ̂ (^t^^w^))-71-1. D
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LA VARIÉTÉ DES ÉQUATIONS SURSTABLES 507

3.2. Les espaces Ep et F p .

DÉFINITION 3. — Etant donné un nombre réel p > 0 indépendant de R, on
note Ep l'ensemble des séries formelles f == Sn>o în^ ^ ̂ {x}^]} dont chaque
coefficient fn est une fonction holomorphe sur le disque ouvert P(0, R} (le même
pour tout n) de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

• Nn{fn) est fini pour chaque n > 0 ;
^n

• la série ^^Nn(fn)—, est convergente.
n>o n'

L^ ensemble Ep est un espace vectoriel sur C que l'on peut munir d'une norme
II \\p en posant, pour chaque f = Y,^>Q fnë71 e Ep,

+00

imi^E^^^r
n=0 n'

Ces conditions d'appartenance à Ep constituent une propriété de type Gevrey
pour les séries formelles considérées. Si l'on tient à introduire une terminologie,
on pourrait dire que Ep est l'espace des séries formelles qui sont Nagumo-Gevrey
d'ordre 1 et de type 1 / p sur D(0,R).

PROPOSITION 2. — Muni de la norme \\ ||p, l'ensemble Ep est un espace de
Banach.

Preuve de la proposition. — Soit (/^pçN une suite de Cauchy dans Ep avec
les notations /p = SnX)./^' Il découle de la définition de la norme [| [|p
que, pour chaque n e N, la suite de fonctions holomorphes (f^)pç^ converge
uniformément sur les compacts de P(0, R) vers une fonction fn définie et holo-
morphe sur J9(0, R). De plus, la suite de fonctions continues g? : x ̂  /^(a;)^)"
converge uniformément sur D(0, R) vers une fonction continue g qui est néces-
sairement de la forme g : x ^—> fnÇx^dÇx)71.

On considère la série formelle / = J^n^o fn^ ^ ^^MM] et on se propose de
montrer que / appartient à Ep et que linîp^+oo ||/ - ff^p = 0.

Etant donné un nombre réel e > 0 arbitraire, il existe un nombre 7V e N tel
que, pour chaque p > N et q > N

+00 ^

^ sup {\f^x)(d(x)r - fW{d(x)r ) p
< 6.

n^\x\<R / ^ (

Pour chaque nombre A; e N, on obtient

k

E SU? {^(xWWr-f^xWx))^)^ <6.
n^o\x\<R n\
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Fixant p > N et faisant tendre q vers +00, il vient

k

^ sup (\Ux)(d(x)r - f^x)(d(x)r\) p-, < e.
n^M<^ n!

Puisque ceci est vrai pour tout k e N, on obtient

+00

^ sup (\f^x){d(x)r - fww)^^ <e.
^ol^l^ n'

II en découle que
+°° n

Y, Nn(fn)^^ «H, +6< +00,
n\

n=0

c'est-à-dire que la série formelle / appartient à Ep.
De plus, on a aussi obtenu que, pour chaque e > 0, il existe N e N tel que,

pour tout p > N , on ait ||/ - f^p < e. Q

Etant donnés deux éléments / = ̂ >o fn^ et g = ]^>o^71 de Ep, on
peut constituer leur produit en tant que série formelle :

•^^(E ^)£"•
n>0 fc+^=n

PROPOSITION 3. — Pour tout f et g dans Ep, la série produit f • g appartient
aussi à Ep et \\f . g\\p ^ \f\\p . \\g\\p.

En d^autres termes, (Ep, || ||p) est une algèbre de Banach.

Preuve de la proposition. — Elle découle de

Nn( Y, fk9e) < ̂  Nn(fk9^ < ̂  Nk(fkWge)
k-\-£==n fc+^=n fc+^=n

et de la propriété 1/n ! < 1/k ! ^! pour k + ^ = n. []

COROLLAIRE 1. — Si f est dans Ep et si g est une fonction holomorphe bornée
sur D(0, R), alors le produit f • g appartient à Ep et \\f • g\\p < \\f\\p • ||̂ ||̂ .

On considère maintenant l'ensemble Fp des / == ^^>o fn^ ^ Ep dont le
terme /o est nul. Il est clair que Fp est un sous-espace fermé et une sous-algèbre
de Ep. Muni de la norme || ||p, l'espace Fp est donc lui-même une algèbre de
Banach.
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II est clair que pour 0 < // < p, on a les inclusions continues

E p C E p ^ et F p C F p ^ .

L'ensemble E = \J ^Ep pourrait être appelé l'espace des séries formelles
Nagumo-Gevrey d'ordre 1 sur D(O^R).

3.3. Quelques endomorphismes continus de Ep et Fp.
Tout endomorphisme C de l'espace (9(Z)(0, R)) des fonctions holomorphes sur

D(0, R) se prolonge aux espaces Ep et Fp en posant

c(^fnen)=^C(fn)e^
n>0 n>0

ce dernier étant a priori un élément de (9(D(0, -R))[[s]]. Les résultats qui suivent
sont énoncés pour Ep mais ils valent aussi sur l'espace Fp.

C'est le cas de l'opérateur de dérivation d/da; sur 0(D(0,R)) qui induit
l'opérateur de dérivation Q / Q x sur Ep et Fp défini par

-^-fv f E^ - v d/n c"a, [Z^f^ )- i . ^E •
n>0 n^O

PROPOSITION 4. — Pour tout f ç Ep^ la série formelle e9/9xf appartient
à Ep et on a

î̂ iî
Autrement dit, l'opérateur / i—^ e9/9xf est un endomorphisme continu de Ep

dont la norme est inférieure ou égale à e p / ( R — r) (oùe désigne le nombre réel
dont le logarithme népérien vaut 1).

Preuve de la proposition. — C'est une conséquence directe de la propriété
fondamentale des normes de Nagumo énoncé dans le lemme 2. En effet, de ce
lemme, on déduit

r\ -l-oo yi-1-1

11^1< T^-r EC14-1)^")^ = ̂  Il/Il" D

On considère maintenant l'opérateur de décalage S qui, à une fonction
holomorphe h définie sur un voisinage 0 de 0 dans C, fait correspondre la fonction
holomorphe Sh sur 0 telle que, pour tout x ç 0,

h(x) =h(0)+xSh(x).
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Cet opérateur se prolonge à Ep en posant, pour / = ̂ ^>i fn^

Sf-^Sf^.
n>l

PROPOSITION 5. — Pour tout f e Ep, la série formelle Sf appartient à Ep et
on a ||5/||, <2/r \\f\\p.

Autrement dit, l'opérateur S est un endomorphisme continu de Ep dont la
norme est inférieure ou égale à 2/r. Ce résultat découle de la propriété analogue
suivante des normes de Nagumo [6].

LEMME 3. — Pour tout n ç N et pour toute fonction holomorphe h sur -D(0, R),
si Nn(h) est fini, alors il en est de même pour Nn(Sh) et Nn(Sh) <^ 2/r Nn(h).

Preuve du lemme. — Soit x e D(0,R).
• Si r <, \x\ < R, on a

1^)[ ^ î )i ̂ i <, mr^w+^w ^ 2^^^
x r r

car d(0) = 1 et d{x) <_ 1.

• Si au contraire |a:| ^ r, on a

\Sh(x)\ < sup \Sh(u)\ < ^N^h)
\u\=r r

d'après le cas précédent, ce qui donne le résultat car d(x) =1. []

Pour tout nombre p e N, l'application de l'opérateur y sur 0(D{0,R))
consiste à soustraire le polynôme de Taylor d'ordre p — 1 en 0 puis à diviser le
résultat de la soustraction par xrp.

P~1 h{k)(r\\
V/i e 0(P(0,J?)), V^ ç D(0,J?), h(x) = V — w ^ +^^(/,)(a;).

k=o k'

Soit 7p l'application qui, à une fonction holomorphe h définie sur un voisinage
de 0 dans C, fait correspondre son polynôme de Taylor d'ordre p — 1 en 0, c'est-
à-dire

w-'-E^-
k=0 K -

Cette application se prolonge à Ep en un opérateur encore noté 7p.
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PROPOSITION 6. — L'opérateur Tp est un endomorphisme continu de Ep.

Preuve de la proposition. — Cela découle de la décomposition Tp = id — xpSP

et de l'inégalité

||^(/)||^< ̂ (| îmip. D
Nous avons aussi besoin de l'opérateur Kp = I / ^ S P où \ désigne la fonction

holomorphe précisée au début du paragraphe 3. Le résultat qui suit est immédiat.

PROPOSITION 7. — Pour tout f e Ep, la série formelle Upf appartient à Ep
et on a

/ 2 \PII 1 W
IITVIl,̂ ) ||^ H/ll,.

On rappelle que ||1/^||W désigne la norme de la convergence uniforme de la
fonction \j\ sur le disque D(0,R).

4. Un opérateur de substitution dans Fp
On fixe une fois pour toute un nombre réel R' strictement positif indépendant

de r, R et p.
On considère maintenant une série formelle

^=^^(x,y)ençC{x,y}[[e}}.p n [ x , y ) £ " ç(C{x,
n>0

Étant donné / = Z^i/n^)^1 6 Fp, on peut constituer la série formelle
(/)(f) e C{a;}[[^]] obtenue en substituant / à l'indéterminée y dans l'expression
de <j)

W=Y,^n(x,f)£n.^n^î .
n>0

Afin de s'interroger sur l'appartenance éventuelle de 0(/) à Fp, on considère
les conditions suivantes susceptibles d'être satisfaites par (f) :

(Hi) les coefficients (f)n sont des fonctions analytiques bornées

^n:D(0,R)xD(0,Rf)——C,
(x,y) i—>(f)n(x,y)

(R et R' étant déjà fixés sont donc indépendants de n ) ;

(H2) la série (j) est Gevrey au sens où ̂ ^ ll^nll^'^ Pn/n\ < +00 (expres-
sion dans laquelle || H^'^) désigne la norme de la convergence uniforme sur
D(0,R)xD(0,Rf))^

(Hs) la fonction x i-̂  0o(^,0) est nulle.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



512 G. WALLET

PROPOSITION 8. — Sous les hypothèses (Hi) et (Hs), pour tout f e Fp tel que
II f\\p < R'', la série formelle (f)(f) appartient à Ep et

Df +00 .n

^I^^T^S"^"""^'

Si de plus la condition (Ha) est satisfaite, la série formelle (j){f) appartient à Fp
et

~Dl I f I I "rOO y^D/ I -/'II "rOO y^
||^fn|| < ( u { } p ll^.ll^^^ i N^11^ ||(^JR/) p-^ll^^llp - ^/_ nj-ii ^ ^/ ll^0!! + 2 ^ 1 1 ^ 1 1 ^ ,J -\U(f}\\ < ( u { } p ii^.ii^^^ i N^ll^ nW^) p-ll^^llp - ^/_ 1 1 ^ 1 1 ^ ^/ ll^0!! +Z^IIM ^

Preuve de la proposition 8. — Pour chaque n € N, la fonction (/)n est la somme
d'une série convergente

+00

E<\/{x,y) ç D{0,R) x D{Q,R'), (t>n(x,y) =^(f)^k(x)yk,
A;=0

où chaque (/)n k est analytique sur D(0, R). D'après la formule de Cauchy,

iî ,<«), ̂ p.
En utilisant les propriétés de la norme || \\p il vient

n^^iip < n^iipdi/iip)' = n^n^di/iip)' < iî iî î̂ )') / nj 1 1 ^ ̂py ^ ll^nll ( —^- ) •

On en déduit que chaque ^n.kf1^ appartient à Ep. De plus, pour ||/||p < R ' ,
la série de terme général Uk = ̂ n.kf1^ converge dans Ep et

R ' ) RtE |̂| ^ii^n^^
fc=C

Du fait que, pour tout N G N, le coefficient de e1^ dans la série formelle
<M/) = Y.k^Q^kf1^ provient de la somme partielle I^o^^' on a

Y^=Q ̂  = ̂ (J), d'où il découle que (f)n(f) appartient à Ep et que

;,̂ ) Rt

'P- """" ^ -H,ll^œil^ii^n^^-T-
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On obtient que

iî i ̂ -n'"''A ̂
ce qui montre que la série de terme général ^nÇf)^ converge dans Ep et
sa somme est égale à la série formelle (f)(f) = EnX)^/)571- cette dernière
appartient donc à Fp et ~

_ Df +°° n
\U(f)\\ < ————— \^\U nW^)^.\\^J)\\p- ^_y^Z^Wn\\ ^

Si la fonction x \-^ ^o(^°) est nulle, alors la série formelle (j){f) admet 0
comme terme en e°, et donc elle appartient à Fp. De plus, dans ce cas on a
^oÇf) = Z^>i ^O,A; / k d'où la majoration

IIW)!!^^!!^^—^——. D
ri \\J\\P

D'après la proposition précédente et sous les hypothèses (H^), i = 1,2,3,
l'opérateur 0 est une application à valeurs dans Fp et définie sur la boule ouverte
B^(0,J?') de centre 0 et de rayon R' de l'espace de Banach Fp. On s'interroge
maintenant sur l'éventuelle différentiabilité de (/).

Pour cela, on fait l'hypothèse supplémentaire suivante :

(HH) les séries dérivées 9<j)/Qy et ëP'^jQy1 sont Gevrey au même sens que (/),
c'est-à-dire sont telles que

^ II Q^ \W) p- ^ Q^ ||W^) ̂/_. r̂ "" —,<+00 et y ——\\ —<+00.
^0" ^ " n! ^0 ^2 II n}

Remarquons que, conséquence des inégalités de Cauchy, (H4) est satisfaite si (f)
est Gevrey sur un domaine un peu plus grand, c'est-à-dire s'il existe R" > R'
tel que chaque (f)n soit analytique bornée sur D(0,R) x DÇO.R") et vérifie

+00

^11^11(^")-<+^.
n n-n=0
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PROPOSITION 9. — Sous les hypothèses (H^) i == 1,2,3,4, l'application (f) est
différentiable de classe C1 sur la boule Bp^ÇO^K) de l'espace de Banach Fp et,
pour tout f dans Bp^.W), la différentielle de (f) en f est l'application linéaire

DW(f):g^^(f)g.

Preuve de la proposition 9. — Soit / appartenant à la boule Bp (0, K) de
l'espace F p . La formule de Taylor donne, pour tout g ç Fp

- ~ 8^ r 1 Ffi
W + g) - W) = -Qy W) g + g2] (i -1) -^ W + tg) dt.

D'après la proposition précédente, 9/9y(f){f) appartient à l'espace Ep. Puisque
ce dernier est une algèbre de Banach, l'application linéaire g \—^ 9/9y(f)(f) g est
continue de Fp dans Fp et sa norme est inférieure ou égale à \\9/9y(j)(f)\\p.

Pour montrer que (f) est différentiable en /, il reste à vérifier que

i gT
(l-t)——(f>(f+tg)dt

^y p
est borné lorsque g —f 0 dans Fp.

De l'écriture en série formelle 9<2(j)/9y2 = Y^^>o ̂ n ̂ n où ̂  = <92 (pn / 9 y 2 , on
déduit que

/ ^-t)9-^f+tg)àt=Y^({\\-t)^{f+tg)àt\en.
Jo oy n^^o 7

Comme précédemment, on a un développement en série convergente

+00

VQc, y} 6 D(0, R) x D(0, R'), ^(x, y) = ̂  ̂ ,k(x}y\
fe=0

où chaque -^n,k est analytique sur -D(0,-R) et borné par H-i/'nll^''"'^ / ' R ^ ' • Pour
tout x € -D(0, R) on a le développement

f (Ï-t)^n(x,f+tg)dt=^^,k(x) f (l-t^f+tgfdt.
Jo k>o Jo

/•l ri

(Ï-t)^n(x,f+tg)dt=Y"^,k(x) \
'Q k>o Jo

TOME 128 — 2000 — ?4



LA VARIÉTÉ DES ÉQUATIONS SURSTABLES 515

Puisque [| ̂ (l - t)(f + ̂ d^p < (||/|[p + \\g\\,)\ on obtient que

^ ll^-t)(î+tg}kàt ^ ||̂ ||(^)(J!̂ —M£)^
Jo ^ \ '̂ /

ce qui prouve que la série de terme général Vk = ^n,k {^(^—^{f^-tg^dt converge
dans Ep pour |[^[|p assez petit et que sa somme est égale à J^ (1 — t)^n(f + tg) ̂ t
avec la majoration

| f'\l-t)^(f+tg)dt\\ ^ \ \ ^ ( ^ ' ) I ¥

• Jo " P H ~ J \\p -11/ l lp - Hffll^
Finalement, on voit que la série de terme général {L (1 — t)^n{f + tg}àt)en

converge dans Ep et que sa somme est égale à J^ (1 — t)92/()y2 (f){f -\- tg)dt avec
la majoration

r'-^^- '̂ii^.^rag^ii'"^-
II est maintenant démontré que (/> est différentiable en /, de différentielle égale
bg^ 9/9y(l)(f)g.

Pour montrer que (f) est de classe (71, on s^intéresse maintenant à

\\D(ï(f + h} - IW)||^

lorsque h est assez petit dans Fp. Puisque

(DW(f + h) - D(^)(/)) • g = (-^-<f>(f + h) - ^W))a,
9y Qy

on a
\\DW+h) - DW)\\ ^ H^-^+fa) - ô^/)

"P- \\9y Qy

Comme 9/9y<f>(f + h) - 9'/9y(f)(f) = h f^ Q^'fOy2^ + th)dt, il suffit, pour
vérifier que D((f>) est continue en /, de montrer que [| Jp1 ()2/9y2<^(/ + th)dt\\p
est défini et borné lorsque h —* 0 dans F p . Cela s'obtient par un calcul analogue
au précédent qui donne la majoration

92

[ W^^^^B^
R' +00 ,, a2̂̂ ||Wa')p»

^/2"^ n=0
n!
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5. Un théorème de point fixe dans Fp
Comme dans le paragraphe précédent, on se donne une série formelle

ct>=^^ençC{x^}[[e]}
n>0

dont les coefficients sont des fonctions analytiques (pn définies et bornées sur
D(0,R) x D(0,jR') satisfaisant les hypothèses (H^) pour i = 1,2,3,4. De plus,
on impose à (f) la condition suivante :

(115) La fonction x \—> Q/Qy^Q^x^O) est nulle.

On considère l'application T définie au voisinage de 0 dans l'espace Fp par

^(/)=^7V-^(7V),

où T^p est l'opérateur linéaire continu introduit à la fin du paragraphe 3.3 tel
que, pour tout / G Fp, on ait

f=I:^^f\^^w
k=0

Puisque la norme de l'opérateur T^p est majorée par Kp = (2/r)p||l/^||^,
l'application F est définie sur la boule Bj^(0, K^R') de l'espace de Banach Fp
et elle est à valeurs dans F p . Plus généralement, pour tout p ' tel que 0 < p ' < p ,
l'application T est définie et différentiable sur la boule Bp ,(0,KplRf) de
l'espace de Banach Fp' et elle est à valeurs dans F p ' .

LEMME 4. — Pour tout a e ]0,1[, il existe rj e ̂ .K^R^ et po e ]0,p] tel
que, si pf ç ]0,po] alors ||D(^)(/)||^ ^ a pour tout f € ^,(0,77).

Preuve du lemme 4' — Pour tout p ' ç ]0,p], T est différentiable en / ç
Bp /(O.jFC"1!?') dans l'espace F p ' et sa différentielle est

D(W) : g ̂  ̂ ^p9 - ^-0(7Zp/)7Zp^.

On en déduit la majoration suivante

lln^^V^MI <- ^P6^ _L ^p^7 ( KJpV^_\\ 9 ± \\{R,R')
PWœt ^ -R-7 + R'-KM. l-^—"^00"\\D(W)\\^ ^ -JJ———————^ + -^—————————K^^, ^ ^ - Qy

+co ^ ,n

+Ell^^w'•^).
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Soit r] un nombre réel tel que 0 < rj < K^R de sorte que, pour \\f\\p, < 77,
on ait

^11 /11^ |i 9 nW^) a
R-KMpi^Qy^ < 2 '

Maintenant, il existe po > 0 de manière à ce que, pour p ' < po et pour
H / l l p / < 77, on ait

+00

-e^- -. K Rt V I I 9 A. {w ̂  aK-^^K———lv—————\^\\u ^ { H - H ) P ' ^^^r7+^^-^im|,L||^^ ^ < o' R - r ^^R-KM, y^071 ^T < 2

Pour ce choix de po et de 77, on obtient ||D(.F)(/)|L/ ^ a pour tout
/e 2 ,̂ (0,77). D

THÉORÈME 1. — Sous les hypothèses (H,), i = 1,2,3,4,5, il existe pi ç ]0,p]
tel que Inapplication F admette un unique point fixe dans l'espace F pi pour tout
p'ejo.pi].

Bien entendu, il découle du théorème et de Pemboitement des espaces Fp que
l'application T admet un unique point fixe dans U ,çig , F p i .

Preuve du théorème 1. — On choisit de manière arbitraire a ç ]0,1[. Le
lemme 4 fournit po e ]0,p] et 77 > 0 tel que, pour tout p' e ]0,poL la restriction
de T à la boule Bp^ (0,77) est contractante avec constante de contraction égale
à a.

On pose /° = 0 puis f1 = ̂ (0) ce qui donne /1 = -^(0). Alors, du fait que
^oM)=0,

+00

II/1-/X'= 11^(0) t = E^-M)) '̂".n=l

On peut donc choisir /?i < po pour que ||/1 - f°\\^ < j (1 - 0)77 lorsque p ' < pi.
Sous cette condition, la suite des itérés /n+l = ̂ (/n) converge vers un point
fixe de T dans la boule fermée B(0, J77) de Fpi et ce point fixe est unique dans
cette boule.

Enfin, en procédant comme dans le lemme 1, on vérifie que l'équation
/ = eQ/QxUpf - (f)(Upf) admet une unique solution dans C{a:}[[é-]]. []
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6. Les espaces de Banach Gp et H^
Les algèbres Fp introduites précédemment sont les espaces dans lesquels

nous allons rechercher les solutions de certaines équations différentielles. Ces
dernières vont correspondre aux éléments de nouveaux «espaces fonctionnels
formels» obtenus en sélectionnant les conditions sur les fonctions (f) qui ont
permis de définir un opérateur de substitution suffisamment régulier et d'obtenir
un théorème de point fixe (théorème 1). Pour définir ces espaces, nous avons
besoin de la notation suivante : pour ^ = Sn>o ̂ £n appartenant à 0(D(0, R) x
D(0, -R')^]], on pose, lorsque cela a du sens,

+00 ^

IK^^EIÎ IÎ ^
n=0 nt

où I I H^'^ ) désigne la norme de la convergence uniforme sur (D(0, R) x jD(0, R').

DÉFINITION 4. — Etant donné un nombre réel p tel que p > 0, on note Gp
l'ensemble des séries formelles (/) = S^o^n^ ê C{x,y} [[e]} telles que :

• les coefficients (f)n sont des fonctions analytiques D(0, R) x D(0, R') —^ C
avec R et R' fixés comme précédemment ;

• les fonctions x ^—> (f)o(x^ 0) et x i-̂  9/Qy (f)o(x, 0) sont nulles ;
• pour tout n e N, les fonctions (f)n, 9/Qy(j)n et Q^/Qy2 (f)n sont bornées sur

D(0,R) xD(0,^')

• ll^ll^^+oo.llô/^^ll^^+oo et ll^/^^H^^+oo.

L'ensemble Gp est un espace vectoriel sur lequel on peut définir une norme
II] |||p en posant, pour tout (f) = ̂ ^>o <f>n ̂ n ̂  Gp,

m,--m^.\\^C^ y-
De manière analogue à ce qui a été fait pour l'espace Ep, on peut vérifier la

propriété de complet ude suivante.

PROPOSITION 10. — Muni de la norme || |||p, l'espace vectoriel Gp est un
espace de Banach.

On remarque que pour 0 < pf < p, on a une inclusion Gp C Gp' qui est
continue, ce qui fait que ces espaces s'organisent en une famille inductive (Gp)p^o
d'espaces de Banach.

Enfin, il faut introduire un dernier type d'espace dont les éléments jouent un
rôle analogue à celui des paramètres dans l'approche de la surstabilité par les
familles d'équations à p paramètres.
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DÉFINITION 5. — On désigne par H^ l'espace vectoriel complexe des séries
formelles

f=^f^nçeC[xUe}}
n>l

dont chaque coefficient fn est un polynôme de degré < p noté

p-i

fn-E Ûjn^
J==0

tel que, pour chaque j = 0 , . . . ,p — 1, on ait

+00 y,

E \ pajn —r. J n\
n=l

v5 .^
2^ ^I^T <+00>

Sur H^ on définit une norme \ \p en posant, pour tout f = ̂ y^^]^^ ajnX^e'1^

p-i +00p—i -t-oo ^

I/I-E(EM^).^(E
j=Q n=l

On peut aussi présenter H^ sous la forme de l'ensemble C[[£]](p)[o:]p des
polynômes de degré strictement inférieur à p à coefficients dans l'ensemble
C[H](/9) des séries formelles ̂ >i an e^ € C[[e}} telles que

+°° n
EKI^<+^-
71=1

II est techniquement utile pour la suite que ce nouvel espace H^ se réalise
comme sous-espace des précédents.

PROPOSITION 11. — Pour chaque p > 0, on a

HP, = F, H C[xU[e}] = G, H {eC[xU[e}}).

De plus, sur l'espace H^ les normes \ (p, || \\p et \\\ \\\p sont équivalentes.

C'est en partie pour obtenir un énoncé aussi simple que la définition initiale
de d(x) proposée dans [6] a été modifiée.
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Preuve de la proposition. — Elle résulte des quatres points suivants.
1) Si / = En>i(E^o1 ̂ nx3) en e H^ alors / e F, H C^]^]] et

H/ll,, ^maxO,^-1)!/^,

ce qui découle directement de la majoration
p-i p-i

sup (l^a^l^))71) ̂ ^M.
M<-R j==o j=o

2) Si / = En>i(E^o1 ̂ n '̂)^ C Fp H C[^y[^ alors / e ̂  et

\f\p<(^r-^\\f\^
j==o

En effet, la formule de Cauchy donne \ajn\ ̂  l/^ s u p ^ i y . |/n(.r)|. Puisque pour
|.r| == r on a \fn{x)\ < Nn(fn), il vient \ajn\ ̂  l/r^NnÇfn)'

3) Si / = En>i(E^=o1 ̂ n '̂)^ ^ ̂ , alors / ç Gpn (^C[^[[^]]) et de plus,

111/IH^ maxO,^-1)]/!,.

Cela découle immédiatement de la majoration
p-i p-i

sup ( ̂ a '̂|) <^^|a^|.
I^K-R v j=o 1 / j=o

4) Si / = En î(E^=o1 ^n^>71 € G, H (5C[^]p[[6]]), alors / e ̂  et

|/|^(E^)lll/lt-
j=o

En effet, la formule de Cauchy donne |ûjn| < l/R^^fn^^ • On en déduit

+°° n 1

El^l^^^lll/lllp- D
n=l

De cette proposition, il découle que H^ est un sous-espace fermé de Fp et
deGp.

COROLLAIRE 2. — Muni de la norme \ \p, l'espace vectoriel H^ est un espace
de Banach.
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7. Géométrie de l'ensemble des équations surstables

7.1. L'ensemble des équations formelles surstables.
Les espaces considérés jusqu'ici dépendaient tous d'un paramètre p réel stric-

tement positif correspondant en gros au type des séries Gevrey qui y intervien-
nent (plus exactement à l'inverse du type). Il faut maintenant s'affranchir de
cette contrainte en prenant des limites inductives de ces familles d'espaces lors-
que p —^ 0+. Puisque l'on travaille avec des familles d'espaces (Xp)p^o qui sont
décroissantes pour l'inclusion

p < p ' =^ Xp, C Xp,

on a simplement, au moins au niveau de la structure des ensembles,

Inn Xp = \J X,.
P>° p>o

Cependant, les résultats que nous serons amenés à énoncer prennent tout leur
sens dans le cadre des limites inductives.

DÉFINITION 6. — On introduit les limites inductives suivantes d'espaces de
Banach :

G = Inn Gp, F = lim Fp, W = Inn H^.
p>0 p>0 p>0

A tout élément (f) de l'espace G on associe l'équation différentielle (£^)

(8) e^ =^x(^/+^(^)

Un élément (f) de l'espace G est une équation formelle surstable si l'équation
différentielle {E'^) admet une solution dans F.

On note S l'ensemble des équations formelles surstables.

On obtient ainsi des espaces de séries formelles Gevrey d'ordre 1 sans
contrainte sur le type. En particulier, il est éclairant de préciser la nature de V.
Pour cela, on introduit l'espace C[[£J]i des séries formelles Gevrey d'ordre 1 à
coefficients complexes comme étant la limite inductive lorsque A —> oo dans R*

C[(e]]i = lim C[[£]](I,A)
0<A

des espaces C[[^]](i A) de séries formelles Gevrey d'ordre 1 et de type A > 0
{cf. [9], [12])

^MId^A) = { E ̂ en e c^]] ; 3C > 0, Vn e N K| ^ C, A-nî},
n^O
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ce dernier étant muni de la norme |[ ||(I,A) définie par

N(I,A) = su^ -^ pour a==^anen.
~~ n>0

Pour tout p > 0, on a une injection continue

H^C£C[[£]](^)[X],;

de même, pour tout A > 0 et tout p < 1/A on a une injection continue

eC[[£]](^)[x}pCH^.

On en déduit que l'espace JHF est égal à £C[[£]]i[a;]p, lui-même isomorphe à
(eCWP.

On peut maintenant donner une nouvelle interprétation du théorème de point
fixe précédent (théorème 1) ; étant donné 0 <E G, il existe un unique h ç F tel
que

(9) H=e—Kph-4>^h).

Or tout h ç. F se décompose de manière unique sous la forme h = xi^^x)/ + g
avec / G F et g ç HP (où / == Uph et g == Tph). On en déduit l'existence et
l'unicité de / € F et g e EP tels que

r\

(10) ^/-^XW+W)^.

Introduisant ^ ==• (f) -}- g qui est un élément de G, on voit que cette dernière
équation s'identifie à (S.) (confer l'équation (8))

(11) e^ =x^{x)y^^y),

d'où le résultat suivant.

THÉORÈME 2. — Pour tout (f) ç G, il existe une unique équation formelle
surstable ̂  appartenant au sous-espace affine çî> + HP de G. De plus, l'équation
différentielle £^ associée à ̂  admet une unique solution dans F.

Autrement dit, l'ensemble S des équations surstables formelles rencontre en
un unique point tout sous-espace affine de direction V de l'espace C. On
peut s'interroger maintenant sur la géométrie locale de §. Pour cela, on va
caractériser § comme le lieu des zéros d'une application et étudier la régularité
de cette dernière.
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On introduit l'application JC : G —> V qui, à (f) e G, fait correspondre l'unique
g e EF intervenant dans l'équation (10). D'après ce qui précède, l'ensemble § des
équations surstables formelles est égale à ̂ ^(O). Puis on considère l'application
C : C —^ F qui à (f) e C fait correspondre A € F tel que l'équation (9) soit
satisfaite. On remarque que IC == Tp o C, ce qui fait que l'étude de la régularité
de /C est ramenée à celle de C.

On remarque que, pour 0 e G, l'élément >C(<^) de F est la solution de l'équa-
tion (9) interprétée comme une équation en h. En vue d'appliquer le théorème
des fonctions implicites, on est amené à étudier, pour p > 0 fixé, l'application

Q'.G.xBp^K^R^^F^
r\

{(j), h) i—> h -e—Uph + ï(Uph),

où B^(0, KplRf) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon KplRf dans
l'espace Fp avec Kp = (2/^111/^11^) (con/er§5).

LEMME 5. — L'application Q est de classe C1 sur Gp x Bp (0, KplR/) et ses
différentielles partielles en tout point (0°,/i°) ç Gp x BF^.K^R') sont

Di(ÉO(^°, h0) : G, —— ̂ , (j) —— ?(7^°) ;

D^Q)(^^ h0) : F, —— F^ h —— h - e^Uph + ̂ O(T^O)^

Preuve du lemme 5. — L'application partielle

<t> ̂  G^ h0) = h° - e-^nph0 + ^(7Zp/i°)

est affine de partie linéaire l'application

G,——F^ ^——^(TZp/i0).

Puisque, d'après la proposition 8, ||^(7Zp/i°))||p < ^'/(^ - ll^p^ll^lll^lllp.
cette application linéaire est bien continue de norme inférieur ou égale à
^ / { K - Kp\\h°\\^, d'où le résultat annoncé sur la différentielle Di(Ç)(^°, h°).

La différence Di(^)(^1, h1) - Di(Ç)(^°,/i°) étant l'application linéaire

^^^(TZ^1)-^^0),
la continuité de D^(G) découle des inégalités

\\ï(nph1) - î{nph°)\\ < sup m{nph)\\, • \\Uph1 - Uph0^
• he[h°,h1}

\\DW)\\,< ^W) ^^_^M\\^
qui proviennent des propositions 8 et 9.
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D'après la même proposition 9, l'application partielle
r\

h ̂  Q^, h) = h -e—Uph + 0°(7Zp/i)

est différentiable en h° de différentielle l'application D^{Q)((t)°,h°) donnée dans
l'énoncé. De plus

\\D^Q)^\h1) - D^Q^.h0)^ ^ ̂ ,||̂ i(7^1) - ̂ (-R.,h°)\\^

avec Kp = (2/r)^'||l/$||(fi) un majorant de \\Tip\\p. Puisque

|] ̂ i(T^i) _^o(^o^

^ I^W1)- ̂ W°) ^II^W0)- ̂ Wll

et en utilisant à nouveau les prop. 8 et 9, on voit que D^(Q) est continue. \\

LEMME 6. — Soient po > 0, a e ]0,1[ et ((t)°,h°) e Gp^ x Fp^ tels que
G(4>°^h°) = 0. Alors, il existe p\ G ]0,po] ̂  ç^6

\\D^Ç)(^,h°) - id^H^, < a

pour ^o^ p ç ]0,pi]. En particulier, D^ÇQ)^0^0) est un automorphisme de
l'espace de Banach Fp pour tout p € ]0,pi].

Preuve du lemme 6. — Pour tout p € ]0,po]? l'élément h° est un point fixe
dans Fp, de l'opérateur .770 : h i—^ e9/9x7!.ph — (^(J^ph) et, compte tenu du
lemme 5

D^Q)^°,h°) -id^ = -D^)^0).

Le résultat découle donc du lemme 4 et du théorème 1 de point fixe (ainsi que
de sa démonstration). []

On en sait maintenant assez sur l'application Q pour décrire la géométrie de
l'ensemble § des équations formelles surstables.

THÉORÈME 3. — Pour toute équation formelle surstable (f)0, il existe p\ € R^
tel que (f)° € Gp^ et que, pour tout p ç.\Q,p\\, l'ensemble ̂ r\Gp des équations for-
melles surstables appartenant à Gp soit, localement au voisinage de (f)0 dans Gp,
une sous-variété différentiable de classe G1 de l'espace de Banach Gp transver-
sale dans ce dernier au sous-espace affine passant par 0° et de direction H^.

On peut convenir de condenser l'information contenue dans cet énoncé de la
manière suivante.
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L'ensemble § des équations formelles surstables est inductivement une sous-
variété différentiable de classe C1 de l'espace G = lim Gp, partout trans-
versale à la direction du sous-espace IHF = lim Hp." —> p>o P

Preuve du théorème 3. — Soit (/)° e C une équation surstable formelle. Il
existe donc /° e F qui est solution de l'équation différentielle (<^o). Cela revient
à dire que h° = xP^f0 satisfait l'équation (9), c'est-à-dire vérifie Q((t)°,h°) = 0.
D'après les lemmes 5 et 6, on peut appliquer le théorème des fonctions implicites
à l'équation (?(0, h) = 0 au voisinage de (^°, h°) dans Fp pour p assez petit. On en
déduit qu'il existe p' > 0 tel que, (^°, /°) ç Gy x F p ' et que, pour tout p ç ]0, p ' } ,
l'application /C = Tp o C soit, au voisinage de (f)° dans Gp, une fonction à valeurs
dans H^ de classe C1 avec une différentielle donnée par

D(!C)W = -7; o D^Q)(^ h)-1 o D^G)(^ h).

Pour tout g e H^, on a g(Kph°) = g du fait que p ne dépend pas de la
variable y , d'où

D(W°) ̂  = -7; [(^)(^°, /z0))-1 • ̂ ].

D'après le lemme 6, on peut supposer que \\D^(Q)((t)°,h°) - id^||p < a avec a
arbitrairement petit. De plus, on peut exprimer l'inverse de D^(G)((f)°, h°) de la
manière suivante

+00

(A^)^0))"1 = id^ + ̂ (id^ - D^G^W.
n=l

Comme g e H^, on a TpÇg) = g , d'où

+00

D(W°) • g = - (id^p - Tp ̂ (id^ - Z)2(Ç)(^0, /i0))") • <?,
n=l

et on peut choisir a assez petit de sorte que

+00

K Eo^-^^)^0^0))'!! <^
" n=l llp

ce qui fait que, en restriction à l'espace H^, l'application .D(/C)(0°) est un
automorphisme de H.p.

Il en découle que l'application /C est une submersion au voisinage de (f)°
dans Gp et que ker(P(/C)((^0)) est transverse à H^. [}
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7.2. I/ensemble des équations C-surstables.
Les résultats du sous-paragraphe précédent constituent la partie principale

de cette étude. On a vu qu'ils concernent le problème de la surstabilité dans des
espaces de séries formelles à coefficients holomorphes. On peut maintenant en
déduire quelques conséquences pour la surstabilité dans des espaces de fonctions
analytiques. Cela peut se faire en s'appuyant sur le procédé de sommation de
Borel-Laplace tronquée et sur la notion de quasi-solution développés en particulier
dans [6].

Avec les notations du paragraphe 2, on fixe maintenant (r, R, R') 6 (R^)3 de
sorte que r < R et que l'adhérence dans C2 de D{0,R) x D(0,A') soit incluse
dans le voisinage ouvert U\ de 0 dans C2 qui est l'image de UQ par l'isomorphisme
analytique (^, u) ̂  (^ — ÇQ,U — ^o(O)- Pour ce choix, on considère les espaces F,
G et E définis dans les paragraphes précédent et l'ensemble § C G des solutions
surstables formelles.

Etant donné F e *A(lVo? ^(b X^P) de développement asymptotique ̂ ^>o ^n^j
on note 7r(F) la série formelle Sn>o ̂ n^ ainsi définie :

• (f)Q est la restriction à D(0, R) x D(0, R') de la fonction

(x,y) i—> ^o(^o+^(A)(â)+^)+^) -^xWy;

• pour chaque n > 0, (f)n est la restriction à D(0, R) x D(0, J?') de la fonction

(x,y) i—> Fn^o-\-x,(po(^o+x) +î/).

THÉORÈME 4. — Soit F e A(Wo^o,\,p). Alors TT(F) appartient à G. De
plus^ F est une équation C-surstable si et seulement si 7r(F) est une équation
formelle surstable.

Preuve du théorème 4- — La démonstration de la première affirmation est
une généralisation au cas à paramètre d'une propriété basique en asymptotique
exacte [10], [13].

Etant donné un secteur ouvert S de sommet 0 dans C tel que 6' (c 5o, il existe
des constantes réelles positives A et B de sorte que, pour tout N ç N* et pour
tout (^, n, e) e UQ x S

N-l
^N AU \^\NF^u^)-^^^ ^AB^^N^e^ 5C^ / ^ n^^ '

n=0

On en déduit que Fn est uniformément majoré par ABNN\ sur UQ et il en est
de même pour (f)n sur U\. On choisit alors p ç R^_ tel que pB < 1. Alors, avec
les notations de la définition 4,

ii ufRR'} II 9 iiW^7) <92 nW-R')
11^11^ <+00' 1^1 <+TO' ty-^l <+00'\9y ^ '\\p ' ' 1 1 9 Î / 2
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les deux dernières relations nécessitant l'utilisation des inégalités de Cauchy.
Enfin, par construction, les fonctions x >—> (^o(^O) et x \—^ —(f)o(x,0) sont
nulles, ce qui fait que 7r(F) € G.

Si F est une équation C-surstable, alors F admet une solution C-fbrmelle
constituée par le développement asymptotique d'une solution C-surstable. On en
déduit que /C(7r(F)) == 0 et donc que 7r(F) est une équation surstable formelle.

La réciproque de cette dernière propriété repose sur la sommation de Borel-
Laplace tronquée ainsi que sur la notion de quasi-solution [6], [12]. Si 7r(F) est
une équation surstable formelle, l'équation (S^(F\) admet une solution / ç F.
En appliquant à / une sommation de Borel-Lapîace tronquée, on obtient une
quasi-solution de (£p) d'où l'on déduit une solution C-surstable. []

En conséquence, TT est une application de .4(Wo,^XîP) dans G et l'ensem-
ble Se des équations C-surstables est égal à Tr"1^), c'est-à-dire à l'image réci-
proque par TT d'un ensemble qui est inductivement une sous-variété de classe C1

dans G et transverse à HP. Pour compléter le sens de cette description, il est
bon de noter que TT est une application linéaire et que, d'après une propriété
classique en asymptotique Gevrey [8], [9], [11], [14], son noyau est l'ensemble des
éléments de A(Wo,(pQ,^p) qui sont exponentiellement décroissants d'ordre 1
lorsque e tend vers 0. Ainsi, l'ensemble Se est une sorte d'épaississement expo-
nentiellement petit d'une variété ; par analogie avec la notion de quasi-solution,
on pourrait dire que Se est une quasi-variété. On trouve dans [6] un résultat de
même type dans l'espace de paramètres pour une famille d'équations à nombre
fini de paramètres complexes.
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