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Sur une série d’Abel; par M. HarLrnen.

(Séance du 16 décembre 1881.)

Dans le Tome I des QFuvres d’ Abel, comprenant les Mémoires
que lillustre géométre n’avait pas publiés lui-méme, se trouve
(page 82 de la 1™ édition, 73 de la 2°) une série trés remarquable
dont I’étude n’a pas encore été faite d'une maniére satisfaisante.
C'est cette étude que j'al entreprise et que I'on trouvera dans le
présent Mémoire.

1. Considérons la suite indéfinie des polyndémes Py, P,(z),
P.(z), ..., que voici :
Po=1, Pi(z)=2z, Py() 21(_:”;_23), cevy Pp(2)= "’—(“5—'@,
ol {3 est une constante quelconque. Les degrés de ces polyndmes

successifs reproduisent la suite des nombres naturels.. Il est donc

évident que tout polynome entier pourra étre développé sulvant
les polynémes P, en cette sorte :

(1) 9(z) = poPo+ pP1(@) + paPa() 4. . .+ paPr(®).

Les coefficients p seront indépendants de z, et I'indice n, celm
du dernier terme, sera le degré de ¢(x).

Pour trouver les coefficients p, observons deux propriétés des
polyndmes P : 1° ils s’évanouissent tous, sauf P,, pour z =o0;
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2° ils vérifient la relation

dP,(x
Pale) b o)

et, par suite, aussi la relation plus générale

dnP,(2)
dxm

=Prm(z —mB).
En dérivant m fois 'identité (1), on obtient donc

om(x)= umPo + pm1 Pr(z —mB) + e Po(x — mB)—+-....
Prenant enfin z = m 3, on a

Won = @M 3).

Donc, tout polynéme entier ¢(x) peut étre mis sous la
Sforme

v ‘ o(x) = ?(oﬁ—'rzag'(l@)—i.— M}q”(zﬁ)...
(2) i z(x —nBy—t
( R T S G Rt

dans laquelle B est une quantité arbitraire.

Cette formule (2) est celle d’Abel. Le probléme que je me pro-
pose ici est d’étudier sous quelles conditions la série (2), formée
avec une fonction quelconque, et indéfiniment prolongée, repré-
sente effectivement cette fonction.

Voici comment je procéderai. Je prendrai la série générale

z(x—28)
T T

z(x — nB)n—t
2.3...n

(3) F(#) = po + @ + o

e Mg
ot les coefficients y seront indépendants de z, et d’ailleurs quel-
conques, assujettis seulement a rendre la série convergente. J'étu-
dierai la fonction F(z) ainsi définie, et je montrerai que cette
fonction a plusieurs propriétés caractéristiques. De la découlent
des conditions nécessaires pour qu’une fonction ¢(z) puisse véri-
fier la formule (2). Je prouverai ensuite que ces mémes condi-
tions sont aussi suffisantes, et le probléme se trouvera résolu.

2. Considérons le terme de rang (2 —+ 1) dans la sévie (3), ct
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écrivons-le ainsi
n—1 x \*1
z(nfB) <1-—~ n—§>

(4) .Tn = (— 1)l
1.2...n

T

Posons, pour abréger ’écriture,

La quantité T,, pour r infiniment grand, a, d’aprés la formule
de Stirling, 'expression asymptotique

( .,,1)11—156—: (e?‘)n[‘,_n

Vir

(5) T, =

d’ou je tire cette premiére conclusion : Pour que les termes de
la série (3) convergent vers séro, il faut et il suffit que U'on
atl

3
(6) tn = (— 1) tn2(ed) " uy,

, . . . 1
y Ctant infintment pelit avec —-
tn étant infiniment p ;

C’est 1a une premiére condition nécessaire, mais non suffisante,
a la convergence de la série (3).

Si la série dont le terme général est u,, est absolument conver-
gente, aucunc condition ultérieure n’est plus nécessaire a la con-
vergence de la série (3). D’ailleurs w, est indépendant de z. Donc,
dans un tel cas, la série (3) définit la fonction F () pour toute va-
leur de z. Cette fonction est finie et uniforme dans tout le plan.

Je vais étendre ce résultat aux autres cas. Pour y parvenir, je
prendrai une expression asymptotique de T, plus approchée que
Pexpression (J).

r

. 13 n_' . . v .
3. Développant (1 — %) suivant les puissances décroissantes

\

de n, j'ai d’abord

-t 1 1, c
hl . -—E e — —— A _'.-—'l-
<l— ﬁ) =€ [l'-r—n<£ ZE") T Il:'],

. 1, 2,
(llmcn)n===§2""‘ 3'1.3“:‘52-

(7) ‘
l
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J'obtiens de méme, par la formule de Stirling,

* ),
1210 n?Y

! 1 RN
\ oo = ":"*(Hg)e”(" )
8 ) o Jam
. 1
( (imce))y = w= T
De ces deux formules, je conclus, en tenant compte de (6),

T”:§£[lllt+(g_;‘iﬂ_%‘>£” +I),,il'£|'

V2 N 2 12) n n?|

1 2 25 1 1
limb = — v 23 Z k2 —_—t = .
( n)n=w 3 3 E 2 4 12 288

Dés que u, est supposé infiniment petit avec =5 la série, dont
L

. b,u e g
le terme général est ———> est absolument convergente. La série (3)

converge ou diverge en méme temps que la séric s, dont le terme
général est

! L\ Uy,
Sp == Uy -1 (E =5 g — l—;> o

Si maintenant la série (3) converge, non plas pour une valeur
particuliére de x, mais péur une suite de valeurs attribudées a cette
variable, la convergence séparée des deux séries, ayantpour Lermes
généraux respectivement u, et %, est nécessaire. Elle est d’ml-
leurs suffisante. Cette condition méme se présente si I'on exige
simplement que la série (3) converge pour deux valeurs dillérentes
attribuées 4 x, pourvu que la somme de ces valeurs ne soit pas
2 3. Mais c’est la un détail sans importance.

D’aprés un théoréme d'Abel, la série dont le terme général

u N ’
est == converge dés que celle dont le terme général est «, est con-
n

vergente. Je fais allusion ici au théoréme III du Mémoire sur la
série du bindéme (') (t. I, p. 69 des Ofsuvres completes, p. vo2 de
la 2¢ édition). J’ai donc, en conclusion :

La condition nécessaire et suffisante & la convergence de la

(') Cette application du théoréme @ Abel w’a éLé indigude par M. Jordan,
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série (3), pour x variable, consiste dans la convergence de la
série, indépendante de z, qui a pour terme général

Un = (— 1)1 (eB)rn” T pup.

Cette condition satisfaite, la série (3) représente une fonction
synectique dans tout le plan.

Je dis synectique, quoique la démonstration établisse simple-
ment que F () est finie et uniforme. Mais il est trés aisé de dé-
montrer encore que la série (3) peut étre différentiée; il n’est pas
besoin de s’y arréter.

4. De la définition (3) résulte, pour la fonction F(z), la méme
conclusion qui a été tirée de (1) pour un polynéme entier,

{ Fo(z) = pm + pms1 Po(@ — mB) + pmsaPa(z —mB) +.. .,

(9) F(”‘)(MB) = Wm-

Il n’est donc pas douteux que la série (3) n’est pas plus générale
que la série d’Abel, formée avec une fonction quelconque. Il faut
toutefois observer que la fonction F(z), définie par la série (3),
ou les coefficients u peuvent étre liés a 3 d’une maniére quelconque
n’est généralement pas indépendante de §.

C’est de I'égalité (g9) que je vais tirer les propriétés caractéris-
tiques de la fonction F (z). Je ferai croitre au dela de toute limite
I'indice de dérivation m, et, en méme temps, je supposerai z de la
forme suivante :

(10) z=(n+p)B,

7 désignant une quantité quelconque invariable avec m, et p un
nombre positif, variant avec m d’une maniére arbitraire, mais ne
dépassant pas m.

Si, pour m infini, (m — p) reste fini, les propriétés de F™)(x)
se déduisent immédiatement de I’analyse qui précéde. En désignant

maintenant par § la quantité finie z—mB, je pourrai employer les

B

mémes formules qu’au numéro précédent.
Posant

3
2

T 1 1 1 1 b, ,  x—mB
v=—+-—) I+ —(f—=-82——)+ =|u f=—upr—
n <m n, [ i n <g 2> 12 nt m—+ny 3 g
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et désignant par T, le (n +1)*"¢ terme du developpemem (9),
J’obtiens’

-3 . te
m Zem me” = (— l)m 2 Vne

Var
Suivant les hypothéses, la ‘série v, -+ v2 + v3 + ... converge
vers zéro avec ];’—l J'ai donc le résultat suivant, ou je metsla lettre
v au lieu de 7§ :
Quand m est infiniment grand et que y reste fini, le produit

m e"' BrEm(y ++ mB) converge vers zéro.

5. Je vais maintenant généraliser ce résultat en envisageant pour
z une valeur quelconque de la forme (10), dans laquelle on devra
supposer (m — p) infini avec m.

Pour la démonstration, je suppose 7 réel, et je ferai disparaitre
cetle restriction « posteriori.

D’aprés les hypothéses, <—?"~(—3> est réel et négatif pour m suf-

fisamment grand.

Jécris maintenant le (n + 1)¥™ terme T, de (9) en me servant
ioujou‘rs des formules (6) et (8), mais sans faire usage de la
formule (7). Posant

3
(I 1\2 /1 1 ¢,

wyp=(— + = ( —— = 2 s
o n) \ 12n  n2) "YW

J'obtiens le résultat suivant :

_5 —1)m—t m —1 — m—1 — p\r-1
(11) m 2epBmT, = ( ) — ep—m: . P<1-1~ - P) W
;/27: m n

Dans le second membre de cette formule (11), abstraction faite

des trois premiers facteurs, indépendants de n, nous multiplions
. m— 1 — n—1 . . .

w, par la fonction <1 -+ ———~—’Z‘—-—]—)> » qui est towjours croissante

avec n. Clest ce qm résulte de la supposition (m —7n — p) > o.
La limite de la série se trouve alors au moyen du théoréme d’Abel
cité précédemment, et auquel on fait une modification insigni-
fiante. Voici ce théoréme modifié¢ comme il convient ici :

In désignant par «wy, wa, ..., w, une série de quantités quel-



conques, et supposant pp = W -+ Wz 4. . .+ w, de module tou-
Jours moindre qu’une quantité déterminée o, quel que soit n,
on aura.

mod. (gqwy 4 g3 Wp ... 8, Wy ) << 02y (P — 8 )2p,

€4y €2y +-ey Eny ... Etant des quantités positives croissantes.

Appliquant ici cette proposition, en prenant pour w, les quan-
lités précédentes, et pour ¢, cette autre :

m—71,— p\n-!
s, = epP—mn| |+ ____‘_P ,
n

nous aurons pour ¢ et pour p, des quantités infiniment petites
1 ) . . - .

avec —; pour g, la quantite infiniment petite e#™™; quant ae,, son
maximum a lieu pour 7 infini; ¢’est une quantité finie ™.
La somme est donc infiniment petite, et j’ai ce résultat :

Quand m estinfiniment grand et que y reste fini, le produit

-3
m *epB3mEFm(y 4 pB)concerge vers séro, p étant un nombre
positif variant arbitrairement avec m, mais ne surpassant
pas m.

Comme je I'ai fait observer, cette proposition n’est encore éta-
blie que pour le cas ot y:{ estréel. Faisons maintenant dispa-
raitre cette restriction.

6. Posons, pour un instant,

erF(y—pB)y=/1y)
La fonction f{ y) est synectique dans iout le plan (n° 3); je peux

donc appliquer la série de Taylor, quels que soient ) et A :

h h2
(m) —_ — mi( ) — — £t (1) e —— flm+2) e
Sy =Ry = fo(y) - [y ) - o SO

Soit 8, une quantité de module moindre que . D’aprés la der-
uiére proposition, j’ai

gj!{l+nf(1n+n}(),) = Wy,

o . | . ., .
oll v, est wnfiniment petit avee s Employant ces quantités w,, je
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transforme ainsi Uexpression de f)(y + h),

h 1 [h\2 1 h\2
B fon)(y 4 k) wo—i——g1 w‘+_1.2<r31> Wy .n<_§1> Wyt

et il devient évident que, 4 étant une quantité finie quelconque,
BT fm(y + h) est infiniment petit avec —’”; La proposition s’offre

donc en toute généralité sous cette forme :

m étant infiniment grand, p étant positif, moindre que m et
d’ailleurs quelconque, y étant une quantité fize réelle ou ima-
ginaire, et B, ayant un module inférieur a celui de B, le pro-
duit ePBTF ™ (y + pB) converge vers zéro; cest le terme
général d’une série absolument convergente.

Je vais encore la transformer; a cet effet, je suppose 3, de méme
argument que (3, et je considére le produit e BTF™)(y + p B,),
dans lequel p, est supposé, comme précédemment p, un nombre
posiif quelconque, ayant m pour limite supérieure. Je pose

P18y = pB. D’aprés les hypothéses, p sera un nombre satisfaisant
encore a ces mémes conditions.

Je dis qu’on a
O
3 .

Soit, en effet, % =1— ), d’'ou résulte p, — p=p,); on aura

() <l
P14

. Py .. . Punité. iai
La fraction . étant positive et plus petite que l'unité, j’ai

_Pc):
m P —
e >1 m)\>1 A.
Par suite

P1y
(1—N)em <1,
ce qu’il fallait prouver. J’ai en conséquence

er B FUD(y - pifr)

_ (%‘)nle"‘_p < eP I@mF(m)(y ._|_Pp)< epr me(m)(y +Pp),
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ces relations étant entendues s’appliquer aux modules des (uan-
Lités envisagtes. Je peux donc énoncer le résultat sous cette forme,
qui est définitive.

La fonction ¥ (x), définie par la série(3), jouit de la propriété
suivante :

Soit 5 une quantité quelconque de méme argument que 3 et
de module moindre que celui de B, soit p un nombre positif va-
riant avec m d’une maniére arbitraire, sans surpasser m, et
soit enfin )y une quantité arbitraire, mais fixe; le produit

- , 1
smePFM(y 4~ p3) converge vers zéro avec o C’est le terme

genéral d’une série absolument convergente.

7. J'en ai fini maintenant avec 'étude des propriétés qui résul-
tent de la définition d’une fonction par la série (3), et j'arrive 4 la
solution du probléme proposé. Mais d’abord je fais deux remarques
concernant toute fonction F jouissant de la propriété qui vient
d’¢tre ¢noncée.

IFormons la série d’Abel avec cette fonction F et en prenant 5 au
licu de 3 pour construire la série. Nous obtenons ainsi

x(x— mz)m-1

- Xy
(12) J(',e)_f‘(o)—a—?f‘(q)-a—...-a— o

Fir(ms)+....
Cette série converge, comme il résulte de la régle énoncée a la
fin du n° 3; car on a

-3
Uy = (__ l)m—l(e;)m 2 F(m)( ,n_-,).

D’aprés la proposition ci-dessus, o I'on suppose 3 = o, p = m,
1y est le terme général d'une série convergente.

La fonction F(.z, 5) est donc définie par la série (12) pour toute
valeur de &, et pour les valeurs de 3 dont I'argument est celui
de {3, et le module moindre. Quant aux valeurs de s dont I'argu-
ment différe de celui de §, on ne sait, jusqu’a présent, si, pour
ces valeurs, la série (12) converge.

La seconde remarque se rapporte i la conséquence obtenue en
supposant p = 0} et je peux I'énoncer ainsi :

Tutorime L. — Pour que la série d’_Lbel puisse étre appli-
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quée a une fonction f(x), il faut qu’il existe des constantes o
laissant le produit o™ f™)(z) fini, pour m infini.

8. Rien n’est plus aisé que de concevoir, de la maniére la plus
générale, une fonction f(z) jouissant de cette derniére proi&giété,
et de caractériser le maximum @ du module des constantes a. Que
l'on prenne une série procédant suivant les puissances croissantes
de z, et dont le cercle de convergence ait le rayon a, et soit

(Z) = 0o+ 012 + 02322 + 0323 ... 0T 4. L
cette série. En posant

f x 2 x3 xm

Z) =Py P = & Py —— - Py e Oy ————— ..
Sf(@) v LR TP *T.2.3 "roa...m ’
on aura la fonction demandée f(x). On peut encore figurer sa
liaison avec ¢ () de cette maniére,

s =i [eee %,

2IT z

I'imtégrale étant prise le long d'un contour fermé¢, embrassant 'ori-
gine, et de rayon maximum moindre que a. Les deux fonctions f
et § jouent ainsi, I'une par rapport & l'autre, le role de généra-
trice et de déterminante au sens qu’'Abel donne a ces mots dans
le Mémoire ou se trouve la série dont je m’occupe ici. Mais je ne
ferai pas usage de cette notion.

Si la série U(z) est convergente dans tout le plan, la constante «
dépasse toute limite. On a alors une classe de fonctions S(x), parmi
lesquelles se rangent les fonctions de Bessel, dont on a 'exemple

le plus simple en prenant ¢(z)= e?. La fonction cos\/.;: appar-

tient aussi & cette classe, et de méme \[.1—: sin\/z.

x

La fonction e” est le type le plus simple des fonctions f(x) qui

r
correspondent a la constante @, ou mieux e*, a ayant le module a
et un argument quelconque.

9. Prenons une fonction f(z) répondant a la constante a. Soit
@, une quantité, d’argument quelconque et de module inférieur
a a. Quel que soit z, le produit 27" /)(z) a pour limite zéro. Les
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termes du développement de f(x) par la série de Maclaurin sont
infiniment petits par rapport aux termes correspondants du déve-

x - .
loppement de e*. Il en est de méme pour les dérivées d’ordre quel-
conque de ces fonctions, en sorte qu’en désignant par ¢ un infini-
ment petit, terme général d’une série absolument convergente,
ona

Ed
£ —
f(m)(m) —_ F e,
1

Cette conséquence a lieu, méme si x varie, en sorte que, mettant
mz au lieu de z, jai

Y
3

(13) Sfim(mz)=¢ %

Considérons maintenant 1'équation transcendante
(14) uel+u =1,

qui a une racine positive et une seule, égale environ 4 0,27, et que
nous désignerons par u.

Choisissons pour z une quantité, avant le méme argument que
o, et astreinte 4 la condition

<L

I
Ayq e
et, a cause de (13),

(15) fm(mz) = ¢ (ez)™,

¢/ étant comme ¢, un infiniment petit, terme général d’une série
absolument convergente. Ainsi, f(z) étant une fonction quel-
conque satisfaisant a la condition que a™f™)(x) ne devienne pas
infini avec m, cette fonction, comme on le voit, satisfait en méme
temps 4 la condition (15), pourvu qu’on prenne pour 5 une quan-
tité d’argument quelconque, et de module moindre que ua.-

La condition (15) est précisément celle qui permet de déduire
de f(z) une fonction 5(1’,:), comme on l'a fait pour F(xr), au
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moyen de la formule (12). En prenant donc

(16)  F(z,2) = f(0)+ Z f(z) oot DEZTES iy iy
je définis §(x, z), fonction synectique de z dans tout le plan, et
synectique aussi par rapport a z pour les valeurs dont le module
est moindre que ua.

Pour ces valeurs de z, il est permis de développer ¥(z, z) au
moyen de la série de Maclaurin, étendue au cas de deux variables.
Sil’on veut former les termes de ce développement jusqu'a I'ordre
quelconque 7, on obtiendra, pour ces termes, la méme forme ana-
lytique que si f(x) était un polynéme entier de degré au moins
égal a n. Or, si f(z) est un polynéme entier, §(z, 5) se réduit a
f(z) (n°1). Donc, si loin qu'on pousse le développement, on le
voit toujours coincider avec celui de f(z). Donc, pour les valeurs
de z envisagées, on a ¥(z, 3) = f(«). De 1 cette premiére con-
clusion énoncant des conditions suffisantes, mais non pas néces-
saires.

II. Soit a le plus grand module des quantités a, laissant
fini o™ f(™) (z) pour m infini; soit u la racine positive de l'équa-
tion ue'**=1; la série d’Abel représente f(z) quand le mo-
dule de @ est moindre que ua.

Et, en particulier, & une fonction f(x), pour laquelle la con-
stante, désignée par a, dépasse toute limite, la série d’Abel
sapplique, quelle que soit la constante {3.

10. La condition (15), nécessaire a l’existence de la série (16),
est satisfaite, comme je viens de le prouver pour les valeurs de z,
de module moindre que ua et d’argument quelconque. Mais il
arrivera généralement que, si 'on donne & z un argument déter-
miné v, la condition (15 ) soit encore satisfaite pour des valeursde s
de module supérieur a ua. Soit pla limite de ces modules. $(z, 3)
est alors une fonction de z, continue ainsi que toutes ses dérivées,
pour les valeurs de z, d’argument w et de module moindre que p.
Tant que le module de z ne dépasse pas ua, elle coincide avec /().
Donc elle coincide avec f(x) jusqu’a la limite p du module de z.
De 14 une condition suffisante pour.que la série d’Abel représente
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f(z), condition qui coincide avec celle qu'a la fin du n°6 on a
reconnue nécessaire.

III. Les notations étant les mémes que dans U’énoncé 11, le
produit (ez)™f™ (mz) reste fini, pour m infini, tant que le
module de z reste inférieur a ua. Mais si z conserve un méme
argument w, et que son module croisse d’une maniére continue
au dela de ua, le produit zm f™ (mz) reste encore fini jusqu’a
une autre limite du module de z. Soit ¢(w) cette limite, dont la
Sorme dépend de la fonction f(x).

La condition nécessaire et suffisante pour que la séried’ Abel
sapplique a f(x) consiste en ce que le point affixe de B soit
situé a Uintérieur de la courbe p =¢(v); ou, en d’autres
termes, que si Uon donne & B U'argument v, le module de
soit moindre que ¢(w).

11. L’exemple qu’il est naturel de prendre en premier lieu est
celui qui se rapporte a la fonction exponentielle. Soit donc
f(z) = e*. Le nombre a est alors I'unité. Sil'on pose

z.=p(cosw + Isinw),
on a
mod(ez)n fim(mz) = (per+eeswym,

Par conséquent, la courbe qui limite les positions du point 3 a
pour équation

(17) pertrmy =1,

Elle se compose : 1° de deux branches infinies se’croisant au
point dont les coordonnées sont p =1, w =m; 2° d’une boucle
convexe, partant de ce dernier point, ol son rayon vecteur est
maximum, entourant l'origine et ayant, pour rayon minimum,
¢ =u, répondant & v = o. C’est'a l'intérieur de cette boucle con-
vexe que doit se trouver le point 3. Cette condition s’exprime par
les deux inégalités simultanées

modf <1, modBet+f 1.

12. Cet exemple acquiert plus d’intérétsi 'on prend f(x) = €=,
A étant une quantité complexe quelconque. La condition consiste
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alors en ce que le point affixe de AB soit & I'intérieur de la boucle
convexe de la courbe (17). Sous la forme analytique, la condition
est exprimée par les inégalités simultanées

(18) modAB <1, modAfel+** 1.

Voici maintenant ce qui fait I'intérét de cet exemple. En pre-
mier lieu, la série correspondant a ce cas

z(x — nB)n-t

A A8
I =1+ A
(19) e + Axett ...+ o n

(herdyn. ..

est précisément celle qui sert de point de départ a Abel pour
trouver la série générale dout il s’agit dans ce Mémoire. Abel em-
prunte cette série particuliére & Legendre, mais sans rechercher les
conditions sous lesquelles la formule (1¢) est exacte.

En second lieu, la formule (19) est un exemple classique de la
série de Biirmann. Sil’on envisage ¢ comme une fonction de e
par l'intermédiaire de la variable ), 8 et z étant considérés comme
des conslantes, elle donne, en effet, le développement de e sui-
vant les puissances croissantes de Ae*. Sil'on se place a ce point
de vue, on pourra chercher directement les conditions d’exacti-
tude de la formule (19). A cet effet, posant

(20) WBert =,

on devra examiner quel est le rayon maximum du cercle concen-
trique a l'origine, & l'intérieur duquel on peut faire décrire a § un
contour fermé quelconque, de telle sorte qu’une racine A de 1'équa-
tion (20) se reproduise, aprés que ce contour aura été parcouru.
On devra aussi chercher quelle est cette racine.

La premiére question se résout immédiatement par le moyen du
développement (1g), dont la convergence exige la seconde des
conditions (18), c’est-a-dire

mod § <

I
e
Il reste & examiner la seconde question qui, en d’autres termes,

. . . , . N , .

peut se poser ainsi : { ayant son module inféricur a 5 lasérie
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converge et représente €%, \ étant une racinede l ’équation (20).
On demande quelle est cette racine.

" La solution directe de cette question par l'étude de l’équauon
(20) n’offre pas de difficulté sérieuse; elle devient. inutile, grace a
la théorie que j’ai développée ici, et qui fournit la réponse sui-
vante : la racine demandée est la seule qui assigne & \3 un mo-

* dule moindre que U’unité. C'est ce que nous apprend la premiére

condition (18) *)-

13. Par l’exemple qui vient d’étre examiné, on voit que la série
d’Abel peut converger sans représenter la fonction qui sert a la
construire. C'est ce qui arrive quand on choisit A3 de maniére que la
seconde des conditions (18) soit satisfaite, mais non la premiére.
On peut obtenir encore la méme circonstance en ajoutant, i une
fonction. qui se représente par la série, une fonction qui donne
zéro pour chaque terme de la série. C’est ce qui a lieu si I'on prend

(ak-+mr

S(x)=sin 2P

k étant un nombre entier. On a effectivement

mimiy= [ AT " [ 2R ],

Ainsi, généralement, la fonction
Avsin ™% - Ausi 31:1'+Asin51m'+
o\lna—gﬂ— ,sm-;.p— 2 _—zﬁ' ceey

formée de termes analogues, en nombre limité, ne peut étre re-

(*) L’excellent Compendium der héheren Analysis de M. Schldmilch contient
an sujet de cette série particuliére, une inexactitude. Je crois la rectification d’au-
tant plus utile que cet ouvrage est plus répandu et apprécié.

Dans le t. I, p. 105 (3* édition), pour I’existence du développement

=1+ ? ze"‘+"'_.__(al "2' 2) B,
le savant auteur énonce que la condition, pour z réel, est 053 < 1. Cette formule
est un cas de (19), obtenu en mettant @, 5 au licu de z, A, et faisant = —1.Les
conditions sont donc mod3 <1, modse'-*<1, et, pour sréel, —u<s<1,u
étant la transcendante numérique indiquée au n° 9.

X. 6
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présentée par la série d’Abel, relative a la constante B, car la série
a tous ses termes nuls.

Laissant de c6té ces observations, j’arrive maintenant & 'appli-
cation qui me parait ofirir le plus d’intérét, celle de la série d’Abel
a une fonction rationnelle. Je vais mettre en évidence le résultat
que voici: appliquée a une fonction rationnelle, la série d’ Abel
converge toujours et ne représente jamais la fonction, sauf au
cas o il Sagit d’un polynéme entier. Elle ne peut représenter la
fonction, puisque cette derniére n’est pas synectique dans tout le
plan.

14. Appliquant d’abord la série d’Abel a la fonction

j obtiens le développement suivant :

xr x(z‘—zﬁ)_‘_ +x(x—-—nﬁ)"-'

1
F(x""g)zg—‘_(z—ﬁ)z_“(z-—zﬁ):’ ——(?_—IL—W— cery

qui converge, quels que soient z, z, 3, sauf pour § =o. En
effet, le terme de rang (n -+ 1) a pour expression asymptotique
g; er ni?’ terme général d’une série absolument convergente.

On peut réduire la fonction F & ne contenir que deux variables,
et prendre pour type F(z, 5, — 1), que j'appellerai G(x, 5) :

1 x x(xr—+ n)t
(21) G(x,Z)——z--f—m-*---- Gyt

et I'on aura

L

La nouvelle transcendante G (z, z) est définie par 'équation (21)
comme une fonction uniforme de z et de 5, dans toute 1'étendue’
du plan. Elle est synectique par rapport a x, et fractionnaire par
rapport & z; elle a les mémes poles que Ia fonction I'(z).

15. Bien que la fonction G(z, z) ne coincide en aucune fagon

avec -

& =—T

» -elle a cependant deux propriétés qui rappellent son
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origine. On obtient la premiére de ces propriétés en différentiant,
par rapport & z et par rapporl & z, les deux membres de (21)

G(zx, 5) _ I . sz + 1)+ n(x +1)(x+ n)n—2

ox "’(z_,_,)z (z+2) (z+ nyert ey
r)G(.T,z) 12z nx(x4+n—i)?

Jz a2 (z4a1p (34+n—np+st "7

d’ou 'on conclut

0G(x, 3) . IG(xr +1,z-+1)

(22) ox - 9z

propriété qui correspond a celle-ci

(L N__9(_*
dx\z—x)  Odz\z—ax/

Je parlerai plus loin de la seconde propriété; mais je veux

. o . . . 20G
m’arréter un instant a la premiére, en observant que ——f)—g:’z-z n'est
autre que la série que l'on obtiendrait, en appliquant la série
d’Abel, pour B =—1, 4 la fonction 9 (L ). De méme, en dif-
dz\z—x
férentiant G plusieurs fois par rapport a z, on a le méme résultat
que si 'on différentiait ;l—z et qu'on appliquat ensuite la série
d’Abel. Par conséquent, si {’on forme la série d’Abel avec une

Sfraction rationnelle quelconque [E(z) représente la partie en-
tiére |

A A A
¢o(#)=E(z) + == (z—i.z')i + (z -Qx):; -
A’ Al Ay
-+ — -+ — -+ 7

on obtient une série convergente, qui représente la fonction sui-
vante : '

A, o
E(z)+ AF(2,5,8) — A 52 F(2,5,8) + =2 2 F(z,58)—..
+A'F(x,z', IQ)'_ Id g F(‘T’ rp)"" T, 2 dz” F(.Z‘,Z p)—"

On peut donner une autre forme a cette fonction, en rem-
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plagant les dérivées par rapport & 3 ‘par les dérivées par rappon
4 z, en vertu de (23), et écrire"

E(x)+AF(a:, z,ﬂ) — A 5—- F(z‘— 8,5 —B, {3)
A,
T d.z-’ F(m—zﬁ,z—‘zﬂ,ﬁ)—

+A’F(mz,ﬁ)—-A', F(m—~B,z—[ﬂ 8)

On peut aussi intégrer la fonction G par rapport a 'une ou
I'autre des variables z, z, et les deux opérations donnent lieu a
une propriété analogue a (22). Le développement qu’on obtient
en intégrant par rapport a z la fonction F(z, z, ) est celui
qui résulterait de la série d’Abel appliquée 4 la fonction log(s — z).
Il converge, comme on voit, dans tous les cas, sauf pour 8 = o, et
ne représente pas la fonction. Cet exemple est particuliérement
intéressant en ce que le Mémoire d’Abel contient effectivement la
série correspondante comme représentant le logarithme, ce qui est
une erreur manifeste.

A ce propos, on ne doit pas perdre de vue que le Mémoire
d’Abel, dont il s’agit ici, n’a pas été publié par lui-méme; bien
qu'il offre un trés haut intérét, on doit assurément le classer, sui-
vant 'expression employée par les savants auteurs de la 2° édition,
au nombre des « travaux de jeunesse, datant d’une époque ou la
» critique d’Abel n’était pas encore complétement développée.
» Quand Abel, ajoutent MM. Sylow et Lie, parle plus tard des
» faux résultats auxquels conduit un raisonnement peu rigoureux,
» il pense, entre autres, aux erreurs auxquelles il avait été porté
» lui-méme dans ses anciens travaux, depuis longtemps rejetés
» par lui (! ) » Il serait bien injuste, comme on voit, d’accuser
Abel d’une erreur qu’il avait peut-étre reconnue, et qu’en tous les
cas il n’avait pas livrée au public.

16. La seconde prdpriété de la fonction G(z, z) que je désire

(') GEuvres complétes d’Abel, 2¢ édition. Préface, p. m.
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signaler se rapporte au développement de cette fonction suivant
les puissances de z, 4 exposants positifs et négatifs. '

Si I'on suppose que le module de z soit compris entre n et
n—+1, les (n+1) premiers termes de (21) sont'développables
suivant les puissances décroissantes de z, tandis que tous:les
suivants sont développables suivant les puissances croissantes
de z. On a ainsi deux parties, I'une ®(z), provenant des termes a
partir du (n + 2)ime, et procédant suivant les puissances & expo-
sants positifs, 'autre procédant suivant les puissances & exposants
négatifs. La propriété dont je parle consiste en ce que cette
seconde partie coincide, jusqu’aux termes de degré (n —+ 1) inclu-

. . T
sivement, avec le développement de » .en sorte qu'on a
i—x

G(2,2) = ®(3) + ——— + -L-w(l>,.

—x  gnt? z
®(z) étant un développement suivant les puissances entiéres,
ascendantes et positives de 3, W(3) un développement suivant
. .y . . I :
les puissances entiéres, ascendantes et positives de _; et cette

Jormule est valable quand le module de 5 est compris entre n et
(n+1).

A cette propriété s’en rattache une autre que I’on pourrait cher-
cher & établir directement, pour donner une base différente a la
démonstration des propositions II et III; mais c'est 1a une
recherche que je ne veux pas entreprendre pour le moment.

Soit f(s) une fonction synectique dans tout le plan, et consi-

’ 9 ” 1 .
dérons l'intégrale — [ f(s)F(z, s, ) ds, prise le long d’un con-
tourinfiniment grand. D’aprés (21), cette intégrale n’est autre que

Sf(z)+ = f({i)-i— 2@)1"(23) ___n_ﬁ) f‘"’(n{i)....

I1.2.
Par conséquent :

Si f(x) est développable suivant la série d’ Abel relative a la
constante B3, U'intégrale 2—:—1—‘ Jf(3)F(x,3,8)ds, prise le long

d’un contour infiniment grand, est égale & f(z).
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20. Je vais donner, en terminant, une autre propriété de la
fonction G (z, z), qui larapproche, & un autre point de vue, de la,
fonction I'( z).

Je reprends le développement, établi au n° {2, pour la fonc-
tion e**, par la série d’Abel, et, supposant 3 = — 1, J'observe que
les conditions (18) sont satisfaites quand A est réel et compris
entre zéro et l'unité. Je peux donc employer ce développement
dans l'intégrale suivante, et écrire

1 1 et ot
(23) f Mg = f e*d\. ..+ z(@+ np! f PR )
A A 1.2...n

Considérons maintenant I'équation
(24) pe—t=Xte?,

ol ) sera censé donné, et p. seral'inconnue. Si I'on fait varier A par
des valeurs réelles depuis 1 jusqu’a + oo, I'équation a une autre
racine réelle u, qui varie depuis 1 jusqu’a zéro. Mettons cette
racine &, fonction réelle de ), dans I'intégrale ci-aprés, et observons
que e** est encore développable comme tout & ’heure €**; nous
aurons ainst

[era o [T S [ i
1 1

Ce que, d’aprés (24), nous pourrons écrire encore sous cette
autre forme

(25) f e}lz_lzd)\z‘/‘ eMdh. z‘(w+n)n x/‘ Wt e=M+m) (), .
1 1

Ajoutant membre & membre les équations (23) et (25), jai
maintenant

f ers—rz )\ -+ [ elx_hd)\ — f eMdh. ..
1 o 0

I G il x(x -+ ﬂ)n— f )ne_l(zrrz){l)\

1.2...1n

.%'(.T -+ n)lb—l
(5 + et

i

Ul

o= G(a, 5).
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Mettant enfin pour I'intégrale (23) sa valeur explicite, j'ai

(26) (@0 = [ ewrd = I 6w, ).
1

Telle est la formule que je voulais obtenir. La fonction G(z, z)
est exprimée au moyen de lintégrale définie ®(z,3), dans
laquelle () est la racine réelle, différente de )\, que posséde
Léquation (24). Cette expression est valable quand la partie
réelle de z est positive. ,

On remarquera que la fonction ®(z, z) vérifie, toul aussi bien
que G(z, 5), I'équation aux différences mélées (22).



