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Sur des cas de réduction des fonctions © de plusieurs varwables

a des fonctions ® d’un moindre nombre de variables; par
M. ArpELL.

(Séance du 3 mars 1882.)

La formule de réduction pour les fonctions ® de deux variables
que j’ai indiquée dans les Comptes rendus des séances de I’ Aca-
démie des Sciences du 13 février 1882 peut étre généralisée de la
facon suivante :

I. Considérons la fonction

mi=-+»
f o 1 \U m x x,4+9( )
(1) O(zy,a3, "'YTI)Iaij>: M Ty My Ty A My X8 (0, My, vy M)

mi—=—=
ot o(my, my, ..., mp) désigne ha forme quadratique
i,j=p

Z aggmimj, (a;; = a;;).

wji=1

Supposons que les périodes relatives a xp,
amy/—1, 2@p1, 2qpy, .. .. 2App,

soient liées par (p — 1) relations distinctes a coefficients entiers
de la forme

(2) kit@py + kisa@py ~+ ... & kipap, = himy/ =1,

ol
i=1,2,...,(p—1I),

les lettres &;; et /; désignant des nombres entiers. Dans cette hy-
pothése, les périodes relatives a z, se réduisent a deux; et la fonc-
tion O définie par I'équation (1) peut étre exprimée a l'aide de
fonctions O de (p — 1) variables et de fonctions § d’une variable.

Pour le montrer, remarquons d’abord que le déterminant des
(p — 1)? nombres entiers

k”,‘kllﬂ)"'}/‘&f‘pfi (5:'32!""17"_1)
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ne peut pas étre nul. En effet, si ce déterminant était nul, on pour-
rait, en multipliant les deux membres des équations (2) par des
entiers convenables et ajoutant, éliminer ap,, ..., ap, p—1 €t ob-
tenir une relation de la forme

Napp=Nny—1,

N et N étant entiers. Mais, comme la partie réelle de a,, est néga-
tive et ne peut pas étre nulle, on aurait nécessairement N =o,
N'= o, et, par suite, les relations (2) ne seraient pas distinctes; ce
qui est contre 'hypothése.

Le déterminant des coefficients de @p,, @pa, ..., @p,p_,, dans les
équations (2), n'étant pas nul, on peut résoudre ces équations par
rapport 4 ces quantités, et 'on en tirera des expressions de la
forme

(3) kiapi = Kjapp+ it/ =1, (i=1,2,...,p—1),

k;, ki, l; étant des entiers; certains des nombres £} et /; peuvent
étre nuls. Je suppose, pour plus de généralité, que k', ks ..., k]
soient nuls, k., K ,, ..., k,_, élant différents de zéro; en multi-
pliant les deux membres des équations (3) par des entiers conve-
nables, on pourra faire en sorte que les coefficients de a,, dans
les p —v — 1 dernié¢res des équations (3) deviennent égaux au
plus petit commun multiple de X7,,, &\, ..., k,_,. Ces relations

p—1°
(3) peuvent alors s’écrire

@) niap; = qimy—1, (T=1,2...,v),
Ry j@pyij=Npdpp+ @uijTy/—1, (J=1,2,...,p—v—1I).

Dans ces relations (4), on peut toujours supposer les entiers
ny, Ry ..., np positifs; pour les v nombres n; la chose est évi-
dente, car on peut évidemment changer les signes des deux mem-
bres des v premiéres équations; quant aux (p — v — 1) nombres
Nyyj, on remarquera d’abord que 'on peut ramener les parties
réelles des périodes a, .. ; & étre négatives, car 'on peut, dans la
fonction (1), changer le signe de a,,y,; 4 condition de changer en
méme temps le signe de toutes les autres périodes dont un seul.
des indices est (v + ) et celui de z,,;; cela revient en effet a
changer m,, ;en — m,,;. Les parties réelles des périodes a, ., ;



NOA

élant ainsi ramenées a étre négatives comme la partie réelle de
@pp, les entiers n,,; et n, sont de méme signe, et, comme on
peut changer les signes des deux membres des équations (4), on

peut faire en sorte que les entiers ny, ; et n, soient positifs.
Cela posé, faisons

(5) m,=n,p, +1t, (0St<n,—1), (p=1,2...,p),

%, et ¢, désignant des entiers dont I'un est le quotient et I'autre le
reste de la division de m, par n,.

On obtient toutes les valeurs de m, de — o & + oo et seule-
ment une fois chacune de ces valeurs en faisant, dans (5), varier
wede —oo a+ o0 etf,deocan,—ri.

L’on a, d’aprés cela, pour la fonction (1), 'expression

IP= no—1 po=—+=
~
(6) Z 2 e(nll-'-'+t,)r.+...+(n,,l*’,+tr).r,,+?(nll‘,+l,,...,n’,l‘,,+t’,).

!P:O pp=—=

Posons
& =0T+ BT+ .o pZp + 9(L, Ly o vy Lp),
(7) 00(ty, Lgy ooy lp)
%= na,+ ne_“*Tate—"'““ (P=1,2 ..., P);

I'expression (6) de la fonction © considérée devient
19 =np—1 to =+ oo
(8) V 2 R B A By b B, B G(R A, By, ey RpEp) 5

dod
1p=0 pp=—w=

on a identiquement

Ry, Raltay « ooy Aplhp) = P( Ry 2y, Ry Yoy oy Np—t fp—1,0)

=27 hp(1 T @p1 -+ B2 Ra@py .o+ Wpoy Rp—1 Gp,p—1) + NJ PE App
remplacons dans le coefficient de 27, ., les quantités
Ny @pt, N2Apay .+, Np—y@p p—1
par leurs valeurs (4); nous avons

\ O(7y e, RoPhay + ooy Nplhp) = O( 7y ryy Nafhy « ooy Rp—g p—1,0),

(9) ; —
[ R app (Ul -+ 2 Wy i 20p Pvig 5o == 20p Rpq ) + 2Mﬂ_\/—-1,
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M éiant entier; cette expression (9) peut s’écrire

@ (ny iy, RaPay -2y Rplip)
= @(R1{1, N2Pay «o o1 Ppg Php—1,0)
— 1 app(Port + Pt + oot pp)?
A R @pp(Pytt F Pora - oo Ppeg - pp)? + 2 May/— 1.

(10)

Dans cette expression (10), la partie indépendante de p,, & sa-
voir :

(R i1, Nahay + ooy Rp—tfhp—1,0) — NEApp(Pott + Pota + oo = Rpt)?

est une forme quadratique ® (i, k2, ..., pp_y) des p —1 varia-
bles py, pa, ..., pp_s; €t si l'on écrit cette forme de la facon sui-
vante :

i,j=p—1
O
(11) D1y P2y oeey fpot) = 2 Aijwinyy (A= Ajyp),
ij=0
on a
‘ A,‘,‘ :n?a[i, Si I:SV,
2 .o
(1) (A,~i::n,~aii~—n,2,app, si I>v,
(A,~j:ninjaij, si { ou jfv,
Ajj=ninja;;j—niapp, si i et j>v.

D’apres cela, dans la somme (8), 'exposant de e peut s’éerire,

en laissant de c6té 2Mmy/— 1, qui est une période de la fonction
exponentielle,

% Py et Pp Bp - @pp PR (et = g —Hee o )2 P (s oy ooy Bpi)

ou bien
o oy e, 8 Pyig (B — Ap) .
A oot (dpt — ap) 4+ By Py ey Ppt)
= (Pt Povre oo = Ppg = Bp)p - Qpp Y (Pt = Pt oo ).

Cela posé, faisons dans I'expression (8) la sommation par rap-
port & p, en laissant toutes les autres quantités constantes; nous
pourrons mettre en facteur, dans le terme général de cette somme,
la quantité

(12) OO, Bty (S B, gy By
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et nous aurons a faire la somme
pp =+
Z (Pt diy) Spbay nl (Kt gt +1p) T
bp=—xo
in’ 2 1).
somme quin’est autre que 8;(a,|27y/— 1,275 a,,)('); la somma-

tion pai rapport d gy, Ma, ..., fp_s donne ensuite & chercher la
somme des termes tels que (12), somme qui est égale a

eae(a“ Ay vy Ly Aypg —Apy ooy Apg — dplAij)-
Donc enfin
O(xy, 23, ..., xp|aij)
193"9—1
\Y o . 2
= €%0(ay, Ggy v uuy %y Aygg — Apy ooy Bpg— %p | A,-j)ea(a,,|27t\/—1, 2n3app)-

t, =0

Telle est la formule de réduction annoncée.

II. Il est un aatre cas, ou la fonction 0, définie par la série (1),
subit une réduction analogue : c’est le cas ou les p groupes de pé-
riodes simultanées des (p — 1) variables z,, 7., ..., z,_, se rédui-
sent & (p—1) groupes distincts. Cette circonstance se présente
lorsque, entre les périodes relatives a ces variables, ont lieu des re-
lations de la forme

‘ k, a;; + lczam et kp—lal',p—i -+ kpa,-d,: hi'rr‘/—l,

13
(13) (i=1,2, ..., p—1),

kiy kay ooy kpy Ryy hay .oy hp_, étant des nombres entiers.

Il importe de remarquer que k, ne peut pas étre nul; en effet,
supposons k, = o, multiplions la premiére des relations (13) par
ki, la seconde par ks, ... la dernié¢re par k,_,, et ajoutons; nous
avons

¢(ky, Kz - ..y kpoy,0) = Mmy/—1,

M étant réel. Or cette relation est impossible, car, quelles que

(*) Je désigne par 0, (5 | w, w’) la fonction 0, formée avec w et ' (Voir Theorie
des Jfonctions ellzptzques de MM Briot et Bouquet, p. 115).
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soient les valeurs attribuées aux entiers m,, m, ..., mp, la partie
réelle de ¢(m,, m, ..., mp) est négative et n’est jamais nulle. 11
n’est donc pas permis de supposer k, = o. Mais il peut arriver que
certains des entiers ky, ka, ..., kp_ soient nuls.

Je vais traiter le cas o aucun des entiers ky, ks, ..., k, n’est
égal a zéro. Ces entiers ont d'silleurs des signes quelconques. Fai-
sons, comme précédemment,

(14) m(.:kel",*t_ev (p=1,2,...,p)

i et ¢, étant deux entiers dont le second ¢, est positif et satisfait a
I'une ou 'autre des conditions

ost,< k,—1 si k,>o,
(oEtPS—kP—I si k,<o.

(15)

L’on obtient encore toutes les valeurs de m, en faisant varier
p, de — o & + oo et donnant a ¢, les valeurs satisfaisant aux con-
ditions (15). La série (1) peut donc s’écrire

pp =+
(16) Z 2 e(k,P,+t,):t,+...+(k’,l’-p+t’,)x’,+?(k,l"‘+t,,...,lc’,1‘-p+t’,)_
tp Mp=—on
Le signe 2 indique une somme étendue aux valeurs (15) de

t
P
ty, tay ..., tp. Posons

B =tiwy+...+ tpxp+ @2y, tyy .., tp),
(17) dp(ty, 2y ooy tp)
— N T ety 7p) — .
ﬁe_ ke.z'e+k9 d’te ! (p=1y2,...p);

I’exposant de e, dans la somme (16), devient
(18) B+ wm @1 -+ .+ E-ppp + @(hky g, kapray ooy kppp).
Dans cet exposant, écrivons, au lieu de @(ky i, kapray oovs kpptp),

plAstp + k(s — wp), kapp + ka(ta — 1p), -,
kp—1tp + kp—1(tp—1 — #p), kppp + 0],

et développons par la série de Taylor, en considérant
ky(pa — p)s ka(pa — Bp)y ey kp—1{pp—1 — #p), ©

comme les accroissements des variables. Il est aisé de voir que, en
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vertu des relations (13), ce développement se réduit i
@ (kippy kapipy « ooy kpiap) - 0lki(p1 — pp)y k2 (2 — 1ip)y ooy

kp-1(pp—1 — pp),0] = 2N=y/—1,
N étant entier; en effet, le coefficient de k;(p; — pp), dans ce dé-

0¢(kipp, kopp, .. kppp)
' 9(kipp)

veloppement, est » c’est-a-dire

20p(kiay + kyaipn+. ..+ kpa;p)

ou, d’aprés (13), 2, limy/— 1.
L’expression (18) peut donc s’écrire
5 B (o —p) B+ (P2 —prp) B+ oo (pt — 1p) Bt
(19) = @A (1 — tp)y ooy Kpt (Mp—t = p ), 0]+ p( By =+ By ...+ 8))
= ppo(ky, kay oo kp) + aN=y—1.
Alors, dans la somme (16), laissons d’abord p, constant et

sommons par rapport a {y, fta, ..., fkp_s; NOUS pourrons metire en
facteur dans le terme général I'expression
(20) o8+t { BBt kB ) io (K Ry K )
et la somme aévaluer sera

Pres by =+
E e(t—#p) Bie( Py =) B +slky( "‘l*?‘p)--“rky—ﬂ ® »~|‘l'"_p)r°],

Piyecoybpoy =— @

c’est-a-dire une fonction ® de p —1 variables

VLot ot pput 1 i’:l,2,...,17‘—‘| .
9(§1yﬁz,-~-,{3p—1111 Iljﬂ:j) <j'=l,2y-.-,17—l>

Si ensuile nous faisons la sommation par rapport i w,, nous
avons i évaluer la somme des expressions (20), u, variant de — o
4 + o, ce qui donne

ePB3[ By +Ba+...+ Bplamy—1,20(ky, ke, .y kp)]-
Donc enfin, d’aprés la formule (16),

9(1‘,, Ly oo .,xp]a[j)

(21) ¢ = 2659(?’1, Bay ooy Bk Kjasy)
‘e

< 05 [B1 -+ B .o+ Bplamy/— 1, a0(kyy kyy ooy Bp)]:

ce qui donne I'expression cherchée.
X. Y
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Il est & remarquer que 2¢(ky, ks, ..., kp) se réduit, en négli-
‘geant un multiple de 2 V—1,a

d,?(kiy k?v .. -7kﬂ)
T

car les relations (13) peuvent s’écrire

d?—(k—"—kg—,’fﬂ—)_z 2h,~-n:\/-——; (E=1,2, ..., p—1).
. i

ITI. Une méthode analogue s’applique au cas od, dans les rela-
tions (13), cerlains des entiers Ay, ks, ..., kp sont nuls. Si I'on sup-

pose
/C; :kgz...:k

‘):07

kugiy Kvgay -.., kp étant différents de zéro, il faudra poser
my, = p, (A=1,2,...,V),
My, =k, W+t (P=1,2...,p—V),
les entiers ¢, étant assujettis & la condition
? )
<z < - —_— 1 .

(22) (o<t ko—1 si k. >o,

{ o<t <—k ., —1 si ]‘y+9<"-

La fonction © (1) peut alors s’écrire

pi=+® .
(23) E 2 el‘-,:l‘l—l-...+l"~:xv+(l‘v+lkq+l+t.)Iy+1+...+_(i'-’,k,,+tp-v).z‘P+?(l’~,,...,i’"wkH-ﬂ‘-v.g.1+tl,...,kpllp+t,,_v)’

Tp pi=-—o

le signe Z indiquant une sommation faite par rapport a ¢,, ¢,, ...,

173 .
tp_v et étendue aux valeurs (22).

Si I'on pose
Y = UXyp -l Burg e o EpTp +9(0,0, 000, 0, ty, -u iy Epy),

ey :.Z'-A+2(a'}‘,y+1 -+ Ay ly —}—...+awt,,_,), ()\:]’2,,__,\‘)’

99(0,0, ..., 0,1, ...,t,,_v), (

dtp

k,. +k\,+9 P=1,2,...,p—V),

-{';+e = vp U vtp

my,..,Mp_y =+
-4 e = . em,51+.‘.+m _,E SN ey My Ry i My Ky, ,0)
AGly G2y ) Sp—1 p—1p: P p— s

My Mpy =~
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I'on obtient, comme précédemment, la formule de réduction .

= Zere'(Yh Yoy - °;Yp—1)

t

5 8(zy, @, ..., @p|aij)
(24)
X 03[ Yvat 4 Yoa2 vt Ypl2myY—1,29(0,0, ..., 0, kyry, .., kp)]
Ici encore I'on a, en négligeant un multiple de 'zﬂFT ,

()(?(0, o, ...,ka, kv+2‘, ...,k,,).
ok,

2?(0107 ooy 0y Kvpgy Kviny onny kp)= kp



