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SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS RELATIVEMENT
SPECIALISABLES ET L’EXISTENCE D’EQUATIONS
FONCTIONNELLES RELATIVES
PAR

J. BRIANCON, M. GRANGER ET PH. MAISONOBE (*)

RESUME. — Nous introduisons la notion de V-filtration relative pour un systéme
différentiel sur une variété analytique complexe et nous définissons les systémes diffé-
rentiels relativement spécialisables. Cela généralise le cas absolu étudié par Malgrange,
Kashiwara, Mebkhout et Sabbah. Ensuite, pour une fonction F' et un systéme
différentiel holonome M, nous donnons des conditions géométriques nécessaires et
suffisantes pour l’existence de polynoémes de Bernstein relatifs pour mF*®, m étant
une section de M. Enfin nous appliquons ces résultats au cas particulier ou M est le
module de cohomologie locale sur une intersection compléte a lieu singulier de dimen-
sion 1.

ABSTRACT. — Consider a smooth hypersurface T in a complex manifold W, and a
submersion from W onto a manifold Y whose restriction to 7" is also a submersion. In
this paper we define the notion of a differential system specialisable along T relative to
the submersion; this generalises the absolute case studied by Malgrange, Kashiwara,
Mebkhout, and Sabbah. From this we deduce necessary and sufficient geometrical
conditions for the existence of relative Bernstein polynomials for mF'®, m being a
section of a holonomic D-module M and F a holomorphic function on W. As an
application we study the case when M is the local cohomology with support in a
complete intersection.

Introduction

Dans ce travail, nous introduisons la notion de systéme différentiel
relativement spécialisable le long d’une hypersurface et nous donnons des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un systeéme ait cette propriété.
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218 J. BRIANCON, M. GRANGER ET PH. MAISONOBE

Nous en déduisons des conditions géométriques nécessaires et suffisantes
pour l'existence de polynémes de Bernstein relatifs. En particulier, nous
traitons le cas de la cohomologie locale & lieu singulier de dimension 1.

De facon plus précise, la situation est la suivante. On considére
une variété analytique complexe W et une hypersurface T C W. Soit
w: W —Y une submersion telle que w|r soit aussi une submersion. On
considere d’autre part un module M sur I'anneau Dy ,y des opérateurs
différentiels relatifs. Dans une premiére partie, nous reprenons dans le
cas relatif des résultats donnés par Z. Mebkhout et C. Sabbah sur la V
filtration et la spécialisation des systémes différentiels. La théorie de la
V filtration avait été développée par M. Kashiwara et B. Malgrange [K2],
[Ma2] dans le but suivant : étant donné un module holonome régulier M,
déterminer le D module ayant pour solutions les cycles proches du faisceau
des solutions de M. Nous introduisons la notion de V filtration relative
le long de T' pour un Dyy,y module cohérent, puis la notion de module
relativement spécialisable. Nous donnons alors une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un Dy-module spécialisable (au sens absolu) le long
de T soit relativement spécialisable. Nous donnons aussi, au passage, un
exemple de Dy module holonome régulier relativement cohérent et non
relativement spécialisable.

Dans la deuxiéme partie, nous considérons F' : 2 — C une fonction
holomorphe sur une variété analytique complexe 2 et une submersion
w' 1 Q — Y. Soit d’autre part M un Dg module holonome régulier
qui soit Dg/y cohérent. L'objet de cette partie est de généraliser aux
sections m de M les conditions d’existence du polyndéme de Bernstein
relatif pour mF*® trouvées pour m = 1 € Ogq dans [B.L.M] (o Og
est le faisceau des fonctions holomorphes). Nous donnons une condition
géométrique portant sur le conormal de la restriction de F' & la variété
caractéristique de M, nécessaire et suffisante pour que toute section de
M admette un polynéme de Bernstein relatif, c’est-a-dire pour qu’il existe
b(s) € Cls] — {0} et P € Dq/y[s] tel que b(s)mF* = PmF*!. On
passe d’abord comme dans le cas absolu par l'intermédiaire d’un systéme
différentiel & support le graphe t = F(z), et de la V filtration le long
de t = 0. L’existence de polynémes de Bernstein équivaut au caractere
relativement spécialisable de ce module. Pour en déduire le résultat
principal, on montre ensuite que l’existence de polynéme de Bernstein
relatif implique la cohérence de M([1/F] comme Dg/y-module. D’apres le
résultat de [B.L.M], on en déduit que la variété caractéristique de M(1/F]
est non caractéristique pour les fibres de w’. Dans [Gi], Ginsburg montre
comment calculer la variété caractéristique de M[1/F] & partir de celle
de M. L’interprétation géométrique de ce résultat qui est donnée avec
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SYSTEMES DIFFERENTIELS RELATIVEMENT SPECIALISABLES 219

M. Merle [B.M.M], permet d’obtenir la condition géométrique mentionnée
ci-dessus. Inversement, le fait qu’une telle condition entraine 1’existence de
polynémes de Bernstein résulte du calcul de la variété caractéristique
de D[s]F* (voir [Gi]) et de 1'usage des V-filtrations relatives sur le Doxc-
module M[1/(t — F)].

Dans la derniere partie, nous appliquons les résultats précédents & la
situation suivante : X C 2 est une famille d’intersections compleétes
singularités isolées paramétrées par Y, de dimension 1, de méme que
X N F~1(0) ot F est holomorphe sur . On désigne par M = R['xOq le
module de cohomologie locale (en degré d = dim X) de Ogq & support X.
Nous montrons alors que la condition nécessaire et suffisante d’existence
d’un polynéme de Bernstein relatif, trouvée dans la partie 2, est elle méme
équivalente & la condition suivante : X et Z = X N F~1(0) sont des
déformations & nombre de Milnor constant le long d’une courbe I' lisse
au-dessus de Y. Résumons cette démonstration. On peut calculer le cycle
caractéristique de M en utilisant la formule de I'indice de Kashiwara et
le fait que les solutions de M se réduisent & Cx[d] o d = dim X et Cx
est le faisceau constant sur X. En appliquant ceci & M et 4 N' = RI['zOq,
ainsi que les résultats de [B.M.M] sur l'interprétation géométrique du
calcul des cycles évanescents de M([1/F], on en déduit que X et Z sont
des déformations & nombre de Milnor constant. On conclut en utilisant
un critére discriminant de Looijenga [Loo]. La condition de discriminant
peut s’obtenir en fait plus directement en utilisant [B.M.M] pour montrer
que la courbe polaire Pi(F|x) est vide. Cet exemple généralise le cas
X = Q, F~1(0) déformation d’une hypersurface a singularité isolée, donné
dans [B.L.M].
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1. Systémes différentiels relativement spécialisables

1.1. Bonnes V-filtrations relatives.

On se place dans la situation suivante : w : W — Y est une submersion
entre deux variétés analytiques complexes, T' C W est une hypersurface
lisse telle que la restriction de w & T reste une submersion de T" dans Y.
On désigne par I C Ow le faisceau cohérent d’idéaux définissant T'.

On note D le faisceau des opérateurs différentiels sur W, Dyy/y le sous
faisceau des opérateurs différentiels relatifs, sous anneau de Dy, engendré
par Ow et par les champs de vecteurs tangents aux fibres de w.

Rappelons que Dy peut étre muni d’une filtration croissante indexée
par Z, appelée classiquement la V-filtration (voir [Ma2], [K2], [Me], [9]) :

Vi(Dw) = {P | P4 C I pour tout £ > k}
et nous notons de la méme facon la filtration induite sur les opérateurs
différentiels relatifs :
Vi(Dw,y) = Ve(Dw) N Dwyy-

DErFINITION 1. — Soit M un Dy y-module cohérent muni d’une Z-
filtration croissante exhaustive U,(M), compatible avec V,(Dw,y ). On dit
que U,(M) est une bonne V-filtration relative de M s’il existe, localement,
une surjection p : Dy, y M et des entiers relatifs ¢4, ..., ¢, tels que :

Uk(M) = P(é Vlj-i-lc(DW/Y))'

PRrOPOSITION 1. — Etant donné un Dy -module cohérent M muni
d’une V-filtration relative U,(M), les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) U,(M) est une bonne V-filtration relative.
(2) Pour tout k € Z, Ux(M) est un Vo(Dw,y)-module cohérent et il
existe localement un entier naturel ko tel que pour tout k € N :
Vi(Dwyy) * Uko (M) = Ukko (M),
{ Vok(Dwyy)U-ke(M) = Uiy (M).
(3) Le faisceau
Ry (M) = P Ux(M)r*

kEZ

est cohérent sur le faisceau d’anneauz Ry = @ Vi(Dw,y ).
kEZ
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La preuve de la proposition 1 se fait de la méme maniére que dans
le cas absolu (voir [Me, p. 204-205]). Donnons en seulement les grandes
lignes :

(1) = (2). Ceci résulte du fait que pour deux entiers k et £ de méme
signe ou nuls on a :

Ve(Pwyy) - Ve(Pwyy) = Vise(Dwyy).

(2) = (3). On remarque que Ry (M) est engendré localement comme

Ry-module par ko
P vMm)r*.
k=—ko

(3) = (2). Réciproquement, si Ry (M) est un Ry-module cohérent, on
peut choisir (localement) des générateurs homogenes et on peut prendre
pour kg le maximum des valeurs absolues des degrés de ces générateurs.

(2) = (1). Pour —ky < k < ko, on choisit (localement) un morphisme
surjectif

Vo(Dwyy )P* — Ux(M)

et on obtient alors une surjection k
0

p:Dﬁ,/Y—»M avec p= Z Dk
k=—k
qui permet de récupérer la filtration U,(M). °

Nous avons passé sous silence les questions de cohérence en nous
contentant de la finitude. Il faut pour cela utiliser la cohérence de ’anneau
de Rees qui se démontre comme dans [Me, p. 204].

PROPOSITION 2. — S0it 0 — M’ — M —25 M" — 0 une suite ezacte
de Dw/y-modules cohérents. On suppose que U,(M) est une bonne
V-filtration relative sur M. Les filtrations induites sur M’ et M" :
Up(M') = i7Y(Ur(M)) et Up(M") = j(Ug(M)) sont de bonnes V-filtra-

tions relatives.

Preuve. — Les filtrations induites fournissent, pour tout entier relatif k,
une suite exacte

0— Uk(MI) e Uk(M) — Uk(M”) —0
et donc une suite exacte de modules sur 'anneau de Rees :
0— RU(M') — RU(M) b Ru(M”) — 0.

D’apreés la définition, U,(M"') est une bonne V-filtration relative. Les Ry -
modules Ry (M) et Ry (M”) sont donc cohérents d’apres la proposition 1,
partie (1) = (3). Donc Ry(M’) est aussi cohérent et d’apres la réci-
proque (3) = (1), U,(M’) est donc aussi une bonne V-filtration relative.
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222 J. BRIANQON, M. GRANGER ET PH. MAISONOBE

La proposition 2, en ce qui concerne M’, est analogue au lemme
d’Artin-Rees.

1.2. Modules relativement spécialisables.

On se donne, au voisinage d’un point de T, un champ de vecteurs
tangents aux fibres de w: W — Y de la forme

P
FE=t—
ot

ol t = 0 est une équation locale de T'. On peut vérifier que la classe de E
dans Vo(Dw)/V-1(Dw) = Dr[E] ne dépend pas du choix de I’équation
locale.

ProposiTiON 3. — Soit M un Dy/y-module cohérent. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) Il existe localement une bonne V-filtration relative U, (M) de M et
un polyndme non nul ¢ € C[s] tel que pour tout k € Z :

c(E + k)Up(M) C Ug—1(M).

b) Pour toute bonne V-filtration relative de M sur un ouvert de W,
la propriété a) est satisfaite localement.
c) Pour toute section locale m de M, il existe un polyndéme non nul
c € C[s] tel que :
c(E)m € V_1(Dw,y)m.

DEFINITION 2.

o Un Dy,/y-module cohérent M est relativement spécialisable le long
de Vhypersurface T C W si les propriétés de la proposition 3 sont
satisfaites.

o Sim est une section locale d’'un module M relativement spécialisable,
le polynéme unitaire de degré minimum satisfaisant ’équation fonction-
nelle ¢) de la proposition s’appelle la c-fonction relative de m le long de T'.

o De méme, si U,(M) est une bonne filtration relative d'un Dy,y-
module M relativement spécialisable, le polynéme unitaire de degré
minimum ¢ € C[s] tel que ¢(E + k)Ux(M) C Ug—1(M) pour tout k € Z,
s’appelle la c-fonction relative de U,(M)

REMARQUE 1. — Pour éviter les confusions, nous avons préféré ne pas
donner le nom de «b-fonction » relative ou « polynéme de Bernstein relatif »
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de m le long de T qui est traditionnellement réservé au polynéme unitaire

de degré minimum b € C[s] tel que b(— %t)m € V_1(Dwyy)m. On a :

0
—mt=—E-1L

Preuve de la proposition 3. — Nous suivons toujours [Me, p. 205-207].

a) = b). Soient U,(M) et U’,(M) deux bonnes V-filtrations relatives
de M. Nous supposons que U,(M) vérifie la propriété a). En utilisant
la définition des bonnes V-filtrations relatives, on montre 1’existence
(localement) d’un entier £ € N tel que pour tout k € Z :

Uk—e(M) C UIQ(M) C Ugge(M).

Posons :
d(s)=c(s+€)c(s+£—1)---c(s—¥)

ol c est la c-fonction relative de U,(M). On a :
d(E + k)Ukye(M) C Ug—p_1(M) C U,Ic_l(M)

d’ot d(E + k)Uj(M) C Uj,_,(M) et la propriété a) est satisfaite pour
U',(M) avec le polynéme d € C[s].

b) = ¢) Soit (m;);es un systéme fini de générateurs de M au voisinage
d’un point de T, avec m = m;. Posons :

Ur(M) = Z-Vk(DW/Y)mi'

i€l

Alors U,(M) est une bonne V-filtration relative de M et, par la pro-
priété b), nous savons qu’il existe un polynéme non nul ¢ € C[s] tel que :

c(E)mZ € [Z V_l(Dw/y)mj]ﬂ[DW/Ymi]
JeI

En itérant cette relation et en utilisant
c(E)Ve(Dw)y) C Va(Dwyy)e(E — £) + Vo1 (Dwyy ),
on obtient :
c(E—-k+1):-c(E—-1)c(E)m; € U_g(M) N [Dw/ymy).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



224 J. BRIANCON, M. GRANGER ET PH. MAISONOBE

Or Dy ym; possede deux bonnes V-filtrations relatives :

o la filtration induite U,(M) N [Dy/ym;], bonne d’apreés la proposi-
tion 2;

o la filtration naturelle : U’,(Dy,;ym;) = V,(Dw,y )ms.

Par comparaison des bonnes filtrations, il existe un entier naturel kg
tel que :

U—ko(M) N [Dyyyymi] C ULy (Dwyymi) = Vo1 (Dwyy )mi.

Donc ¢(E — kg +1)---c(E — 1)c(E) est une c-fonction pour chaque m;,
donc en particulier pour m.

¢) = a). Soit (m;)ier un systéme fini de sections engendrant locale-
ment M. Par hypothése, il existe un polynéme non nul ¢ € C|[s| vérifiant

c(E)Ym; € Vo1 (Dwyy)m;

pour tout ¢ € I. Soit

Up(M) =Y Vi(Dwyy)m
il
la bonne V-filtration relative de M induite. Vérifions que I'on a bien :
c(E + k)Up(M) C Up—1(M).
En effet :

o(E + k)Up(M) =Y c(E + k)Vi(Dwyy)mi
iel

C Y [Ve(Dwyy)e(E) + Vi1 (Dwyy)]m

i€l

C Z[Vk(DW/Y)V—l(DW/Y)mi] + Z Vi-1(Dwyy )mi
il il

C ka_l(DW/y)mi = Uk_l(M).
i€l

REMARQUE 2.

a) Si M est un Dy y-module cohérent a support dans T, il est
relativement spécialisable. En effet, toute section locale de M est annulée
par une puissance de t.

B)8i0— M — M — M" — 0 est une suite exacte de Dyy,y-module
cohérents, M est relativement spécialisable si et seulement si M’ et M"
le sont.
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On peut démontrer de maniére analogue au cas absolu :

ProposITION 4. — Soit M un Dy/y-module cohérent relativement spé-
cialisable et soit G C C limage d’une section de la projection C — C/Z.
Il eziste localement une unique bonne filtration relative U,C(M) qui
admette localement une c-fonction relative satisfaisant c=1(0) C G.

Soit M un Dy/y-module cohérent spécialisable. Si m est une section
locale de M, c¢,, sa c-fonction, on appelle ordre relatif de m :

ord,(m) = c;;}(0).
La famille {ord,(m) | m € M} est localement contenue dans une réunion

finie E = J{a + Z} de réseaux de C. On note < l'ordre lexicographique
de C ~ R +{R.

DErFINITION 3. — On appelle V-filtration relative canonique par l'ordre
en T la filtration indexée par E définie par :

Vz € W, Us(M); = {m € M, |ord,(m) C{s€C, s> —a—1}}.

Comme dans le cas absolu, on démontre :

ProposITION 5. — Soit M un Dyy/y-module cohérent relativement
spécialisable le long de T. Pour tout @ € E, (Uyx(M))kez est une bonne
filtration relative, égale & la filtration U,% (M) pour

G={36C|—a—1§s<—a}.
Pour a € E, on note :

_ Ua(M)
GrY(M) = T )

Alors GrY (M) est un Dr/y-module cohérent. En effet c’est un

Vo(Pwyy)/V-1(Dw,y) = Dr/v[E]

module cohérent admettant un polynéme minimal pour l’action de E.
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1.3. Conditions de spécialisation relative.

LeMME 1. — Soit M un Dy -module cohérent, Dy y-cohérent et
relativement spécialisable; soit x un champ de vecteurs tangents qui
commute avec t et 8/0t. Si cm(s) désigne la c-fonction relative d’une
section locale m de M, il existe un entier ¢ tel que la c-fonction relative
de xm divise

em(8)em(s —1) - cn(s — 0).

0
Preuve.— Comme c,, (t — ) m appartient & V~1(Dy, /Yy )M, NOUS avons :

ot

0 _ _
em (37 ) Xm € V7 Dy )m + V1 Dy )xm.
Ainsi, si N' = Dy/ym + Dy yxm, cm(s) est une c-fonction de la V-
filtration relative définie par :

Ny = Vk('DW/y)m + Vk(DW/y)Xm.

On en déduit, en reproduisant la preuve de la proposition 3, que le
polynéme de Bernstein de ym divise l'itéré ¢, (s)em(s — 1) -+ cm(s — £)
pour un entier £ convenable.

ProposiTiON 6. — Soit M un Dw -module cohérent, Dyy,y -cohérent
et relativement spécialisable. Il existe un Vo(Dw)-module Mo qui est
Vo(Dwyy) cohérent et qui engendre M comme Dy -module :

M =Dy - Mo.

Preuve. — Soient G = {s € C | =1 < s < 0} et U%,(M) la V-filtration
relative associée & G. Il existe un entier ko tel que M = DW/yUkC; (M).
Il résulte de la proposition 5 et du lemme que U, g (M) est stable par x
(ol x est un champ de vecteurs tangents qui commute & t et 9/0t).
On en déduit que Mg = U, g) (M) convient (en effet dans un systéme
de cordonnées locales adaptées Ukcg (M) est stable par Vo(Dw,y) donc
par Vo(Dw) qui est engendré par Vo(Dw,y) et les 9/9y;).

La proposition suivante contient une réciproque de ce résultat.

ProposiTiON 7. — Soit M un Dw-module cohérent spécialisable le
long de T. On suppose M = Dy - Mg ot Mg est un Vo(Dw)-module
Vo(Dwy,y )-cohérent. Alors :

1) M est Dy y-cohérent et relativement spécialisable le long de T
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2) Pour toute section locale m de M, si ¢, (s) (resp. by (s)) désigne
la c-fonction relative de m (resp. la c-fontion absolue), il existe un entier
¢ e N tel que :

b (s) divise ci(s),
{cm(s) divise by, (8)bm(s — 1) -+ - by (s — £).

3) La filtration relative canonique de M par ordre en T coincide
avec la filtration canonique (absolue) de M par lordre en T.

Preuve.

1) Le probléme est local. Soit (m;);cr un systéme fini de générateurs
de Mo comme V(Dy,y) module. Soit

(xla~",xnvtay1>""yp)

un systéme de coordonnées locales telles que ¢ = 0 soit une équation de T'
et que w soit la projection (z,t,y) — y.

3]

Comme (3_)J appartient & Vo(Dw) pour tout multi-indice J € NP,
. )

ona:

M =DywMy= ZDW/Y< 0 ) Mo =Dy y Mo = ZDW/sz

i€l

Il en résulte que M est Dy y-cohérent. Pour montrer qu’il est rela-
tivement spécialisable, considérons avec les notations précédentes, la
V.(Dw,y)-bonne filtration relative de M :

Ur(M) ka Dy, y)m ZVk (Dw)m

i€l i€l

La derniére égalité est due au fait que Vx(Dw) = Vi(Dw v )Vo(Dw ).

Cette filtration relative coincide donc avec une bonne filtration absolue
de M. D’apres la caractérisation a) de la proposition 3, appliquée succes-
sivement & la spécialisation absolue puis relative, on en déduit que M est
relativement spécialisable.

2) Remarquons d’abord que, sous les hypotheses de la proposition,
pour toute bonne V-filtration absolue L, (M), et tout entier relatif k,
Lp(M) est Vo(Dw,y)-cohérent. En effet, Vi(Dw)Mo est une bonne
V-filtration de M et, par comparaison des bonnes filtrations, nous savons
qu’il existe un entier r tel que

Lk(M) C Vk+r(DW) Moy = Vk—{—r(DW/Y) - M.
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On en déduit que Ly (M) est contenu dans un Vg (Dy,y )-module cohérent
et est donc Vo (D, y )-cohérent.

Pour prouver 2), considérons N' = Dy - m. D’aprés la remarque
qui précede, Vix(N) = Vi(Dw) - m est & la fois une bonne filtration
absolue et relative de N'; il en résulte que by, (s) est aussi la c-fonction
de cette filtration relative et le point 2) de la proposition résulte alors
de la comparaison entre les bonnes filtrations relatives Vi (Dy,y) - m et
Vi(Dw) - m N Dyyyy - m. 1l existe £ € N tel que pour tout k € Z :

Vk,_e('Dw) -mnN Dw/y -m C Vk(DW/y) -m C Vk(Dw) -mnN DW/Y -m.

La partie 3) résulte directement de 2) car les c-fonctions relatives et
absolues ¢, et by, de m ont la méme plus petite racine (ou, éventuellement,
Cm =bym =1). ,

Nous avons utilisé le lemme suivant : soit M un Dy -module cohérent
(resp. VO(Dw) cohérent), N C M un sous Dy |y module de type fini
(resp. un sous V°(Dyy)-module de type fini); alors N est relativement
cohérent.

Donnons pour finir quelques exemples de Dy, modules spécialisables,
relativement cohérents et non relativement spécialisables.

ExEMPLE 1.
M; =De®¥ ot T =Y, déquation z =0, W =C2.
Ici, M1 est Dy holonome. Comme
0 0?2
_ - /Yy —
(8y -I—xax?)e‘” ¥=0,
M est Dy y cohérent (mais y = 0 est quand méme caractéristique

pour My, voir [B.M, p. 14]). Le module, M; est spécialisable le long
de T', une équation de spécialisation est :

() - ()]~ g

En revanche, M n’est pas relativement spécialisable le long de T'. Sinon,
il existerait b(s) € C[s] et P un opérateur dépendant de z,y,z0/0x tel
que :

b(m%) /Y = xP(x,y,m%) e®/v,

On en déduirait une identité :
c(f) /v = mQ(w,y, E) e%/Y
Y Y

ol ¢ serait un polynéme de méme degré que b, d’ot1 une impossibilité pour
des raisons d’homogénéité.
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EXEMPLE 2.
My =D/D(8/8z + 0/dy) ou T =Y, d’équation = =0, W =C>.

Ici, My n’est pas holonome; il est pourtant spécialisable le long de T
puisque dans M :
0 0
Il n’est pas relativement spécialisable le long de T car isomorphe & ’anneau
des opérateurs relatifs qui n’est bien siir pas relativement spécialisable.

EXEMPLE 3.
M3 =D/D(8/0z+0/dy,x —y) ou T =Y, d’équation z =0, W = C2.

Ici, M3 est isomorphe & O[1/z — y]/O; il est donc holonome régulier
et spécialisable. M3 est un quotient de M5 et on a toujours dans Msj :

z 0 _ z 9
or oy
Mais M3 n’est pas relativement spécialisable le long de T'. Car on aurait
une identité dans Mj :

0 0
b(x %) = :L‘P(:L‘, Y, T %)
d’ol1 une identité : 9 9
b(:c £> = xA(m,x 5;)
ol A serait un opérateur de la seule variable z. Une telle identité est

impossible car M3 est isomorphe & I’anneau des opérateurs différentiels
de la variable z.

2. Polynéme de Bernstein relatif

Soient w :  — Y une submersion entre deux variétés analytiques
complexes, F' : © — C une fonction holomorphe, P un Do module
holonome qu’on peut écrire P = Dq - Py ot Py est Oqg-cohérent. On
suppose que 0 est I’'unique valeur critique de F'. Rappelons que P[1/F, s]F'®
est de fagon naturelle un Do module; nous noterons

Mo = DQ[S]POFS - P[I/F, S]Fs.
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COROLLAIRE 1. — 8i Mo = Dq[s]PoF* est Dq,y|[s]-cohérent, pour
toute section locale u de Py, uF'® admet un polynéme de Bernstein relatif :
il existe b(s) € C[s] non nul tel que b(s)uF* € Dg,y [sluFs+.

Preuve. — On peut munir le germe de P[1/F, s|F* en un point de Q2
ou F s’annule d’une structure de C{¢}[0/9t] module en posant (comme
dans [Mal]) :

C O
tm(s)F° = m(s + 1)F**1.

On constate en particulier que la multiplication par s coincide avec
Vopérateur —(0/0t)t.

Notons toujours w : W = Q x C — Y la submersion évidente,
T = Q x {0}; considérons dans P[1/F, s]F'* le sous Dy,-module

M - proFs 3

c’est un germe de Dy-module holonome car il s’identifie & un quotient de
I'image directe de P par le morphisme graphe de F. Alors V(D) - PoF*
est égal & Dq[s| - PoF'* et est Vo(Dw,y) cohérent par hypothese; la
proposition 7 s’applique au couple (M, Dq[s] - PoF*). Le corollaire s’en
déduit.

Soit P un Dg-module holonome régulier. Rappelons certains résultats
de la théorie des D modules. Le module P[1/F] est encore un Dgq-
module holonome régulier; Kashiwara et Malgrange définissent (dans
[Ma2] et[K2]) un Do-module ¥ x(P) supporté par F' = 0; ce Do module
est holonome régulier et ses solutions s’obtiennent & partir des solutions
de P par application du foncteur ¥ des cycles évanescents (voir [D.K]).

Notons

Car(P) =T, 0

la variété caractéristique de P, réunion des conormaux a certains sous-
espaces irréductibles de €2; on définit Cp|x, le conormal relatif a la
restriction de F' & X, par :

Crix, = {(z,€+ AdF(2)) | (z,6) € T, Q, A€ C} CT*Q.

Soit 7 la projection de T*Q sur Q; notons encore Wy(F|X,) la variété
lagrangienne (voir [Gi], [B.M.M])

Wo(F|Xa) = Cpix, N7~ (F71(0)).
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Enfin, Py désigne toujours un Ogp-module cohérent qui engendre P comme
Dgq-module. A partir de résultats de Ginsburg [Gi, th. 3.3, p. 352 et th. 5.5,
p. 361], le calcul des cycles caractéristiques des Dg-Modules

Dq[s|PoF*, Wg(P), P[1/F].

est donné, a ’aide des espaces conormaux relatifs et des multiplicités
des polaires relatives, avec M. Merle dans [B.M.M, th. 3.4.2, p. 539]. Les
variétés caractéristiques sont respectivement :

car(Dg[s]PoF*) = U Cr|X.»

F(Xa)#0

car(¥p(P)) = U Wo(F|Xa),
F(Xa)#0

car(P[1/F]) = [ U Tk.. Q]U[ U WO(FIXa)]'
F(X4)#0 F(Xa)#0

THEOREME 1. — Soient F' : Q@ — C une fonction holomorphe dont la
seule valeur critique est 0, w : Q — Y une submersion, P un Dq-module
holonome régulier qui soit aussi Do,y cohérent tel que P = Dq,y Po,
ot Py est Oq cohérent. Les proprietés suivantes sont équivalentes :

(1) Dq[s]PoF* est un Dq,y|s] module cohérent;

(2) pour toute section locale u de Py, uF® admet un polynéme de
Bernstein relatif;

(3) P[1/F] est Dq,y cohérent;
(4) au voisinage de tout zéro xo de F' dans Q) :

U WO(FIX(,)] N2t oy C Ta
F(Xa)#0

(5) au voisinage de tout zéro xo de F dans S :

U Crix.] 0 Tsuan@ € Ta2
F(Xo)#0
(6) au voisinage de F~1(0), Dq[s|PoF* est Doy cohérent;
(7) au voisinage de F~*(0), Wr(P) est Dq,y cohérent.

Preuve. — Avant de commencer la démonstration, rappelons que,
d’aprés un théoréme établi avec Y. Laurent [B.L.M], I'hypothése sur
P est équivalente & «w est non caractéristique pour P, c’est-a-dire
Car(P) N T-1(,y C T3 pour tout y €Y.
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(1) = (2) résulte du corollaire 1.

(2) = (3). Soit m; un systéme fini de générateurs de Py sur Oq au
voisinage d’un point zo € §2; soit b(s) un polynéme de Bernstein relatif
commun a tous les m; et k un entier naturel tel que b(—¢) # 0 pour
tout ¢ > k. Posons :

L= ZDQ/Y(mi/Fk) C P[1/F].
il

1l est clair que pour tout i et pour tout £ € N, m;/F* est une section de L;
par récurrence sur le degré d’un opérateur différentiel relatif P € Dg/y, on
en déduit que Pm;/F* appartient & £ et par conséquent que £ = P[1/F];
il en résulte que P[1/F] est relativement cohérent.

(3) & (4) : d’apres le théoreme établi avec Laurent et le rappel sur la
variété caractéristique de P[1/F].

(4) = (5) : évident par définition.

(5) = (6) : Dq[s|PoF'*® est Do-cohérent (voir [Gi, prop. 2.14.4, p. 351]);
grace au rappel sur les variétés caractéristiques, la condition 5 se traduit
par : «w est non caractéristique pour ce Dg module »; il est donc
relativement cohérent.

(6) = (1) : évident.
(7) & (4) : se montre de la méme maniere que (3) < (4).

ExeEMPLE A. — Prenons sur un voisinage Q de ’origine dans C" x C,
M=0,w:0Q2xC—Y = {0} x C la derniere projection et F :  — C
telle que le conormal relatif & F, C, ne rencontre le conormal & w™!(0)
que dans la section nulle; cela peut s’exprimer par OF/dy entier sur I'idéal
(0F/dxy,...,0F/dz,) au voisinage de l'origine (voir [B.L.M]). D’aprés le
théoréme 1, pour toute fonction holomorphe u (au voisinage de 0), uF*
admet un polynéme de Bernstein relatif.

Montrons comment nous pouvons obtenir une équation fonctionnelle
relative pour uF*® & partir du polynéome de Bernstein relatif de F* :
supposons u(z,y) = y*v(z,y) avec v(z,0) # 0 et choisissons un opérateur
différentiel relatif @ tel que Q(v) =1 (on peut en trouver un de la forme
Q = \=,y)(0/0z1)% -+ - (0/0z,)* avec A(z,y) une unité). En multipliant
par F$tk+1 o k est le degré de @ nous obtenons :

(*) Fs+k+1QU — RUFS+1 — Fs+k+1.
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D’autre part, en itérant 1’équation fonctionnelle b(s)F* = PFs*! (ou P
est dans Do,y [s]), nous avons :

(*%) b(s)b(s+1)---b(s + k)F* = SFsTr+L,
En utilisant alors (*) et (**)

b(s)b(s+1)---b(s + k)F* = SRuF**!
et en multipliant par u = y®v :

b(s)b(s +1)---b(s + k)uF* = TuF*+!

(ou T =vSR € Dgy]s]).

ExEMPLE B. — Soient F' et G deux fonctions sur Q (voisinage de 0
assez petit) ; en appliquant le théoréme au Do-module O[1/G] on obtient
I’équivalence des propriétés suivantes :

e (FG)® admet un polynéme de Bernstein relatif;
o O[1/FG] est Dg/y cohérent;

o O[1/G] est D,y cohérent et uF* admet un polynéme de Bernstein
relatif pour toute section u de O[1/G].

On remarquera que les conditions 1 et 2 sont symétriques de maniere
évidente contrairement a la condition 3.

3. Application : cohomologie locale d’une déformation
d’intersection compléte a singularité isolée

Désignons par X un germe d’intersection compléte & l'origine de C™*1,
de dimension d+1, défini par la suite réguliere (Fy, Fs, . .., Fy) de fonctions
holomorphes au voisinage de 0; on a donc (d + 1) + kK = n + 1. Nous
supposons que le lieu singulier I' = sing(X) de X, défini dans X par
Pannulation des k x k mineurs de la matrice jacobienne de (Fy, F, ..., Fy)
est une courbe.

Sur un voisinage ouvert §2 de I’origine, on peut définir la cohomologie
locale algébrique de Oq & support X ; celui-ci étant une intersection
complete, ce complexe est concentré en degré k. On notera M son groupe
de cohomologie et on a :

Oq[1/Fy - Fy--- Fy] ‘

M = RFTxOq =
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Le groupe de cohomologie M est naturellement muni d’une structure
de Dg-module. Ce Dg-module est holonome régulier et ses solutions
RHomp,, (M, Oq) se réduisent au prolongement par zéro du faisceau
constant sur X placé en degré k (voir [Me]).

3.1. Mise en place géométrique et cycle caractéristique de
M =RFI'xOg.

Supposons fixé un systéme de coordonnées (z1,...,T,,y) sur C**! ol
la forme linéaire y est assez générale : précisément, telle que Ker(y) ne
soit pas limite d’hyperplans tangents & X ou & I'. Alors I'application

(I)z(Fl»FZa"'aFk,y)

définit une intersection complete ®~1(0) = X, & singularité isolée de
dimension d, et nous pouvons considérer X comme une déformation
X, =®71((0,y)) de X, & un paramétre y.

Nous pouvons choisir suivant Looijenga, un «bon représentant propre
de ®» (cf. [Loo, p. 26-27] : W, Y, S désignent des boules ouvertes
respectivement de C", C et C*¥; Q@ = (W x Y) N &~ (S x Y); nous
notons par les mémes lettres les représentants dans €2 des germes d’espace
ou d’applications : par exemple X = ®~}({0} x Y), Xy = ®71((0,0)),
X, = ®71((0,y)), etc. Rappelons que ® est transverse & OW x Y et que

O:(WxY)N® }{(SxY)—SxY

est propre; on notera encore Cg le lieu critique de ® et Dg son lieu
discriminant.

Quitte & encore réduire ) si nécessaire, nous supposons les conditions
suivantes réalisées :
o La décomposition I' = |J I'; du lieu singulier réduit de X en
je€J
composantes irreductibles dans les germes a 1’origine reste valable dans €2,
et la projection y de I'; = I'; — {0} sur Y — {0} est un revétement a v;
feuillets (v; est la multiplicité de I'; & l'origine).

o {{0},(T = Ty = {0})jes, X" = X —TI'} est une stratification de
Whitney de X.

Nous pouvons alors parler de la fibre générique X, pour y € Y —{0}, de

son nombre de Milnor ugd) en un point de F} ; du nombre de Milnor ugd—l)
de la section hyperplane générique de X, en un point de I'; (puisque ces

nombres sont constants le long de F;» et ne dépendent pas de y). Notons
enfin uéd) le nombre de Milnor de Xj.
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ProposiTiON 8. — Le cycle caractéristique de M est :

Car(M) = (u(()d) - Z Vju§d))Tf‘0}Q + Z ug-d_l)Tli‘jQ + TxQ.
jeJ jeJ
Preuve. — Cette proposition se prouve & ’aide de la formule de ’indice
de Kashiwara comme nous I’avions fait avec M. Merle dans [B.M.M, § 6]
pour une intersection compléte a singularité isolée. Notamment le calcul de
la multiplicité de Car(M) le long de Tt est déja contenu dans [B.M.M]
Nous donnons les détails de cette preuve en appendice.

REMARQUE 3. — Sous la seule hypothese que Ker(y) ne soit pas limite

d’hyperplans tangents & X ou a T, ,ugd) est donc le nombre de Milnor de
la section hyperplane générique passant par 1’origine de X.

3.2. Cohérence relative de R*FI'x O[1/F).

Nous restons dans la situation décrite dans la sous section précédente :
X désigne un germe d’intersection compléte & l'origine de C"*1, de
dimension d + 1, défini par la suite réguliere (Fy, Fy, ..., Fy) de fonctions
holomorphes au voisinage de 0, de sorte que (d+ 1) + k = n + 1; le lieu
singulier I' = sing(X) de X est une courbe.

Nous nous donnons de plus une fonction holomorphe F' telle que
(Fy,..., Fy, F) forme encore une suite réguliére (c’est-a-dire que F' ne
s’annule sur aucune composante irréductible de X). Alors Z = X N F~1(0)
est une intersection compléte définie par (F1,..., Fy, F); nous ferons en-
core ’hypothése que le lieu singulier sing(Z) de Z est une courbe. En
posant N/ = R ;0q la cohomologie algébrique de Oq & support Z,
nous avons la suite exacte de Dg-module déduite du triangle de cohomo-
logie a support :

0->M— M[1/F] — N —0.

Nous nous proposons de déterminer les conditions géométriques néces-
saires et suffisantes pour que le Dg-module M[1/F] soit relativement
cohérent pour une projection y : Q@ — Y de Q2 sur un axe de coordonnée
au voisinage de 0. Nous avons rappelé pourquoi cette condition est
équivalente au fait que Ker(y) soit non caractéristique pour M[1/F] en 0
(voir [B.L.M]).

ProPOSITION 9. — M([1/F] est non caractéristique pour Ker(y) si et
seulement si une des propriétés A ou B équivalentes suivantes est vérifiée :

Propriété A :

1) Ker(y) n’est pas limite d’hyperplans tangents ¢ X ou a T, a Z et au
lieu singulier de Z ;
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2) avec les notations de la sous-section précédente (X,)ycy est une
famille a «> p constant le long de son lieu singuliery, c’est-a-dire

d d
ue =D ving”
jed
et de méme (Zy)ycy est une famille @ ) p constant le long de son lieu
singulier.
Propriété B :
1) Ker(y) n’est pas limite d’hyperplans tangents ¢ X ou a T, d Z et au
lieu singulier de Z ;
2) F s’annule sur ' et la courbe polaire générique Py(F|X) est vide.

Preuve.
Partie A : elle résulte de la proposition 8 appliquée & M et N et de la
suite exacte rappelée plus haut.

Partie B : comme CarM contient le conormal & X et le conormal
a T et que M s’injecte dans M[1/F], une premiére condition nécessaire
est que nous sommes dans les hypotheses de la sous-section précédente :
Ker(y) n’est pas limite d’hyperplans tangents & X ou & I'. De méme, la
variété caractéristique de M[1/F] contient la variété caractéristique de N’
et Ker(y) ne doit pas étre limite d’hyperplans tangents & Z ou & son lieu
singulier. Alors Ker(y) est non caractéristique pour M si et seulement si
le cycle caractéristique de M est :

Car(M) = m,T¢, Q + TxN.
jeJ
D’apres le résultat rappelé au paragraphe 2, le cycle caractéristique de

M[1/F] est :

Car(M[1/F]) = > mi(Tf,Q+A;) +TxQ+ A
F(T;)#0

ot le support du cycle A; (resp A) est Cpip,NF~1(0) (resp. Cpix N F~1(0)).

Si F n’est pasnul sur I';, dF n’est pas au voisinage de 0 dans la fibre de
Tfij, ce qui impose Cpr; =T'j X (C™*1)*, et le cycle A;, donc a fortiori
CarM|[1/F], contient le conormal & l’origine.

D’autre part la multiplicité de T{*O}Q dans A est, d’aprés [B.M.M], celle
de la courbe polaire générique P;(F|X).

Donc la condition B 2) exprime exactement le fait que Ker(y) est non
caractéristique pour M[1/F].

En utilisant un théoréme du type Lazzeri [Laz] démontré par Looienga
dans [Loo], on obtient le résultat suivant :
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ProposITION 10. — Avec les notations de la proposition précédente, les
conditions A ou B entrainent que I' = sing(X) est une courbe lisse au-
dessus de Y, X = (Xy)yey et Z = (Zy)ycy sont des familles & nombre
de Milnor constant le long de I.

Preuve. — On peut au choix utiliser la condition A ou B. Utilisons par

exemple A. Pour cela introduisons 'idéal J engendré par (Fi,...,F) et
les déterminants mineurs extraits (k+1) x (k+1) de la matrice jacobienne :
o(Fy,...,Fy, F) ,
a(xlw..,xn)

que nous considérons comme une famille (Jy)ycy d’idéaux définissant
des points dans W C C"; (Zy)ycy est une déformation de l'intersection
complete a singularité isolée Zy. En réduisant encore §) si nécessaire, on
peut supposer que la somme des nombres de Milnor de Z, en ses points
singuliers est constante, égale a u(=1Y(Zy) nombre de Milnor de Zy &
I'origine.

Appliquons la formule de Greuel-Lé [Gr], [Le] :

o & Dorigine : pu(?(Xp) 4+ u?=1(Zy) = colongueur de (Jp);

e en un point y € Y non nul :

Z(H(d)(Xya z) + p4=(Z,,2)) = Z colongueur(Jy),
TeED TED

ou X désigne I’ensemble des points singuliers de Z,.

Or, par hypothese, F' s’annule en tous les points singuliers de X,
qui sont donc contenus dans ¥. Par hypothese de sommes de nombres
de Milnor constantes aussi bien pour (Xy)yecy que pour (Zy)ycy nous
obtenons :

Z colongueur de (Jy); = colongueur de Jp.
T€EL

Nous savons que la colongueur de Jy est égale a la multiplicité d’intersec-
tion du discriminant A de (Fy,...,Fx, F,y) avecy=F =...=F, =0
puisque le discriminant est défini comme le 0-ieme idéal de Fitting de
Ocn+1/J (voir [T, exercice, p. 589]).

Cette multiplicité est donc constante le long de I’axe Y et nous pouvons
utiliser le corollaire 7.6, p. 117 de Looienga [Loo] qui affirme que, dans
ces conditions, Z, n’admet qu’'un seul point singulier. Il en résulte en
particulier que I' est lisse sur Y'; puis que (X,)yey et (Zy)yey sont
des intersections complétes & nombre de Milnor constant le long de I
au voisinage de 'origine.
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REMARQUE 4. — On peut prouver la proposition en utilisant la condi-
tion B; en effet, le fait que la polaire générique soit vide se traduit par
le fait que si y est de plus assez générale, le discriminant A est contenu
dans F' = 0; la fin est comme précédemment. Il faut néanmoins contréler
le «assez généraley, ce qui peut se faire par exemple & 'aide de la re-
marque 3.

Cette proposition compte tenu de la section 2 nous permet d’énoncer
le théoreme suivant qui assure le caracteére «naturel» de la spécialisation
relative :

THEOREME 2. — Soient X une intersection compleéte de codimension k
dans un voisinage Q de 0 dans C**1; y: Q — Y la projection de Q sur le
dernier axe de coordonnées; F' une fonction holomorphe sur Q) ; on suppose
que les fibres Xo = X Ny~ 1(0) et Zop = X N F~1(0) N y~1(0) sont des
intersections complétes a singularité isolée de codimension respectivement
k41 etk+2; soit M = RFT xOq le Dg-module de cohomologie locale
sur X. Les conditions suivantes sont équivalentes (au voisinage de 0) :

o M[1/F] est cohérent relativement a y ;

o M est relativement cohérent et pour tout m € M, mF?® admet un
polynome de Bernstein relatif : il existe B(s) € C[s] non nul et un opé-
rateur différentiel relatif P € Dg,y|s] tel que B(s)mF* = PmF*t1;

o Ker(y) est non caractéristique pour M[1/F];

o I' = Sing(X) est une courbe lisse au-dessus de Y, X = (X,)yey et
Z = XNF~Y0) = (Zy)yey sont des familles & nombre de Milnor constant
le long de T'. Kery n’est pas limite d’hyperplans tangents ¢ X ou Z.

EXEMPLES.

1) On prend k = 1, n = 2; F} = 21, M = Ogq[1/21]/Oq ou Q est
un voisinage de 0 dans C3, enfin F = 2? + z3 + yz;. Alors F;'(0)
et F;'(0) N F~1(0) sont bien des déformations & nombre de Milnor
constant le long de I’axe des y et nous pouvons affirmer que M[1/F]
est relativement cohérent; de méme il existe un polynéme de Bernstein
relatif pour (1/z1)F*. En effet on vérifie :

N2 1 ur 1 3
(a—m) P = 2s+ )2+ 1) P dans MU/F S|P,

On remarquera que Fy et F' ne jouent pas des roles symétriques : F~1(0)
n’est pas une déformation & nombre de Milnor constant; Oq[1/F] n’est
pas relativement cohérent, et il n’existe pas de polynéme de Bernstein
relatif pour (1/F)z5. Il en est de méme dans ’exemple suivant :
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2) (J.P.G. Henry) :
Fi = :c%5 + :c%o + a:g et F =220+ yxs.

Ici, on a M = Oq[1/F1]/Oq ou Q désigne un voisinage de 0 dans C*.
Lorsque qu’on donne aux variables z1,xs9,x3 les poids —113, —11—0 et %
respectivement, on voit que Fj et F' restent quasi-homogenes de poids
let &; F7(0) et F{'(0) N F~1(0) sont des déformations & nombre de
Milnor constant le long de l'axe des y; M[1/F] est relatifement cohérent
et (1/F;)F*® admet un polynéme de Bernstein relatif dans M[1/F, s|Fs.

4. Appendice : cycle caractéristique d’une intersection
compléte dont le lieu singulier est une courbe

11 s’agit donc de prouver la proposition 7. Appliquons pour cela au Dg-
module M la formule de I'indice de Kashiwara dans la situation décrite
dans [K1, § 3.1, p. 126]. Rappelons que ’entrelac complexe d’une strate Xz
le long d’une strate X, (dans une stratification de Whitney) est

B(z,e)N Xz N H,

ol B(z,e€) est une boule centrée en z € X, de rayon € > 0 assez petit,
et ou H, est un sous espace affine général de codimension dim(X,) + 1
a la distance n de = (avec n > 0 assez petit par rapport & €). On note
¢(Xa, Xg) la caractéristique d’Euler Poincaré de cet entrelac; dans notre
situation nous trouvons :

C(O, F;) =V,
ol X') = 1+ (~)* 1",
d d
e(0,X") = x(Xp) = 1+ (1)l = > vyl = 3w
jeJ jeJ

Donnons quelques précisions permettant d’obtenir la derniere formule.
Fixons y € Y — {0} et notons z;, (avec j € J et 1 < ¢ < vj) les points
singuliers de la fibre X, ; notons aussi B}, C B}, des boules distinctes
centrées en z;, de rayons assez petits; alors

« F'=X, - | J(B},NX,) est difféomorphe & X; —U; ,{2;¢};

gt
o« F" = J(B}, N X,) est d’indice x(F") = ;¢ v; car Bf, N X, est
j7£

homéomorphe au cone de sommet z;, sur K, = 0B, N X, (le «nceud»
de X, en z;¢);
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o enfin, X, N (B}, _E}—,z) se rétracte par déformation sur le noeud K,
qui est une variété réelle compacte orientable de dimension impaire, donc
d’indice nul; il en résulte x(F' N F") =0 et

X(Xy) = X(F) + x(F") = x(X}) + > _ v;.
JjedJ

Nous pouvons faire le méme découpage que précédemment de la fibre G
de @ en un point (s,y) suffisamment prés de (0,y) et n’appartenant pas
au lieu discriminant Dg ; G est alors «lay fibre de Milnor de la singularité
isolée Xg et a pour indice

X(G) =1+ (=1)%”.
D’autre part,
¢ =Gc-J(B;,nG)
j
est difféomorphe & F'; pour tout (j,£), Bj, N G est «lay fibre de Milnor
locale de X, en X, et son indice est
X(BfyNG) =1+ (~1)"";
d’'ott G" = |J; ,(B}, U G) a pour indice
X(G”) = Z I/j + (—l)d Z I/J,U,;d)
JjeJ jeJ
Enfin G’ N G” est difféomorphe & F' N F” d’indice nul. On obtient :
X(G) = 14+ (=1)%uf” = x(X)) + vy + (~1)* Y vu®.
jed jed
Les nombres d’Euler dans une stratification de Whitney s’obtiennent
par la formule (voir [K1, p. 123])

Eu(Xe, X)) = Y Eu(Xp X)c(Xa Xp),
Xa<Xp<Xy

ce qui donne dans notre situation :
EU.(O, FJ) = Vj,
Bu(l, X) =1+ (-1)* 1 u{*Y,

Eu(0,X) = > [1+ ()% 4l P]w; + (0, X").
JjeJ
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On sait que l'indice des solutions du Dg-module holonome M est (—1)* en
un point de X et 0 en un point de 2 — X ; la formule de I'indice appliquée
en un point de X’ montre que la multiplicité du conormal & X dans le
cycle caractétristique de M est égale & 1 (puisque X' est lisse) ; cherchons
la multiplicité m; du conormal & I'; dans ce méme cycle en appliquant la
formule de l'indice en un point de F} :

(=1)F = (=1)"m; + (=1)*Eu(T}, X),
d’ou m; = ,ugd_l).
Enfin, la formule de I'indice appliquée & I'origine donne la multiplicité
mo du conormal au point 0 dans car(M) :

(-1)* = (=1)™*'mo + Y _(~1)"m;Eu(0,T;) + (~1)*Eu(0, X),
jeJ

ce qui prouve la formule proposée.

11 résulte de la proposition que le cycle caractéristique de M ne contient
pas le conormal & lorigine si et seulement si la famille (Xy)yey est &
«> u constant »; dans le cas hypersurface (k = 1), on sait que cette
condition implique que X, posséde un unique point singulier et donc que
la famille (X, )y ey est & «p constanty (voir [Laz]). C’est aussi, bien sir
le cas pour une famille de points (k = n); mais nous ignorons toujours si
c’est le cas général.
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