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POLYNÔME lyfflLBERT-SAMUEL
DES CLÔTURES INTÉGRALES

DES PUISSANCES IVUN IDÉAL w-PRIMAIRE
PAR

M. MORALES (<1)

RÉSUMÉ.— Soit k un corps algébriquement dos, R une Âc-algèbre de type fini, normale, m
un idéal maximal de R, Q wi idéal w-primaire et V la clôture intégrale de l'idéal g". Nous
donnons une interprétation géométrique des coefficients du polynôme d'Hilbert-Samuel
igwe5).

ABSTRACT. - Lct R bc a normal, ïïnitely generaled fc-algebra ovcr an algebraically dosed
field k, m a maximal idéal. Q a m-primary idéal and (^ thé intégral closure of thé
idéal g". We interpret geometrically ail thé coefficients of thé Hilbcrt-SamucI polynomial
igWîF).

Introduction

Soit V une variété projective sur un corps k algébriquement clos, de
dimension d. Si ^=Proj S, S^Q^çS^ P^(n)==dim^S, est la fonction
de Hilbert de K II est bien connu (voir par exemple [6], p. 65, [14], p. 277,
[16], p. 578) que

/n^d-\\ (n^d-l\ fn\
P.(n)=co( , )-^ ̂  ^...^J-^.

où ^=x(^) et C(=x(^-..).
Hj étant l'intersection de V avec un sous-espace linéaire général de

codim j et x désignant la caractéristique d'Euler-Poincaré.

(*) Texte reçu le 26 mai 1983, révisé le 14 juin 1984.
M. MORALES, Institut Fourier. B.P. n° 74, 38402 Saint-Martin-d'Hércs Cedex, France.
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344 M. MORALES

La preuve se fait par récurrence surj.
L'analogue local qui consiste à étudier IgWû") pour un anneau local

(R, m) et un idéal w-primaire Q s'obtient facilement par la même méthode
de récurrence.

Par contre, le calcul de lg(Jl/Ç11) où V est la clôture intégrale de l'idéal
6", qui coïncide avec la valeur d'un polynôme pour n grand ne peut se
faire en utilisant la méthode de récurrence. En effet, il n'est pas clair et
c'est probablement faux, que pour un élément général heQ, on ait

ig^/e^î-igt^/^^ig^^Mew^)
pour n grand.

Pour contourner cette difficulté on calcule lg(R/Q11) en utilisant le
théorème de Riemann-Roch sur l'éclatement normalisé de l'idéal @.

Les coefficients qui apparaissent dans le polynôme 1g (R/Q") ne sont
plus des invariants des sections hyperplanes successives, mais s'interprètent
néanmoins en fonction de leurs transformées strictes dans l'éclatement
normalisé de Q.

Cependant dans le cas où Z=Spec R est Cohen-Macaulay à singularité
isolée et l'éclatement normalisé de l'idéal Q n'a que des singularités ration-
nelles le long du diviseur exceptionnel, les genres géométriques de X
et des germes JJ^ définis par i éléments généraux de Q déterminent le
polynôme 1g (R/Q11).

Dans un travail ultérieur [18] nous considérons l'anneau A des polynô-
mes en à variables et Q^,. . ., g^ des idéaux de codimension finie engen-
drés par des monômes. Les techniques développées dans cet article nous
permettront à partir du calcul explicite de lg(A/Qî1. . . Q^) de donner
une formule élémentaire (combinatoire) pour calculer le genre géométrique
d'une singularité isolée intersection complète « générique ». C'est une géné-
ralisation du résultat de [15].

0.1. Nous rappelons ici l'énoncé du Théorème de Riemann-Roch pour
les variétés singulières ([1] et [2]) et de quelques corollaires.

Soit Y un schéma projectif sur un corps k algébriquement clos, Y non
nécessairement réduit. On notera K9 Y l'anneau de Grothendieck des fibres
vectoriels sur Y, K Y le groupe de Grothendieck des faisceaux cohérents
sur Y, A' Y l'anneau de Chow de Y et A, Y le groupe de Chow.

Rappelons que A' Y est gradué par la codimension et y4. Y par la
dimension.
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POLYNÔME DTOLBERT-SAMUEL ET CLÔTURE INTÉGRALE 345

A Y nous donne une théorie de cohomologie et le cap produit fait de
A Y un A' Y-module

A^YxA^y-^A^y.

Un morphisme

f: X^Y

entre variétés projectives induit un morphisme image inverse
/* : A' Y -^ A" X qui est un morphisme d'anneaux et un morphisme image
directe (/est nécessairement propre) :

/„ : AX^AJ

qui est un morphisme de groupes. Ils vérifient la « formule de projection » :

VxeA.X, yeA'Y, f^(f*yC\x)^yr\f^^

Soit A. VQ=A. Y® Q et e : A. VQ -^ Q l'application induite par le mor-
phisme y-^Spec(k).

THÉORÈME (Riemann-Roch) [1]. — II existe une transformation naturelle
T : K Y ->• A. YQ tel que le diagramme

K'Y^KY——————- K V

ch«i t

A-yo<g)A.yQ ——^ A.YQ

soit commutatif.
0.2. COROLLAIRE (Riemann-Roch-Hirzebruch). — Si S est un fibre vecto-

riel sur une variété projective Y alors

X(y,^)=e(ch^nT(C?y)),

où ch<^ est le caractère de Chern du fibre S, ï(^y) la classe de Todd du
faisceau structural C?y et ^ est la caractéristique cPEuler'Poincaré au sens
usuel.
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346 M. MORALES

0.3. PROPOSITION (Formule d'Adjonction). — Soit D un diviseur de
Cartier effectif sur Y, j : D q; Y F inclusion canonique et De A1 Y la classe
déterminée par D. Alors

.^(C^O-^nT^y)
dansA.(Y)^

1.1. Soit X une variété projective définie sur un corps k algébriquement
clos, de dimension d, normale en un point fermé m de X, f: X-^X une
application birationnelle propre telle que sa restriction
j?-/- l(w)->>X-{w} soit un isomorphisme. Un diviseur de Cartier D
effectif est dit exceptionnel si /(Z))=m. Nous supposerons par la suite
que d=dim-X>2.

1.2. Soit JSf un faisceau inversible sur S, notons i : X— {m} c? X l'inclu-
sion canonique; i^(f^^\x-{m}) est un faisceau réflexif au voisinage de w
car w est de codimension ^2 dans X. En particulier, il est cohérent.
/^JSf et i^(f^'y\x-{m}) coïncident sur X~{w} . Voir par exemple [13],
Th. 1 et Prop. 7.

Il en résulte que les faisceaux i^^\x-(m})lf^ et K {^ sont
cohérents, concentrés au point m et donc leurs fibres en m sont de
dimension finie sur fc.

1. 3. DÉFINITION. — Nous posons
X^(^)=-dim,0,(^^|^^)/^^)+Z?:,l(-l)idim^i^^.

1.4. THÉORÈME. - Soir £P^(9î(L) un 0^-Module inversible (de sorte
que LeA1^) est le diviseur qui lui correspond). Pour tout diviseur de
Cartier exceptionnel effectif D nous avons (dans Q) :

X/(^)-X/(^(-û))=X(^7^)=e((^-eL-D)nT(^)),

oùj : D c; S est F inclusion canonique et

e : A. XQ -+ A. WQ ̂  Q m s; Q.
Preuve. — On a les suites exactes :

O^^(-D)-^^D^O.
0 -^ jîf (-D) -^ jsf ̂ j * jîf -, 0,

0-/^(-2>)^/^^7^-^/^(-2))

-^.^JSf-^./^.Sf-^. . .^R^^f^j*^^^

TOME 112--1984—?3



POLYNÔME D'HILBERT-SAMUEL ET CLÔTURE INTÉGRALE 3^7

D étant exceptionnel, nous avons :

(R^j^^H^DJ*^) si i>0.

D'autre part, le diagramme commutatif

0 0

1 1
0 ————^f^(^D)————^ f^

4(/^(-D)|^^^)=4(/^|x-(m))

implique la suite exacte :

0-/^//^(-Z))-^(/^(-^)|x-(m)//^(-^))
^(A^I^))//,-^O.

Combinant avec la suite exacte longue ci-dessus nous obtenons :

X/W-X/W-^-X^'^).

Pour finir la preuve du théorème, nous appliquerons le théorème de
Riemann-Roch.

D'après 0.2. :

X(D,7*^)=e(ch;*^nT(^)).

Considérons le diagramme commutatif suivant où tous les morphismes
sont propres

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



348 M. MORALES

qui donne un diagramme commutatif

A.DQ —i—^ A.SQ

II en résulte l'identité dans Q :

X(Z>,^.^)=e(chj*J?nT(^))=e(^(chj*JSfnT(^)))

=£(ch^n^T(^z)))=e(ch^n((l-e~z))nT(^)))

-e^nco-^^nTWW^e^-^^nT^)).
Où nous avons utilisé la formule de projection, la formule d'adjonction et
le fait que .Sf==é^(L) étant inversible

chj*^^^(ry)^erc^w^j*eL^ch^

dans A" D. Ce qui finit la preuve du théorème.

1.5. LEMME.— Dans Panneau A9 SQ nous avons F égalité

r ^ ^n+d"l\l-e-^-^-l)^ ^ j

/n+d-2\ /n\ -|
-K1-^-^ a-i )+•••+< l-ei))(l)]

pour tout n entier naturel.
Preuve. — Dans A9 SQ \—e~~nD est un polynôme en n de degré
/ n + r f ~ l \ /n\

d, ( . j, . . . , i . j, 1 est une base des polynômes en n de degré

^d de sorte que

/n+d-l\
l-e-nI)=Po(n)=^( ^ J+ . . .

'n+d-1
d

(»i4-</—i--l\ /yi\
+a,_, ^ j+...+a,^)

TOMEll2—1984—N<>3



POLYNÔME DTOLBERT-SAMUEL ET CLÔTURE INTÉGRALE 349

et que

û^PoW-Po^-l^o^W-PC-l^-O-^).

Posant Pi(n)=Pf-i (n)-P,-i (n-1) on a Û,==P((O) et ceci permettra de
trouver le résultat annoncé.

2.0. Soit X une variété projective, normale et Cohen-Macaulay au
voisinage du point fermé m, définie sur un corps k algébriquement clos de
caractéristique 0. On supposera que d=dim-X>2. Soit 3, un faisceau d'i-
déaux tel que ̂ =6 soit un idéal w-primaire et ^x^^x.x si x^w.
/: S-^X une application birationnelle propre telle que la restriction

/ : Sf ~1 (w) -^ X— {m} soit un isomorphisme et JWj^ soit un C^-module
inversible. On notera D le diviseur de Cartier effectif sur S tel que
^=^(-D).

Wy étant inversible, / se factorise par l'éclatement g : X' -^ X de
l'idéal Si. Soit r|o» • • • » TI, un système de générateurs de l'idéal Q et U un
voisinage de m tel que T|,er(l7, ^), Vi= 1, . . ., s. Soit À, : [7- {m} ->- P;
l'application qui à x € 17— {m} fait correspondre le point de PÎ de coordon-
nées homogènes (îloW» • - • » 'H» 00)* 0" sait (lue ^l^d/) s'identifie à
l'adhérence du graphe de X. Nous noterons

A: /-W-^-W^P;

la projection qui en résulte.
Alors AI/'^m)] est égale à Proj ©n^oû'Vfi1^1 et sa dimension est

d— 1. De plus,/"1 (U) est irréductible puisque Xest normale et irréductible
au voisinage de m.

On peut donc appliquer le théorème de Bertini [4] (Cor. 6.11, p. 89).
Pour presque tout hyperplan projectif H (de codimension 1) dans P^ le k-
schéma A"1 (H) est irréductible si d ̂ 3 et il est réduit si d=2.

Soit X-oXo-h . . . -hÀ.,X, l'équation d'un tel hyperplan,
i^==À.o'no-t- . . . -hX,,r|, et Jfi un sous-espace de .Y défini sur U par l'idéal
principal (^i). On peut supposer que H^ est normal dans U (voir [3], la
condition à satisfaire par les (À,o, . . ., À.,) pour qu'il en soit ainsi étant
aussi générique).

Si ri^3, A'^H) étant irréductible coïncide avec la transformée stricte
fi^ de H^ par/sur/"1 (17). Si </=2, A'^jFf) est une courbe réduite sur
S qui est une surface, on se convaint que A~1 (H) coïncide aussi avec Ë^
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350 M. MORALES

en réappliquant Bertini à la normalisation de J?. Soit /i : ff^ -+ffi, la
restriction de/à fi^

Finalement div^o/j^. -i(^=D+jffJ^. -i^, la restriction de Q^ à
/"1 (17) est donc un diviseur de Cartier sur/"1 (17) linéairement équivalent
à —D. Le faisceau <â.^.^=^.^=-â.^.^ est donc un ̂
module inversible, nous le noterons ^(—^i). Le morphisme
/i : G], ->• HI vérifie les mêmes propriétés que / et on construit ainsi par
récurrence une suite ^, . . ., Ç^.i de d—\ combinaisons linéaires généri-
ques de r|o, . . ., TI,; H,, ï = = l , . . ., d—1 des sous-espaces de X normaux
dans 17 si i^d—2, réduit si i = = d — l ; des morphismes/ : A,-^H, et des
diviseurs de Cartier D, sur 5. tels que le diagramme suivant soit commuta-

^ fc^i a fi-iD^^ ————^ ti^^ ————^ .̂ ^

•-J . J"- ^ J
D, C——îî——^ fl. ——^——^ H,

tif avec les propriétés suivantes :
(1) D, est un diviseur de Cartier dans D,_i et en fait

^=^o|/^(i/)°ko0 • . . °k,-^(Qi\

où Gi est défini sur /"1 (t7) par Ç, ° /1^ -1 (i/).

(2) ^l=?o|/-^I;))+(^l|/-^l/)),

TOME 112—1984—?3



POLYNÔME D'HILBERT-SAMUEL ET CLÔTURE INTÉGRALE 351

oùhî'.A'S^A^D.

(3) /?-,D,^=D,,

où /?_i : A Qi.i -^ A S^

(3') wi>i)-ir-i(^-^,)),
^(^)=(^o...o^-l)*^(^).

2.0.1. DÉFINITION. — Soit C une courbe réduite éventuellement singulière
au point fermé m et f : C -»• C un morphisme propre bitationnel tel que
f: C—f~~1 (m) ->• C — { m } soit un isomorphisme, alors nous posons :

X/^-lg^^W^S.

2.1. THÉORÈME. — Les hypothèses sont celles de 2.0. Soit Q" la clôture
intégrale de Q\ Si S est normale et si R1/^(âGjcY^O pour n assez grand
et i>0, alors

lg(^.n,/^n)=(-l)rf+l^(n+^l)

-x/,-,(^-,)(n^2y..-x^(^)Q)-x/(^)

pour n assez grand.
Preuve. — Une conséquence directe du théorème 1.4 appliqué à -Sf=^
et D remplacé par nD est

~X/(^T=lg(^. JM^xTJ
+Z?;ll(-l)^llg^^(^A:&

=e[(l-e-"D)nT(^)]-X/(^)

mais .âû^ étant inversible et X normal / se factorise par l'éclatement
normalisé de l'idéal ^ dans X r\ : S ' -^ X, ceci implique qu'il existe g tel
que T| °g=fet alors

/* Wxr^w^x'r )n.=îi. (Wrr ® g, ̂ )L
= r| ̂  ( ̂ ^^' )!„ == 6n pour n assez grand.

(iwir [17], t. II, lemme, p. 354, traduit dans le langage des faisceaux dans
[7], lemme 4.2.5).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



352 M. MORALES

En utilisant les hypothèses du théorème, nous avons pour n assez grand

Ig^.^-^l-e-^nïWM-X/W)
r /n-hd-l \

=-e (-ly^nTW^ d . T - - -

/n+i - l \ -1
^(i-^ynTW)^ , )+ • • • ~x/W)

et les lemmes 1.5, 2.2 et 2.3 achèveront la preuve du théorème.

2.2. LEMME. — On a pour tout O^i^d—2 :

X/^W^-X^ hf^(D,)).

2.3. LEMME. — Dans les conditions c—dessus

-X(Z><, ^(^(DJ^^eKl-^)^1 UTW)].
Au cours de cette démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant.

2.4. LEMME. — Pour tout Oîgi<d-1, nous avons

(4) (Ao°feo0 . • . ̂ .-i^T^D^O-^nKI-^-^nT^)].
preuve. — La preuve se fait par récurrence sur i.
Pour i=0 cette formule s'écrit :

(ho^xW^l-e-0)^^!)

et c'est la formule d'adjonction.
Supposons (4) vérifiée pour i-1 et prouvons là pour i :

(fco°ko° • • . ̂ -i^W^o0^0 • • . °ki-2),(ki-i)^W

=(<io°fco°- • • ̂ ^uo-^on^-i)]
(par la formule d'adjonction)

^i-^onKho0^0. • • °fci-2)^(^-i)]
(on a utilisé la formule de projection, car

^(M/-1^)0^0 • • - °k^-2)*(Gi)

d'après les propriétés (1) et (2)

=(l-^)n[(l~^) i~ ln((l-^I))nT(^)]
TOME 112— 1984—?3



POLYNÔME D'HILBERT-SAMUEL ET CLÔTURE INTÉGRALE 353

(par hypothèse de récurrence) :

^(i-^ynKi-e-^nTW)]
ce qui finit la preuve du lemme 2.4.

Preuve du lemme 2.2. — Si Kd-2, H^^ est une variété normale
f, : ff, -^ Hi est birationnelle propre et en fait pour montrer le lemme il
suffira de montrer que

x^W^—xWASW^).

Pour i=d—2, ff^-i est une courbe réduite et la preuve se fait de façon
analogue.

Considérons donc la suite exacte :

O-^(-ÂO-^-^^O

f^ Oy(-fî^) est un faisceau réflexif et en fait f^ Oj?(-^i)=^jr(—^i)
([8],1.2.2). Aussi /^=^ yf^H^ft^^ Pour i^O et
fi^^Hi^^Hi car HI est normale.

Par conséquent, le morphisme 8 de la suite exacte longue

o^W^fîi^f^x^W^R'W^fïi)^
--R1/^^1./^-...

est nul.

On en déduit que

lf^x)-%f^x(-fîi)-ïf,W'

Par ailleurs, le théorème 1.4 appliqué à JSf=^(D) nous donne

X/W?)-X/(<W))=-X(^ AS^;(Z))).

où ho : D ç X est l'inclusion canonique. En comparant les deux expres-
sions, vu que O^ÇD) est isomorphe à ^(—fli) au voisinage de D, nous
aurons

X/,(^)=-X(0,AS^(D))

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



354 M. MORALES

car la définition de x/ est purement locale. Ce qui finit la preuve du
lemme2.2.

Preuve du lemme 2.3 — Nous aurons par le théorème de Riemann-Roch
que :

x(^ ̂ (^(^w-^chw^^wn^^)]
=e[ch(Jo° . . . ̂ -i^^WnT^iï,)]

par l'égalité (3') :

=e[ch^(Z))n(/o0 • • • °li-i°hi)^((P^)]

=e[ch^(D)n(ho°ko° . • • °ki-i)^(^)]

^e^nai-^ynai-^nTW?)))]
(par le lemme 2.4) :

^-eKi-^y^nTW?)]
ce qui finit la preuve du lemme 2.3.

2.5. PROPOSITION. — Les hypothèses sont celles de 2.0. Supposons en
outre que f==r\ soit F éclatement normalisé de F idéal Si dans X. Alors les
hypothèses du théorème 2.2 sont remplies i.e. R1^ (^û?^)"=0 pour n
assez grand et pour i > 0.

Preuve. — TI est la composée de l'éclatement de l'idéal S dans X,
h : x ' -^ X et de la normalisation n : S ' -^ X\

Le faisceau 2.(9^. est très ample pour h et par conséquent
^^((^^(a^^O.
pour n assez grand, tout ï>0 et tout faisceau cohérent y sur X\

n est un morphisme fini, donc :

R^^^O

pour tout faisceau cohérent ^ sur X' et tout q>0.
La suite spectrale de la composée de deux morphismes propres

£^=^^(J^(J^y1) => R^r}^^

nous donne EÇ'^O si q>0 et n grand.

TOMEll2—1984—N°3



POLYNÔME DWLBERT-SAMUEL ET CLÔTURE INTÉGRALE 355

D'autre part :

^•°=^TUW)"
^^(^(^(W)"))

^^(n^^W)"^

pour p>0 et n assez grand.
Pourp=0, nous avons

(^wr)^y

d'après [17], t. II, p. 354, ou [7], lemme 4.2.5. Ce qui finit la preuve de
la proposition.

2.6. DÉFINITION. — (1) Si V est une variété à singularité isolée et Cohen-
Macaulay de dimension d^2 et f: T ̂ Y une résolution des singularités,
nous noterons p y ( Y ) le genre géométrique de la singularité

p^Y^^lY^WW

rappelons que cet invariant dépend uniquement de la singularité et non de f
et que R1 f^ ^y=0 pour 1 <i<d-2 car Y est Cohen-Macaulay de sorte que
^(y)=x/W).

(2) Si Y est une courbe réduite en un point fermé m, nous poserons :

8(y)=lg(^y.^y.J,

où Oy, m est ^e normalisé de Oy, m'
(3) Si Y est un gros point (i. e. dimension de Y égale à zéro) donné par

un idéal Q m'primaire dans un anneau R, on posera

mulK^x^y^X0^)

pour noter la multiplicité de Fidéal Q.
2.7. PROPOSITION. — Avec les notations ci-dessus, supposons que

cûr(k)=0, que X soit Cohen-Macaulay à singularité isolée de dimension d
et que F éclatement normalisé JP' de I'idéal Q dans X n'ait que des singularités
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356 M. MORALES

rationnelles le long du diviseur exceptionnel. Alors pour n assez grand

— /n-hd-l\ /n+d-2\
W^JQ^mulKQ)! ^ j~5(H^^ ̂  j

-...-P,(Hi)(^)-^W,

ou H, est la sous-variété de X définie au voisinage de m par V idéal
(^i, . . ., ^), la suite ^i, . . ., ^-i eQ étant une suite générique dans Q au
sens de 2.0.

Les hypothèses ci-dessus sont vérifiées par exemple si X a une singularité
torique isolée à l'origine et Q est un idéal de codimension fini invariant
par Faction du tore.

Preuve. — Soit T| : T -» X l'éclatement normalisé de 3. dans X et
g ' . S - ^ X ' une résolution des singularités de X\ Choisissons
^i» ^2» • - • » ^d-i une smte régulière dans fi, ̂  étant pour tout 1 ^k $d— 1
une combinaison linéaire générique d'un ensemble fixé de générateurs de
Q en sorte qu'ils vérifient les hypothèses de 2.0 et tel que la transformée
stricte Bi par le morphisme/=r| °g de la sous-variété H, définie par l'idéal
(^i, . . ., ^,) soit non singulière au voisinage du diviseur exceptionnel.

Pour montrer la proposition, il suffira donc de vérifier les hypothèses
du théorème 2.1, i. e. que

R1 f^ (J^y=0 pour n assez grand.
En effet, soit la suite spectrale composée de deux morphismes propres

^^(R9?^) ^ R^f^)
pour tout faisceau cohérent y sur -î.

Prenons y^(âGy^g*(âO;Y pour n assez grand, alors :

R'S^xT-R'g^ (^-Q^W'r ® ̂  Gx
f^W si ^=0.
[ 0 si q^O,

donc la suite spectrale dégénère et l'on a :

Rpr\^se)^rssRPM^xr,
TOMEll2—1984—N°3
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mais nous avons déjà vu au cours de la démonstration de la
proposition 2.5 que :

R'^WW^' " '"''•[0 si p^O,

pour n assez grand.
Ce qui finit la preuve de la proposition.

2.8. Remarquons qu'on retrouve le résultat [9] obtenu pour les surfaces
en appliquant Riemann-Roch à la résolution des singularités. L'énoncé
correspondant en dimension 1 est le suivant.

PROPOSITION [10]. — Soit X une courbe quasi projective réduite singulière
éventuellement réductible au point fermé m. R == 0^^ Tonneau local en m et
Q un idéal m-primaire. Alors pour n assez grand

W/V)^n(mu\iQ)~-6,

où ô==lg(JÎ/R), K étant la fermeture intégrale de R.
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