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POLYNOME D’HILBERT-SAMUEL
DES CLOTURES INTEGRALES
DES PUISSANCES D’UN IDEAL m-PRIMAIRE

PAR

M. MORALES (%)

RESUME.— Soit k un corps algébriquement clos, R une k-algébre de type fini, normale, m
un idéal maximal de R, Q un idéal m-primaire et J* la clture intégrale de I'idéal Q". Nous
donnons une interprétation géomeétrique des coefficients du polynome d’Hilbert-Samuel

1g(R/Q").

ABSTRACT. — Let R be a normal, finitely generaled k-algebra over an algebraically closed
field k, m a maximal ideal, Q a m-primary ideal and Q" the integral closure of the
ideal Q*. We interpret geometrically all the coefficients of the Hilbert-Samuel polynomial
18(R/0%).

Introduction

Soit V une variété projective sur un corps k algébriquement clos, de
dimension d. Si V=Proj §, S=®,-,S,, Py(n)=dim, S, est la fonction
de Hilbert de V. 1l est bien connu (voir par exemple [6], p. 65, [14], p. 277,
[16], p. 578) que

d—1 n+d-2 n
Py(n)=Co<n+d )+Cn( d—1 )+~--+cd—1<l)+cda

ou ¢,=%(0Oy) et ;=% (Oy,_)

H; étant Pintersection de V avec un sous-espace linéaire général de
codim j et ¢ désignant la caractéristique d’Euler-Poincaré.

(*) Texte regu le 26 mai 1983, révisé le 14 juin 1984.
M. MORALEs, Institut Fourier, B.P. n° 74, 38402 Saint-Martin-d’Héres Cedex, France.
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344 M. MORALES

La preuve se fait par récurrence sur j.

L’analogue local qui consiste a étudier 1g(R/Q") pour un anneau local
(R, m) et un idéal m-primaire Q s’obtient facilement par la méme méthode
de récurrence.

Par contre, le calcul de Ig(R/Q") o Q" est la cloture intégrale de I'idéal
Q" qui coincide avec la valeur d’'un polyndme pour n grand ne peut se
faire en utilisant la méthode de récurrence. En effet, il n’est pas clair et
c’est probablement faux, que pour un élément général he Q, on ait

18(R/Q"* V) —1g(R/Q") =Ig ((R/K)/(Q/hy"*T)
pour n grand.

Pour contourner cette difficulté on calcule lg(R/a;) en utilisant le
théoréme de Riemann-Roch sur I’éclatement normalisé de I'idéal Q.

Les coefficients qui apparaissent dans le polynome Ig(R/Q") ne sont
plus des invariants des sections hyperplanes successives, mais s’interprétent
néanmoins en fonction de leurs transformées strictes dans I’éclatement
normalisé de Q.

Cependant dans-le cas ou X=Spec R est Cohen-Macaulay a singularité
isolée et I’éclatement normalisé de I'idéal Q n’a que des singularités ration-
nelles le long du diviseur exceptionnel, les genres géométriques de X
et des germes H; définis par i éléments généraux de Q déterminent le
polynéme Ig (R/Q").

Dans un travail ultérieur [18) nous considérons ’anneau A des polyno-
mes en d variables et Q,,. . ., Q, des idéaux de codimension finie engen-
drés par des monomes. Les techniques développées dans cet article nous
permettront a partir du calcul explicite de 1g(4/Q3...QF ) de donner
une formule élémentaire (combinatoire) pour calculer le genre géométrique
d’une singularité isolée intersection compléte « générique ». C’est une géné-
ralisation du résultat de [15].

0. 1. Nous rappelons ici I’énoncé du Théoréme de Riemann-Roch pour
les variétés singuliéres ([1] et [2]) et de quelques corollaires.

Soit Y un schéma projectif sur un corps k algébriquement clos, Y non
nécessairement réduit. On notera K' Y 'anneau de Grothendieck des fibrés
vectoriels sur Y, K Y le groupe de Grothendieck des faisceaux cohérents
sur Y, A" Y I'anneau de Chow de Y et A_Y le groupe de Chow.

Rappelons que A'Y est gradué par la codimension et 4 Y par la
dimension. - -
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POLYNOME D'HILBERT-SAMUEL ET CLOTURE INTEGRALE 345

A’ Y nous donne une théorie de cohomologie et le cap produit fait de
A_Y un A" Y-module
AYxA, Y4, Y.
Un morphisme
f: X-Y

entre variétés projectives induit un morphisme image inverse
*: A'Y - A X qui est un morphisme d’anneaux et un morphisme image
directe ( f est nécessairement propre) :

fo: AX-AY
qui est un morphisrhc de groupes. Ils vérifient la « formule de projection » :
VxeAd X, yeAdY, f, (f*yNx)=yNf,x

Soit A Yo=A4 Y®Q et £: A Yo — Q Tlapplication induite par le mor-
phisme Y — Spec (k).

THEOREME (Riemann-Roch) [1]. — Il existe une transformation naturelle
1: K Y- A Yq tel que le diagramme

KY®KY KY

ch@tl T

A'Yq®A Yy ——» A.Yq

soit commutatif.

0.2. CoroLLAIRE (Riemann-R och-Hirzebruch). — Si & est un fibré vecto-
riel sur une variété projective Y alors

x(Y, &)=e(ch& N 1(0y)),

ou ch & est le caractére de Chern du fibré &, 1(0y) la classe de Todd du
faisceau structural Oy et Y est la caractéristique d’ Euler-Poincaré au sens
usuel.
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346 M. MORALES

0. 3. ProprositioN (Formule d’Adjonction). — Soit D un diviseur de
Cartier effectif sur Y, j: D Y Plinclusion canonique et De A' Y la classe
déterminée par D. Alors

Je T(@p)=(1—e"")N1(Oy)
dans A (Y)q.

1. 1. Soit X une variété projective définie sur un corps k algébriquement
clos, de dimension d, normale en un point fermé m de X, f: X — X une
application  birationnelle propre telle que sa  restriction
X—f"'(m)—> X—{m} soit un isomorphisme. Un diviseur de Cartier D
effectif est dit exceptionnel si f (D)=m. Nous supposerons par la suite
que d=dim X>2.

1.2. Soit & un faisceau inversible sur X, notonsi : X— {m} ¢ X 'inclu-
sion canonique; i, (f, & |x - (m)) €t un faisceau réflexif au voisinage de m
car m est de codimension >2 dans X. En particulier, il est cohérent.
£ 2L et i (fy &|x-m) coincident sur X—{m}. Voir par exemple [13],
Th. 1 et Prop. 7.

Il en résulte que les faisceaux i, (f, L |x—m)/f, & ¢t R' [, £ sont
cohérents, concentrés au point m et donc leurs fibres en m sont de
dimension finie sur k. '

1. 3. DeFINITION. — Nous posons

A (&)= —dim, Gy (f, L |x-m)/fu L)+ X4y (1) dim, R’ f, £.

1.4. THEOREME. — Soit & =0%(L) un Ox-Module inversible (de sorte
que Le A*(X) est le diviseur qui lui correspond). Pour tout diviseur de
Cartier exceptionnel effectif D nous avons (dans Q) :

X (L) =% (L (=D))=x(D, j* £L)=e((e"—e" ") N 1(Ox)),
ot j: D g X est Pinclusion canonique et
e: AXy-Amg~Qm=Q.
Preuve. — On a les suites exactes :
0-0x(—D)—> 05— 0,0,
0-L(-D)2 L —j*ZL >0,
o—bf‘y(—D)—bf‘g—bf‘]*g—lef‘_?(—-D)
—»R‘j_".?-vk‘f‘j‘.?—b. ..o R j* P 0.
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POLYNOME D'HILBERT-SAMUEL ET CLOTURE INTEGRALE 347

D étant exceptionnel, nous avons :
(Rif,j*£)=H'(D,j*2£) si i=0.

D’autre part, le diagramme commutatif

0 0

| |

f..Z’(-:D) —_— fu &

| |

is (fo g("'D)lx— (-))=i‘ (fo & |X—(m))

0

implique la suite exacte :
0-f, 2/f, £ (=D) =i, (f, £ (=D)|x-(m/f, £ (=D))
=i, (f. g'x-—{m))/f. Z —0.
Combinant avec la suite exacte longue ci-dessus nous obtenons :
X (L)—1, (L(=D)=x(D, j* Z).

Pour finir la preuve du théoréme, nous appliquerons le théoréme de
Riemann-Roch.

D’aprés 0.2. :
x(D, j* £)=¢e(chj* L N1(0p)).

Considérons le diagramme commutatif suivant ou tous les morphismes
sont propres

X

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



348 M. MORALES

qui donne un diagramme commutatif
A . DQ —Lb A . XQ

tl 1_{.
0=A.m° — A.XQ
N
Identité Q

Il en résulte I'identité dans Q :

x(D, j* ZL)=¢e(chj* L N1(Op))=¢(j,(chj* L N1(Op)))
=e(chZ Nj,t1(0p))=e(ch L N((1—e ") N 1(05)))
=e( N((1—e" )N 1O =¢e((e"—e" ") N1 (05)).

Ot nous avons utilisé la formule de projection, la formule d’adjonction et
le fait que % =04 (L) étant inversible

chj*$=e‘l‘f"’=e"‘1 ‘-"’=j‘e’“=j"‘ch.?

dans A’ D. Ce qui finit la preuve du théoréme.

1.5. LemMe.— Dans Panneau A° X nous avons Pégalité

| e _ [(_ l)‘D‘(H_d—])
d

+(1—e")‘°1("+d_2) +. .+ (1=e”) (") ]
-1 |t 1

pour tout n entier naturel.

Preuve. — Dans A" Xy 1—e™"? est un polynéme en n de degré

n+d—1 n
d, ( d ), RN (1>, 1 est une base des polynomes en n de degré

<d de sorte que

—wp n+d—1
1—e™ =Po(n)=ad< d )+ e

TOME 112 — 1984 — N° 3



POLYNOME D’HILBERT-SAMUEL ET CLOTURE INTEGRALE 349

et que

8y =P ()= Po(n—1)|,=0=P(0)—P(=1)=—(1—¢P).

Posant P,(n)=P,_, (n)—P;_, (n—1) on a a;=P,(0) et ceci permettra de
trouver le résultat annoncé.

2.0. Soit X une variété projective, normale et Cohen-Macaulay au
voisinage du point fermé m, définie sur un corps k algébriquement clos de
caractéristique 0. On supposera que d=dim X>2. Soit 2 un faisceau d’i-
déaux tel que 2,,=Q soit un idéal m-primaire et 2, =0y , si x#m.

f: X — X une application birationnelle propre telle que la restriction
f:Xf~'(m)> X—{m} soit un isomorphisme et 205 soit un Oz-module
inversible. On notera D le diviseur de Cartier effectif sur X tel que
20;=05(—D).

205 étant inversible, f se factorise par I'éclatement g: X' - X de
I'idéal 2. Soit 1, . . ., N, un systéme de générateurs de 'idéal Q et U un
voisinage de m tel que n,eC (U, 2), Vi=1,...,s SoitA: U-{m} > P;
’application qui 4 x e U— { m } fait correspondre le point de P§ de coordon-
nées homogénes (No(x), . . ., N,(x)). On sait que g|,-1w, s’identifie a
I’adhérence du graphe de A. Nous noterons

A: fTHU)-g7 ' U)-P

la projection qui en résulte.

Alors A[f ™! (m)] est égale & Proj @,,,0Q"/Q"*"' et sa dimension est
d—1. De plus, f ~! (U) est irréductible puisque X est normale et irréductible
au voisinage de m.

On peut donc appliquer le théoréme de Bertini [4] (Cor. 6. 11, p. 89).
Pour presque tout hyperplan projectif H (de codimension 1) dans P} le k-
schéma A ™! (H) est irréductible si d>3 et il est réduit si d=2.

Soit  AgXp+...+A, X, [Iéquation dun tel hyperplan,
Ei=AoMo+ . .. +A,Mm, et H, un sous-espace de X défini sur U par I'idéal
principal (§,). On peut supposer que H, est normal dans U (voir [3], la
condition a satisfaire par les (Ao, . .., A,) pour qu’il en soit ainsi étant
aussi genérique).

Si d>3, A"!(H) étant irréductible coincide avec la transformée stricte
A, de H, par fsur f ' (U). Si d=2, A~!(H) est une courbe réduite sur
X qui est une surface, on se convaint que A~ ! (H) coincide aussi avec A,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



350 M. MORALES

en réappliquant Bertini 4 la normalisation de X. Soit f, : A, - H,, la
restriction de fa H,.

Finalement divE of|, -1y =D+H,|; -1y, la restriction de A, a
f~1(U) est donc un diviseur de Cartier sur f ~* (U) linéairement équivalent
a —D. Le faisceau 2.0y,.05,=2.05 =2.05.0y, est donc un Oy,
module inversible, nous le noterons Oy (—D,). Le morphisme
fi : B, - H, vérifie les mémes propriétés que f et on construit ainsi par
récurrence une suite €, . . ., §,_, de d—1 combinaisons linéaires généri-
ques de 1, . . ., N, H;, i=1,..., d—1 des sous-espaces de X normaux
dans U si i<d—2, réduit si i=d—1; des morphismes f; : A, — H; et des
diviseurs de Cartier D; sur A, tels que le diagramme suivant soit commuta-

>}
~
g
/
>
>

D;_, L'::l—" Hi—l H;,_,
“i—lJ J li-1 j
p, X A Ji H

tif avec les propriétés suivantes :

(1) D; est un diviseur de Cartier dans D,_, et en fait
Di=(ho|f‘1(0)°ko° s °k.'—2)*(G.'),
ou G, est défini sur f 1 (U) par & f|, -1,

2 D1=(ho|_r‘lw))*(ﬁ1‘_r"(U))’

TOME 112 — 1984 — N° 3
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ouht: AX—-AD.
(3) I-yDiy=D,,
oul* ,:AH_, -AH,

(3) Og,(D)=11,(Og,_, (D;-,)),
05,(Di)=(lo° ool )*0x (D).
2.0. 1. DEFINITION. — Soit C une courbe réduite éventuellement singuliére

au point fermé m et f: C — C un morphisme propre bitationnel tel que
f: C—=f~1(m)— C—{m} soit un isomorphisme, alors nous posons :

xs (@) =1g( £, 0¢/Oc)=8.

2.1. THEOREME. — Les hypothéses sont celles de 2.0. Soit 5; la cloture
intégrale de Q". Si X est normale et si R’ f,(205)"=0 pour n assez grand
et i>0, alors

1g(Ox, m/@")=(—1)!*1 D4 ("*j“)

_ n+d—2 _.(n -
-x“_,(mu,_,)( d—1 )"' _xfl(wﬂl)(l)_xf(0X)
pour n assez grand.

Preuve. — Une conséquence directe du théoréme 1.4 appliqué a =04
et D remplacé par n D est

=X (20%)"=18(Ox, m/f( (205)7)
+ 200 (=D IgR £, (207,
=e[(1-e""")N1(Ox)]— %, (Ox)
mais 20y étant inversible et X normal f se factorise par I’éclatement

normalisé de I'idéal 2 dans X n: X’ — X, ceci implique qu’il existe g tel
que neog=fet alors

Jo (20x)0=1,(&* (205 )" )mw=m, ((205.)" ® g, Ox))m
=n*(.@(0,;):,=_Q—" pour n assez grand.

(voir [17], t. II, lemme, p. 354, traduit dans le langage des faisceaux dans
[7]), lemme 4.2.5).
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352 M. MORALES

En utilisant les hypothéses du théoréme, nous avons pour n assez grand

18(0x.m/@M) =¢[1—¢ ™" N (O] —1,(07)
n+d—1
=—e[(—l)‘n‘mw;)( d )+ .

. n+i—1
+(l——e")'ﬂt(0;)( . )+ ce ]-—x,(@;)

i
et les lemmes 1.5, 2.2 et 2. 3 achéveront la preuve du théoréme.

2.2. LEMME. — On a pour tout 0<i<d—2 :

Xsis1 Om,y )= —%(Dy, b O, (D))).
2.3. LeMME. — Dans les conditions c--dessus
—x(D,, hf (Og,(D)))=¢e[(1—-€”)* ' N1 (O))
Au cours de cette démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant.
2.4. LEMME. — Pour tout 0<i<d—1, nous avons -
(@ (hookoo ... okioy), T(Op)=(1—e"YN[(1—e"P)NT (O]

Preuve. — La preuve se fait par récurrence sur i.
Pour i=0 cette formule s’écrit :

(ho)y T(@p)=(17e") N1 (05)
et c’est la formule d’adjonction.
Supposons (4) vérifiée pour i—1 et prouvons la pour i :
(hookoo . .. °k-'—1).1'(00,)=(ho°ko° < °ki-2)..(ki—1).f(0»,)

=(hookoo ... oki_3), [(1—e" )N 1(Op,_,)]
(par la formule d’adjonction)

=(1—e" %) N[(hookoo - - - °ki-2)y T(Op,_})]
(on a utilisé la formule de projection, car

Di=(h0|f_'(ll)°k0° B °k1—z)‘(Gi)
d’aprés les propriétés (1) et (2)

=(1-e)N[1-e? "' N([1-e2)N1(O)]

TOME 112 — 1984 — N° 3
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(par hypothése de récurrence) :
=(1-YN[(1-e"?)N1(0p)]

ce qui finit la preuve du lemme 2.4.

Preuve du lemme 2.2. — Si i<d—2, H,,, est une vari¢t¢ normale
fi: H, > H; est birationnelle propre et en fait pour montrer le lemme il
suffira de montrer que

Xs, @q,)=—21(D, hg Ox (D)).

Pour i=d—2, H;_, est une courbe réduite et la preuve se fait de fagon
analogue.

Considérons donc la suite exacte :
005 (—H,)-» 05> 05 -0

f, 0x(—H)) est un faisceau réflexif et en fait f, O5(—H,)=04(—H,)
(8, 1.2.2). Aussi f,05=0x, R'f,05=Rf,,05 pour i=0 et
140, =0y, car H, est normale.

Par conséquent, le morphisme 0 de la suite exacte longue
o
0-f,05(—H)~ 1,05 1,05, - R f,07(-H,)) >
>R'f,0:>R'f, 05 — ...

est nul.

On en déduit que
Par ailleurs, le théoréme 1.4 appliqué 3 & =04 (D) nous donne

Xr (Ox)—%;(Ox (D))= —x (D, h§ Ox (D)),

ol hy: D g X est inclusion canonique. En comparant les deux expres-
sions, vu que Oy (D) est isomorphe a 05 (—H,) au voisinage de D, nous
aurons

%1 (On))=—x(D, k5 Ox (D))
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354 M. MORALES

car la définition de y, est purement locale. Ce qui finit la preuve du
lemme 2. 2.

Preuve du lemme 2. 3 — Nous aurons par le théoréme de Riemann-Roch
que :

1Dy, bt (Og,(D))))=¢[ch (h? (Og,(D:))) N 1(Op,)]
=gfch(lpe. . . °lioyoh)* 05 (D) N T(Op)]

par I'égalité (3°) :
=g[chOx(D)N(pe . ..oL_y°h), T(Op,)]
=g[chOx (D) N (hookoo . . . °k;i—y), T(Op)]
=ele®N((1-e?Y N(A-e"®)N (O]
(par le lemme 2. 4) :
=—¢[(1-€?)* ' Nt (0y)]

ce qui finit la preuve du lemme 2. 3.

2.5. ProOPOSITION. — Les hypothéses sont celles de 2.0. Supposons en
outre que f=m soit I'éclatement normalisé de l'idéal 2 dans X. Alors les
hypothéses du théoréme 2.2 sont remplies i.e. R‘n‘ (205.)*=0 pour n
assez grand et pour i>0. ’

Preuve. — m est la composée de I'éclatement de I'idéal 2 dans X,
h: X’ — X et de la normalisation n: X’ —» X".

Le faisceau 20,. est trés ample pour h et par conséquent
R'h, ((204.)"® #)=0.
pour n assez grand, tout i>0 et tout faisceau cohérent # sur X .

n est un morphisme fini, donc :

R,n,$=0

pour tout faisceau cohérent £ sur X’ et tout g>0.
La suite spectrale de la composée de deux morphismes propres

E%9=RPh, (R%n, (205.)) = RP*n,(20%)

nous donne E4=0 si ¢>0 et n grand.
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D’autre part :
E3°=R"n,(20%.)
=R?h,(n,(n*(20x)")
=RPh,(n,Ox ®(20%.)"=0

pour p>0 et n assez grand.
Pour p=0, nous avons

(N4 (205, =0"

d’aprés [17], t. II, p. 354, ou [7], lemme 4.2.5. Ce qui finit la preuve de
la proposition.

2.6. DEFINITION. — (1) Si Y est une variété a singularité isolée et Cohen-
Macaulay de dimension d=2 et f: ¥ — Y une résolution des singularités,
nous noterons p,(Y) le genre géométrique de la singularité

pg(}’)=(_l)d_1lglzd_1 f.@;

rappelons que cet invariant dépend uniquement de la singularité et non de f
et que R' f, Oy=0 pour 1<i<d—2 car Y est Cohen-Macaulay de sorte que

Py (Y)=2x,(0p).
(2) Si Y est une courbe réduite en un point fermé m, nous poserons :

8(Y)=1g(0y, u/Oy, ),

ou Oy ,, est le normalisé de Oy .
(3) Si Y est un gros point (i. e. dimension de Y égale a zéro) donné par
un idéal Q m-primaire dans un anneau R, on posera

mult(2)=x°(Y)=x°(2)

pour noter la multiplicité de l'idéal Q.

2.7. PrROPOSITION. — Avec les notations ci-dessus, supposons que
car (k) =0, que X soit Cohen-Macaulay a singularité isolée de dimension d
et que I'éclatement normalisé X’ de Pidéal Q dans X n’ait que des singularités
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rationnelles le long du diviseur exceptionnei. Alors pour n assez grand

— n+d-1 n+d-2
8Os =mu@)(" ;)-8 g2, )

n

ou H; est la sous-variété de X définie au voisinage de m par Tidéal
€y .-, &), lasuite &y, . . ., &4 €Q étant une suite générique dans Q au
sens de 2. 0.

Les hypothéses ci-dessus sont vérifiées par exemple si X a une singularité
torique isolée a 'origine et Q est un idéal de codimension fini invariant
par I’action du tore.

Preuve. — Soit 1 : X’ = X P’éclatement normalis¢é de 2 dans X et
g:X—>X une résolution des singularitts de X’. Choisissons
€ &, - . ., E4—, une suite réguliére dans Q, &, étant pour tout 1 <k <d-—1
une combinaison linéaire générique d’un ensemble fixé de générateurs de
Q en sorte qu’ils vérifient les hypothéses de 2.0 et tel que la transformée
stricte H; par le morphisme f=mn g de la sous-variété H, définie par I'idéal
(&, - - ., E;) soit non singuliére au voisinage du diviseur exceptionnel.

Pour montrer la proposition, il suffira donc de vérifier les hypothéses
du théoréme 2.1, i.e. que

R f,(205)"=0 pour n assez grand.
En effet, soit la suite spectrale composée de deux morphismes propres
RPn,(R'g, ) = RF'f(F)
pour tout faisceau cohérent # sur X.
Prenons & =(205)"=g* (204.)" pour n assez grand, alors :
Rig,(205)"=Rg,g* (20%.)"=(205)" ® Rg, Ox
_[@og)r s g=0,
"l 0 si g#0,
donc la suite spectrale dégénére et 'on a :

R?n,(20x)"=R" [, (20%)",
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mais nous avons déja vu au cours de la démonstration de la
proposition 2.5 que :

R'n.(.@@;')g{gu si p=0,

0 si p#0,

pour n assez grand.
Ce qui finit la preuve de la proposition.

2.8. Remarquons qu’on retrouve le résultat [9] obtenu pour les surfaces
en appliquant Riemann-Roch a la résolution des singularités. L’énoncé
correspondant en dimension 1 est le suivant.

ProposiTION [10]. — Soit X une courbe quasi projective réduite singuliére
éventuellement réductible au point fermé m. R=0y ,, I'anneau local en m et
Q un idéal m-primaire. Alors pour n assez grand

1g(R/Q")=n (mult @) -3,

ou 8=Ig(R/R), R étant la fermeture intégrale de R.
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