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SCHEMAS EN GROUPES
ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES
SUR UN CORPS LOCAL

PAR

F. BRUHAT et J. TITS (*)

Introduction

Dans deux articles antérieurs ([5] et [6]), notés I et I par la suite),
nous avons montré I'existence d’une donnée radicielle valuée, donc d’un
immeuble de type affine, dans le groupe des points rationnels sur K d’un
groupe algébrique réductif G défini sur un corps K complet pour une
valuation discréte a corps résiduel parfait (et méme sous des hypothéses
moins restrictives : dans cette introduction, mais non dans le cours du
mémoire, nous gardons cette hypothése stricte sur K), et associé a tout point
de I'immeuble de G un schéma en groupes affine sur I'anneau des entiers
de K, lisse, connexe, de fibre générique G. |

Le but de ce travail est de donner des interprétations concrétes des
objets précédents dans le cas des groupes classiques, « concrétes » signifiant
liées de maniére simple d& la représentation '« naturelle » de G comme
groupe d’automorphismes d’un espace vectoriel X sur un surcorps D de
K, éventuellement non commutatif. ‘

Pour ce qui est de la donnée radicielle valuée, cela a déja été fait au
paragraphe 10 de I, et une « Note ajoutée aux épreuves » a ce paragraphe
annonce une interprétation de I'immeuble de G en termes de normes sur
X. Mais les indications données dans cette Note sont d’'une part sommaires,
d’autre part defigurées par les fautes d’impression. Nous avons cru néces-

|

- i
(*) Texte recu le 10 janvier 1984, révisé le 19 avril 1984,
F. BRUHAT, Université Paris-VII, U.E.R. de Mathématiques, 75251 Paris Cedex 05.
J. Trrs, Collége de France, 11, place Mareelin-Berthelot, 75231 Paris Cedex 05.
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260 F. BRUHAT ET J. TITS

saire d’en rédiger une réclle démonstration. Ayant ainsi associé a un point
x de 'immeuble de G une norme a sur X, on peut considérer les « boules »
de o (qui sont des réseaux dans X) et le schéma affine de fibre générique
G dont I'algébre affine est engendrée par les coefficients de la représentation
naturelle de G par rapport aux différentes bases de ces différents réseaux.
Nous verrons qu’on obtient ainsi des schémas en groupes plats, relevant
de la théorie des paragraphes 2 et 3 de II, ayant une « grosse cellule », et
qui, lorsqu’ils sont lisses, coincident avec ceux introduits en II. De plus,
cette propriété de lissité est toujours exacte, sauf en caractéristique
résiduelle 2 pour les formes de D, non déployées sur I'hensélisé strict de K
(remarquons que dans ce cas, le groupe classique n’est ni simplement
connexe, ni adjoint : ce n’est pas une simple coincidence (cf. II, 4.6. 1)).
Ce dernier cas donne un exemple naturel de schéma en groupes plat et
non lisse. Si le corps résiduel de K n’est plus supposé parfait, ce phénoméne
peut se produire méme pour des formes de A4, (cf. § 5).

Cette étude des groupes classiques est divisée en deux parties. La pre-
miére partie ci-dessous est consacrée au cas du groupe linéaire général ou
spécial sur un corps éventuellement non commutatif. Une deuxiéme partie
traitera du cas des groupes unitaires.

Un premier paragraphe est consacré aux normes sur X, et aux ordres de
I'algébre End X qu’on peut leur associer. Il n’y a la rien de bien nouveau
(& Pexception peut-étre des n® 1.13 a 16) ni de bien difficile, mais les
références que nous connaissons (par exemple [4], [13], [17], et surtout
[10] et [15] auxquels nous nous référons beaucoup) utilisent souvent des
hypothéses inutiles (corps valué commutatif, complet, voire localement
compact) (!). Nous aussi il est vrai (valuation discréte, corps de rang fini
sur son centre), mais nous indiquons sommairement dans un Appendice
ceux des résultats énoncés qui restent vrais « en général ».

Le paragraphe 2 est consacré a la démonstration du théoréme annoncé
dans I, établissant une bijection « naturelle » entre I'immeuble élargi de
GL, et I'ensemble des normes sur X. Le paragraphe 3 associe a tout point

(') Le referee (outre plusicurs remarques dont nous le remercions) nous a signalé I'article
de P. GERARDIN, Immeuble des groupes linéaires généraux, publié dans Non Commutative
Harmonic Analysis and Lie Groups, Lecture Notes, 880, Springer 1981, qui nous avait
échappé. On y trouve notamment (sous I'hypothése K localement compact) une étude des
normes contenant nos résultats de 1.7 & 1.9 et une construction géométrique directe de la
structure d’'immeuble sur I'ensemble A~ des normes.
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SCHEMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES 261

x de I'immeuble de GL, un schéma en groupes lisse et connexe de fibre
générique G et montre comment ce schéma peut étre défini 4 partir de la
représentation naturelle de G et de la norme sur X associée au point x.
Le paragraphe 4 étudie I'effet d’un « changement de base étale », ce qui
permet la comparaison avec les résultats de II, ou les schémas considérés
étaient définis par « descente étale » a partir du cas quasi-déployé. Enfin,
le paragraphe 5 étudie rapidement le cas du groupe spécial linéaire SL,.

Premiére Partie : le groupe linéaire général

Notations

— K désigne un corps commutatif muni d’une valuation discréte o telle
que ©(K*)=Z (si R est un anneau, on note R™ le groupe multiplicatif
des éléments inversibles de R).

— D désigne un corps de centre K, de dimension finie d> sur K On
suppose que ® se prolonge en une valuation discréte de D, notée encore ®
(on verra en 1.6 que ce prolongement est alors unique). On sait que cette
hypothése est automatiquement satisfaite lorsque K est hensélien (avec
unicité du prolongement) : la démonstration classique est en général don-
née en supposant K complet, mais n’utilise en réalité que le lemme de
Hensel (cf. par exemple [15], § 12).

— On note =y (resp. np) une uniformisante de K (resp. D) et
e=[o(D”): ®(K™)] lindice de ramification de D, de sorte que
o(np)=1/e.

— On note 0, 'anneau des entiers de D, i.e. {teDlm(t);O}, Pp son
unique idéal maximal, i.e. {teD|w()>0}, et D son corps résiduel, i.e.
le quotient Op/pp. Les notations Oy, py et K s’en déduisent en prenant
D=K"

— X designe un espace vectoriel a droite de dimension finie n>0 sur
D. On note M la K-algébre des endomorphismes de X : c’est un espace
vectoriel de dimension n?d? sur K La lettre G désigne le groupe
M*=GL(X) des automorphismes de X, cest-a-dire le groupe linéaire
général GL (n, D). On se permettra de désigner aussi par G (ou par GL (X),
ou par GL (n, D) le groupe algébrique réductif défini sur K correspondant,
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262 F. BRUHAT ET J. TITS

qui a une extension L de K fait correspondre le groupe multiplicatif de
I'algébre M ® L. ,

— Rappelons qu’un réseau de X est un sous-0,-module de type fini de
X, engendrant I'espace vectoriel X; c’est un @p,-module libre de rang n.
Un ordre # de l'algébre M est un sous-anneau de M, contenant I’élément
unité, et qui est un résecau dans le K-espace vectoriel M; cCest une
Or-algébre noethérienne & gauche et a droite et c’est un @x-module libre
de rang n?d>.

1. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES NORMES

1. 1. Une D-norme ou plus simplement une norme sur X est une applica-
tion a : X - R { + 0} telle que I'on ait, pour x, ye X et teD,

1) a(xt)=a(x)+w(t),
2 a(x+y)=inf(a(x), a(y)),
3) a(x)=+ao si et seulement si x=0.

Comme (2) entraine a(x)=>inf(a(x+y), a(y)), on a
4 a(x+y)=inf(a(x), «(y)) dés que a(x)#a(y).

Par suite, une famille (x;) d’éléments non nuls de X telle que
o(x;)#o(x;)mod Z/e pour i#j est nécessairement libre et a(X—{0}) se
compose de r classes modulo Z/e, avec 1<r<n, et est un sous-ensemble
discret de R. L'entier r est appelé le rang de la norme « ([10}, p. 149).

1.2. Plus généralement, soit A une K-algébre, possédant un élément
unité, donc contenant K. Une norme de K-algébre sur A est une K-norme
w,, sur le K-espace vectoriel 4, prolongeant o et satisfaisant, pour u, ve 4,
a

&) o4 (uv) >0, u)+ o, ().

Si X est un A-module a droite, une A-norme sur X est une K-norme o
sur X satisfaisant, pour xe X et ue 4, a

(6) o (xu) =>a(x)+m, (u).

On dit encore que X muni de a est un module normé sur I'algébre
normée A.
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SCHEMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES 263

1.3. Soit o une norme sur X. Elle définit sur X une topologie d’espace

vectoriel topologique séparé, notée 4, pour laquelle un systéme fondamen-
tal de voisinages de 0 est formée des « boules »

Z, .={xeX|a(x)>c},

pour ceR. Vu (2), cette topologie est moins fine que la topologie canonique
de X, obtenue en transposant celle de D" grace a n’importe quelle base
de X. On vérifie aisément que les conditions suivantes sont équivalentes :

(Sc 1) T, est la topologie canonique de X ;

(Sc 2) tout hyperplan de X est fermé pour I ,;

(Sc 2 bis) tout sous-espace vectoriel de X est fermé pour 5 ,;

(Sc 2 ter) toute forme linéaire sur X est continue pour I ,;

(Sc 3) pour tout ceR, la boule , . est un réseau de X;

(Sc 3 bis) il existe ceR tel que la boule &, . soit un réseau de X.

On sait que ces conditions sont automatiquement satisfaites lorsque D
(ou, ce qui revient au méme, K) est complet pour la valuation ®. Dans le
cas général, notons K et D les complétés de K et D pour o et notons X le
complété de X pour la norme o Alors, X est un espace vectoriel topologi-
que sur D et I'injection de X dans X se prolonge en une application linéaire
dite canonique de X ®, D dans X, qui est évidemment surjective. On voit
aisément que les conditions (Sc) ci-dessus sont encore équivalentes a I'une
quelconque des conditions suivantes :

(Sc 4) Tapplication linéaire canonique X® ,D — X est injectivé donc
bijective ;

(Sc 4 bis) dimpX=n;

(Sc 4 ter) le prolongement par continuité de @ ¢ X ® ,, D est une D-norme.

(Le prolongement par continuité de o« 4 X® ,D est toujours une
« semi-norme », i. e. satisfait a (1) et (2).)

1.4. DeFINITION. — (i) Soient X, et X, deux sous-espaces vectoriels de
X. On dit que X, est un supplémentaire scindant de X, pour la norme a si
X = X 1 + X 2 et si

™ a(x, +x;)=inf (a(x,), a(x;)),

pour x;€X, et x,€X,.
Plus généralement, on dit qu'une famille (X,) de sous-espaces vectoriels
de X est scindante pour a si a (3 x;)=inf, (& (x,)) quels que soient les x,€ X,.
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264 F. BRUHAT ET J. TITS

(ii) On dit qu'une base (e;) de X est scindante pour o, ou que o est scindée
par la base (e,), si la famille (e, D) est scindante, i.e. si Pon a, pour tous
y,€eD,

® a (Z e;t;)=inf (a(e;) + o ().

(iii) On dit qu'une norme o sur X est scindable si elle admet une base
scindante.

Notons que (7) entraine X, N X, ={0}. Dire que X, est un supplémen-
taire scindant de X, signifie que I’application canonique est une isométrie
de X, sur X/X, muni de la norme quotient, ou encore que o est « somme
directe » de ses restrictions 4 X, et X, (dans la catégoric des espaces
vectoriels normés avec comme morphismes les applications linéaires aug-
mentant les normes). Ceci justifie la terminologie, qui n’est pas classique :
on dit en général dans la littérature qu'une base satisfaisant a (8) est
« orthogonale » pour a. Ce n’est pas trés heureux et comme nous aurons
plus tard a considérer simultanément des normes et des formes quadrati-

ques sur X, la terminologie « orthogonale » devient franchement inaccepta-
ble.

1.5. PROPOSITION. — Soit o une norme sur X.

(i) Pour que a soit scindable, il faut et il suffit qu'elle satisfasse aux
conditions (Sc) de 1.3. En particulier, si D est complet, toute norme est
scindable.

(i) Si o est scindable, la restriction de o & un sous-espace vectoriel de X est
une norme scindable, tout sous-espace vectoriel de X admet un supplémentaire
scindant et tout élément x#0 de X est le premier élément d’une base
scindante.

11 est clair que toute norme scindable satisfait a (Sc 1) (ou a (Sc 3)) et
que si o satisfait & (Sc 2), il en est de méme de sa restriction a un sous-
espace vectoriel de X. Des récurrences évidentes montrent alors que, pour
démontrer (i) et (ii), il suffit de prouver que si « satisfait a (Sc 2), alors tout
hyperplan Y de X admet un supplémentaire scindant. La démonstration est
classique lorsque D est commutatif et complet (cf. [10], [13]), mais s’étend
sans difficulté : soit xoeX—Y; comme Y est fermé pour T, on a
sup{a(xo+y)|y€Y} < +o0 et comme a(X—{0}) est discret dans R, il
existe xe x,+ Y tel que a(x+y)<a(x) pour tout ye Y. On en déduit

inf (a(x), a(y) <a(x+y)<a(x)<inf(a(x+y), a(y)),

d’ou a(x+y)=inf(a(x), a(y))et x D est un supplémentaire scindant de Y.
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SCHEMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES 265

Remarque. — Soit (e;), <;<, une base scindante pour a, soit H hyper-
plan engendré par les ¢; pour i>2 et soit ye H avec a(y)>a(e,). Alors,
(e +y, €3 ...,€,) est une base scindante pour a: on a en effet
a(e, +y)=a(e,)=sup,g (e, +y+2). .

De cette remarque résulte directement la derniére assertion de (ii) :
si x=)ex; avec par exemple a(x)=a(e,)+0(x,). alors
a(x—ey x,)=>a(e, xy) et (x, ey, . . ., €,) est une base scindante. Les deux
autres assertions de (ii) s’en déduisent par récurrence sur la dimension du
sous-espace vectoriel.

1.6. Le complété D de D pour la norme  est un corps et la K-algébre
D ®K est une K-algeébre simple de centre K. Or, I'application K-linéaire
canonique de D ® x K dans D est un homomorphisme surjectif d’algébres.
Elle est donc bijective et @ considérée comme une K-norme sur D est
scindable vu (Sc 4). Par suite, ), est un Og-module libre de rang d?
et Op/ngOp est un K-espace vectoriel de dimension d2, dont les
V,=n}0p/ng Op pour 0<s<e forment un drapeau (avec ¥,={0}). La
multiplication par w; induit un isomorphisme de V,_,/V, sur V,/V, ,,
pour 1<s<e. Il en résulte que dimgD=dimgV,/V,,,=d?*/e et quon
obtient une base de @, sur Oy (donc de D sur K) en choisissant des
éléments t;€ 0, (1<i<d?/e) dont les images dans D forment une base de
D sur K et en considérant la famille (¢;7}) pour 1<i<d?/e et 0<s<e.
C’est évidemment une base scindante (et méme adaptée au sens de 1.8
ci-dessous) pour la K-norme .

En particulier, @), est un ordre dans la K-algébre centrale simple D.
C’est 'unique ordre maximal et méme le plus grand ordre de D : si B est
un sous-anneau de D non contenu dans @, alors B contient un élément x
tel que @(x)<0 et B ne peut pas étre un Ox-module de type fini puisqu’il
contient des éléments x" de valuation arbitrairement petite.

Notons encore quelques conséquences évidentes :

— un réseau de X est un sous-0p-module qui est un réseau du K-espace
vectoriel sous-jacent a X;

— si (e;) est une base scindante pour la D-norme a sur X, alors la
famille des e;t;m}, est une base scindante pour a considérée comme une
K-norme sur le K-espace vectoriel X;

— inversement, si une D-norme a est scindable en tant que K-norme,
alors elle est scindable en tant que D-norme : cela résulte de (Sc 1) puisque
la topologie de D est sa topologie canonique de K-espace vectoriel.
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266 F. BRUHAT ET J. TITS

Remarques. — 1. La valuation de K se prolonge de maniére unique
(par continuité) en une valuation de K, qui se prolonge de maniére unique
en une valuation du corps gauche D =D ®, K, dont la restriction a D est
évidemment o : ceci montre I'unicité annoncée du prolongement de @ & D.

2. Supposer, comme nous I'avons fait, que la valuation de K se prolonge
en une valuation de D est donc équivalent a supposer que D ® K est un
corps, ou encore que le rang sur K du groupe algébrique réductif GL (n, D)
est égal a son rang sur K (cf. [16], 2.3.1).

1.7. DEFINITION. — On appelle drapeau de réseaux un ensemble A non
vide de réseaux de X, totalement ordonné par inclusion et stable par homothé-
ties. Une graduation de A est une application c strictement décroissante de
A dans R, telle que c (X t)=c(¥)+o(t) pour XA et teD.

Choisissons un réseau Z,eA. Toute classe d’homothétie de réseaux
posséde un représentant & et un seul tel que F <X, et ¥ ¢ Xy,
Considérons de tels représentants &; des différentes classes d’homothéties
de réseaux contenues dans A. Puisque 2, ¢ £onp, 0on a X, > Ty np et les
quotients %,/%, %, forment un drapeau de sous-espaces vectoriels non
nuls dans le D-espace vectoriel (/% ,n, de dimension n. Par suite, le
nombre r de classes d’homothéties contenues dans A est fini et 1<r<n.
On l'appelle le rang de A. En numérotant les &; dans I'ordre décroissant,
on obtient donc r réseaux (2')o<;<, tels que

&) .‘2‘02!,3...3’,_123‘0%,

et A est la suite strictement décroissante de réseaux (%,;),z définis par
% ;=% 7} pour geZ, 0<i<r. Nous dirons que (£, . . ., £,-,) est la
tranche de A d’origine %,

Posons n;=dimy %, /% La suite (n,, . . ., n,) d’entiers >1 est appelée
le type de A d’origine &, : elle ne dépend pas de &, 4 permutation
circulaire prés et on a n, + . . . +n,=n. On peut choisir une base (¢;), <;<,
de Z, telle que les ¢np pour 1<i<n;+...+n; et les e; pour
i>n;+. .. +n; forment une base de &, (pour 0<j<r): une telle base
sera dite adaptée a A, de réseau origine &,

Réciproquement, si I'on se donne r réseaux Z; satisfaisant a (9) (ou ce
qui revient au méme, un réseau &, et un drapeau dans &/, np,) 'ensem-
ble des réseaux homothétiques a 'un des &, est un drapeau de réseaux
dont les 4, forment une tranche.
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Enfin, se donner une graduation c de A revient évidemment a se donner
les r nombres réels ¢;=c(%;) pour 0<i<r, qui doivent satisfaire aux
inégalités

(10) €0<C1<...C_1<Co+l/e

1. 8. ProposITION. — (i) Soit o une norme scindable sur X. L’ensemble A,
des boules , . pour ceR est un drapeau de réseaux de rang égal a celui
de a et Papplication c, : A — R définie par c,(¥)=inf { a(x)|xe.9!‘} est une
graduation de A,.

(i) Réciproquement, soit (A, c) un drapeau de réseaux gradué; il existe
une norme scindable a sur X et une seule telle A=A, et c=c,. Pour xeX,
x#0, onaa(x)=c(Z,), ou X, est le plus petit élément de A contenant x.

C’est évident.

On appelle alors type de o celui de A, et base adaptée pour a une base
adaptée a A,. On vérifie immédiatement qu'une base adaptée pour o n’est
autre qu’une base scindante (¢;), <,<, Satisfaisant a

1
a1y a(e)<a(e)<. .. <<!(e.)<a(e1)+;,
et que
(12) a(ei)-':cn (g.])s
.pour ogj<r et n+...4+n_ <is<n+...+n;

Si (e;) est une base scindante quelconque, on peut choisir des ¢;e D tels
que —o(e)<®(t)<—o(e)+1/e. On voit alors aussitét que, aprés une
éventuelle permutation des indices, (e;t;) est une base adaptée pour a,
dont le réseau origine est la boule { x|a(x)>0}.

1.9. Soit C le groupe des commutateurs de D * et soit det : G—» D */C
le déterminant de Dieudonné [8]. Comme w(C)= {0}, 'homomorphisme
®: D* - R passe au quotient par C et définit un homomorphisme
@' : D*/C = R. On pose d=0"det.

Soit 2, un réseau de X. Pour tout geG tel que g(Zo)=%, il est
immeédiat que det g appartient a I'image de @, dans D */C, d’ou §(g)=0.
Par suite, si & est un autre réseau de X, il existe ceR tel que &(g)=c
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268 F. BRUHAT ET J. TITS

pour tout geG tel que ¥ =g (Z,). On dit que c est le volume du réseau 4
(par rapport & &) et on pose c=vol . Changer de réseau de départ
revient a ajouter une constante a la fonction volume. Si e=(e), ;<. €St
une base de X, on appelle volume de e et on note vol e le volume du
réseau engendré par les e,

PROPOSITION. — Soit o une norme scindable sur X. Il existe un nombre
réel et un seul, appelé volume de a et noté vol a, tel que

(13) vol a=vol e—Y a(e),

pour toute base e=(e,;) scindante pour a.

Soient (e;) et (e;) deux bases scindantes. On vient de voir qu’on peut
choisir des ¢, ;e D tels que, aprés permutations éventuelles, (e, ;) et (¢ t;)
soient des bases adaptées de méme réseau origine &,. On a alors

vole+Y o(t,)=vol &, =vole’ +Y o(t)),
et, vu (12) dont nous reprenons les notations,
Za(el)+zm(tl)=21<1<rn]cu(£]—l)=za(e;)'*'zm(t;),

d’ot la proposition.

Le groupe G opére par transport de structure sur 'ensemble des normes :
si a est une norme et si geG, on note g.a la norme x — a (g~ ! (x)). Elle
est scindable si et sculement si a I'est et on a alors

(14) volg.a=vola+d(g)

En effet, si (¢,) est une base scindante pour a, alors (g (e;)) est une base
scindante pour g.a et on a

volg.a=vol(g(e)) -3 (g. @) (g(e))=8(g)+vol(e)—) a(e).

1.10. Soit a une norme scindable et soit ceR. L’application a+c
est évidemment une norme scindable, que I'on dit par abus de langage
homothétique de o. On a vol (a+c)=vol a—nc et toute classe d’homothétie
de normes scindables contient une et une seule norme de volume nul

1.11. Soit a une norme sur X. Soit Y un espace vectoriel a droite sur
D, de dimension finie m, et soit  unc norme sur Y. Pour ueHom, (X, Y),
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posons
(15) Hom (o, B) (u)=inf, . x (B (u(x))—a(x)).

11 est classique et trivial que Hom (&, B) est une K-norme sur le K-espace
vectoriel Hom (X, Y). Si X=Y, on pose Enda=Hom(a, o).

Supposons maintenant que « et B sont scindables et soit (e;) (resp. (f}))
une base de X (resp. Y) scindante pour a (resp. B). Si ue Hom(X, Y) et si
(uj;) est la matrice de u par rapport a ces bases, matrice définie par

(16) u(R,et)=Y, ;fjugti  (pour ;eD),

alors on a

(17) Hom(a, B) (u)=inf; (B (u(e))—a(e))=inf; ;(@(u;)+B(f)—a(e)
En effet, soit x=) ¢;t;,€X. On a

B (u(x)) =inf; (B (u(e) + @ (t,)) =inf, (B (u(e;)) —a(e) + o (1) +a(e)))
>inf; (B (u (e;)) —a(ey)) +inf; (0 (¢;) + a(e;)) >inf; (B (u(e;)) —a (e;)) + a (x),
d’ou la premiére égalité de (17), et la seconde en résulte.

Prenons en particulier Y=D et B=am; on voit que a*=Hom (a, ®) est
une D-norme sur le D-espace vectoriel a3 gauche X* dual de X et que la
base duale () est une base scindante pour a*, avec

(18) a*(ef)=—a(e)

Supposons maintenant que Y soit un D-espace vectoriel @ gauche. Pour
ze X®p Y, posons

(19) (2 ® B)(2)=sup{inf, (@ (x)+B ()| XX, pieY, z=3, x ® 1, }.

On vérifie aisément qu'on obtient ainsi une K-norme a ® B sur le
K-espace vectoriel X ®p Y et que, pour x;e X et t;,€D, on a

(20) (@ ® B (X, x; ® f)=inf; (@ (x)+B(f)),
(21) (@® B)(Zi jeity ®fj)=infi. j(m(‘u)"'a(et)"'ﬂ(fj))-

En particulier

(22) (e®P)(x®y)=a(x)+B(y) pour xeX et yeY.
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On peut en effet supposer x et y non nuls et il suffit de considérer des
bases scindantes (¢;) et ( f)) telles que x=e, et y=1,.

De (17) et (21) on déduit que I'isomorphisme canonique de Y ®,X*
sur Hom,, (X, Y) transporte la norme B ® a* sur Hom (a, B).

Enfin, on vérifie aisément que, pour ueEndp, X et veEnd, Y, d’ou
u@veEnd;(X®pY), ona

(23) End (a ® B) (v ® v)=End a(x)+End B (v).

Remarquons que, contrairement a ce que (23) pourrait faire croire,
I'identification canonique de Endy (X®),Y) avec End, X®xEnd, Y ne
transporte pas en général (i.e. lorsque D n’est pas neutralisé par une
extension étale de K : voir 4.9) Enda ® B sur End o @ End B.

1.12. Si D est commutatif, (17) (resp. (21)) montre que la base (f;®

" e?) (resp. (¢; ® f))) est scindante pour Hom (a, P) (resp. a ® B). Dans le cas

général, la donnée des bases (e;) et (f;) permet d’identifier Hom) (X, Y)

(resp. X®p, Y) a D™ et le munit ainsi d’'une structure (non canonique) de

D-espace vectoriel 4 droite par exemple. Alors, Hom(a, B) (resp.a ® B)

est une D-norme et 'assertion précédente reste vraie. De 1. 6 résulte aussi
que la K-norme Hom (o, B) (resp. & ® B) est scindable.

1.13. Désormais nous désignons par a une D-norme scindable sur X
et nous munissons la K-algébre simple M=End, X de la norme Enda.
On vérifie aussitot que c’est une norme de K-algébre. Nous dirons que
End a est 1a norme carrée sur M associée a a.

PRrROPOSITION. — (i) Soit xe X, x#0; pour tout ye X, on a
o (y)=5UP, ¢ u, u(x)=y (@ (x)+Enda(u)).

(ii) Soit B une D-norme sur X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) il existe ceR tel que B=a+c;

(b) EndBp=Enda;

(¢) B(u(x))=Pp(x)+End a(u) quels que soient xe X et ue M.

Par définition, on a a(u(x))=a(x)+Enda(u). D’autre part, soit (e;)
une base de X scindante pour a et telle que x=e, (1.5. (ii)). Posant
u=y®ef, onau(x)=yet Enda(v)=a(y)+a*(ef)=a(y)—a(x), ce qui
établit (i).

Démontrons (i) Si p=a+c, on a P*=a*—c et
End =P ® B*=a ® a*=End a. Donc (a) entraine (b). Il est clair que (b)
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entraine (c). Enfin, supposons (c) satisfaite et soient x, ye X, x 0. On
a

B(y)—B(x)?supucl. ,(,,-,Enda(u)=a(y)—a(x),
d’ou (a).

Soit X’ un M-module 4 gauche simple et soit D’ le corps opposé au
commutant de X’, de sorte que X’ est un D’-espace vectoriel & droite et
que M s’identifie & End, X’. On sait que X et X’ sont isomorphes,
canoniquement a homothétie prés. Par suite, D et D’ sont isomorphes,
canoniquement & automorphisme intérieur prés, et la valuation de K se
prolonge a D’.

COROLLAIRE. — (i) Il existe une K-norme o’ sur X', et une seule a une
constante additive prés, qui fasse de X' un M-module normé; c’est une
D’-norme scindable et End o’ =End a.

(ii) L’ensemble des normes carrées sur M est indépendant du choix du
M-module simple X.

C’est immédiat.

1.14. LEMME. — Soit Y un M-module & gauche simple et soit xeY,
x #0. Il existe un idempotent minimal € de M tel que € x=x et End a(¢)=0.

On peut supposer Y =X et considérer une base (e¢,) de X scindante pour
a telle que x=e,. Il suffit alors de prendre e=e¢, @ ef.

1.15. PrOPOSITION. — Soit Y un M-module a gauche de type fini et soit
Y une norme sur Y faisant de Y un M-module normé, et scindable en tant
que K-norme.

(i) Soit Y’ un sous-M-module de Y. Il existe un sous-M-module Y* de Y
qui est un supplémentaire scindant de Y’ pour y.

(ii) I1 existe une famille finie (Y;) de sous-M-modules simples de Y telle
que Y soit somme directe des Y; et que, quels que soient les y,€Y,, l'on
ait

Y@ y)=inf(y(y,)).

11 est clair que (i) entraine (ii) puisque Y est semi-simple, et qu’il suffit
de démontrer (i) lorsque Y/Y’ est simple.

La norme quotient y de y est évidemment une M-norme sur Y/Y’.
Choisissons un élément x#0 dans Y/Y’ et choisissons xex de telle sorte
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que Mx soit un sous-module simple et que y(x) soit la plus grande
possible. Montrons qu’alors :

(29 Y(x)=sup, ;7 (M) =7(x).

En effet, soit ¢ un idempotent minimal satisfaisant aux conditions
du lemme 1.14. Si y=x+Xx’€x, alors ey=x+€x’€x et Mey est un
sous-M-module simple puisque M € est un idéal & gauche minimal. On en
déduit y(x)=v(ey)=>y(y)+Enda(e)=v(y), d’ou (24).

Mais I'application canonique y — y de M x sur Y/Y’ est un isomorphisme
de M-modules simples et il résulte du corollaire 1.13 qu’il existe une
constante ceR telle que y(y)=y(y)+c pour tout yeMx, et cette
constante est nulle d’aprés (24). L’application canonique est donc une
isométrie de M x sur Y/Y’, c.q.f.d.

1.16. 11 est classique (voir p. ex. [3] ou [15]) que la catégorie €,
~ des M-modules a gauche et la catégorie €, des D-espaces vectoriels a
gauche sont équivalentes: & Ye®, correspond fonctoriellement
Y'=Hom, (X, Y) € €p, & Z € €p correspond fonctoriellement
Z"=X@®pZe¥y, et les applications canoniques X ® , Homy (X, Y) - Y
et Homy (X; X®,Z) — Z sont des isomorphismes. De plus, les applica-
tions canoniques End,, Y — End,, Y’ et End), Z — End,, Z” sont des isomor-
phismes de K-algébres. Nous allons voir que cette équivalence reste vraie
pour les modules normés :

PROPOSITION. — Soit Y un M-module a gauche de type fini, muni & une
M-norme vy scindable en tant que K-norme, et soit Z un D-espace vectoriel
a gauche de dimension finie, muni d’une D-norme scindable p. Posons
Y'=Homy (X, Y)etZ"=X®pZ,y =Hom(a, y)etp"=a ® B.

(i) B” est une M-norme, lisomorphisme canonique Homy, (X, Z") = Z est
une isométrie pour les normes Hom (a, B”) et B, et Pisomorphisme canonique
End, Z — End,, Z” est une isométrie pour les normes End B et End B".

(ii) v’ est une D-norme, l'isomorphisme canonique X ®,Y’ — Y est une
isométrie pour les normes a®Y et v, et Tisomorphisme canonique
End, Y — End, Y’ est une isométrie pour les normes End y et End y’.

L’assertion (i) est immédiate. Il est évident que B” est une M-norme
puisque M opére sur Z” via son opération sur X. Si zeZ, I’élément
correspondant de Homy (X, Z") est lapplication z': x->x®z et
(e®B)(x®2)—a(x)=Pp(z), dou Hom(a, B*)(z')=P(z). Enfin, si
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ucEndpZ, I'élément correspondant de EndyZ” est id®u et
End B(#)=End a ® P (id ® u) d’aprés (23).

Démontrons (ii). — Il est évident que y” est une D-norme. L’assertion
(ii) résulterait alors de (i) en posant Z=Y’, d’'ou Y~Z”, si I'on savait
que toute M-norme scindable en tant que K-norme sur Y=X®,Z est de
la forme o ® B. Ceci va résulter de 1.15 (ii), dont nous reprenons les
notations. Notons tout d’abord que, pour tout feY’, I'application
x—7(f (x)) est une M-norme sur X, donc de la forme a+ constante
(1.13), et cette constante est y'( f). Autrement dit,

(25) Y(f GN=Y () +a(x),

quels que soient xe X et feY".

Choisissons maintenant pour chaque indice j un isomorphisme f; de X
sur Y, Les f; forment une base du D-espace vectoriel Y. Montrons que
cette base est scindante pour Y. Soit en effet =3¢, f;eY’, avec ;€ D.

Ona:

Y (f)=inf, . x (v (3 f;(xt))— a(x))=inf, ,(y(f;(xt;))—a(x))
=inf; inf, (v (f;(xt;) —a(x))=inf; ¥ (t; f)),

ce qui montre que (f;) est scindante. Enfin, soient x;€ X; on a, compte
tenu de (20) et de (25), .

'Y(Zf}(xj))=inf17(ff(x}))=infj(7'(f:y)+a(x)))=“ ®Y (2";@ NN

ce qui démontre la deuxiéme assertion de (ii). Quant a la troisiéme, elle
résulte alors de I’assertion correspondante de (i).

1.17. Posons .#,={ueM|Enda(u)>0} et J,= {ue M|Enda(us)>0}.
Il est évident que 4, est un ordre dans la K-algébre simple M, que J, est
un ideal bilatére de .#, et que le groupe multiplicatif .#, des éléments
inversibles de 4, est le stabilisateur de o dans M *. Reprenons le drapeau
de réseaux A, forme des boules &', ., choisissons un réseau origine ,€A,,
de sorte que A, est la suite strictement décroissante de réseaux (2,), ¢z
considérons une base adaptée (e;) d’origine &, et soient r le rang et
(ny, . . ., n,) le type d’origine ¥, de a (1.7 et 1.8).

La proposition suivante est alors immeédiate :

PROPOSITION. — Soit ue M.
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() ue#, (resp.ueJ,) si et seulement si u@,)c 2,
(resp. u(%,) « %) pour tout ke Z, ou encore pour 0<k <r.
. (i) ue #, (resp. ueJ,) si et seulement si la matrice U de u par rapport
a la base adaptée (e,) satisfait a la condition suivante :

(H) (resp. (RH)) U est un tableau (Uy); <4, x<, carré dordre r, ou Uu
est une matrice & n, lignes et n, colonnes a coefficients dans O, lorsque
h>=k (resp. h>k) et dans p,, lorsque h<k (resp. h<k).

1.18. CoroLLAIRE. — (i) Pour 1<s<r, lidéal bilatére J; est formé des
ue.#, tels que la matrice Uy, de la condition (H) ait ses coefficients dans
Pp dés que h<k+s et dans p3 dés que h<k+s—r.

(i) Jo=npl. M, =M,.7p]l, ou npl désigne T'élément de M, dont la
matrice par rapport a (e;) est diagonale de coefficients diagonaux tous
égaux a mp, on a J*=ny M, et J, est un idéal bilatére inversible d’inverse
J:l=1[;l J;c—l.

(iii) Quel que soit Tentier s€ Z, on a ue J;, si et seulement si u(%;) < X+,
pour tout ke Z, ou pour 0<k<r.

La démonstration de (i) par récurrence sur s est facile en considérant
les éléments de J2 dont la matrice par rapport a (e;) a tous ses coefficients
nuls sauf un : nous la laissons au lecteur. Les assertions (ii) puis (iii) s’en
déduisent aisément.

1.19. Un élément ue .#, définit d’aprés 1.17 (i) un D-endomorphisme
u, du D-espace vectoriel &,_,/%, pour keZ, d’ou un homomorphisme
u—u=(U, . .., 4,_,) de 4, dans ]’LQ"End;(Q”,_,/:l‘,,).

PROPOSITION. — (i) L’homomorphisme u+ u est surjectif de noyau J, et
sa restriction au groupe # . des éléments inversibles de #, a pour image
Hl gks,AutE(xk— l/gk)

(i) J, est le radical de #,.

(iii) Pour tout keZ, on a X, ,.,=J, %, et X, est le radical du MA,-
module a gauche &,.

L’assertion (i) résulte aussit6t de 1. 17 (ii), puisque la matrice de u, par
rapport a la base de %,_,/%, formée des images des e, pour
n+...+m_;<i<n +...+n, est la matrice a coefficients dans D
image canonique de U,, (pour 1<k <r).

(i) et (iii) résultent aussi de 1.17 (voir p.ex. [15], th. 39.14 et
cor. 39.18). Esquissons-en néanmoins la démonstration. L’assertion (ii)
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résulte de (i), de 1.18 (ii) et du lemme bien connu suivant (cf. [15],
th. 6.15). :

LEMME. — Soit A une Oy-algébre qui est un Og-module de type fini. Le
radical rad A de A contient ng A et pour qu'un idéal bilatére J de A soit
égal a rad A, il faut et il suffit que A/J soit semi-simple et qu’il existe un
entier =1 tel que J9 < =y, A.

Quant a (iii), la premiére assertion résulte de 1.17 (ii) et la deuxiéme
de ce que J, ¥, crad &, d’aprés (ii) et de ce que Z,/%,,, est un .#,-
module simple d’aprés (i).

1.20. CoROLLAIRE. — Les réseaux de X invariants par M4, (resp. #))
sont exactement ceux appartenant d A,.

Soit 4 un réseau invariant par .4, et soit k le plus grand entier tel que
% c &,. L'image de ¥ dans %,/%,,, est un sous-espace vectoriel non
réduit & {0} et invariant par Aut(%,/%,,,), ot X, =¥ +%,,, et ¥ =2,
d’aprés le lemme de NAKAYAMA.

1.21. COROLLAIRE. — Soit B une autre D-norme scindable sur X. Les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) #, contient #,;
(i) #; contient My ;
(iii) A, est contenu dans A,.
Il est clair que (i) entraine (ii); (ii) entraine (iii) d’aprés 1.20 et (iii)
entraine (i) d’aprés 1. 17 (i).

1. 22. ProprosITION. — Pour ue M, posons

p(u)= —l—sup{kezlueJ:}.
re

Alors, p est une K-norme d algébre sur M.

Les relations p(u+v)>inf (p(u), p (), p (uv) =p (u)+p (v) et p(u)= + 0
si et seulement si u=0 sont évidentes. De plus, p(Au)=p (u)+®(A) pour
ueM et AeK puisque Oy JE=J% et ngJX=J%*" d’aprés 1. 18 (ii). Remar-
quons qu’avec les notations de 1. 18, on a p(npI)=1/e.

On dit que p est la norme radique sur M associée a 'ordre 4.

1.23. PROPOSITION. — Soit .# un ordre de M. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
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(i) Il existe une norme scindable o sur X telle que M =4

(ii) Il existe une norme scindable o sur X telle que M =.#, et que Enda
soit la norme radique associée & MA.
(H") 1l existe une base (e;) de X, un entier r avec 1<r<n et des entiers
ny,...,n=ltelsquen +...+n=n et qu'un élément ue M appartienne
a M si et seulement si sa matrice par rapport @ la base (e;) satisfait a la
condition (H) de 1.17.

Il est clair que (ii) entraine (i) et (i) entraine (H’) d’aprés 1. 17. Supposons
donc (H’) satisfaite et posons :

(26) a(Y e t)=inf(0(t)+c;) (t;e D),
avec :
27 c;=kjfre

pourni+...+m<i<m+...+m,, et 0<k<r.

Il est clair que (e;) est une base adaptée & a et que le type de o est
(ny, ..., n), dou #=.4,vu l.17. D’autre part, 1. 18 et la formule (17)
entrainent que la condition ue J5 (avec 0<s<r) équivaut 3 End a (1) > s/re.
On en deéduit aussitot que End a est bien la norme radique associée a .4,
d’ou (ii). :

Remarques. — 1. La norme a satisfaisant a (ii) est unique a une
constante additive prés d’aprés 1. 13.

2. La proposition entraine que pour toute norme scindable o, la norme
radique p associée a3 .4 est une norme carrée, ce qui n’était pas évident
a priori. Naturellement, on n’a pas toujours p=Enda : on verra (2. 14 et
16) que I'ensemble des End o pour a satisfaisant a (i) est un simplex affine
dont p est le centre de gravite.

1.24. Les ordres de M satisfaisant a (H’) sont bien connus: leurs
propriétés sont exposées p. ex. dans [15], § 39, notamment th. 39. 14 (3).
On sait qu'un ordre 4 de M satisfait a (H’) si et seulement si c’est un
anneau héréditaire, c’est-a-dire de dimension homologique<1 (& gauche

(%) Les résultats de [15], § 39 sont énoncés en supposant K complet. Mais, comme le dit
d’ailleurs REINER lui-méme p. 364, ils restent valables lorsque K n’est plus supposé complet,
mais que D ®, K est un corps, ce qui est vrai pour nous. Voir aussi le th. 40. 5 de [15], qui
assure que # est héréditaire si et sculement si A4 ®,, O I'est.
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et a droite), ou encore si et seulement si tout idéal (2 gauche ou a droite)
de # est un #-module projectif. On sait également qu’une condition
nécessaire et suffisante pour qu’'un ordre # de M soit héréditaire est que
son radical J soit un #-module a gauche projectif ([1] ou [15], th. 39.1).

1.25. Nous noterons # I’ensemble des ordres de M de la forme .#,,
C’est-a-dire des ordres héréditaires de M. De 1. 20 résulte aussitt que .4,
est un élément maximal de # (ordonné par inclusion) si et seulement si
A, ne contient qu’une seule classe d’homothétie de réseaux. Autrement
dit, les éléments maximaux de J¥ sont les stabilisateurs de réseaux, c’est-
a-dire les ordres maximaux de M (dans I'ensemble de tous les ordres)
(cf. [15), §§ 17 et 18).

Plus généralement, le rang r de a est égal au nombre d’ordres maximaux
contenant 4, Si #,, ..., #, sont des ordres maximaux deux a deux
distincts; leur intersection appartient 4 ) si et seulement si on peut
trouver, aprés avoir éventuellement changé la numérotation des .4, des
réseaux &, . . ., &, tels que #;=End &; pour 1<j<k et que:

Z,2%,2...2%, 2%y

On a alors k<n, le drapeau de réseaux associé a 4, (N ... N #, est
I'ensemble des homothétiques des &, et il est de rang k.

"~ Autrement dit, > est naturellement muni d’une structure de complexe

simplicial abstrait : les sommets de » sont les ordres maximaux, les

simplexes de dimension k sont les ordres .4, ou a est de rang k + 1 (pour

0<k<n-—1) et la relation d’incidence est I'opposée de I'inclusion.

1.26. PrOPOSITION. — Soient o et P deux normes scindables sur X. Il
existe une base de X scindante a la fois pour o et pour .

La démonstration donnée dans [10], prop. 1.3, ou D est supposé.
commutatif et localement compact et ’énoncé attribué a A. Weil, reste
valable au prix d’'un changement minime : au lieu d’utiliser la compacité
de I'espace projectif, on remarque que I'’ensemble des B(x)—a(x) pour
xeX, x#0, est borné et contenu dans la réunion d'un nombre fini de
classes modulo Z/e, donc contient ses bornes ().

De 1. 26 résulte comme dans [10], th. 2.4 :

(® On verra dailleurs plus loin une autre démonstration de 1.26, valable méme
valuation dense (App.).
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1.27. CorOLLAIRE. — Soit de plus te[0,1]. Il existe une norme vy et une
seule sur X, notée ta+(1—t) B, telle que toute base (e;) de X scindante d la
fois pour o et pour B soit scindante pour y et que

(29) v(e)=ta(e)+(1—t)B(e) pour 1<i<n.
Ona
(30) y(x)=ta(x)+(1—-t)B(x) pour tout xeX,

et v est la plus petite norme sur X satisfaisant a (30).

1.28. L’ensemble des ta+(1—t)p pour 0<z<1 est noté [aP] et est
appelé le segment d’extrémités o et . On voit qu'on a ainsi défini en
quelque sorte une « structure affine » sur '’ensemble des normes scindables.
Cependant, on prendra garde que l'inégalité (30) peut étre stricte pour
certains x € X et qu'il n’est pas en général possible de définir des barycentres
de k>3 normes scindables (sauf si elles admettent une base scindante
commune).

1.29. Reprenons les notations de 1.11. On vérifie immédiatement sur
les formules (17) et (21), compte tenu de 1. 12, que :
(31) tHom(a, B)+(1—¢)Hom (o', ') =Hom(ta+ (1—1t)B, to’'+(1—12) ),
(32) tEnda+(1—t)Endf=End(ta+ (1—t)B),
(33) ta@B+(1-)a' @B =a+(1-t)a’ )R B+ (1-1)p),

ou t, o’ et B’ désignent ce que 'on devine. De (13) résulte aussi que

(39) vol(ta+(1—t)B)=tvola+(1—t)vol§p.

Enfin, pour ¢, ¢’eR, on a
(35) t@a+o)+(1-t)B+c)=ta+(1—-t)p+(c+(1-1t)c),

ce qui permet de définir le barycentre de deux classes d’homothétie de
normes scindables.

1.30. Faisons D =K et reprenons les notations de 1.2. Si o et B sont
des A-normes, il en est de méme de y=toa+(1—t)B. Prenons en effet une
K-hase (e;) de X scindante pour « et pour B et soit ue A. DE (29) on tire
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Y(e;u)=v(e)+w,(u), dou

Y((X e, t;) u) =inf, (v (e;u) + @ (t,)) >inf, (¥ (e))
+ot)+o,m)=y )+, )

quels que soient les ;e K, c.q.f.d.

2. NORMES ET IMMEUBLES

Désormais, nous reprenons pour lessentiel, outre nos conventions généra-
les, celles de 1, 10. 2. Cependant, le corps gauche est noté D au lieu de K,
la dimension de X est notée n au lieu de r+1 et d’autres modifications
mineures par rapport a I, 10. 2 seront indiquées le moment venu. Pour la
commodité du lecteur, nous allons rappeler les principales notations et les
résultats dont nous aurons besoin.

2.1. A la base (g;), <;<» de X est associé un tore K-déployé maximal S
du K-groupe algébrique GL (X), dont les éléments rationnels sur K sont
les éléments de G dont la matrice par rapport a (e;) est diagonale a
coefficients dans K Le centralisateur Z (noté T dans I, 10.2) est le
groupe des matrices diagonales & coefficients dans D. Pour
t=diag(t,, . . ., t,)€Z, on pose

(1) a@®)=t"' (1<i<n)

Les restrictions & S des g, forment une base du groupe des caractéres
X*(S) de S. On pose Vi=X*(S)®zR et on munit ¥} de la norme
cuclidienne pour laquelle (a;) est une base orthonormale.

On sait que les racines de G suivant S sont les caractéres
&) a;=a;,—a; pour 1<i#j<n.

Leur ensemble @ est un systéme de racines irréductible de type A4,.,
dans le sous-espace V* de V? qu'il engendre. Pour g;;€®, le sous-groupe
radiciel U, de G associé a a;; (¢f. II, 1.1.3) (ou plutdt le sous-groupe
des éléments rationnels sur K du dit) est formé des u;;(k) pour keD,

.définis par I, 10.2.1:

(3) uu(k).e,,ze,, pour h—#j et u,,(k).e,=e.,+e,k.
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2.2. On a démontré (I, 10.2.2 et 10.2.3) que (Z, (U,),.) €St une
donnée radicielle génératrice de type ® dans G (au sens de I, § 6) et que la
famille p=(9,), . ¢ définic par

O 0., (uy(k)=w(k) (1<i#j<n keD)

est une valuation spéciale de cette donnée radicielle (¢f. 1, 6. 2).

2.3. On peut donc considérer 'immeuble S de cette donnée radicielle
valuée (I, § 7) et 'appartement A de S associé 4 Z (ou & S). Rappelons
que A est un espace affine sous I'espace vectoriel réel ¥ dual de V*, qu’'on
identific & V en prenant le point e A pour origine. Le groupe G opére
sur £, le sous-groupe Z stabilise 4 et un élément te Z opére sur A par la
translation de vecteur v(t)e V défini par (a, v(t) )= —w(a(t)) pour ac®
(L 10.2.5;¢/ 11, 4.2.7).

2.4. On peut aussi considérer I'immeuble élargi $*' de G (cf. I1, 4.2. 16).
On sait que le groupe X3 (G) des caractéres rationnels qur K de G est de
rang un, engendré par la restricion & G de la norme réduite
Nrdu/x = Nl‘dp,‘ ° dct. POSOIIS
5 ay=(a,+ ... +a,)/n,

de sorte que a, engendre I'orthogonal V'* de V* dans V?. La restriction
a S de la norme réduite est le caractére nda, (rappelons que d?=dim, D).
On identifie le dual de X%(G) ® R au dual V! de V'* grice a I'isomor-
phisme de restriction X§ (G) - Znda,.

L’immeuble élargi est alors le produit .# x V! sur lequel G opére par
(6) g.(x,v)=(g.x, v+0(g)) pour xef, veV! gegG,
ou 0(g) est I'élément de V! défini par
<(0(g), x>=—w(x(g) pour xeXi(G),

ou encore par
) <O(g), ap>=— }'m(detg)= - ﬁsog),

et sur lequel V! opére par (v, (x, ))—(x, v+0,). On voit que
I'immeuble # peut s’identifier soit a 'un quelconque des sous-espaces
S x {v} de S (pour ve V*), soit au quotient de S* par I'action de V.
Cette derniére identification est compatible avec les actions de G. Par
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contre, le stabilisateur de # x {v} pour laction de G sur S! est le
sous-groupe distingué G'=XKer 3 (cf. II, 4.2.16). 11 est indépendant de v
et contient SL (X).

L’appartement A, de f, associé 4 Z est le produit Ax V! : Cest un
espace affine sous le dual V, =V x V! de V%, et on lidentific 4 V, en
prenant (@, 0) comme origine. Un élément t=diag(t,, . . ., t,)€Z stabilise
A, et y opére par la translation de vecteur v, (t)e V, défini par :

® (vi(®), ad>=—-0w(@)=0@) pour l<isn

De maniére générale, les appartements, racines affines, murs, facettes
de #! sont par définition les produits par V! des objets correspondants
de s

2.5. Le normalisateur N de S stabilise A,, d’ou un homomorphisme
v, de N dans le groupe des automorphismes affines de 4,. Mais N est le
produit semi-direct du groupe des matrices de permutation de la base (e;)
par le sous-groupe distingué Z. Par suite, 'image W, =v, (N) est le produit
semi-direct du sous-groupe W, des permutations des coordonnées par le
sous-groupe v,(Z) des translations de coordonnées appartenant a Z/e.
Pour ve V!, le sous-espace Ax {v} de A, est I'ensemble des pe A, tels
que a, (p)=a, (v). Par suite, le stabilisateur W' de A x {v} dans W, est
indépendant de v et est le produit semi-direct de W, par le sous-groupe
des translations de vecteur teV, telles que a;(t)eZ/e pour 1<i<n et
ay(t)=0. Autrement dit, W' opérant sur A~Ax {v} est le groupe de
Weyl affine du systéme de racines e ®. Des propriétés classiques des groupes
de Weyl affines résulte alors que pour tout pe A4,, le stabilisateur W, de p-
dans W, (ou dans W!) est engendré par les réflexions par rapport aux
murs des racines affines passant par p.

2.6. Pour pes (resp. pe.f'), notons F, la facette de S (resp ‘J1) qui
contient p et notons Stab, le stabilisateur de p dans G.

LEMME. — Soient p, ge S

(i) Stab, = Stab,_ si et seulement si la Jacette F, est contenue dans I adhé-
rence F, de la facette F,

(ii) Stab,=Stab, si et seulement si F,=F,

On peut supposer p, g€ A, puisque deux points de .#! appartiennent a
un méme appartement. En appliquant I, 7.4.4 4 G!, on voit que Stab,
est engendré par les U, _,, pour ae® et N,=v; 1(W,). On sait aussi
(I,1.3.3) que F, est l’mtersectxon des racines afﬁn&s et des complémentai-
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res de racines affines contenant p; la condition F, F » signifie donc que
toute racine affine contenant p contient g, et implique, vu 2.5, que
W,c W_.Deplus,ona U, _,, < U, —. Si ct sculement si les conditions
keZle et k> —a(p) entrainent k> —a(q), c’est-a-dire si et seulement si
toute racine affine de la forme {xe 4, |a(x)+k>0} (avec k€ Z/e) conte-
nant p contient g. D’ou (i), dont (ii) résulte.

2.7. Remarque. — On notera que I'assertion analogue a 2.6 pour p,
ge S est inexacte. Ceci provient de ce que GL (X) opére sur son immeuble
via PGL et se comporte alors comme un groupe adjoint, tandis qu’il se
comporte comme un groupe simplement connexe pour ce qui est de son
action sur son immeuble élargi S*.

2.8. Au point p de 'appartement 4, de .#, identifi¢ comme plus haut
a V,, faisons correspondre la norme scindable a, sur X admettant (e;)
comme base scindante et telle que a,(e) = —a;(p) : autrement dit, posons

b)) o, C e x)=inf,(@(x)—a,(p))  (x,€D).

1l est clair que lapplication p — o, est une bijection de A, sur T'ensemble
des normes sur X admettant (e;,) comme base scindante.

2.9. LemMmE. — (i) Pour tout ve V!, on a
(10) ¢p+c=“p‘ao(”) (peAl)'

(ii) Pour pe A, etgeN,onaa, ,=g.qa,

L’assertion (i) est immeédiate puisque a,(v)=a,(v) pour 1<i<n. Pour
démontrer (ii), il suffit de la faire lorsque geZ et lorsque g est une
permutation de la base (e) (2.5). Dans ce second cas, la preuve est
immeédiate par transport de structure. Si g=diag(t,,...,t,)€Z, on a,
vu (8), ’

(g. ap) (Zeixl')=up(g_l -ZC:X:)=d,(Zett:" x;)
=inf(0x)—0(t)—a () =inf(0(x)—a,E.P) =0, , (L ex)

d’ou notre assertion.

2.10. LeMME. — Pour tout pe A,, le stabilisateur 4, (1.17) de a,
dans G est égal au stabilisateur Stab, de p.

La «décomposition de Bruhat» de G (I,7.3.4) entraine que
G=Stab,. N.Stab, et que tout sous-groupe Y de G contenant Stab, est
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engendré par Stab, et lintersection YN\ N. Mais 2.9 (ii) montre que
A, NN=Stab,N\N. I suffit donc de montrer que Stab,c .4,
ou encore, puisque Stab, est.engendré par Stab, N et les U, _,
que, pour tout a;ed tout u=u;,(k), avec keD et
o(k)=> —a;;(p)=4a,(p)—a;(p)=a,(e)—a, (e), appartient & A, ce qui est
immeédiat vu (3) et 1.11 (17).

2.11. THEOREME. — Soit A" Pensemble des normes scindables sur X.

(i) L’application pr a,, se prolonge d’une maniére et d’une seule en une
application j de P'immeuble élargi S* de G dans A" covariante par G,
C’est-d-dire satisfaisant d

an j@.x)=g.j(x) pour xeS!etgeG.
(ii) L’application j est bijective et satisfait d
12) jex+(1=0)y)=4x)+1-0j(y)

pour x, ye S et te[0, 1], et a
(13) jx+v)=j(x)—ao(v): pour xeS' e veVl.

(iii) Pour toute application j’ de S* dans N possédant les propriétés (11)
et (12), il existe une constante ceR telle que j’=j+c. . :

Comme I'immeuble élargi ! s’identifie au quotient de G x-A, par la
relation d’équivalence « il existe ne N tel que q=n.p et g~' hneStab, »
entre éléments (g, p) et (h, q) de G x A, (1,7.4.1), I'existence et I'unicité
de j résultent des lemmes 2. 9 (ii) et 2. 10. Comme deux points quelconques
de s! appartiennent 4 un méme appartement, i. . sont transformés de
deux points de A, par un méme élément de G, I'injectivité de j et (12)
résultent des mémes propriétés (évidentes) de I'application p—a, La
surjectivité de j résulte de ce que toute norme scindable est transformée
par un élément de G d’une norme admettant (e;) comme base scindante,
c’est-a-dire de la forme o, pour un pe 4,. Enfin, (13) résulte de (10) et de
la commutation des operatxons de Get de V' sur #*. On a ainsi démontré
(i) et (ii).

D’autre part, on sait qu’une application de .# ! dans lui-méme, covariante
par G et affine sur les segments est de la forme (x, v)—(x, v+1v,) avec
voeV? (1L4.2.16), d’on (iii). -

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



284 F. BRUHAT ET J. TITS

2.12. Remarque. — Transportons a 4" la distance de f* grice a j. On
obtient ainsi une distance d sur 4" équivalente a la distance d’ introduite
dans [10], définie par d’(a, B)=sup, .y (o,|®(x)—PB(x)|. Plus précisé-
ment, on a d’<d< ﬁ.d’, puisque I'on a, d’aprés [10), 2. 1,

d(j®),ji(M= a(y—x)»)"?
et
d’'(j(x), j(»)=sup|a,(y—x)|,

pour x, ye A,.
2.13. Faisons opérer G :

— sur I'ensemble 4", des normes scindables de volume nul (par rapport
a la base (¢;)) par la loi (¢f. 1.9(14) et 1. 10)

(14) (g,a)Hg.a+56@)=g.a—ao(e<g» @G, aeHo);

— sur I'ensemble A° des classes d’homothéties de normes scindables
par passage au quotient;

— sur I'ensemble End 4" des normes carrées sur M par automorphismes
intérieurs.

1l est clair que les bijections canoniques Ao — A et 4% — End &
sont compatibles avec ces opérations de G. Avec ces notations :

COoROLLAIRE. — Il existe une bijection j, (resp. j° resp. End j) et une
seule de Timmeuble S de G sur A (resp. #°°, resp. End A") covariante
par G et affine sur les segments (autrement dit, satisfaisant d (11) et
(12)). Pour xe.f, on a jo(x)=j((x, 0)) (resp. j°(x)=j ({x} x V), resp.
End j (x)=End, (. o))-

Que l'application définie par la deuxiéme phrase de I'énoncé posséde
les propriétés voulues est immédiat. Son unicité résulte de I1,4.2.12.

2.14. Pour xeS' (resp. xef), posons M. =.4,, (resp.
M. =M, ) Rappelons aussi que F, désigne la facette de S* (resp. 5)
contenant x.

PROPOSITION. — Soient x, ye S ! (resp. f). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(15) F,cF,;
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(16) Stab, = Stab, (resp. Stab,, o, < Stab, q));
Y MMy
(18) M. M,

En effet, (15) est équivalent & (16) d’aprés 2.6, (16) a (17) d’aprés 2. 10
et (17) a (18) d’aprés 1.21.

COROLLAIRE. — On a # =M, si et seulement si F,=F,.

2.15. L’immeuble # muni de I'ensemble # de ses facettes est un com-
plexe simplicial géométrique (1,2. 1. 12; rappelons que le systéme de racines
® est irréducible), d’ou une structure de complexe simplicial abstrait sur
#. Notons que 'on peut identifier # avec I'ensemble des facettes de .#*
par la bijection Fi—s Fx V1.

Le corollaire précédent permet de définir I'application Fi— 4, de &
dans ’ensemble J# des ordres héréditaires (1.25) et 2. 14 entraine :

COROLLAIRE. — L’application F— Ay est un isomorphisme de complexe
simplicial abstrait de ¥ sur ¥.

2.16. PrROPOSITION. — Soit x€S. Pour que End j(x) soit la norme
radique associée d Pordre #, (1.2), il faut et il suffit que x soit le centre
de gravité de la facette F,.

On peut supposer que F, est une facette de la « chambre fondamentale »
C de l'appartement A4, qui est le simplexe de A défini par les inégalités
(19) 1<0;< ...0,<8y4y,
avec a,,  =a, + l/e. Il existe alors r indices i,, avec 1 <i; <i,< ... <i,<n
(ou r=dim F,+1) tels que F, soit le simplexe de 4 défini par les inégalités

(20) a;= ... =6;;<@; 4= ... =0, < ... <G ;1= ... =0pyy,

et le centre de gravité de F, est le point de A défini par (20) et :
(21) a,.1=a;,+1/re pour 1<k<r.
On voit alors sans peine que la proposition résulte des formules (26) et

(27) de 1.23.

2.17. Remarque. — Comme S est '’enveloppe convexe de 'ensemble
des centres de gravité de ses facettes, il résulte de 2.13 et 2.16 que
I'ensemble End .4 des normes carrées sur M est 'enveloppe convexe de
'ensemble des normes radiques associées aux ordres héréditaires de M.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



286 F. BRUHAT ET J. TITS

3. ScCHEMAS

On conserve les hypothéses et notations du paragraphe 2. Le mot
schéma signifie ©g-schéma affine.

3.1. On sait qu'a un @g-module libre de type fini E correspond canoni-
quement un (p-schéma en groupes lisse, dont le groupe des points a
valeurs dans une (0g-algébre R est le groupe additif R® E (cf. I1,1.4.1).
Le schéma en groupes ainsi associé au module @), est noté D. Soit a;;€ ®;
on sait que U, est canoniquement muni d’une structure de K-espace
vectoriel ([2], 3.17) et I'application ¢ u;;(¢) (2.1) est un isomorphisme
de K-espaces vectoriels de D sur U,. Pour tout keR, le groupe
U,,.:={uy(®)|teD, o()>k} est un réseau. On note U, , le schéma qui
lui est associé. Notons [k], le plus petit élément de Z/e supérieur a k,
autrement dit défini par

(1) [kl.eZ/e et k<[k],.<k+ %.

Alors, Papplication t+—u,(tn}p), avec k’=e.[k],, définit un isomor-
phisme de D sur U, ;.

3.2. Soit 4 un ordre de l1a K-algébre centrale simple M =End, X. C'est
un Op-module libre de type fini, d’ou un schéma noté M. 1l est clair que
M est un schéma en algébres, d’oi un schéma en groupes noté M * dont
le groupe des points a valeurs dans une @g-algébre R est le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de R @ M. La fibre générique de M *
s’identifie au groupe algébrique G=GL(X) et le groupe de ses points
entiers, c’est-a-dire a valeurs dans @, au groupe multiplicatif .4 *.

, La norme Norme,,x et la norme réduite Nrd,, sont des polynomes a
coefficients dans Oy par rapport aux coordonnées relatives a une base du
Ox-module #, donc appartiennent a I'algébre affine du schéma M, et il
est immediat que MM * est le sous-schéma ouvert de M défini par la norme,
ou la norme réduite, ou encore que l'algébre affine de M* est donnée
par:

O [D*] =0, [M] [1/Norme,y; ] =0 x [M] [1/Nrd ]

Par suite, M* est lisse et connexe (i. e. ses fibres sont connexes : cf.
IL1.2.12).
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En particulier, considérons un réseau & de X et I'ordre maximal
A =End %, stabilisateur de 2 dans M. Notons EndZ et GL(X) les
schémas I et M™ respectivement. Soit ( f;) une base de & et soit (g;) la
matrice d’un élément ge M par rapport a cette base : I'application g (g,)
est un isomorphisme de @Og-modules de .# sur ((D,,)"2 et définit par suite
un isomorphisme de schémas en groupes (additifs) de GndZ sur D", la
multiplication dans End % se traduisant par les formules matricielles habi-
tuelles.

Notons X, le K-espace vectoriel sous-jacent & X et &'y, le Or-module
sous-jacent 4 &, qui est un réseau dans X;g, (1.6). Le groupe algébrique
End, X (resp. GL,(X)) s’identifie & un sous-groupe défini sur K de
End; Xy, (resp. GLg(X ) et il est immédiat que End X (resp. GL(%))
est 'adhérence schématique de End,, X (resp. GLj, (X)) dans Enbd &, (resp.
6L (X (cf IL1.2.6).

3.3. Appliquons 3.2 au cas n=1 (d’ot M=D) et 4 =0); on obtient
alors le schéma canonique D™ de fibre générique le groupe multiplicatif
de D (considéré comme groupe algébrique sur K). Comme le groupe
algébrique Z (2. 1) est isomorphe a (D )", on en déduit le schéma canonique
3 de fibre générique Z. 11 est lisse et connexe.

3.4. Soit Y un K-espace vectoriel de dimension finie et soit # un réseau
“de Y. Soit $ un schéma en groupes plat de fibre générique H et soit p
une représentation linéaire de H dans Y, c’est-a-dire un morphisme de
groupes algébriques de H dans GL (Y). Rappelons qu’on dit que § opére
(resp. opére fidélement) dans % (par p) si p se prolonge (cf. II,1.2.4) en
un morphisme de § dans GL(%¥) (resp. en un isomorphisme de § sur
I'adhérence schématique de p(H) dans GL(%)).

3.5. Soit g=(q, - - -,4.) €(Z/e)"; notons X (g) le réseau de X engendré
par les e;nff pour 1<i<n. De 3.2 et 3.3 résulte immédiatement la

proposition suivante (ou I'on prend pour représentation linéaire p 'applica-
tion identique) :

PRrOPOSITION. — (i) Le schéma en groupes 3 opére fidélement dans ¥ (q).

(i) Soit a;;e® et soit keR. Pour que le schéma en groupes U, J. & OPére
(resp. opére fidélement) dans X (q), il faut et il suffit que [k],>q;—q; (resp.
[k]¢=‘11_‘11)-

On peut encore exprimer (ii) en disant que adhérence schématique de
U,, dans GL(Z (q)) (ou dans 6L (% (q)xry) s'identifie a U,

ij» Qi 4
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3.6. Soit x un point de I'immeuble .# de G. Au paragraphe 2 nous
lui avons associé une norme scindable a=j,(x) sur X et un ordre .4,
de M. On note G, le schéma M : c’est donc un Oy~ schéma en groupes
affine, lisse, connexe et dont le groupe de points entiers est
4 ; =G"' N Stab, =Stab, o On a vu également que .4, donc @,, ne
dépend que de la facette F=F, de .# contenant x. On peut donc le noter
aussi G;. Enfin, le rang r de a est égal 4 1+dim F.

THEOREME. — Soit (£, ..., %,-,) un systéme de représentants des
classes &’ homothéties du drapeau de réseaux associé a la norme o.

Considérons la représentation linéaire p, de G dans X" puissance r-iéme
de la représentation identique et soit X, le réseau Ho <j<r X jdans X'

(i) Le schéma en groupes ®, opére fidélement dans & .

(ii) Supposons que x appartienne d Pappartement A de S. Alors, les
schémas en groupes 3 et U, _, ., pour ac® opérent fidélement sur %
Autrement dit, 3 et les U, _, ) sont les adhérences schématiques respectives
de Z et des U, _, ,, dans GL(Z)), ou, vu (i), dans 6,

Vu 1.17, le Oy-module .4, est I'image réciproque de IT End &, par
Pinjection diagonale p, de M dans (End X)'. On en déduit que la restriction
de p, & 4, est un isomorphisme de .4, sur un sous-module facteur direct
de T1 End Z, et définit un isomorphisme du schéma en groupes (additifs)
M, sur le sous-schéma en groupes fermé de IT End Z; adhérence sché-
matique de p,(M). De plus, si f est la fonction régulicre
@os - - -+8-1)[]oc;<, Normeyr g, sur M, on a f o p,=(Norme,,)’,
d’ou résulte que p, définit un isomorphisme de MM sur 'adhérence schéma-
tique de p,(G) dans IT1GL(X)), c’est-d-dire que &, opére fidélement sur
.

Supposons maintenant xeA. Pour tout ceR, le réseau
{yeX|a(y) =c} est le réseau & (q(c)), avec q(c)=(c+a,(x)L.); <i<n €t
3.5 (i) entraine que 3 opére fidélement sur chaque &, donc sur &,. Il ne
reste plus qu'a démontrer que U, _, ) opére sur & (¢(c)) quel que soit ¢
et qu’il existe un ceR tel qu’il opére fidélement sur & (g(c)). Vu 3.5 (ii),
la premiére assertion résulte de I'inégalité évidente

e+a(X)—[c+a;(X).= [a(x)—a;(x)].  (1<i,j<n, ceR),
et la seconde s’obtient en prenant c= —a;(x) (pour a=ay).

3.7. En appliquant alors le théoréme 2.2. 3 de II, on obtient :

TOME 112 — 1984 — N°2



SCHEMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES 289

- CoROLLAIRE. — Soit ®* c® un systéme de racines positives et

posons ®~ = —®*. Quels que soient les ordres mis sur ®* et sur ®,
le morphisme produit est un isomorphisme de schémas de
[Leo-Ye e X3 X [L o+ We, —a(x) SUr un sous-schéma ouvert dense €,
de ®,.

En termes imagés, ®, posséde une « grosse cellule ».

3.8. Si D=K, autrement dit si G est déployé sur K (remarquons que G
ne peut pas étre quasi-déployé sans étre déployé), le corollaire précédent
montre que lidentité de G se prolonge en un isomorphisme du schéma en
groupes ®_ défini ci-dessus sur le schéma en groupes noté ®, ., en 1L 4. 6. 26.
En effet, 6, ,, est connexe d’aprés IL4. 6.2, puisque le schéma 3 (noté I
en I14.6) Dest, et 3.7 joint a I1,4.6.2 montre que G, et G,,, ont «la
méme grosse cellule ». On en déduit &,=6,,, d’aprés I1,1.2.13 et 14.

3.9. Remarques. — 1. Soient x,, . . .,x,_, les sommets de la facette
F,. Les ordres maximaux contenant .4, sont les ., et, & un changement
de numérotation prés, le drapeau des réseaux invariants par 4, se
compose des homothétiques de &, On peut alors exprimer 3.6 (i) en
disant que si x est un sommet de f, le schéma G, est (par définition
méme) GL(Z,), ou &, est 'une quelconque des boules de la norme j, (x)
(boules qui sont deux a deux homothétiques), et, dans le cas général, que
®, « est » 'image fermée dans Ho< j<r ®s, du morphisme diagonal de G

dans la fibre générique G" de [ ], ¢, ., ®.,

2. Soit Q une partie bornée close non vide (I,2.4.6) de 'appartement
A : C’est I'enveloppe convexe d’un ensembile fini { x,, . . ., x,} de sommets
de A. On peut alors définir 'ordre .#, comme I’intersection des ordres
' maximaux 4, et poser Go=Mg5. On voit comme en 3.6 que Gy, 3 et
les U, ;. Pour ae® (avec f,(a)=sup(—a(Q))) opérent fidélement sur
Hl <j<s T xp Ou encore que G, est I'image fermée de I'application diago-
nale G — [], <<, ®., ¢t que I'analogue de 3.7 reste vrai.

3. Dans I1,4. 6, nous avons considéré plus généralement des schémas
G, pour une fonction f sur @, quasi-concave optimale (II,4.5.2 et 3).
Mais on montre aisément que, dans le cas qui nous intéresse ici et plus
généralement dés que le systéme de racines ® est de type A4,, toute fonction
quasi-concave optimale est de la forme Ja pour une partie bornée close Q
de A.
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3.10. Etudions la fibre fermée ®, du schéma ®,. Pour cela, reprenons
les notations de 1.17, avec a=j,(x). Alors, &, s’identifie au groupe
multiplicatif de la K-algébre .#,=.#,/n; 4,; Cest un ouvert du K-espace
vectoriel .4, et sa structure résulte du lemme suivant :

LEMME. — Soient k un corps commutatif, A une k-algébre de dimension
finie, R le radical de A et H -le groupe multiplicatif de A considéré comme
groupe algébrique défini sur k. L’application a1+ a est un isomorphisme
de variétés de R sur le radical unipotent déployé R,,(H) de H et ’homomor-
phisme canonique de A sur A/R définit un isomorphisme de groupes algébri-
ques du quotient quasi-réductif "H=H/[R ,(H) sur le groupe multiplicatif de
A/R.

(Pour les notions de radical unipotent déployé et de quotient quasi-
réductif, voir II,1.1.11 sqq). On peut supposer k séparablement clos.
Pour tout entier p>1, 1+ RP est le translaté d’un sous-espace vectoriel,
donc une sous-variété définie sur k de H, et est un sous-groupe distingué
de H. Mais 1+ RP/1+RP*! est isomorphe 4 RP/R?*! qui est un espace
vectoriel sur k. Comme R?= {0} pour p assez grand, il en résulte que
1+R est un sous-groupe unipotent déployé distingué de H. De plus,
H/1+R est le groupe multiplicatif de ’algébre semi-simple A/R, qui est
un produit d’algébres de matrices de rangs n; sur des corps gauches D;
dont les centres L, contiennent k. Par suite, H/1+R est le produit des
k-groupes algébriques I]wk GL(n,, D;) (ou ]—[,_‘/k désigne I'opération de
restriction des scalaires (cf. II, 1.5)) et est donc quasi-réductif, d’ou le
lemme.

3.11. Le radical de #, est J,=J, /ng 4, (c/. lemme 1.19) et le quo-
tient .#,J, est isomorphe a ,J, donc daprés 1.17 a
Hl‘]" Endg(%,-,/%). Comme Z,_,/%; est un D-espace vectoriel de
dimension n;, on déduit de ce qui précéde :

ProrosiTioN. — (i) Le radical unipotent déployé R, ,(®,) de &, est la
sous-variété 1+7,.

(i) Le quotient quasi-réductif *®,=®_/R,(®,) de &, est isomorphe a
Il <)<, [152GL(n,, D), oii C est le centre de D. Il est réductif si et
seulement si C est une extension séparable de K.

3.12. Démontrons maintenant ’analogue du théoréme 4.6.33 de II
Considérons I'étoile S ( F) de la facette F=F, dans le complexe simplicial
S, c'est-a-dire 'ensemble des facettes F’ de S telles que F = F’, ordonné
par la relation F' < F”. On a vu (2. 14) que, les éléments de . (F) sont
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les facettes F” telles que .#f. = #; I'injection de 4. dans .4 définit
alors un morphisme de schémas en groupes iy r.: Gy — G, d’od un
morphisme de groupes algébriques iy ;.: ;. — & et par composition avec
application canonique de ®; sur son quotient quasi-réductif, un mor-
phisme de groupes algébriques &;. — %G, dont I'image est notée p( F).
On en déduit aussi un homorphisme, dit canonique, du groupe G;.(0;)
d_es po‘i;ts entiers de ®;. dans le groupe G, (K) des points rationnels sur
K de 1®;.

ProposITION. — (i) L’application F’— p ( F’) est un isomorphisme d’ ensem-
bles ordonnés de S (F) sur Tensemble des K-sous-groupes pseudo-
paraboliques de Gy ordonné par la relation opposée a Tinclusion.

(ii) Le groupe p(F) (K) des points rationnels sur K de p(F) est
Pimage canonique dans °Gr(K) du groupe des points entiers
Gy (0g)=G' N Staby..

(iii) L’image réciproque de p ( F’) (K) dans G (0y)=G" N Stabj est égale
a 6. (0g)=G" N Staby..

Les K-sous-groupes pseudo-paraboliques de [];z End Z;_,/Z; sont
obtenus par restriction des scalaires de L a K a partir des L-sous-groupes
paraboliques du L-groupe réductif End Z;_,/%; et il est bien connu que
ceux-ci sont les stabilisateurs de drapeaux dans le D-espace vectoriel
;_,/%; Mais il est clair que se¢ donner une suite §=(3,,...,5,) de
drapeaux §; dans &,_,/Z; revient exactement 4 se donner un drapeau de
réseaux A o A, : les réseaux de A sont les homothétiques des images
réciproques des éléments des &; dans les 2;_, pour 1<j<r. L’assertion
(i) résulte alors de 2.14 et (ii) et (iii) de la description explicite des
M (1.17).

4. MONTEE ETALE

On conserve les hypothéses et notations des paragraphes précédents. De
plus, on désigne par K une extension galoisienne de degré fini de K, de
groupe de Galois I". On suppose que K est étale, c’est-a-dire (cf. 11,1.6.2)
que la valuation ® de K se prolonge de maniére unique en une valuation
o de K, que ® est non ramifiée (i. e. ®(K)=w (K)) et que le corps résiduel

est séparable sur K L’extension K de K est alors galoisienne et son
groupe de Galois s’identifie canoniquement a I. On pose ®=0, et on
note @ I'anneau des entiers de K D’une maniére générale, si Y est un
« objet attaché a K » (resp. a 0), on note Y « I'objet obtenu par extension
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des scalaires » de K a K (resp. de @ & @) muni de « I'action naturelle de
I" ». Par exemple, si Y est un K-espace vectoriel (resp. un @-module), on
pose ¥=Y®;K (resp. =Y ®,¥); si « est une K-norme sur Y, on
désigne par o la K-norme a ® ® sur ¥; on note G le groupe algébrique
sur K déduit de G et aussi, par abus de notations, le groupe G (K)=G (K)
de ses points rationnels sur K A des isomorphismes canoniques prés, on
aG=Aut;X=M", avec M=M ® R=End; X.

4.1 Considérons la K-algébre D =D ® K Conformément a nos conven-
tions générales, on note ® le prolongement canonique © ® @ de la valua-
tion @ de D en une R-norme d’algebre sur §. Comme D est une K-algeébre
centrale simple de rang fini, il existe un corps D’ de centre K, de rang fini
d’? sur K, unique a isomorphisme prés, tel que D soit isomorphe a I'algébre
des matrices d’ordre s=d/d’ 3 coefficients dans D’. On suppose dans toute
la suite du paragraphe que la condition suivante est satisfaite :

(ME) La valuation ® de K se prolonge en une valuation o’ de D’.
Notons deux cas intéressants ou (ME) est satisfaite :

— K (donc K) est hensélien, par exemple complet;

— D’=K, autrement dit D est neutralisé par K.

4.2. La R-algébre M est isomorphe a I'algébre des matrices d’ordre ns
a coefficients dans D’, ou encore & M’=End, X', ou X’ est un D’-espace
vectoriel 4 droite de dimension ns. D’ou un isomorphisme de R-groupes
algébriques de G sur G’'=GL (X"), ce qui permet d’appliquer 4 G=G’ tous
les résultats précédents, notamment la construction de 'immeuble .#’, noté
aussi .¥, de la bijection End j’ de .#’ sur I’ensemble des K-normes carrées
sur M’ =M, de I'isomorphisme de complexe simplicial abstrait de 'ensem-
ble des facettes de .#’ sur I'ensemble )’ des ordres héréditaires de M’, etc.

4.3. LeMME. — Soit Y un K-espace vectoriel de dimension finie.

(i) L'application ¥ —F =% ®, & est une bijection de ensemble des
réseaux de Y sur Pensemble des réseaux de ¥ invariants par T.

(i) L’application o> & est une bijection de I'ensemble des K-normes (resp.
K-normes scindables) sur Y sur Pensemble des R-normes (resp. R-normes
scindables) invariantes par T sur ¥.

Ce résultat classique se montre par « descente étale » : si (Ag),er €St
une base de & sur 0, on a det(A})e @ * puisque K est galoisienne sur K et
tout élément ye ¥ est combinaison linéaire a coefficients dans @ des
Yo=Y A, y'e@ y N Y. Le lemme en résulte facilement.

TOME 112 — 1984 — N°2



SCHEMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES 293

4.4. Lemme. — (i) L'application M +— M =M @, O est une bijection de
Pensemble des ordres de M sur Pensemble des ordres de M invariants par
I.

(i) Si M est un ordre de M, le radical rad 4 de M est égal a
(rad #) =(rad #) ®, 0.

L’assertion (i) résulte de 4.3. Pour démontrer (ii), on utilise le
lemme 1.19. On a ny # < rad 4 et le quotient .#/rad .4 est semi-simple.
On en déduit que #/(rad .#) " =(4/rad #) ® K (puisque @ est plat
sur O) et est semi-simple puisque K est séparable sur K Par suite,
rad # c (rad #)". D’autre part, si (rad #)'cny.#, on a
((rad #) ) c 1y M, et (rad H) crad 4.

4.5. PrOPOSITION. — L’application # — M est une bijection de H# sur
Pensemble des éléments invariants par I" de X', et pour tout M € X, la
norme radique p_; est égale d (p) =po RO.

Comme @ est fidélement plat sur 0, un .#-module & gauche E est
projectif de type fini si et seulement si E®, @ est un #-module projectif
de type fini (cf. [15], th. 2.39). La premiére assertion en résulte grace a
4.4 (ii) et a la caractérisation des éléments de ) (resp. ') comme les
ordres dont le radical est un module a gauche projectif (évidemment de
type fini puisque un ordre est noethérien) (1.24). La seconde est
immeédiate : pour ue .4, on a (p,) (u)=k/er si et seulement si

ue(rad #)*® O—(rad 4)**' ® 0=(rad H)*—(rad .4)**'.

4.6. Appliquons 4.4 et 4.5 aucas n=1, M=D et # =0, Le radical
de l'ordre héréditaire =0, ® & de D est I'idéal principal engendré par
np, (identifié¢ a 1, ® 1) et la norme ® de D est la norme radique associée a
9. Choisissons un D-module simple a droite S et identifions D’ au commu-
tant de S, de sorte que S est un espace vectoriel a gauche de dimension
s=d/d’ sur D’. Vu 1.13, il existe sur S une D-norme w,, et une seule a
une constante preés; rappelons que o, est aussi une D’-norme scindable et
que la norme End o, sur D =End, S est égale a @. On choisit o, de telle
sorte que 0€ @, (S) et on pose ¥ = { x€S |y (x)=0}.

Soit ¢’ I'indice de ramification de D’ et soient r; le rang et (n}, . . ., n,)
le type de I'ordre 9 (1. 20). Alors 79 € est un générateur de I'idéal engendré
par ny (1.18); d’ou ro=e/e’. De plus, il résulte de 1. 19 que le drapeau
de réscaux associé & ®, est I'ensemble des & =}, pour keZ, d’ou
ny=...=n=deled et xe ¥ np—F np** équivaut i w,(x)=Kk/e. Enfin,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



294 F. BRUHAT ET J. TITS

la K-algébre D ® K est isomorphe au produit de ro=e/e’ exemplaires de
Ialgébre des matrices d’ordre de’/ed’ a coefficients dans D’.

4.7. TueorREME. — (i) Il existe une bijection et une seule V:x+— x de
Pimmeuble S de G sur Pensemble $° des points invariants par I" de l'immeu-
ble ¥ de G qui soit covariante par G et affine sur les segments.

(ii) Les facettes de S sont les images réciproques par V des facettes
invariantes par T de 5.

(iii) Pour tout xe.#, on a End j’ (x)=(End j (x))" et M =(H))".

(iv) Pour tout x€.f, lidentité de G se prolonge en un isomorphisme de
schémas en groupes de (®.); sur 2.

L’unicité de { résulte de I1,4.2.12. Montrons son existence. Remar-
quons tout d’abord que . (resp. .f ") est I'enveloppe convexe des centres
de gravité des facettes de # (resp. des facettes invariantes par I' de %) :
Cest évident pour . et résulte pour # de ce que, si zeF est invariant
par I, alors la facette F, le contenant I’est aussi et z est dans I’enveloppe
convexe des centres de gravité des facettes dont les sommets forment une
orbite de I' dans I’ensemble des sommets de F,. Identifions alors S (resp.
#) a I’ensemble des normes carrées End A" (resp. End 4"*) sur M (resp.
M=M’) par End j (resp. End j*), de sorte que les centres de gravité des
facettes correspondent aux normes radiques (2. 16). Pour B, ye End A et
tef0, 1], on a (tB+(1—1t)y) =tP(1—1)y (1.29(33)). Par suite, 'ensem-
ble des Be End A4 tels que P appartienne a End .4’ est convexe et contient
les normes radiques (vu 4. 5), donc est End .4~ tout entier (2. 17); et son
image par B+ P est convexe et contient les normes radiques invariantes
par I, donc est (End 4)" tout entier. Ceci démontre (i) et (iii), d’ou
résulte (ii) compte tenu de 2. 14, et (iv) d’aprés la définition méme des
schémas ®, a partir de #,.

4.8. COROLLAIRE. — Supposons K hensélien. Si D est neutralisé par une
extension étale K de K (autrement dit, si le groupe algébrique réductif G se
déploie sur une extension étale de K), Tidentité de G se prolonge en un
isomorphisme de schémas en groupes de ®, sur le schéma ®,,, défini en
II,5.1.30 (xe D).

Cela résulte de 3. 8.

4.9. Remarque. — Supposons K hensélien. Alors D est neutralisé par
une extension étale de K si et seulement si le centre C de D est une extension
séparable de K 11 est classique que cette condition est suffisante [14] et
d’aprés un théoréme de JANCEVski-PLaTONOV ([11], [12]), elle entraine que
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C est une extension galoisienne cyclique de degré e de K, dont le groupe
de Galois est engendré par le restriction ¢ 4 C de 'automorphisme de D
déduit de 'automorphisme intérieur de D défini par I'uniformisante =,
Réciproquement, supposons D neutralisé par Iextension étale K Les
résultats précédents entrainent facilement (méme si K n’est pas hensélien)
que C est séparable ainsi que le théoréme de JANCEvskn-PLaToNov. En
effet, 4. 6 montre que D ® K (resp. le centre C ® K de D ® K) est isomor-
phe au produit de e exemplaires de I'algébre des matrices d’ordre d/e a
coefficients dans K (resp. de K), et le groupe cyclique engendré par o ® id
permute transitivement les facteurs, d’ou notre assertion. De plus, le
polynome Nrd, devient par extension des scalaires le déterminant sur
Talgebre de matrices D et ce qui précéde entraine aussitot que le polynome
Nrd sur le K-espace vectoriel D déduit de Nrdp,x est donné par

(1) ' Nrd =Normegz° Nrdpc.

4.10. Appliquons maintenant les résultats de 1.13 a 1.16 aux D-mo-
dules normés et en particulier 4 X. On peut prendre pour X’ le D’-espace
vectoriel a droite Homy(S, X) (ou S est le D-module simple choisi en
4.6) et X s’identifie & X’ ® p S. La proposition 1. 16 fournit une bijection
¥y de I'ensemble des D-normes scindables sur X sur ensemble A4~ des
D’-normes scindables sur X’. Par ailleurs, I'application ar» o est une
bijection de A~ sur ensemble des D-normes scindables invariantes par I’
sur X (4. 3). Posons o’ =(a)’, de sorte que

o’ =Hom (w,, @), a=" ® w,, Enda=(Enda) =Endo’.
On en déduit un diagramme commutatif :

SIS

AR

SN
ou les fléches horizontales sont les applications canoniques, ou Y est la
bijection # —.F° définie en 4.7, ou Y' est une bijection de S' sur
ensemble (') des points fixes de I' dans !, covariante par G et affine

sur les segments, et ou la troisiéme fléche verticale est 'application a—a’.
Remplacer ®, par w,+c (avec ceR), revient a remplacer o’ par a’—c et
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! par son composé avec la translation de vecteur ve V' défini par
ay (v)=c.
Notons encore que les boules &, . et &, . de a et o’ sont reliées par :
2, .= {xeX'|x(¥)c%;.} =Hom;(¥, Z; ),

3’; = Zo‘k<rb ;'.t-klc ®g y“tb'
Si 7’ est le rang de o’ et & le réseau de (X’)” défini comme en 3.6, il
résulte de 3.6 que pour tout xe.#, le O-schéma en groupes (®,); opére
fidélement sur X,..

4.11. Pour démontrer le théoréme 4.7(i) et (iii), nous avons utilisé,
pour aller au plus court, les résultats de HARADA-BRUMER et d’AUSLANDER-
GOLDMAN caractérisant les ordres héréditaires d’une part par la condition
(H’) de 1.23, d’autre part par la propriété de leur radical d’étre projectif
(1.24). On peut aussi en donner une démonstration qui ne fait intervenir
que des propriétés des immeubles et des schémas, démonstration que nous
allons esquisser.

Tout d’abord, on se raméne au cas oui K est complet (ou simplement
hensélien), en utilisant le fait que 'immeuble de G sur K (resp. K) est
canoniquement isomorphe comme complexe simplicial a I'immeuble sur K
(resp. K) (cf. [16] ou II,4.2.25). Puis, on étudie le cas n=1, X=D,
G=D7*, et 'on montre que le groupe de Galois I" a alors un point fixe et
un seul x dans §. L’existence de x résulte du théoréme général d’existence
de points fixes pour tout groupe borné, en particulier fini, d’isométries de
J (1,3.2.4). Supposons que I' ait deux points fixes distincts x et y, avec
dim F,<dim F,, et montrons que ceci implique une contradiction.

On se raméne au cas ou F, c F en remplagant x soit par I'intersection
du segment [xy] avec la frontiére de F, (lorsque x ¢ F,), soit par le point z
de cette frontiére tel que [xy] < [zy] (lorsque x € F,). On considére alors le
schéma G.. I est invariant par T et on en déduit par « descente étale »
(cf. I1,5. 1.8 et 9) qu’il provient par extension des scalaires d’'un @-schéma
en groupes lisse ° de fibre générique G. La proposition 3. 12 montre que
le K-sous-groupe pseudo-parabolique de sa fibre fermée " correspondant
a F, est invariant par T, donc est un K-sous-groupe pseudo-parabolique
non trivial (II, 1. 1. 14). Compte tenu de ce que le centre de G fournit déja
un tore K-déployé de dimension 1 contenu dans le centre de G, il en
résulte que G contient un tore K-déployé de dimension >2. Des résultats
de GROTHENDIECK sur le relévement des tores ([7], Exp. XI) on déduit alors
que G posséde un tore K-déployé de dimension >2, ce qui est inexact.
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Considérons alors la norme scindable @, =jg (x) sur X’. De I'unicité du
point fixe x résulte que g.x=x pour tout ge G, autrement dit que pour
tout teD *, il existe c(t)eR tel que m, (ty)=0, (¥)+c(t) pour tout ye X’
et on vérifie aussitdt que I'application t+—c(f) prolongée a D par
¢(0)= + oo est une valuation de D prolongeant celle de K, donc coincide
avec @. Ceci montre que End 0, =® et démontre 4. 7(i) et (iii) pour n=1.

Dans le cas général, on tire aisément de la relation ®=End w, que pour
toute D-norme scindable o sur X, la norme (Enda)~ sur M est une norme
carrée, d’ou I'existence d’une injection ¢ de f dans $* possédant les
propriétés voulues. La démonstration de la surjectivité de ¢ est analogue
a celle donnée plus haut de I'unicité du point fixe dans le cas n=1.

5. LE GroupPE SL

On conserve les hypothéses et notations précédentes. Nous allons indi-
quer rapidement comment se transposent les résultats des paragraphes 2
a 4 au cas du groupe G, =SL(X). Rappelons que G, est le sous-groupe
algébrique de G défini par I'équation Nrd=1 (ou Nrd est le polynome
norme réduite). Il est défini sur K Comme plus haut, on se permettra de
désigner aussi par G, le groupe G, (K) de ses éléments rationnels sur K :
il contient le groupe des éléments de G (K) de déterminant 1.

5.1. La composante neutre S, de S M G, est un tore K-déployé maximal

de G, et S,(K) est I'ensemble des t=diag(t,,...,t,) avec t,eK™ et.
t; ...t,=1. Le centralisateur Z, de S, dans G, est I'intersection ZN G,
et Z,(K) est lensemble des t=diag(t,,...,t,) avec t,eD™ et

Nrd(t,...t)=1. On a G=G,.Z et G(K)=G, (K)Z(K). Le systéme de
racines de G, suivant S, s’identifie 3 ¢ par restriction de S 4 S, et les
sous-groupes radiciels de G, sont ceux de G. Il est alors immédiat que
(Z,, (U,), o) est une donnée radicielle valuée dans G, =G, (K) et I'immeu-
ble de G, s’identifie canoniquement & celui de G. Notons que G, (K) est
contenu dans le sous-groupe G! de 2.4; par suite, le stabilisateur dans
G, d’un point xe.f est aussi le stabilisateur dans G, du point (x, 0) de
S 1. D’autre part, on vérifie aisément que le normalisateur N, de S, dans
G, a pour image canonique dans le groupe des automorphismes affines
de I'appartement A le sous-groupe W! de 2.5, Cest-a-dire le groupe de
Weyl affine du systéme de racines e® (SL est simplement connexe!). On
en déduit que les propositions 2.6 et 2. 14 sont exactes pour p, g, X, y€J,
en notant Stab le stabilisateur dans G,.
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5.2 11 n’y a rien 4 changer 4 la définition des schémas U, ,.
Le schéma canonique 3, de fibre générique Z, est par définition I'adhé-
rence schématique de Z, dans 3; c’est donc le sous-schéma de
(D) défini par léquation Nrd(t,...t)=1 et [Tlapplication
(8 - - st (ty . . .ty sy . . ., t,) définit un isomorphisme de schémas en
groupes de 3, sur D, x(D*)""1, ou D, est le sous-schéma de D défini
par I’équation Nrd=1.

5.3. On voit sans peine que les assertions des n® 3.5 a 3.7 restent
exactes si 'on y remplace G par G,, 3 par 3, et G, par I'adhérence
schématique &, , de G, dans ®,, d condition &'y substituer aux épithétes
« lisse et connexe » appliquées a 3 ou a ®, Tépithéte « plat » appliquée a
3i0ua B, ..

Cependant, 3, et les ®; , sont lisses et connexes si et seulement si le
schéma en groupes D, Test (pour la connexité des ®, ,, on utilise ’analogue
de I1,4.6.5). Ceci n’est pas toujours le cas, méme si K est complet : on
obtient un contre-exemple en prenant pour K un corps de caractéristique
zéro a corps résiduel de caractéristique 2 non parfait et pour D le corps
des quaternions sur K dont la norme réduite est le polynome
X2+c X2 +ng(X2+cX3), ol c est un élément de O dont 'image dans K
n’est pas un carré.

5.4. L’opération d’adhérence schématique commute avec un change-
ment de base plat (¢f. I, 1.2.6). On en déduit que le théoréme 4.7 (iv) et
le corollaire 4. 8 restent valables pour les schémas ®, ..

5.5. Supposons que G se déploie sur une extension étale K de K,
autrement dit que D est neutralisé par K; (cf. 4.9). Alors, 5.4 et 3.8
entrainent que D,, 3, et les G, , sont lisses et connexes et que 3,
(resp. ®, ,) est le sous-schéma fermé de 3 (resp. ®,) défini par I'équation
Nrd=1. De 3.11 et 4.9(1) résulte alors que R, (6 <SC; ,)=R,(6<C,)
et que le quotient quasi-réductif *® < C, , est le sous-groupe défini sur K
de *® < C, défini par I’équation

Normegx ([, <<, Nrd)=1,

ol Nrd, est le polynome norme réduite de GL (n,, D) sur C.

Enfin, on voit aisément que, si K est hensélien ou plus généralement si
I'application canonique D, (0g)+— D, (K) est surjective, alors I'analogue
de la proposition 3. 12 est exact.
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APPENDICE

Nous avons supposé que la valuation © de D était discréte et que D
était de rang fini sur son centre K Ces hypothéses sont bien souvent
nécessaires, notamment pour tout ce qui concerne les ordres et les schémas.
Cependant, bien des résultats des paragraphes 1 et 2 restent valables sans
elles, ce que nous allons indiquer rapidement.

Soit donc D un corps muni d’une valuation ® non impropre a valeurs
réelles. Les définitions d’'une D-norme (1. 1), d’'une A-norme (1.2) et d’'une
D-norme scindable (1.4) peuvent étre données sans changement. Mais
1.3 et 1.5 (i) ne sont plus exacts (sauf si D est maximalement complet),
nil1.6,1.7et1.8 (les boules d’'une norme scindable ne sont plus nécessaire-
ment des réseaux). Par contre, 1.5 (ii) (avec la démonstration de la
Remarque), 1.9, 1.10, 1. 11, 1. 12 (sauf la derniére phrase), 1.13 et 1. 14
restent vrais; 1.15 3 1.25 ne le sont plus; 1.26 a 1. 30 sont valables sans
changement dés que o est discréte : pour le cas dense, voir plus loin.

Les définitions et résultats rappelés en 2.1 a 2.4 restent valables sans
changement (I, 10. 1), & I'exception de leurs interprétations en termes de
groupes algébriques sur K ou de norme réduite (p. ex., il faut définir 6(g)
par 2.4.(7)). Le n° 2.5 doit étre modifié : W?! n’est plus un groupe de
Weyl affine, mais reste produit semi-direct de W, par le groupe des
translations de vecteur te V! satisfaisant a q;,(t)e® (D *) pour 1<i<n et
ao (t)=0. Pour 2.6, on ne peut plus parler de la facette F,, mais on peut
néanmoins montrer que si F et F’ sont des facettes de £, le stabilisateur
de F est contenu dans celui de F’ si et seulement si F'  F.

Le plus important est que les n* 2.8, 2.9 et 2. 10 restent vrais sans
changer un mot aux démonstrations. Si la valuation o est discréte, il en est
de méme du théoréme 2.11 et de son corollaire 2.13. Dans le cas dense,
ona:

THEOREME 2.11 bis. — Supposons @(D ™) dense dans R, et soit N
T'ensemble des normes scindables sur X.

(i) L’application p— «a, se prolonge d’'une maniére et d'une seule en une
application j de Pimmeuble élargi $* de G dans A covariante par G.

(ii) L’application j est bijective et satisfait a
(13) j(x+v)=j(x)—ay(v) pour xeSf' e veV.

(iii) Pour toute application j’ de S* dans A covariante par G, il existe
une constante ceR telle que j’=j+ c.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



300 F. BRUHAT ET J. TITS

CoRroLLAIRE. — Il existe une bijection j, (resp. j° (resp. End j) et une
seule de Timmeuble S de G sur Ny (resp. A°°, resp. End A") qui soit
covariante par G. Pour xe€S, on a jo(x)=j((x,0)) (resp.
J°)=j({x}xV?), resp. (End j (x)=End j ((x, 0))).

Les demonstrations d’existence sont identiques a celles de 2. 11 (i) (ou
Pon supprime ce qui a trait 4 la formule (12)) et de 2.13. Quant aux
assertions d’unicité, elles résultent de 1.8.2.1etI1.4.2.16.

De ce théoréme résulte alors dans le cas dense une démonstration de
1.26 : deux normes scindables a et B sont les images par j de deux points
de ! qui appartiennent toujours & un méme appartement g. A4, (avec
g€G), et la base (g~ '.e) est scindante a la fois pour o et pour B. On
démontre alors 1.27 & 1.30 comme au paragraphe 1 et on voit comme
en 2.11 que

(12 Jx+(1=-9 y)=4(x)+(1-1)Jj (),

pour x, ye f! et tel0, 1].
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