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SCHÉMAS EN GROUPES
ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES

SUR UN CORPS LOCAL
PAR

F. BRUHAT et J. TITS (*)

Introduction

Dans deux articles antérieurs ([5] et [6]), notés 1 et II par la suite),
nous avons montré l'existence d'une donnée radidelle valuée, donc d'un
immeuble de type affine, dans le groupe des points rationnels sur K d'un
groupe algébrique réducrif G défini sur un corps K complet pour une
valuation discrète à corps résiduel parfait (et! même sous des hypothèses
moins restrictives : dans cette introduction^ mais non dans le cours du
mémoire, nous gardons cette hypothèse stricte sûr X), et associé à tout point
de l'immeuble de G un schéma en groupes affine sur l'anneau des entiers
de K, lisse, connexe, de fibre générique G.

Le but de ce travail est de donner des interprétations concrètes des
objets précédents dans le cas des groupes classiques, « concrètes » signifiant
liées de manière simple à la représentation « naturelle » de G comme
groupe d'automorphismes d'un espace vectoriel X sur un surcorps D de
K, éventuellement non commutatif.

Pour ce qui est de la donnée radidelle valuée, cela a déjà été fait au
paragraphe 10 de I, et une « Note ajoutée aux épreuves » à ce paragraphe
annonce une interprétation de l'immeuble de G en termes de normes sur
X. Mais les indications données dans cette Note sont d'une part sommaires,
d'autre part défigurées par les fautes d'impression. Nous avons cru néces-
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260 F. BRUHAT ET J. ITTS

saire d'en rédiger une réelle démonstration. Ayant ainsi associé à un point
x de l'immeuble de G une norme a sur X, on peut considérer les « boules »
de a (qui sont des réseaux dans X) et le schéma affine de fibre générique
G dont l'algèbre affine est engendrée par les coefficients de la représentation
naturelle de G par rapport aux différentes bases de ces différents réseaux.
Nous verrons qu'on obtient ainsi des schémas en groupes plats, relevant
de la théorie des paragraphes 2 et 3 de II, ayant une « grosse cellule », et
qui, lorsqu'ils sont lisses, coïncident avec ceux introduits en II. De plus,
cette propriété de lissité est toujours exacte, sauf en caractéristique
résiduelle 2 pour les formes de Z), non déployées sur l'hensélisé strict de K
(remarquons que dans ce cas, le groupe classique n'est ni simplement
connexe, ni adjoint : ce n'est pas une simple coïncidence (cf. II, 4.6.1)).
Ce dernier cas donne un exemple naturel de schéma en groupes plat et
non lisse. Si le corps résiduel de K n'est plus supposé parfait, ce phénomène
peut se produire même pour des formes de A, (c/ § 5).

Cette étude des groupes classiques est divisée en deux parties. La pre-
mière partie ci-dessous est consacrée au cas du groupe linéaire général ou
spécial sur un corps éventuellement non commutatif. Une deuxième partie
traitera du cas des groupes unitaires.

Un premier paragraphe est consacré aux normes sur X, et aux ordres de
l'algèbre End X qu'on peut leur associer. Il n'y a là rien de bien nouveau
(à l'exception peut-être des n°* 1.13 à 16) ni de bien difficile, mais les
références que nous connaissons (par exemple [4], [13], [17], et surtout
[10] et [15] auxquels nous nous référons beaucoup) utilisent souvent des
hypothèses inutiles (corps value commutatif, complet, voire localement
compact) (1). Nous aussi il est vrai (valuation discrète, corps de rang fini
sur son centre), mais nous indiquons sommairement dans un Appendice
ceux des résultats énoncés qui restent vrais « en général ».

Le paragraphe 2 est consacré à la démonstration du théorème annoncé
dans I, établissant une bijection « naturelle » entre l'immeuble élargi de
GL^ et l'ensemble des normes sur X. Le paragraphe 3 associe à tout point

(1) Le référée (outre plusieurs remarques dont nous le remercions) nous a signalé l'article
de P. GÉRARDIN, Immeuble des groupes linéaires généraux, publié dans Non Commutative
Harmonie Analysis and Lie Groups, Lecture Notes, 880, Springer 1981, qui nous avait
échappé. On y trouve notamment (sous Fhypothcsc K localement compact) une étude des
normes contenant nos résultats de 1 . 7 à 1 .9 et une construction géométrique directe de la
structure d'immeuble sur l'ensemble ̂ Ldes normes.
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SCHÉMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES 261

x de l'immeuble de GL,, un schéma en groupes lisse et connexe de fibre
générique G et montre comment ce schéma peut être défini à partir de la
représentation naturelle de G et de la norme sur X associée au point x.
Le paragraphe 4 étudie l'effet d'un « changement de base étale », ce qui
permet la comparaison avec les résultats de II, où les schémas considérés
étaient définis par « descente étale » à partir du cas quasi-dcployé. Enfin,
le paragraphe 5 étudie rapidement le cas du groupe spécial linéaire 5L,.

Premère Partie : le groupe linéaire général

Notations

— K désigne un corps commutatif muni d'une valuation discrète Q) telle
que ©(K^^Z (si R est un anneau, on note R" le groupe multiplicatif
des éléments inversibles de R).

— D désigne un corps de centre X, de dimension finie d2 sur XL On
suppose que œ se prolonge en une valuation discrète de D, notée encore œ
(on verra en 1.6 que ce prolongement est alors unique). On sait que cette
hypothèse est automatiquement satisfaite lorsque K est hensélien (avec
unicité du prolongement) : la démonstration classique est en général don-
née en supposant K complet, mais n'utilise en réalité que le lemme de
Hensel (cf. par exemple [15], § 12).

— On note n^ (resp. îip) une uniformisante de K (resp. D) et
e^^ÇD"): (û^^)] l'indice de ramification de D, de sorte que
œ(î^)=l/e.

— On note û?p l'anneau des entiers de D, i.e. {teD\(û(t)^0}, pp son
unique idéal maximal, i.e. {t€2>[(o(t)>0}, et B son corps résiduel. Le.
le quotient ^D/PD- Les notations (9^ p, et R s'en déduisent en prenant
D=K.

— X désigne un espace vectoriel à droite de dimension finie n>0 sur
Z). On note M la X-algèbre des endomorphismes de X : c'est un espace
vectoriel de dimension v^d2 sur X. La lettre G désigne le groupe
M"^GL(X) des automorphismes de X, c'est-à-dire le groupe linéaire
général GL(n, D). On se permettra de désigner aussi par G (ou par GL(-X),
ou par GL(n, D) le groupe algébrique réductif défini sur K correspondant,
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262 F.BRUHATETJ.TTTS

qui à une extension L de K fait correspondre le groupe multiplicatif de
l'algèbre M® ̂ L.

— Rappelons qu'un réseau de X est un soûs-^p-module de type fini de
X, engendrant l'espace vectoriel -Y; c'est un ffp-module libre de rang n.
Un ordre M de l'algèbre M est un sous-anneau de M, contenant l'élément
unité, et qui est un réseau dans le X-espace vectoriel M; c'est une
^algèbre noethérienne à gauche et à droite et c'est un ^module libre
de rang n2 d2.

1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS SUR LES NORMES

1.1. Une D'norme ou plus simplement une norme sur .Y est une applica-
tion a : X-» R U { + oo } telle que l'on ait, pour x, yeX et tcD,

(1) a(x0=a(x)+œ(r),
(2) a(x+^)^inf(a(x). aQO),
(3) a (x) = -h oo si et seulement si x = 0.

Comme (2) entraîne a(x)>inf(a(x+^), a(j0), on a

(4) a(x+y)=inf(a(;c), a(y)) dès que a (x)^ a (y).

PSLT suite, une famille (x,) d'éléments non nuls de X telle que
v.(Xi)^Qi(Xj)modZ/e pour i^j est nécessairement Kbr^ et a(Jf-{0}) se
compose de r classes modulo Z/e, avec Kr<n, et est un sous-ensemble
discret de R. L'entier r est appelé le rang de la norme a ([10], p. 149).

1.2. Plus généralement, soit A une K-algèbre, possédant un élément
unité, donc contenant JC Une norme de K-algèbre sur A est une K-norme
œ^ sur le X-espace vectoriel A, prolongeant œ et satisfaisant, pour u, veA,
à
(5) û)^(iw)>œ^(u)+(o^(i?).

Si jf est un A-module à droite, une A-norme sur X est une K-norme a
sur ̂  satisfaisant, pour xeXei ueA, à

(6) a (jeu) > a (x) + o)̂  (u).

On dit encore que X muni de a est un module norme sur l'algèbre
nonnée A. _

TOMEll2—1984—N°2



SCHÉMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES 263

1. 3. Soit a une norme sur X. Elle définit sur X une topologie d'espace
vectoriel topologique séparé, notée ̂ ,, pour laquelle un système fondamen-
tal de voisinages de 0 est formée des « boules »

a^,=={x€X|a(x)^c},

pour ceR. Vu (2), cette topologie est moins fine que la topologie canonique
de X, obtenue en transposant celle de D" grâce à n'importe quelle base
de X. On vérifie aisément que les conditions suivantes sont équivalentes :
(Se 1) 3'^ est la topologie canonique de X;
(Se 2) tout hyperplan de X est fermé pour y^ ;
(Se 2 bis) tout sous-espace vectoriel de X est fermé pour y^ ;
(Se 2 ter) toute forme linéaire sur X est continue pour y^ ;
(Se 3) pour tout ceR, la boule X^ c est un réseau de X;
(Se 3 bis) il existe ceR tel que la boule X^ c solt un réseau de X.

On sait que ces conditions sont automatiquement satisfaites lorsque D
(ou, ce qui revient au même, K) est complet pour la valuation œ. Dans le
cas général, notons K et 6 les complétés de K et D pour © et notons S le
complété de X pour la norme a. Alors, ̂  est un espace vectoriel topologi-
que sur 6 et l'injection de X dans S se prolonge en une application linéaire
dite canonique de X^^D dans -̂ , qui est évidemment surjective. On voit
aisément que les conditions (Se) ci-dessus sont encore équivalentes à Fune
quelconque des conditions suivantes :
(Se 4) fapplication linéaire canonique X^^D-^X est injective donc
bijective ;
(Se 4 bis) dimpX=n;
(Se 4 ter) le prolongement par continuité de a à X^ ^D est une D-norme.

(Le prolongement par continuité de a à X®pD est toujours une
« semi-norme », i. e. satisfait à (1) et (2).)

1.4. DÉFINITION. — (i) Soient X^ et X^ deux sous-espaces vectoriels de
X. On dit que X^ est un supplémentaire scindant de X^ pour la norme a si
X^X^X^etsi

(7) a(xi+X2)=inf(a(xi), a^)),

pour x^ eX^ et x^eX^
Plus généralement, on dit qu'une famille (X^) de sous-espaces vectoriels

de X est scindante pour a si a(^X()==inf,(a(x<)) quels que soient les x^X^
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264 F. BRUHAT ET J. TITS

(ii) On dit qu'une base (es) de X est scindante pour ̂  ou que y. est scindée
par la base (e,), si la famille (e^D) est scindante, i.e. si F on a, pour tous
t,€û

(8) a(^)=inf(a(e,)+œ(t<)).

(iii) On dit qu'une norme a sur X est scindable si elle admet une base
scindante.

Notons que (7) entraîne X^ 0 X^ = { 0 }. Dire que X^ est un supplémen-
taire scindant de X^ signifie que l'application canonique est une isométrie
de X^ sur X/X^ muni de la norme quotient, ou encore que a est « somme
directe » de ses restrictions à X^ et X^ (dans la catégorie des espaces
vectoriels normes avec comme morphismcs les applications linéaires aug-
mentant les normes). Ceci justifie la terminologie, qui n'est pas classique :
on dit en général dans la littérature qu'une base satisfaisant à (8) est
« orthogonale » pour a. Ce n'est pas très heureux et comme nous aurons
plus tard à considérer simultanément des normes et des formes quadrati-
ques sur X, la terminologie « orthogonale » devient franchement inaccepta-
ble.

1.5. PROPOSITION. — Soit a une norme sur X.
(i) Pour que a soit scindable, U faut et il suffit qu'elle satisfasse aux

conditions (Se) de 1.3. En particulier, si D est complet, toute norme est
scindable.

(ii) 5i a est scindable, la restriction de a à un sous-espace vectoriel de X est
une norme scindable, tout sous-espace vectoriel de X admet un supplémentaire
scindant et tout élément x^O de X est le premier élément d'une base
scindante.

Il est clair que toute norme scindable satisfait à (Se 1) (ou à (Se 3)) et
que si a satisfait à (Se 2), il en est de même de sa restriction à un sous-
espace vectoriel de X. Des récurrences évidentes montrent alors que, pour
démontrer (i) et (ii), il suffit de prouver que si a satisfait à (Se 2), alors tout
hyperplan Y de X admet un supplémentaire scindant. La démonstration est
classique lorsque D est commutatif et complet (cf. [10], [13]), mais s'étend
sans difficulté: soit x^eX—Y, comme Y est fermé pour T, on a
sup{a(xo+^)|^ey}<-hoo et comme a(-Y—{0}) est discret dans R, il
existe jcexo-h Y tel que a(x4-^)<a(x) pour tout ye Y. On en déduit

inf(a(x), a00)^a(x4^)^a(x)^inf(a(x+.y), a(y)),

d'où a(x+^)s=inf(a(x), a(^))jct xD est un supplémentaire scindant de Y.

101^112—1984—1^2



SCHÉMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES 265

Remarque. — Soit (e^^^ une base scindante pour a, soit H Fhyper-
plan engendré par les e, pour i^2 et soit yeH avec a(j0a(ei). Alors,
(^ 4-^ ^2,. • ., €„) est une base scindante pour a : on a en effet
a(^i-h^)==a(^)=sup^Ha(^+.p+z).

De cette remarque résulte directement la dernière assertion de (ii) :
si x=^<?,x, avec par exemple a(x)==a(ei)-Ko(xi). alors
a(x-6iXi)^a(eiXi) et (x, e^ . . ., <?,) est une base scindante. Les deux
autres assertions de (ii) s'en déduisent par récurrence sur la dimension du
sous-espace vectoriel.

1.6. Le complété 6 de D pour la norme œ est un corps et la X-algèbre
D ®^K est une K-algèbre simple de centre fL Or, l'application ^-linéaire
canonique de D ®j^ dans D est un homomorphisme surjectif d'algèbres.
Elle est donc bijective et œ considérée comme une K-norme sur D est
scindable vu (Se 4). Par suite, 0^ est un C^-module libre de rang d2

et G^Tt^D est un K-espsice vectoriel de dimension d2, dont les
VS^D^D^K^D P01"" 0<s<<? forment un drapeau (avec ^={0}). La
multiplication par îip induit un isomorphisme de V,_JV, sur VJV^^
pour l<s<e. Il en résulte que dmj[D=dîmj[V,|V^^S:id2|e et qu'on
obtient une base de 0^ sur 0^ (donc de D sur K) en choisissant des
éléments ti€OD(\^i^d2fe) dont les images dans D forment une base de
D sur R et en considérant la famille (t,^) pour l^i^d2^ et 0<s<e.
Cest évidemment une base scindante (et même adaptée au sens de 1.8
ci-dessous) pour la K-norme ©.

En particulier, 0^ est un ordre dans la X-algèbre centrale simple D.
Cest l'unique ordre maximal et même le plus grand ordre de D : si B est
un sous-anneau de D non contenu dans d?p, alors B contient un élément x
tel que œ(x)<0 et B ne peut pas être un fl^-module de type fini puisqu'il
contient des éléments x" de valuation arbitrairement petite.

Notons encore quelques conséquences évidentes :
— un réseau de X est un sous-^p-module qui est un réseau du K-espace

vectoriel sous-jacent à X\
— si {Cj) est une base scindante pour la D-norme a sur X, alors la

famille des e^t^ est une base scindante pour a considérée comme une
X-norme sur le X-espace vectoriel X;

— inversement, si une D-norme a est scindable en tant que K-norme,
alors elle est scindable en tant que û-normc : cela résulte de (Se 1) puisque
la topologie de D est sa topologie canonique de X-espace vectoriel.
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266 F. BRUHAT ET J. TITS

Remarques. — 1. La valuation de K se prolonge de manière unique
(par continuité) en une valuation de X, qui se prolonge de manière unique
en une valuation du corps gauche Ô=D ®j^K, dont la restriction à 0 est
évidemment œ : ceci montre l'unicité annoncée du prolongement de œ à D.

2. Supposer, comme nous Pavons fait, que la valuation de K se prolonge
en une valuation de D est donc équivalent à supposer que D (g)j^K est un
corps, ou encore que le rang sur K du groupe algébrique réductif GL(n, D)
est égal à son rang sur K (cf. [16], 2.3.1).

1.7. DÉFINITION. — On appelle drapeau de réseaux un ensemble A non
vide de réseaux de X, totalement ordonné par inclusion et stable par homothé-
tics. Une graduation de A est une application c strictement décroissante de
A dans R, telle que c(art)^c(ar)^-(ù(t)pour XeA et tçD.

Choisissons un réseau X^eA. Toute classe d'homothétie de réseaux
possède un représentant âT et un seul tel que X c.X^ et X ^X^v.^
Considérons de tels représentants S, des différentes classes d'homothéties
de réseaux contenues dans A. Puisque X^ 4: X^v.^ on a ̂ , => X^n^ et les
quotients X^X^K^ forment un drapeau de sous-espaces vectoriels non
nuls dans le 5-espace vectoriel X^X^ Hp de dimension n. Par suite, le
nombre r de classes d'homothéties contenues dans A est fini et l$r<n.
On l'appelle le rang de A. En numérotant les S, dans l'ordre décroissant,
on obtient donc r réseaux (^)o<i<rte^ ^ue

(9) XQ => X^ ^ . . . ïr-l ? ^0 ^D»

et A est la suite strictement décroissante de réseaux (^\)t<z définis par
^r+i^^^î» po^ ^^Z, 0<i<r. Nous dirons que (ÏQ, . . ., ïr-i) est l8
tranche de A d'origine XQ.

Posons n,=dim^,.n/âri. La suite (ni,. . ., n..) d'entiers >1 est appelée
le type de A d'origine XQ : elle ne dépend pas de X^ à permutation
circulaire près et on a Ui+ . . . +n^==n. On peut choisir une base (^)i^^
de XQ telle que les e^ pour Ki^ni+. . . -hn, et les e, pour
i>n^ . . . -hn, forment une base de âT^ (pour 0^<r) : une telle base
sera dite adaptée à A, de réseau origine XQ.

Réciproquement, si l'on se donne r réseaux X^ satisfaisant à (9) (ou ce
qui revient au même, un réseau X^ et un drapeau dans ^"o/^o^i?) l'ensem-
ble des réseaux homothétiques à l'un des X^ est un drapeau de réseaux
dont les STf forment une tranche^

TOME 112— 1984—?2
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Enfin, se donner une graduation c de A revient évidemment à se donner
les r nombres réels c^c(X^ pour 0$Kr, qui doivent satisfaire aux
inégalités

(10) Co<Ci<. . .c,-i<Co+!/<?.

1.8. PROPOSITION. — (i) Soit a une norme scindable sur X. Uensemble A,
des boules 9C^ c /WMr ceR est un drapeau de réseaux de rang égal à celui
de a et ^application c, : A -^R définie par Cy(3r)^înS{y.(x)\xe3r} est une
graduation de A,.

(ii) Réciproquement, soit (A, c) un drapeau de réseaux gradué; il existe
une norme scindable a sur X et une seule telle A=A, et c==Ca. Pour xeX,
x ̂ 0, on a a(x)=c(3T,), où Xy, est le plus petit élément de A contenant x.

Cest évident.
On appelle alors type de a celui de A, et base adaptée pour a une base

adaptée à A^. On vérifie immédiatement qu'une base adaptée pour a n'est
autre qu'une base scindante (e.)^^ satisfaisant à

(11) a(ei)^a(^)^.. . <a(e.)<a(ei)+-,

et que

(12) a(e.)=c.(^),

pour 0<7'<r et n^-h . . . +n^_i<i^ni+ . . . -hn^.

Si (êi) est une base scindante quelconque, on peut choisir des t,eZ> tels
que —a(eiX©(tf)<—a(^)-hl/e. On voit alors aussitôt que, après une
éventuelle permutation des indices, (e^) est une base adaptée pour a,
dont le réseau origine est la boule {x|a(x)^0}.

1.9. Soit C le groupe des commutateurs de D x et soit det : G -^ Dx /C
le déterminant de Dieudonné [8]. Comme œ(C)= {0}, rhomomorphisme
© : Dx -» R passe au quotient par C et définit un homomorphisme
œ' : D " / C -^ R. On pose ôssû/ °det.

Soit ^o un réseau de X. Pour tout gçG tel que ^(^o)=^o» iï est

immédiat que det g appartient à l'image de Q^ dans D ̂ C, d'où Ô(^)=0.
Par suite, si 3C est un autre réseau de X, il existe ceR tel que 8(^)=c

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



268 F. BRUHAT ET J. ITTS

pour tout geG tel que X^gÇX^ On dit que c est le volume du réseau X
(par rapport à X^ et on pose c=vol X. Changer de réseau de départ
revient à ajouter une constante à la fonction volume. Si e==(e()i<^, est
une base de X, on appelle volume de e et on note vol e le volume du
réseau engendré par les e^

PROPOSITION. — Soit a une norme scindable sur X. Il existe un nombre
réel et un seul, appelé volume de a et noté vol a, tel que

(13) vola^vole-S01^)'

pour toute base e=(^) scindante pour a.
Soient (e^ et (e\) deux bases scindantes. On vient de voir qu'on peut

choisir des t^ t\eD tels que, après permutations éventuelles, (e^) et (e\t\)
soient des bases adaptées de même réseau origine XQ. On a alors

vole+^œ^^vol^o^w^+Zû^t;),

et, vu (12) dont nous reprenons les notations,

£a(^)+^û)0,)=^^^^.(^i)=Sa(^)+£®W).

d'où la proposition.
Le groupe G opère par transport de structure sur l'ensemble des normes :

si a est une norme et si geG, on note g.a la norme x^a(g'~l(x)). Elle
est scindable si et seulement si a l'est et on a alors

(14) vol^.a=vola-h8(|?).

En effet, si (<?<) est une base scindante pour a, alors (g(e^)) est une base
scindante pour ̂ . a et on a

vol^.a=volte(e,))~Sfe•a)te(e())=8te)+vol<e')~Sa(^)•

1.10. Soit a une norme scindable et soit ceR. L'application a-hc
est évidemment une norme scindable, que l'on dit par abus de langage
homothétique de a. On a vol(a+c)=vola—nc et toute classe d'homothétie
de normes scindables contient une et une seule norme de volume nul

1.11. Soit a une norme sur X. Soit Y un espace vectoriel à droite sur
D, de dimension finie w, et soit^P une norme sur Y. Pour «6Homp(X Y),
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posons

(15) Hom(o, P)(«)=inf.^(P(u(x))-a(x)).

D est classique et trivial que Hom(o, ?) est une X-nonne sur le À-espace
vectoriel Hom(-X, Y). Si X= Y, on pose Enda=Hom(o, a).

Supposons maintenant que oc et ? sont scindables et soit (e^ (resp. (/,))
une base de ^(resp. Y) scindante pour a (resp. P). Si u€Hom(X, Y) et si
(Uji) est la matrice de u par rapport à ces bases, matrice définie par

(16) "(L î̂ L. jf^i (Pour (,eD),

alors on a

(17) Hom(o, P)(u)=inf.(P(u(e.))-a(e,))=inf.,,((o(^)+P(^)-a(e.)).

En effet, soit x=^,r,€X. On a

P(M(x))>infi(P(ii(e())+o)(t,))»inf,(P(u(^))-a(e()-hQ)(^)+a(ei))
^inf((P(u(^))-a(^))+inf((œ(ri)+a(^))^inf.(P(u(ei))--a(e<))+a(x),

d'où la première égalité de (17), et la seconde en résulte.

Prenons en particulier Y==Z> et P=œ; on voit que a*=Hom(o, œ) est
une D-norme sur le D'espace vectoriel à gauche X* dual de X et que la
base duale (ef) est une base scindante pour a*, avec

(18) a*(ef)=-a(<?,).

Supposons maintenant que Y soit un D-espace vectoriel à gauche. Pour
ze-Y®j>Y, posons

(19) (a®P)(z)=sup{inf»(a(^)+P(^)|^€X^€Y.z=^x,®^}.

On vérifie aisément qu'on obtient ainsi une K-nonne a®P sur le
X-espace vectoriel X®p Y et que, pour x^eX et t^eD, on a

(20) (a®?)^^®^)-^^»^)^?^)).

(21) (a® P)(^. ̂ ,(y®/})=inf,. /©(ty)-f-a^)-hp(^)).

En particulier

(22) (a®P)(x®^)=a(x)+POO pour x eX et ^eY.
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On peut en effet supposer x et y non nuls et il suffit de considérer des
bases scindantes (<?<) et (fj) telles que x^e^ et y^f^

De (17) et (21) on déduit que risomorphisme canonique de Y^^X*
sur HompCÏ, Y) transporte la norme P ® a* sur Hom(a, p).

Enfin, on vérifie aisément que, pour ueEnd^X et veEnd^Y, d'où
M® i?€End^CY®p r), on a

(23) End(a(8)p)(M®t?)==Enda(u)+Endp(iO.
Remarquons que, contrairement à ce que (23) pourrait faire croire,

l'identification canonique de End^(X®^Y) avec Endpjrg^EndpF ne
transporte pas en général (i.e. lorsque D n'est pas neutralisé par une
extension étale de K : voir 4.9) End a ® ? sur End a ® End P.

1.12. Si D est commutatif, (17) (resp. (21)) montre que la base (/}®
ef) (resp. (^ ®/;)) est scindante pour Hom(o, P) (resp. a ® P). Dans le cas
général, la donnée des bases (e^ et (/,) permet d'identifier Hom^X, Y)
(resp. -Y®? Y) à D""1 et le munit ainsi d'une structure (non canonique) de
D-espace vectoriel à droite par exemple. Alors, Hom(o, p) (resp.a®?)
est une fl-norme et l'assertion précédente reste vraie. De 1.6 résulte aussi
que la K-norme Hom(o, ?) (resp. a ® P) est scindable.

1.13. Désormais nous désignons par a une D-norme scindable sur X
et nous munissons la K-algèbre simple MssEnd^X de la norme Endo.
On vérifie aussitôt que c'est une norme de K-algèbre. Nous dirons que
End a est la norme carrée sur M associée à a.

PROPOSITION. — (i) Soit xeX, x^O; pour tout yeX, on a

a(.p)=sup..^ .^.y(a(x)+Enda(M)).

(ii) Soir p une D'norme sur X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) il existe ceR tel que P=a+c;
(b) End P= End a;
(c) P (u (x)) ̂  P (x) + End a (u) quels que soient x ç X et u e Af.
Par définition, on a a(u(x))^a(x)-hEnda(u). D'autre part, soit (<?()

une base de X scindante pour a et telle que x=e^ (1.5. (ii)). Posant
u=yS>eî, on a u(x)=y et Enda(u)=a(^)+a*(^)=a(^)-a(x). ce qui
établit (i).

Démontrons (ii). Si p=a+c, on a p*=a*-c et
End P^P^P^a^a'1^ End a. Donc (a) entraîne (&). Il est clair que (b)
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entraîne (c). Enfin, supposons (c) satisfaite et soient x, yeX, x^O. On
a

P^-PM^sup^M. «<«)-,Enda(u)=a(>0-a(x),

d'où (a).
Soit X' un M-module à gauche simple et soit D ' le corps opposé au

commutant de X\ de sorte que X' est un D'-espace vectoriel à droite et
que M s'identifie à End^JT. On sait que X et X' sont isomorphes,
canoniquement à homothétie près. Par suite, D et D ' sont isomorphes,
canoniquement à automorphisme intérieur près, et la valuation de K se
prolonge à D\

COROLLAIRE. — (i) II existe une K-norme a' sur X\ et une seule à une
constante additive près, qui fasse de X' un M-module norme; c'est une
D '-norme scindable et End a' = End a.

(ii) L'ensemble des normes carrées sur M est indépendant du choix du
M-module simple X.

C'est immédiat.

1.14. LEMME. — Soit Y un M-module à gauche simple et soit xeY,
x^O. Il existe un idempotent minimal s de M tel que EX=JC et Enda(e)=s0.

On peut supposer Y^X et considérer une base (e^ de X scindante pour
a telle que x=ei. Il suffit alors de prendre e==ei ® e?.

1.15. PROPOSITION. — Soit y un M-module à gauche de type fini et soit
y une norme sur Y faisant de Y un M-module norme, et scindable en tant
que K-norme.

(i) Soit Y' un sous-M-module de Y. Il existe un sous-M-module Y " de Y
qui est un supplémentaire scindant de Y ' pour y.

(ii) J( existe une famille finie (Yj) de sous-M-modules simples de Y telle
que Y soit somme directe des Yj et que, quels que soient les y^e Yp F on
ait

vŒ^-inf^)).

Il est clair que (i) entraîne (ii) puisque Y est semi-simple, et qu'il suffit
de démontrer (i) lorsque Y / Y ' est simple.

La norme quotient y de Y est évidemment une M-norme sur Y/Y\
Choisissons un élément x^O dans Y/Y' et choisissons xçx de telle sorte

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



272 F. BRUHAT ET J. TITS

que MX soit un sous-module simple et que y(x) soit la plus grande
possible. Montrons qu'alors :
(24) Y(x)»sup^,y(^)=y(x).

En effet, soit s un idempotent minimal satisfaisant aux conditions
du lemmel.14. Si ^ssjc+x'ex, alors ey^x^-ex'ex et Mey est un
sous-M-module simple puisque M e est un idéal i gauche minimal. On en
déduit y(x)>y(e.y)^yOO+Enda(e)=yOO, d'où (24).

Mais l'application canonique^ -^y de M x sur Y / Y ' est un isomorphisme
de M-modules simples et il résulte du corollaire 1.13 qu'il existe une
constante ceR telle que y(y)^y(y)+c pour tout yeMx, et cette
constante est nulle d'après (24). L'application canonique est rionc une
isométrie de MX sur Y/Y\ c.q.f.d.

1.16. Il est classique (voir p. ex. [3] ou [15]) que la catégorie ̂
des M-modules à gauche et la catégorie VQ des D-espaces vectoriels à
gauche sont équivalentes : à YeVj^ correspond fonctoriellement
r'sHom^ (X, Y) € «p, à Z € ^ correspond fonctoriellement
Z^ssJi^pZe^, et les applications canoniques -Y®pHomj^GY, Y) -*• Y
et Hom^(X; X®^Z)-»Z sont des isomorphismes. De plus, les applica-
tions canoniques Endj^ Y -^ End^ Y f et Endp Z -» Endj^ Z'7 sont des isomor-
phismes de K-algèbres. Nous allons voir que cette équivalence reste vraie
pour les modules normes :

PROPOSITION. — Soit Y un M-module à gauche de type fini, muni fune
M'norme y scindable en tant que K-norme, et soit Z un D'espace vectoriel
à gauche de dimension finie, muni d'une D'norme scindable P. Posons
y^Hom^W y^Z^X^Z^Hon^y^P^a®?.

(i) y est une M'norme, Fisomorphisme canonique Homj^ (X, Z") -+ Z est
une isométrie pour les normes Hom(a, y) et P, et F isomorphisme canonique
EndpZ -^ Endj^Z" est une isométrie pour les normes End P et End P".

(ii) y' est une D'norme, Fisomorphisme canonique X(SD Y ' -^ Y est une
isométrie pour les normes a g) y' et y, et Fisomorphisme canonique
End M Y -^ Endi> Y ' est une isométrie pour les normes End y et End y".

L'assertion (i) est immédiate. Il est évident que y est une M-nonne
puisque M opère sur V via son opération sur X. Si zeZ, l'élément
correspondant de Homj^ (X, Z " ) est l'application z' : x -» x ® z et
(a ® P) (x ® z) - a (x) == P (2), d'où Hom (a, P") (z') = P (z). Enfin, si
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ueEndpZ, l'élément correspondant de Endj^Z" est id0u et
End P (u) = End a ® P (id ® u) d'après (23).

Démontrons (ii). — n est évident que y' est une D-norme. L'assertion
(ii) résulterait alors de (i) en posant Z=V', d'où V^Z", si l'on savait
que toute M-nonne scindable en tant que X-norme sur Y=X®^Z est de
la forme a® p. Ceci va résulter de 1.15 (ii), dont nous reprenons les
notations. Notons tout d'abord que, pour tout feY\ l'application
x^y(f(x)) est une M-nonne sur -X, donc de la forme a + constante
(1.13), et cette constante est y'(/). Autrement dit,

(25) j(f(x))^Y(f)^(x\

quels que soient x 6 X et / € Y'.
Choisissons maintenant pour chaque indice j un isomorphisme fj de X

sur V .̂ Les fj forment une base du D-espace vectoriel Y '. Montrons que
cette base est scindante pour y'. Soit en effet /^S^/^y', avec ty€D.

On a:

^(f^i^AyŒfM)^^1^ ̂ (ya}(^))-a00)
=inf̂  inS^(f^xt^a(x))^Y(t^f^

ce qui montre que (./}) est scindante. Enfin, soient x^çX; on a, compte
tenu de (20) et de (25),

YtZ/j^-i^Ya/^^inf^r^+a^^a^Y'Œx^^).

ce qui démontre la deuxième assertion de (ii). Quant à la troisième, elle
résulte alors de l'assertion correspondante de (i).

1.17. Posons ^,={u6M|Enda(M)^0} et J.={ueM|Enda(u)>0}.
Il est évident que M^ est un ordre dans la K-algèbre simple M, que J, est
un idéal bilatère de M^ et que le groupe multiplicatif M^ des éléments
inversibles de M^ est le stabilisateur de a dans M x. Reprenons le drapeau
de réseaux A, formé des boules X^ „ choisissons un réseau origine XQ 6 A,,
de sorte que A, est la suite strictement décroissante de réseaux (^\)t<z.
considérons une base adaptée (^) d'origine XQ et soient r le rang et
(ni, . . ., Uy) le type d'origine XQ de a (1.7 et 1.8).

La proposition suivante est alors immédiate :

PROPOSITION. —• Soit MêAf.
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(i) ue^« (resp. ueJJ si et seulement si u(X^)^X^
(resp. u(ar|,) c X^^pour tout feeZ, ou encore pour 0^k<r.

(ii) u 6^, (resp. M€J,) si et seulement si la matrice U de u par rapport
à la base adaptée (e<) satisfait à la condition suivante :

(H) (resp. (RH)) U est un tableau (Uu,)^^ ̂  carré d'ordre r, où U^
est une matrice à n» lignes et n^ colonnes à coefficients dans 0^ lorsque
h^k (resp. h>k) et dans pp lorsque h<k (resp. h^k).

1.18. COROLLAIRE. — (i) Pour Ks^r, F idéal bilatère J; est formé des
u 6^, tels que la matrice U^ de la condition (H) ait ses coefficients dans
pp dès que h<k+s et dans p^ dès que fc<k4-s—r.

(u) J;=iCp/.^y,=^r,.WpJ, où îtpJ désigne F élément de M^ dont la
matrice par rapport à (e^) est diagonale de coefficients diagonaux tous
égaux à TCD, on a J^^I^K^» et ^« est un y^a^ bilatère inversible Sinverse
r-l-.-r-l ir»"1
J, —ÎC^ J,

(iii) Quel que soit rentier seZ, on aueJ^si et seulement si u (X^ <= X^ +,
pour tout keZ, ou pour O^k <r.

La démonstration de (i) par récurrence sur s est facile en considérant
les éléments de J; dont la matrice par rapport à (e<) a tous ses coefficients
nuls sauf un : nous la laissons au lecteur. Les assertions (ii) puis (iii) s'en
déduisent aisément

1.19. Un élément ue^T, définit d'après 1.17 (i) un Zî-endomorphisme
ïk du D-espace vectoriel X^^X^ pour feeZ, d'où uû homomorphisme
u»-.u=(uo,. . ., u,-i) de M^ dans ni^r^^-i/^)-

PROPOSITION. — (i) U homomorphisme u »-̂  u est surjectif de noyau J, et
sa restriction au groupe M^ des éléments inversibles de J(^ a pour image
n^^Aut^_,/ar,).

(ii) J, est le radical de M y
(iii) Pour tout keZ, on a X^^J^X^ et 3^+1 ^st le radical du M^-

module à gauche X^.
L'assertion (i) résulte aussitôt de 1.17 (ii), puisque la matrice de u^ par

rapport à la base de ^ic-i/^k formée des images des e; pour
HI+ . . . -hnfc_i<i$ni+. . . -^n^ est la matrice à coefficients dans D
image canonique de U^ (pour l^k^r).

(ii) et (iii) résultent aussi de 1.17 (voir p. ex. [15], th. 39.14 et
cor. 39.18). Esquissons-en néanmoins la démonstration. L'assertion (ii)
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résulte de (i), de 1.18(ii) et du lemme bien connu suivant (c/. [15],
th. 6.15).

LEMME. — Soit A une Os-algèbre qui est un G^module de type fini. Le
radical rady4 de A contient n^A et pour qu'un idéal bilatère J de A soit
égal à radA, il faut et il suffit que A/J soit semi-simple et qu'il existe un
entier q^ 1 tel que Jq c n^. A.

Quant à (iii), la première assertion résulte de 1.17 (ii) et la deuxième
de ce que J^X^ c: radâ^ d'après (ii) et de ce que â^/^k+i est un ^»~
module simple d'après (i).

1.20. COROLLAIRE. — Les réseaux de X invariants par M^ (resp. M^}
sont exactement ceux appartenant à A,.

Soit 9 un réseau invariant par M^ et soit k le plus grand entier tel que
9 <= X^ L'image de 9 dans 3\/^k+i est un sous-espace vectoriel non
réduit à {0} et invariant par Aut^/a^), d'où X^9 -hâTk+i et 9^X^
d'après le lemme de NAKAYAMA.

1.21. COROLLAIRE. — Soit P une autre D'norme scindable sur X. Les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) jK^ contient M^ ;
(ii) M^ contient M^ ;
(iii) A, est contenu dans Ap.
Il est clair que (i) entraîne (ii); (ii) entraîne (iii) d'après 1.20 et (iii)

entraîne (i) d'après 1.17 (i).

1.22. PROPOSITION. — Pour ueM, posons

p(M)=lsUp{fc6Z|M6J;E}.

Alors, p est une K'norme d'algèbre sur M.

Les relations p(u+i?)^inf(p(M), p(r)), p(uv)^p(u)+p(v) et p(u)== -hoo
si et seulement si u=0 sont évidentes. De plus, p(^u)=p(u)-Ko(À.) pour
ueM et 5leK puisque ̂  J;=J; et ̂ J^J^ d'après 1.18 (ii). Remar-
quons qu'avec les notations de 1.18, on a p(îip7)= \/e.

On dit que p est la norme radique sur M associée à l'ordre M y

1.23. PROPOSITION. — Soit M un ordre de M. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
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(i) II existe une norme scindable a sur X telle que M-^My
(ii) II existe une norme scindable a sur X telle que M^M^ et que End a

soit la norme radique associée à M.
(H7) J/ existe une base (e.) de X, un entier r avec Kr<n et des entiers
ni, . . ., n^ 1 tels que n^ + . . . -t-n^ssn et qu'un élément uc M appartienne
à M si et seulement si sa matrice par rapport à la base (e^) satisfait à la
condition (H) de 1.17.

Il est clair que (ii) entraîne (i) et (i) entraîne (H') d'après 1.17. Supposons
donc (H') satisfaite et posons :

(26) aQ[e^)=inf(œ(r..)+C() (t.eû),

avec :

(27) c^kire

pour ni+ . . . +nk<i<ni+ . . . +Hk+i et0<k<r.
Il est clair que (^) est une base adaptée à a et que le type de a est

(ni,. . ., n,), d'où M^M^ vu 1.17. D'autre part, 1.18 et la formule (17)
entraînent que la condition ueJ^ (avec 0<5<r) équivaut à Enda(u)>5/re.
On en déduit aussitôt que End a est bien la norme radique associée à M^
d'où (ii).

Remarques. — 1. La norme a satisfaisant à (ii) est unique à une
constante additive près d'après 1.13.

2. La proposition entraîne que pour toute norme scindable a, la norme
radique p associée à M est une norme carrée, ce qui n'était pas évident
a priori. Naturellement, on n'a pas toujours p=Enda : on verra (2.14 et
16) que l'ensemble des End a pour a satisfaisant à (i) est un simplex affine
dont p est le centre de gravité.

1.24. Les ordres de M satisfaisant à ( H ' ) sont bien connus : leurs
propriétés sont exposées p. ex. dans [15], § 39, notamment th. 39.14 (2).
On sait qu'un ordre M de M satisfait à ( H ' ) si et seulement si c'est un
anneau héréditaire, c'est-à-dire de dimension homologique<l (à gauche

(2) Les résultats de [15]. § 39 sont énoncés en supposant K complet. Mais, comme le dit
d'ailleurs REINER lui-même p. 364. ils restent valables lorsque K n'est plus supposé complet,
mais que D 0,^ est un corps, ce qui est vrai pour nous. Voir aussi le th. 40.5 de [15], qui
assure que M est héréditaire si et seulement si M <g)^ <9; l'est.
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et à droite), ou encore si et seulement si tout idéal (à gauche ou à droite)
de M est un ^-module projectif. On sait également qu'une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un ordre M de M soit héréditaire est que
son radical J soit un ^'module à gauche projectif ([1] ou [15], th. 39.1).

1.25. Nous noterons Jf l'ensemble des ordres de M de la forme M^
c'est-à-dire des ordres héréditaires de M. De 1.20 résulte aussitôt que M^
est un élément maximal de Jf (ordonné par inclusion) si et seulement si
A, ne contient qu'une seule classe d'homothétie de réseaux. Autrement
dit, les éléments maximaux de Jf sont les stabilisateurs de réseaux, c'est-
à-dire les ordres maximaux de M (dans l'ensemble de tous les ordres)
(cf. [15]. §§ 17 et 18).

Plus généralement, le rang r de a est égal au nombre d'ordres maximaux
contenant ,̂. Si M^ . . ., ̂  sont des ordres maximaux deux à deux
distincts; leur intersection appartient à Jf si et seulement si on peut
trouver, après avoir éventuellement changé la numérotation des jH^ des
réseaux ^\, . . ., ̂  tels que ^===End^ pour 1 </<k et que :

^\ =3 SE^ •=> ... =) ̂  =3 ̂ i TCD.

On a alors k^n, le drapeau de réseaux associé à M^ H . . . H^k est
l'ensemble des homothétiques des SCj et il est de rang k.

Autrement dit, J^ est naturellement muni d'une structure de complexe
simplicial abstrait : les sommets de Jff sont les ordres maximaux, les
simplexes de dimension k sont les ordres M^ où a est de rang k +1 (pour
O^k^n— 1) et la relation d'incidence est l'opposée de l'inclusion.

1.26. PROPOSITION. — Soient a et ? deux normes scindables sur X. Il
existe une base de X scindante à la fois pour a et pour P.

La démonstration donnée dans [10], prop. 1.3, où D est supposé
commutatif et localement compact et l'énoncé attribué à A. Weil, reste
valable au prix d'un changement minime : au lieu d'utiliser la compacité
de l'espace projectif, on remarque que l'ensemble des P(x)—a(x) pour
xeX, x^O, est borné et contenu dans la réunion d'un nombre fini de
classes modulo Z/e, donc contient ses bornes (3).

De 1.26 résulte comme dans [10], th. 2.4 :

(3) On verra d'ailleurs plus loin une autre démonstration de 1.26, valable même en
valuation dense (App.).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



278 F. BRUHAT ET J, ITTS

1.27. COROLLAIRE. —Soit de plus t€[0,l], J( existe une norme y et une
seule sur X, notée ta+(l —t) ?, telle que toute base (e,) de X scindante à la
fois pour a et pour ? soit scindante pour y et que

(29) Y(e,)==ra(^)+(l-()P(e,) pour l<i<n.

On a

(30) YOc)>ta(x)+(l~OP(x) pour tout xeX,

et y est la plus petite norme sur X satisfaisant à (30).

1.28. L'ensemble des t a+( l—r)P pour 0<«1 est noté [ap] et est
appelé le segment d'extrémités a et P. On voit qu'on a ainsi défini en
quelque sorte une « structure affine » sur l'ensemble des normes scindables.
Cependant, on prendra garde que l'inégalité (30) peut être stricte pour
certains xeXei qu'il n'est pas en général possible de définir des barycentres
de Je ̂ 3 normes scindables (sauf si elles admettent une base scindante
commune).

1.29. Reprenons les notations de 1.11. On vérifie immédiatement sur
les formules (17) et (21), compte tenu de 1.12, que :

(31) tHom(o, P)-Kl-t)Hom(a', P^^Hom^a-^ (l-QP, ra'-Kl-t)?'),
(32) (Enda+(l-()Endp»End(ra+(l-r)P),
(33) ta®P+(l-r)a'®p'=(ra+(l-t)a')®(tp+(l-t)p'),

où (, a' et P' désignent ce que l'on devine. De (13) résulte aussi que

(34) vol((a+(l-OP)=tvola-Kl-Ovolp.

Enfin, pour c, c'eR, on a

(35) t(a-^c)-Kl-0(P+c/)«ta-^(l-t)P+((c+(l-t)c/),

ce qui permet de définir le barycentre de deux classes d'homothétie de
normes scindables.

1.30. Faisons D =K et reprenons les notations de 1.2. Si a et ? sont
des ^-normes, il en est de même de y«ra+(l —t)P. Prenons en effet une
X-base (^) de X scindante pour a et pour P et soit ueA. DE (29) on tire
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ï(e(U)^y(<?i)+(û^(M),d'où

y((^e^)u)Mi(y(eiU)-¥Q(ti))^inSi(y(et)

+©(t<))-Kù^(u)=YŒ^^)+^(M)

quels que soient les t^eX, c.q.f.d.

2. NORMES ET IMMEUBLES

Désormais, nous reprenons pour F essentiel, outre nos conventions généra-
les, celles de I, 10.2. Cependant, le corps gauche est noté D au lieu de K,
la dimension de X est notée n au lieu de r+1 et d'autres modifications
mineures par rapport ai, 10.2 seront indiquées le moment venu. Pour la
commodité du lecteur, nous allons rappeler les principales notations et les
résultats dont nous aurons besoin.

2.1. A la base (e^^i^ de X est associé un tore K-déployé maximal S
du X-groupe algébrique GL(X), dont les éléments rationnels sur K sont
les éléments de G dont la matrice par rapport à (e<) est diagonale à
coefficients dans K. Le centralisateur Z (noté T dans I, 10.2) est le
groupe des matrices diagonales à coefficients dans D. Pour
(=diag(ti,. . ., t»)6Z, on pose

(1) ^(t)»tr1 (KKn).

Les restrictions à 5 des ^ forment une base du groupe des caractères
X*(S) de S. On pose 1^î=J!f*(S)®zR et on munit ^î de la nora^
euclidienne pour laquelle (a^ est une base orthonormale.

On sait que les racines de G suivant S sont les caractères

(2) ûy==û^—fl( pour Ki^/^n.

Leur ensemble 0 est un système de racines irréductible de type A,-i
dans le sous-espace V* de V^ qu'il engendre. Pour fly6^, le sous-groupe
radidcl 17̂  de G associé à ûy (cf. II, 1.1.3) (ou plutôt le sous-groupe
des éléments rationnels sur K du dit) est formé des Uy(k) pour keD,
définis pari, 10.2.1 :

(3) tty(t).e»«€» pour h^j et u^(k).e^e^e^
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2.2. On a démontré (I, 10.12 et 10.2.3) que (Z, (l/.)^) est une
donnée radicielle génératrice de type 9 dans G (au sens de I, § 6) et que la
famille <p=(<pJ.,^ définie par

(4) V^(k))»w(k) (Ki^<n, kçD)

est une valuation spéciale de cette donnée radicielle (cf. I, 6.2).
2.3. On peut donc considérer Y immeuble ^ de- cette donnée radicielle

valuée (I, § 7) et Y appartement A de ^ associé à Z (ou à S). Rappelons
que A est un espace affine sous l'espace vectoriel réel V dual de V*, qu'on
identifie à F en prenant le point (peA pour origine. Le groupe G opère
sur ̂ , le sous-groupe Z stabilise A et un élément teZ opère sur A par la
translation de vecteur v(t)eV défini par <û, v(t)>= -œ(û(0) pour ae«
ft 10.2.5; c/11,4.2.7).

2.4. On peut aussi considérer l'immeuble élargi ̂  de G (c/. II. 4.2.16).
On sait que le groupe Xt(G) des caractères rationnels qur K de G est de
rang un. engendré par la restriction à G de la norme réduite
Nrdj^=Nrd^°det. Posons

(5) ûo=(ûi+ • • • +û«)/̂

de sorte que ûo engendre l'orthogonal V1* de V* dans F?. La restriction
à 5 de la norme réduite est le caractère ndaQ (rappelons que ^^dim^D).
On identifie le dual de ^Î(G)®R au dual V1 de F1* grâce à Fisomor-
phisme de restriction X^(G) -» Zndao.

L'immeuble élargi est alors le produit ^ x V1 sur lequel G opère par

(6) g.(x,v)»(g.x,v+Q(g)) pour xe^. v€V\ geG,

où 6 (g) est l'élément de V1 défini par

<ete).x>=-œ(xte)) pour xe^î(G).

ou encore par

(7) <Q(g), ao>= -^(det^^ - iste),
n n

et sur lequel F1 opère par (i?o, (x, v))^(x, v+Vo). On voit que
l'immeuble ^ peut s'identifier soit à l'un quelconque des sous-espaces
^x {v} de ̂  (pour vçV1), soit au quotient de ̂ 1 par l'action de F1.
Cette dernière identification est compatible avec les actions de G. Par
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contre, le stabilisateur de ^x [v] pour Faction de G sur ^ est le
sous-groupe distingué G^Ker 5 (c/ II, 4.2.16). Il est indépendant de v
et contient SL(X).

L'appartement Ai de ^\ associé à Z est le produit A x V1 : c'est un
espace affine sous le dual V^VxV1 de Vf, et on l'identifie à V^ en
prenant (<p, 0) comme origine. Un élément t=diag(îi,. . ., QeZ stabilise
Ai et y opère par la translation de vecteur v^ (t)e V^ défini par :

(8) <Vi(0,ûi>=--(o(û,(0)=œ(t() pour l^i^n.

De manière générale, les appartements, racines affines, murs, facettes
de ^1 sont par définition les produits par V1 des objets correspondants
de^.

2.5. Le normalisateur N de S stabilise A^, d'où un homomorphisme
v^ de N dans le groupe des automorphismes affines de A^. Mais N est le
produit semi-direct du groupe des matrices de permutation de la base (e^
par le sous-groupe distingué Z. Par suite, l'image W^ ==Vi (N) est le produit
semi-direct du sous-groupe WQ des permutations des coordonnées par le
sous-groupe Vi(Z) des translations de coordonnées appartenant à Z/e.
Pour veV1, le sous-espace A x {v} de Ai est l'ensemble des peA^ tels
que aQ(p)^ao(v). Par suite, le stabilisateur W1 de A x { v } dans W^ est
indépendant de v et est le produit semi-direct de WQ par le sous-groupe
des translations de vecteur teV^ telles que û,(06Z/e pour l^i^n et
ûç(t)=0. Autrement dit, W1 opérant sur As^Ax {v} est le groupe de
Weyl affine du système de racines e9. Des propriétés classiques des groupes
de Weyl affines résulte alors que pour tout peA^ le stabilisateur Wp de p
dans W^ (ou dans W1) est engendré par les réflexions par rapport aux
murs des racines affines passant par p.

2.6. Pour pc^ (rcsp. pe^1), notons Fp la facette de ^ (resp. \^1) qui
contient p et notons Stabp le stabilisateur de p dans G.

LEMME. - Soient p, qç^1.
(i) Stabp c Stab, si et seulement si la facette F, est contenue dans Tadhé'

rence Fp de la facette F y
(ii) Stab^s Stab, si et seulement si Fp^Fy
On peut supposer p, qeA^ puisque deux points de ̂ 1 appartiennent à

un même appartement En appliquant I, 7.4.4 à G1, on voit que Stab
est engendré par les 17., ..̂  pour ae^ et N^v^(Wp). On sait aussi
(1,1.3.3) que Fp est l'intersection des racines affines et des complémentai-
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rcs de racines affines contenant p\ la condition F, c Fp signifie donc que
toute racine affine contenant p contient 9, et implique, vu 2.5, que
Wp c Wy De plus, on a U^ -, ̂  c l̂ . -• («) si et seulement si les conditions
keZ/e et k^—a(p) entraînent k^—a(q), c'est-à-dire si et seulement si
toute racine affine de la forme {xeA^ |û(x)+k>0} (avec keZ/e) conte-
nant p contient q. D'où (i), dont (ii) résulte.

2.7. Remarque. — On notera que l'assertion analogue à 2.6 pour p,
qe^ est inexacte. Ceci provient de ce que GL(X) opère sur son immeuble
via PGL et se comporte alors comme un groupe adjoint, tandis qu'il se
comporte comme un groupe simplement connexe pour ce qui est de son
action sur son immeuble élargi «X1.

2.8. Au point p de l'appartement A^ de ̂ 1, identifié comme plus haut
à V^ faisons correspondre la norme scindable a, sur X admettant (^)
comme base scindante et telle que ap(e<)== ~û((p) : autrement dit, posons

(9) ^(S^»inf,(œ(x<)-û,(p)) (x<€Û).

n est clair que F application p^Qip est une bijection de A i sur F ensemble
des normes sur X admettant (e^ comme base scindante.

2.9. LEMME. - (i) Pour tout ve V1, on a

(10) a^=a^flo00 (peA^).

(ii) PourpeA^ etgeN, ona^^^g.^y
L'assertion (i) est immédiate puisque fliOO^OoOO P0111' K^w. Pour

démontrer (ii), il suffit de br faire lorsque geZ et lorsque g est une
permutation de la base (e<) (2.5). Dans ce second cas, la preuve est
immédiate par transport de structure. Si ^=diag(ti,. . .,t^€Z, on a,
vu (8),

te.ap)(£^^)=a^te~l•£^^)=ap(£^ti~l;cl)
=inf(œX()-œ((()-û((p))=inf(œ(X()-û(te.^))=a^p(^^X(),

d'où notre assertion.
2.10. LEMME. - Pour tout peAi, le stabilisateur M^ (1.17) de o.p

dans G est égal au stabilisateur Stabp de p.
La «décomposition de Bruhat » de G (1,7.3.4) entraîne que

G=Staby.N.Stabp et que tout sous-groupe Y de G contenant Stabp est
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engendré par Stab, et l'intersection VON. Mais 2.9 (iï) montre que
^r^plN=Stab^nN. n suffit donc de montrer que Stable Jt^
ou encore, puisque Stab, est engendré par StabpON et les l/a.-.^,
que, pour tout ûy€0, tout M=My(k), avec keD et
œ(k)> —aij(p)^a^)—aj(p)ssaip(ej)—Qiy(e^ appartient à M^ ce qui est
immédiat vu (3) et 1.11 (17).

2.11. THÉORÈME. - Soit ^T T ensemble des normes scindables sur X.
(i) Inapplication p^QLp se prolonge S une manière et S une seule en une

application j de Timmeuble élargi ^l de G dans ^T covariante par G,
c^est'à-dire satisfaisant à

(11) J ( £ ' x ) ^ g J ( x ) pour xe^etgeG.

(n) L'application j est bijective et satisfait à

(12) j(tx^(l-t)y)^tj(x)^(l-t)j(y)

pour x, yç^1 et te[0, l], et à

(13) 7(x+i?)=7(x)-ûo(i?) pour xe^ et veV1.

(iii) Pour toute application f de •X1 dans ̂  possédant les propriétés (11)
et (12), il existe une constante ceR telle quef=j+c.

Comme l'immeuble élargi ^1 s'identifie au quotient de G x Ai par la
relation d'équivalence « il existe neN tel que q^n.p et g'~lhnçStàbp »
entre éléments (g,p) et (fc, q) de G x Ai (1,7.4.1), l'existence et l'unicité
de j résultent des lemmes 2.9 (ii) et 2.10. Comme deux points quelconques
de ^1 appartiennent à un même appartement, i. e. sont transformés de
deux points de Ai par un même élément de G, Finjcctivité de j et (12)
résultent des mêmes propriétés (évidentes) de l'application p^v.y La
suijectivité de j résulte de ce que toute norme scindable est transformée
par un élément de G d'une norme admettant (^) comme base scindante,
c'est-à-dire de la forme a^ pour un p€Â^ Enfin, (13) résulte de (10) et de
la commutation des opérations de G et de V1 sur ̂ 1. On a ainsi démontré
(i)et(ii).

D'autre part, on sait qu'une application de ^ 1 dans lui-même, covariante
par G et affine sur les segments est de la forme (x, v)^(x, t?-hi?o) avec
VQ e V1 (11,4.2.16), d'où (iii). -
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2.12. Remarque. — Transportons à ^T la distance de ,̂ 1 grâce à 7. On
obtient ainsi une distance à sur ^r équivalente à la distance d'introduite
dans [10], définie par <T(o, P)=sup,^-{0}|aOO-P(x)|• Plus précisé-
ment, on a d'^d^ J^'à\ puisque ron a, d'après [10], 2.1,

d(jWJ(y))»(^a,(y^x)2)^2

et
^0(^./00)=sup|û,0^;c)|,

pourx,^€Ai.
2.13. Faisons opérer G :
— sur l'ensemble ̂ o d68 normes scindables de volume nul (par rapport

à la base (<?.)) par la loi (cf. 1.9(14) et 1.10)

(14) (^^^^.a+lô^^.a-floCete)) fe€G,a€^o);n

— sur l'ensemble ̂  des classes d'homothéties de normes scindables
par passage au quotient;

— sur l'ensemble End ̂  des normes carrées sur M par automorphismes
intérieurs.

n est clair que les bijections canoniques ^o -^ ̂ ro et ^ro -^ End ̂
sont compatibles avec ces opérations de G. Avec ces notations :

COROLLAIRE. - II existe une bijection JQ (resp. f, resp. Endj) et une
seule de T immeuble ^ de G sur ^Q (resp. ^T0, resp. End ^T) covariante
par G et affine sur les segments (autrement dit, satisfaisant à (II) et
(12)). Pour XE^, on a Mx)»j((x, 0)) (resp. j°(x)»j ( { x } x V^ resp.
Endj(x)=End^^o)))-

Que l'application définie par la deuxième phrase de l'énoncé possède
les propriétés voulues est immédiat Son unicité résulte de 11,4.2.12.

2.14. Pour xe^1 (resp. xe^), posons M^M^y^ (resp.
M^M^^. Rappelons aussi que F» désigne la facette de •X1 (resp. .X)
contenant x.

PROPOSITION. — Soient x, ye^1 (resp. ^). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(15) FycF,;
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( 16) Stab, <= Staby (resp. Stab^, o) c ̂ ^ y. 0) î
(17) ^;c=^;;
(18) ^c^y.

En effet, (15) est équivalent à (16) d'après 2.6, (16) à (17) d'après 2.10
et (17) à (18) d'après 1.21.

COROLLAIRE. — On aM^My si et seulement si F,=Fy.
2.15. L'immeuble ^ muni de l'ensemble f de ses facettes est un com-

plexe simplidal géométrique (1,2.1.12; rappelons que le système de racines
9 est irréducible), d'où une structure de complexe simplidal abstrait sur
y. Notons que l'on peut identifier f avec l'ensemble des facettes de •X1

par la bijection Fh-»Fx V1.
Le corollaire précédent permet de définir l'application F^^p de f

dans l'ensemble Jf des ordres héréditaires (1.25) et 2.14 entraîne :

COROLLAIRE. - L'application F^^Kp est un isomorphisme de complexe
simplidal abstrait de y sur Jf.

2.16. PROPOSITION. - Soit xe^. Pour que Endj(x) soir la norme
radique associée à Tordre M^ (1.2), iJ faut et il suffit que x soit le centre
de gravité de la facette F y

On peut supposer que F, est une facette de la « chambre fondamentale »
C de l'appartement A, qui est le simplexe de A défini par les inégalités
(19) ûi<û2< .. . û^<ûn+i,

avec û,+i =ûi + \le. Il existe alors r indices i^ avec 1 ^l'i <i'2< • • • <i'r^
(où r=dim F,-t-1) tels que F, soit le simplexe de A défini par les inégalités

(20) ûi= . . . =û^<ûi,-n= . . . ̂ a^< ' ' • <û»,+i= • . . =û,+i,

et le centre de gravité de F^ est le point de A défini par (20) et :

(21) a^^a^\lre pour l^fe^r.

On voit alors sans peine que la proposition résulte des formules (26) et
(27) de 1.23.

2.17. Remarque. - Comme ^ est l'enveloppe convexe de l'ensemble
des centres de gravité de ses facettes, il résulte de 2.13 et 2.16 que
l'ensemble End ^ des normes carrées sur M est l'enveloppe convexe de
l'ensemble des normes radiques associées aux ordres héréditaires de M.
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3. SCHÉMAS

On conserve les hypothèses et notations du paragraphe 2. Le mot
schéma signifie ^schéma affine.

3.1. On sait qu'à un Os-module libre de type fini £ correspond canoni-
quement un (^schéma en groupes lisse, dont le groupe des points à
valeurs dans une ^-algèbre R est le groupe additif R ® JE (cf. 11,1.4.1).
Le schéma en groupes ainsi associé au module 0^ est noté X. Soit a^e4>;
on sait que U^. est canoniquement muni d'une structure de K-espace
vectoriel ([2], 3.17) et l'application t^u^(t) (2.1) est un isomorphisme
de X-espaces vectoriels de D sur l7,y Pour tout keR, le groupe
U.y.k= {uy(0|(€l>, 0)(0>&} est un réseau. On note U^ le schéma qui
lui est associé. Notons [k]^ le plus petit élément de Z/e supérieur à k,
autrement dit défini par

(1) [k],€Z/e et k<[kL<k+-1 .
e

Alors, l'application t^u^(tT^\ avec k'^e^k}^ définit un isomor-
phisme de î) sur Uay.».

3.2. Soit ̂  un ordre de la jK-algèbre centrale simple M==EndpX Cest
un démodule libre de type fini, d'où un schéma noté SOI. Il est clair que
3R est un schéma en algèbres, d'où un schéma en groupes noté 3R x dont
le groupe des points à valeurs dans une ^^-algèbre R est le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de R ® M. La fibre générique de SBx

s'identifie au groupe algébrique G=GL(-X) et le groupe de ses points
entiers, c'est-à-dire à valeurs dans 0^ au groupe multiplicatif ^x.

^ La norme Norme^j^ et la norme réduite Nrdj^ sont des polynômes à
coefficients dans 0^ P^ rapport aux coordonnées relatives à une base du
û^-module M^ donc appartiennent à l'algèbre affine du schéma SB, et il
est immédiat que 9R x est le sous-schéma ouvert de W défini par la norme,
ou la norme réduite, ou encore que l'algèbre affine de W est donnée
par:

OK[W]^OK[W] [l/NormeM/ij=0^[TO] [1/NrdM].

Par suite, 2Bx est lisse et connexe (i. e. ses fibres sont connexes : cf.
11,1.2.12).
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En particulier, considérons un réseau S de X et l'ordre maximal
^=EndâT, stabilisateur de X dans M. Notons Qnbï et (SSi(ï) les
schémas 2R et W respectivement. Soit (/<) une base de X et soit (g,j) la
matrice d'un élément geM par rapport à cette base : l'application g^(gij)
est un isomorphisme de démodules de M sur (O^f2 et définit par suite
un isomorphisme de schémas en groupes (additifs) de Œnb^r sur D"2, la
multiplication dans Qnbï se traduisant par les formules matricielles habi-
tuelles.

Notons X^ le X-espace vectoriel sous-jacent à X et X^ le ^-module
sous-jacent à X, qui est un réseau dans X^ (1.6). Le groupe algébrique
Endp-Y (resp. GL^(X)) s'identifie à un sous-groupe défini sur K de
End^X^ (resp. GL^(X^) et il est immédiat que (EnbâT (resp. ®£(âT))
est l'adhérence schématique de End|>^(resp. GLp(.X)) dans (Enb^jq (resp.
®£(^)(c/:II,1.2.6).

3.3. Appliquons 3.2 au cas n=l (d'où M=D) et J(^Q^\ on obtient
alors le schéma canonique S* de fibre générique le groupe multiplicatif
de D (considéré comme groupe algébrique sur K). Comme le groupe
algébrique Z (2.1) est isomorphe à (Dx)", on en déduit le schéma canonique
3 de fibre générique Z. Il est lisse et connexe.

3.4. Soit Y un X-espace vectoriel de dimension finie et soit W un réseau
de Y. Soit § un schéma en groupes plat de fibre générique H et soit p
une représentation linéaire de H dans Y, c'est-à-dire un morphisme de
groupes algébriques de H dans GL( V). Rappelons qu'on dit que $ opère
(resp. opère fidèlement) dans ̂  (par p) si p se prolonge (cf. 11,1.2.4) en
un morphisme de $ dans ®fi(^<) (resp. en un isomorphisme de $ sur
l'adhérence schématique de p ( H ) dans ®£(^<)).

3.5. Soit ç=(^i, . . ., ̂ ,)6(Z/e)11; notons X(q) le réseau de X engendré
par les e^y1 pour l^i^n. De 3.2 et 3.3 résulte immédiatement la
proposition suivante (où l'on prend pour représentation linéaire p l'applica-
tion identique) :

PROPOSITION. — (i) Le schéma en groupes 3 opère fidèlement dans X (q).
(il) Soit ûy€<Ï> et soit fceR. Pour que le schéma en groupes U^k opère

(resp. opère fidèlement) dans X(q\ il faut et il suffit que [kL^,—^ (resp.
W^qi-q^

On peut encore exprimer (ii) en disant que T adhérence schématique de
l/.y dans ®£(^te)) (ou dans ®£(^(^)) s'identifie à U^^
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3.6. Soit x un point de l'immeuble ^ de G. Au paragraphe 2 nous
lui avons associé une norme scindable a=jo(^c) sur X et un ordre J(^
de M. On note ®, le schéma SM^ : c'est donc un (S y schéma en groupes
affine, lisse, connexe et dont le groupe de points entiers est
^r^G^Stab^sStab^o)- On a vu également que M y donc ©„ ne
dépend que de la facette F^F, de ^ contenant x. On peut donc le noter
aussi 6p. Enfin, le rang r de a est égal à 1 +dim F.

THÉORÈME. — Soit (XQ, . . .,aTy.i) un système de représentants des
classes (Thomothéties du drapeau de réseaux associé à la norme QL

Considérons la représentation linéaire py de G dans V puissance r-ième
de la représentation identique et soit âT, le réseau rio^<r^ ^ans ^r'

(i) Le schéma en groupes ®, opère fidèlement dans S'y
(ii) Supposons que x appartienne à t'appartement A de ^. Alors, les

schémas en groupes 3 et U^ -.̂  pour ae9 opèrent fidèlement sur S•y
Autrement dit, 3 et les U^ -^ sont les adhérences schématiques respectives
de Z et des U^ ..^ dans ®fl(ar«), ou, m (i), dans ®y

Vu 1.17, le C^modulc M^ est l'image réciproque de II End X^ par
l'injection diagonale p,. de M dans (End XY. On en déduit que la restriction
de p.. à My, est un isomorphisme de Jt^ sur un sous-module facteur direct
de n End âTy et définit un isomorphisme du schéma en groupes (additifs)
Wjc sur le sous-schéma en groupes fermé de II Œnb X'j adhérence sché-
matique de p^(M). De plus, si / est la fonction régulière
feo> • • •^r-O^no^r1^0™^/^ sur AT, on a /o p^(Vome^Y,
d'où résulte que p, définit un isomorphisme de Stt^ sur l'adhérence schéma-
tique de p.. (G) dans n®fl(^), c'est-à-dire que ®, opère fidèlement sur
^

Supposons maintenant xeA. Pour tout C€R, le réseau
{yeX\Qi(y)^c} est le réseau S (q(c)), avec g(c)=([c+ûf(x)L)i^, et
3.5 (i) entraîne que 3 opère fidèlement sur chaque S ^ donc sur S y. Il ne
reste plus qu'à démontrer que U, .^^ opère sur S (q(c)) quel que soit c
et qu'il existe un ceR tel qu'il opère fidèlement sur X (q(c)\ Vu 3.5 (ii),
la première assertion résulte de l'inégalité évidente

[c+ûi(x)L-[c+^(x)L> [û,00~^(x)L (Ki,J<n, ceR),

et la seconde s'obtient en prenant c== —ûy(x) (pour û^ûy).
3.7. En appliquant alors lejhéorème 2.2.3 de II, on obtient :
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COROLLAIRE. — Soit î^ c: fl) un système de racines positives et
posons î)^^—^)'1'. Quels que soient les ordres mis sur 9^ et sur 9~~,
le morphisme produit est un isomorphisme de schémas de
FLeo" ̂ a. -«'w X3 x ^L6•+ ̂  -<»(«) sur un sous-schéma ouvert dense Œ,
de ®^

En termes imagés, 6, possède une « grosse cellule ».

3.8. Si D =X, autrement dit si G est déployé sur K (remarquons que G
ne peut pas être quasi-déployé sans être déployé), le corollaire précédent
montre que Fidentité de G se prolonge en un isomorphisme du schéma en
groupes ®, défini ci-dessus sur le schéma en groupes noté (B( , ) en 11,4.6.26.
En effet, ®(,) est connexe d'après 11,4.6.2, puisque le schéma 3 (noté î
en 11,4.6) l'est, et 3.7 joint à 11,4.6.2 montre que ®, et ®(,) ont « la
même grosse cellule ». On en déduit ®,=®(x), d'après 11,1.2.13 et 14.

3.9. Remarques. - 1. Soient Xo,. . .,x^i les sommets de la facette
Fy Les ordres maximaux contenant Jty, sont les M^ et, à un changement
de numérotation près, le drapeau des réseaux invariants par M^ se
compose des homothétiques de âj. On peut alors exprimer 3.6 (i) en
disant que si x est un sommet de ,̂ le schéma ®, est (par définition
même) ®£(âT^, où X^ est l'une quelconque des boules de la norme je(x)
(boules qui sont deux à deux homothétiques), et, dans le cas général, que
®, « est » Fimage fermée dans rïo<j<r®«j ^u morphisme diagonal de G
dans la fibre générique G1' de rio^<r®x/

2. Soit SI une partie bornée close non vide (1,2.4.6) de l'appartement
A : c'est l'enveloppe convexe d'un ensemble fini { x ^ , . . .,x,} de sommets
de A. On peut alors définir l'ordre M^ comme l'intersection des ordres
maximaux M^. et poser ®n==2Rn. On voit comme en 3.6 que ®n, 3 et

les U^ JQ^) pour ae9 (avecyn(û)=sup(—û(Q))) opèrent fidèlement sur
rïi<^<s^x<» ou encore que ®n est l'image fermée de l'application diago-
nale G -» P]^ ̂  .̂  ®,,, et que l'analogue de 3.7 reste vrai.

3. Dans 11,4.6, nous avons considéré plus généralement des schémas
Gy pour une fonction /sur <I>, quasi-concave optimale (11,4.5.2 et 3).
Mais on montre aisément que, dans le cas qui nous intéresse ici et plus
généralement dès que le système de racines <1> est de type A,, toute fonction
quasi-concave optimale est de la forme fa pour une partie bornée close Q
de A.
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3.10. Étudions la fibre fermée <5, du schéma ®y Pour cela, reprenons
les notations de 1.17, avec a=jo(x). Alors, ©, s'identifie au groupe
multiplicatif de la ^-algèbre Jl^jU^v.^M^ c'est un ouvert du f-espace
vectoriel M^ et sa structure résulte du lemme suivant :

LEMME. — Soient k un corps commutatif, A une k-algèbre de dimension
finie, R le radical de A et H le groupe multiplicatif de A considéré comme
groupe algébrique défini sur k. L'application a h-* 1 +û est un isomorphisme
de variétés de R sur le radical unipotent déployé R^(H) de H et Fhomomor'
phisme canonique de A sur A/R définit un isomorphisme de groupes algébri-
ques du quotient quasi-réductifW^H/R^ÇH) sur le groupe multiplicatif de
AIR.

(Pour les notions de radical unipotent déployé et de quotient quasi-
réductif, voir 11,1.1.11 sqq). On peut supposer k séparablement clos.
Pour tout entier p^l, 1+JÎ1' est le translaté d'un sous-espace vectoriel,
donc une sous-variété définie sur k de H, et est un sous-groupe distingué
de H. Mais l+R'Il-^R^1 est isomorphe à R'/R^1 qui est un espace
vectoriel sur k. Comme J^s= {0} pour p assez grand, iï en résulte que
1-^R est un sous-groupe unipotent déployé distingué de H. De plus,
H/1+.R est le groupe multiplicatif de l'algèbre semi-simple A/R, qui est
un produit d'algèbres de matrices de rangs n, sur des corps gauches D,
dont les centres L, contiennent k. Par suite, H/l+R est le produit des
k-groupes algébriques pL.GL(n,,D() (où Y[^ désigne l'opération de
restriction des scalaires (cf. II, 1.5)) et est donc quasi-réductif, d'où le
lemme.

3.11. Le radical de Jt^ est J^JJn^^ (cf. lemme 1.19) et le quo-
tient ^«/J« est isomorphe à ^fJJy donc d'après 1.17 à
ni<j<r Endjc(^-i/^). Comme X^^X^ est un 5-espace vectoriel de
dimension n? on déduit de ce qui précède :

PROPOSITION. — (i) Le radical unipotent déployé ^(©x) de <5, est la
sous-variété 1 +7,.

(ii) Le quotient quasi-réductif^^QjR^^^) de (5^ est isomorphe à
Tii^j^TicfK01^^? ^)» où ^ est le c^ntr^ d^ ^- II ^st réductif si et
seulement si C est une extension séparable de fL

3.12. Démontrons maintenant l'analogue du théorème 4.6.33 de II.
Considérons V étoile ̂ ( F) de la facette F=F^ dans le complexe simplicial
•X, c'est-à-dire l'ensemble des facettes F' de J telles que F c F\ ordonné
par la relation F' c F\ On a vu (2.14) quejes éléments de ^ ( F ) sont
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les facettes F' telles que My. c ̂ y; l'injection de M y dans M'p définit
alors un morphisme de schémas en groupes i^ p. : ®p. -^ ®y, d'où un
morphisme de groupes algébriques ̂  p ' •' ®F' -^ ®F et P2"' composition avec
l'application canonique de <5jp sur son quotient quasi-réductif, un mor-
phisme de groupes algébriques ®^ -^©p, dont l'image est notée p(F\
On en déduit aussi un homorphisme, dit canonique, du groupe ®p'(^)
des points entiers de ®jr' dans le groupe <®,. (R) des points rationnels sur
Rde^p.

PROPOSITION. — (i) L'application F ' ^ p ( F') ̂ sr un isomorphisme d'ensem-
bles ordonnés de ^ ( F ) sur F ensemble des R'sous'groupes pseudo-
paraboliques de ̂ p ordonné par la relation opposée à Finclusion.

(ii) Le groupe p ( F ) ( R ) des points rationnels sur R de p ( F ) est
T image canonique dans ^pÇR) du groupe des points entiers
©^(C^G^Stabp..

(iii) U image réciproque d e p ( F ) (R) dans ®p (0^) = G1 H Staby est égale
ûS^j^G^Stab^.

Les ^-sous-groupes pseudo-paraboliques de ("[^End X^^X^ sont
obtenus par restriction des scalaires de L à R à partir des ZJ-sous-groupes
paraboliques du L-groupc réductif End X^^X^ et il est bien connu que
ceux-ci sont les stabilisateurs de drapeaux dans le 5-espace vectoriel
X^^Xj. Mais il est clair que se donner une suite 8=(ôi, . . .,5,.) de
drapeaux ô^ dans X^^X^ revient exactement à se donner un drapeau de
réseaux A => A, : les réseaux de A sont les homothétiques des images
réciproques des éléments des 8y dans les âTy-i pour Kj^r. L'assertion
(i) résulte alors de 2.14 et (ii) et (iii) de la description explicite des
^(1.17).

4. MONTÉE ÉTALE

On conserve les hypothèses et notations des paragraphes précédents. De
plus, on désigne par K une extension galoisienne de degré fini de K, de
groupe de Galois F. On suppose que R est étale, c'est-à-dire (cf. II, 1.6.2)
que la valuation CD de K se prolonge de manière unique en une valuation
û) de R, que <o est non ramifiée (i. e. œ(^)=œ(K)) et que le corps résiduel
^ est séparable sur R L'extension R de R est alors galoisienne et son
groupe de Galois s'identifie canoniquement à F. On pose (P==^jç et on
note d) l'anneau des entiers de X. D'une manière générale, si Y est un
« objet attaché à K » (resp. à é?), on note ? « l'objet obtenu par extension
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des scalaires » de K à K (resp. de 0 à S} muni de « Faction naturelle de
F ». Par exemple, si Y est un X-espace vectoriel (rcsp. un ^-module), on
pose ?=r®j^ (resp. ^=7®^); si a est une X-norme sur Y, on
désigne par a la K-norme a 0 œ sur P; on note G le groupe algébrique
sur R déduit de G et aussi» par abus de notations, le groupe Q(R)=G(K)
de ses points rationnels sur AL A des isomorphismes canoniques prés, on
a Ç^AutpJE^A^, avec J(?=M®jc^=End;J?.

4.1 Considérons la ̂ -algèbre B=D 0, fL Conformément à nos conven-
tions générales, on note œ le prolongement canonique œ ® œ de la valua-
tion œ de D en une énorme d'algèbre sur B. Comme B est une ^-algèbre
centrale simple de rang fini, il existe un corps D' de centre S^ de rang fini
d ' 2 sur K, unique à isomorphisme prés, tel que 6 soit isomorphe à l'algèbre
des matrices d'ordre s=d/d/ à coefficients dans D\ On suppose dans toute
la suite du paragraphe que la condition suivante est satisfaite :
(ME) La valuation !ù de Rse prolonge en une valuation G/ de D\
Notons deux cas intéressants où (ME) est satisfaite :
— K (donc 5) est hensélien, par exemple complet;
— Z>'==^, autrement dit D est neutralisé par ÎL

4.2. La ^-algèbre Si est isomorphe à l'algèbre des matrices d'ordre ns
à coefficients dans D\ ou encore à M'=Endp. X\ où X' est un D'-espace
vectoriel à droite de dimension ns. D'où un isomorphisme de ^-groupes
algébriques de G sur G'=GL(Jr), ce qui permet d'appliquer à ô=G' tous
les résultats précédents, notamment la construction de l'immeuble ̂ \ noté
aussi i?, de la bijection End/ de ^f sur l'ensemble des ^-normes carrées
sur M'^Sf, de l'isomorphisme de complexe simplidal abstrait de l'ensem-
ble des facettes de ̂ / sur l'ensemble Jf' des ordres héréditaires de M', etc.

4.3. LEMME. — Soir Y un K-espace vectoriel de dimension finie.
(i) Inapplication W^^^W^e S est une bijection de T ensemble des

réseaux de Y sur F ensemble des réseaux de T invariants par F.
(ii) Inapplication a»-» 5 est une bijection de F ensemble des K-normes (resp.

K-normes scindables) sur Y sur Tensemble des R-normes (resp. K'normes
scindables) invariantes par T sur î.

Ce résultat classique se montre par « descente étale » : si (^Ler est
une base de S sur (9, on a det(Â^)e^ x puisque K est galoisienne sur R et
tout élément ye T est combinaison linéaire à coefficients dans S des
Yyss ̂ ÎJy y^eS y 0 Y. Le lemme en résulte facilement.
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4.4. LEMME. — (i) L'application M^3(=-M^e (9 est une bijection de
T ensemble des ordres de M sur ^ensemble des ordres de Sf invariants par
r.

(ii) Si M est un ordre de M, le radical rad jk de 3( est égal à
(rad.^r==(rad^)®^.

L'assertion (i) résulte de 4.3. Pour démontrer (ii), on utilise le
lemme 1.19. On a n^ M c ra(i JH et le quotient ̂ /rad M est semi-simple.
On en déduit que J^/(rad ^)^=(^/rad M} ®j[K (puisque 0 est plat
sur 0) et est semi-simple puisque K est séparable sur X. Par suite,
rad M c:(rad M}". D'autre part, si (rad ^Y a n^ M, on a
((rad ^)V c UK M, et (rad M^ <= rad M.

4. 5. PROPOSITION. — L'application M\-^3i est une bijection de Jf sur
F ensemble des éléments invariants par F de Jf', et pour tout M e J^, la
norme radique p^ est égale à (pj() = p^ ®©.

Comme 0 est fidèlement plat sur 0, un ^-module à gauche E est
projectif de type fini si et seulement si E ®<p S est un ^-module projectif
de type fini (cf. [15], th. 2.39). La première assertion en resuite grâce à
4.4 (ii) et à la caractérisation des éléments de Jf (resp. Jf') comme les
ordres dont le radical est un module à gauche projectif (évidemment de
type fini puisque un ordre est noethérien) (1.24). La seconde est
immédiate : pour ue JSt, on a (p^r)"(î<)=fc/^r si et seulement si

ue(rad ̂ ^^-(rad ̂ k+l ® ^=(rad J^-O-ad J^1.

4.6. Appliquons 4.4 et 4.5 au cas n==l, M==Z) et M'^Q^ Le radical
de l'ordre héréditaire ^=(Ppg)(P de B est l'idéal principal engendré par
îip (identifié à îtp ® 1) et la norme œ de G est la norme radique associée à
S. Choisissons un D-module simple à droite S et identifions D' au commu-
tant de 5, de sorte que S est un espace vectoriel à gauche de dimension
s = d / d ' sur D'. Vu 1.13, il existe sur S une 5-norme ©o» et une ̂ ^ a

une constante près; rappelons que ©o est aussi une D '-norme scindable et
que la norme End ©o sur 5=Endp. S est égale à œ. On choisit ©o de telle
sorte que OecùoW et on ̂ ^t9p= { x €^ I ̂ o (x)^Q} .

Soit e' l'indice de ramification de D' et soient r'o le rang et (n\, . . . . n^)
le type de l'ordre S (1.20). Alors icy' est un générateur de l'idéal engendré
par UK (1-18); d'où ro=e/e'. De plus, il résulte de 1.19 que le drapeau
de réseaux associé à û)o est l'ensemble des y T^ pour keZ, d'où
n^= . . . =n^=A?7^T et xe^îcî)—^^1 équivaut à (ûoW^/^ Enfin,
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la ^-algèbre 2Î® K est isomorphe au produit de r^e/e' exemplaires de
l'algèbre des matrices d'ordre d e ' / e d ' à coefficients dans D\

4.7. THÉORÈME. — (i) // existe une bijection et une seule ^:x^î de
T immeuble ^ de G sur F ensemble y des points invariants par F de remeu-
ble 3 de G qui soit covariante par G et affine sur les segments.

(il) Les facettes de ^ sont les images réciproques par ^ des facettes
invariantes par F de 3.

(iii) Pour tout x€^,ona End/(J?)=(Endj (x))" et jk^{M^T.
(iv) Pour tout xe^, F identité de G se prolonge en un isomorphisme de

schémas en groupes de (®,)^ sur ®^
L'unicité de ^ résulte de 11,4.2.12. Montrons son existence. Remar-

quons tout d'abord que ^ (resp. .?°) est l'enveloppe convexe des centres
de gravité des facettes de ^ (resp. des facettes invariantes par F de 3} :
c'est évident pour ^ et résulte pour J" de ce que, si ze3 est invariant
par F, alors la facette F, le contenant l'est aussi et z est dans l'enveloppe
convexe des centres de gravité des facettes dont les sommets forment une
orbite de F dans l'ensemble des sommets de Fy Identifions alors J (resp.
3} à l'ensemble des nonnes carrées End^" (resp. End ^ V ' ) sur M (resp.
AÎ=M') par Endj (resp. End/), de sorte que les centres de gravité des
facettes correspondent aux normes radiques (2.16). Pour P, yeEnd ̂  et
r€[0, l], on a ((?+(1-0 7)^=^1-07 (1.29(33)). Par suite, l'ensem-
ble des (3eEnd ^ tels que P appartienne à End ^/ est convexe et contient
les normes radiques (vu 4.5), donc est End ^ tout entier (2.17) ; et son
image par P»-^P est convexe et contient les normes radiques invariantes
par F, donc est (End ^^ tout entier. Ceci démontre (i) et (iii), d'où
résulte (ii) compte tenu de 2.14, et (iv) d'après la définition même des
schémas (5^ à partir de jHy

4.8. COROLLAIRE. — Supposons K hensélien. Si D est neutralisé par une
extension étale K de K (autrement dit, si le groupe algébrique réductif G se
déploie sur une extension étale de K), Fidentité de G se prolonge en un
isomorphisme de schémas en groupes de ®, sur le schéma ®(,} défini en
II,5.1.30(x€7).

Cela résulte de 3.8.

4.9. Remarque. — Supposons K hensélien. Alors D est neutralisé par
une extension étale de K si et seulement si le centre C de D est une extension
séparable de R. Il est classique que cette condition est suffisante [14] et
d'après un théorème de JANCEVSKII-PLATONOV ([11], [12]), elle entraîne que
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C est une extension galoisienne cyclique de degré e de K, dont le groupe
de Galois est engendré par le restriction a à C de l'automorphisme de D
déduit de l'automorphisme intérieur de D défini par l'uniformisante K^.
Réciproquement, supposons D neutralisé par l'extension étale SL Les
résultats précédents entraînent facilement (même si K n'est pas hensélien)
que C est séparable ainsi que le théorème de JANCEVSKII-PLATONOV. En
effet, 4.6 montre que D ® R (resp. le centre C ® K de D ® K) est isomor-
phe au produit de e exemplaires de l'algèbre des matrices d'ordre d / e à
coefficients dans ÎL (resp. de ^), et le groupe cyclique engendré par a ® id
permute transitivement les facteurs, d'où notre assertion. De plus, le
polynôme Nrd^/jç devient par extension des scalaires le déterminant sur
l'algèbre de matrices B et ce qui précède entraîne aussitôt que le polynôme
Nrd sur le K'espace vectoriel D déduit de Nrdj^ est donné par

(1) Nrd=NormecjF°Nrdpc:

4.10. Appliquons maintenant les résultats de 1.13 à 1.16 aux 5-mo-
dules normes et en particulier à -?. On peut prendre pour X' le D'-espace
vectoriel à droite Homp(S, X) (où S est le 5-module simple choisi en
4.6) et S s'identifie à X <Sy S. La proposition 1.16 fournit une bijection
y^Y de l'ensemble des 5-normes scindables sur S sur l'ensemble ̂  des
D'-normes scindables sur X\ Par ailleurs, l'application a^a est une
bijection de ^ sur l'ensemble des Ô-normes scindables invariantes par F
sur X (4.3). Posons a'==(S)', de sorte que

a'=Hom(œo, a), as^^œo. End a = (End a) ̂ = End a'.

On en déduit un diagramme commutatif :

^^^^^r

i* ^ \
3^3^^

où les flèches horizontales sont les applications canoniques, où v(/ est la
bijection ^ - ^ 3 ' définie en 4.7, où x|̂ 1 est une bijection de .X1 sur
l'ensemble (*?1) des points fixes de F dans ̂ 1, covariante par G et affine
sur les segments, et où la troisième flèche verticale est l'application ai-^a'.
Remplacer û>o P^ ©o"^ (avec ceR), revient à remplacer a' par a'—c et
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x^1 par son composé avec la translation de vecteur veV1 défini par
ao(v)^c.

Notons encore que les boules X^ cet a^«^ cde a et a/ sont reliées par :
a^= {x'e^'|x'(^) <= X^} =Homi(̂ , X^\

^.c-loQ^o^'.c^®^^^
Si r ' est le rang de a' et X^ le réseau de (XJ' défini comme en 3.6, il
résulte de 3.6 que pour tout xe^, le S'schéma en groupes (®x)^ opère
fidèlement sur X^

4.11. Pour démontrer le théorème 4.7(i) et (iii), nous avons utilisé,
pour aller au plus court, les résultats de HARADA-BRUMER et d'AusiANDER-
GOLDMAN caractérisant les ordres héréditaires d'une part par la condition
(H') de 1.23, d'autre part par la propriété de leur radical d'être projectif
(1.24). On peut aussi en donner une démonstration qui ne fait intervenir
que des propriétés des immeubles et des schémas, démonstration que nous
allons esquisser.

Tout d'abord, on se ramène au cas où K est complet (ou simplement
hensélien), en utilisant le fait que l'immeuble de G sur X (resp. K) est
canoniquement isomorphe comme complexe simplicial à l'immeuble sur J^
(resp. jR) (cf. [16] ou 11,4.2.25). Puis. on étudie le cas n«l. X==Z),
G=D x, et l'on montre que le groupe de Galois T a alors un point fixe et
un seul x dans 3. L'existence de je résulte du théorème général d'existence
de points fixes pour tout groupe borné, en particulier fini, d'isométries de
3 (1,3.2.4). Supposons que F ait deux points fixes distincts x et y, avec
dim F^dim Fy, et montrons que ceci implique une contradiction.

On se ramène au cas où F, c: Fy en remplaçant x soit par l'intersection
du segment [xy] avec la frontière de Fy (lorsque x^Fy), soit par le point z
de cette frontière tel que [xy] c [zy] (lorsque xeFy). On considère alors le
schéma (5 .̂ Il est invariant par F et on en déduit par « descente étale »
(cf. II, 5.1.8 et 9) qu'il provient par extension des scalaires d'un ^-schéma
en groupes lisse ffi" de fibre générique G. La proposition 3.12 montre que
le K-sous-groupe pseudo-parabolique de sa fibre fermée ®" correspondant
à Fy est invariant par F, donc est un ^-sous-groupe pseudo-parabolique
non trivial (II, 1.1.14). Compte tenu de ce que le centre de G fournit déjà
un tore X-déployé de dimension 1 contenu dans le centre de (è , il en
résulte que ®» contient un tore ^-déployé de dimension ̂ 2. Des résultats
de GROTHENDIECK sur le relèvement des tores ([7], Exp. XI) on déduit alors
que G possède un tore Â-dcployé de dimension ̂ 2, ce qui est inexact.
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Considérons alors la norme scindable (ûo^JoOO sur X'. De l'unicité du
point fixe x résulte que g.x^x pour tout geG, autrement dit que pour
tout tçD x, il existe c(Q6R tel que Gïo(ty)^(ûo(y)+c(t) P01"'tout ̂ 6<r

et on vérifie aussitôt que l'application t^c(t) prolongée à D par
c(0)= +00 est une val nation de D prolongeant celle de K, donc coïncide
avec œ. Ced montre que Endû)o=œ et démontre 4.7(i) et (iii) pour n== 1.

Dans le cas général, on tire aisément de la relation œ=End(ùo que pour
toute D'norme scindable a sur X, la norme (Enda)" sur Si est une norme
carrée^ d'où l'existence d'une injection <p de \f dans 3^ possédant les
propriétés voulues. La démonstration de la surjectivité de <p est analogue
à celle donnée plus haut de l'unicité du point fixe dans le cas n= 1.

5. LE GROUPE SL

On conserve les hypothèses et notations précédentes. Nous allons indi-
quer rapidement comment se transposent les résultats des paragraphes 2
à 4 au cas du groupe G^^SL(X). Rappelons que Gi est le sous-groupe
algébrique de G défini par l'équation Nrd=l (où Nrd est le polynôme
norme réduite). Il est défini sur K. Comme plus haut, on se permettra de
désigner aussi par Gi le groupe Gi (K) de ses éléments rationnels sur K :
il contient le groupe des éléments de G(K) de déterminant 1.

5.1. La composante neutre Si de S 0 Gi est un tore ^-déployé maximal
de Ci et Si(X) est l'ensemble des t=diag((i,.. ..t,.) avec t^K" et.
ti . . . („==!. Le centralisateur Zi de Si dans Gi est l'intersection ZNG^
et Zi(X) est l'ensemble des t=diag(ti, . . .,t,) avec t^D" et
Nrd(t^ . . . 0=1. On a G=Gi.Z et G(X)=Gi(X)Z(K). Le système de
racines de Gi suivant Si s'identifie à <p par restriction de S à Si et les
sous-groupes radiciels de Gi sont ceux de G. Il est alors immédiat que
(Zi, (L^eJ est une donnée radicielle valuée dans Gi =Gi (X) et l'immeu-
ble de Gi s'identifie canoniquement à celui de G. Notons que Gi (K) est
contenu dans le sous-groupe G1 de 2.4; par suite, le stabilisateur dans
Ci d'un point xe^ est aussi le stabilisateur dans Gi du point (x, 0) de
^1. D'autre part, on vérifie aisément que le normalisateur Ni de Si dans
G! a pour image canonique dans le groupe des automorphismes affines
de l'appartement A le sous-groupe W1 de 2.5, c'est-à-dire le groupe de
Weyl affine du système de racines e9 (SL est simplement connexe!). On
en déduit que les propositions 2.6 et 2.14 sont exactes pour p, q, x,ye^,
en notant Stab le stabilisateur dans Gi.
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5.1 II n'y a rien à changer à la définition des schémas U^ ^.
Le schéma canonique 3i àe fibre générique Zi est par définition l'adhé-
rence schématique de Zi dans 3; c'est donc le sous-schéma de
(D^" défini par l'équation Nrd(ti .. . ̂ )=1 et l'application
(ti,. .., t«)^(ti .. . t^ t^ . . ., Q définit un isomorphisme de schémas en
groupes de 3i sur Di x^")11'"1, où Di est le sous-schéma de D défini
par l'équation Nrd = 1.

5.3. On voit sans peine que les assertions des n°" 3.5 à 3.7 restent
exactes si l'on y remplace G par Gi, 3 par 3i et ®, par l'adhérence
schématique ®^, de Gi dans ©„ û condition S y substituer aux épithètes
« lisse et connexe » appliquées à 3 ou à ®, Tépithète « plat » appliquée à
3iOUÛ®^

Cependant, 3i ^ ̂  ®i^ sont lisses et connexes si et seulement si le
schéma en groupes I)i Test (pour la connexité des ®i, ̂  on utilise l'analogue
de 11,4.6.5). Ceci n'est pas toujours le cas, même si K est complet : on
obtient un contre-exemple en prenant pour K un corps de caractéristique
zéro à corps résiduel de caractéristique 2 non parfait et pour D le corps
des quatemions sur K dont la norme réduite est le polynôme
J^+c^î+ît^(Xj+c^j), où c est un élément de 0^ dont l'image dans K
n'est pas un carré.

5.4. L'opération d'adhérence schématique commute avec un change-
ment de base plat (cf. II, 1.2.6). On en déduit que le théorème 4.7 (iv) et
le corollaire 4.8 restent valables pour les schémas ®i. x-

5.5. Supposons que G se déploie sur une extension étale R. de K,
autrement dit que D est neutralisé par &; (cf. 4.9). Alors, 5.4 et 3.8
entraînent que I^, 3i et les ®^, sont lisses et connexes et que 3i
(resp. ®i.») est le sous-schéma fermé de 3 (resp. ®y) défini par l'équation
Nrd=l. De 3.11 et 4.9(1) résulte alors que ^(®£ŒI.,)=^(®£C,)
et que le quotient quasi-réductif ^sC^ est le sous-groupe défini sur R
de ^©SsCx défini par l'équation

Normec/i^ni^r1^)3"1»

où Nrd^ est le polynôme norme réduite de GL (n? D) sur C.
Enfin, on voit aisément que, si K est hensélien ou plus généralement si

l'application canonique Di^x)^1^^) est surjective, alors l'analogue
de la proposition 3.12 est exact.
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APPENDICE

Nous avons supposé que la valuation œ de D était discrète et que D
était de rang fini sur son centre fL Ces hypothèses sont bien souvent
nécessaires, notamment pour tout ce qui concerne les ordres et les schémas.
Cependant, bien des résultats des paragraphes 1 et 2 restent valables sans
elles, ce que nous allons indiquer rapidement

Soit donc D un corps muni d'une valuation œ non impropre à valeurs
réelles. Les définitions d'une D-norme (1.1), d'une A-norme (1.2) et d'une
D-norme sdndable (1.4) peuvent être données sans changement. Mais
1.3 et 1.5 (i) ne sont plus exacts (sauf si D est maximalement complet),
ni 1.6,1.7 et 1.8 (les boules d'une norme sdndable ne sont plus nécessaire-
ment des réseaux). Par contre, 1.5 (ii) (avec la démonstration de la
Remarque), 1.9, 1.10, 1.11, 1.12 (sauf la dernière phrase), 1.13 et 1.14
restent vrais; 1.15 à 1.25 ne le sont plus; 1.26 à 1.30 sont valables sans
changement dès que œ est discrète : pour le cas dense, voir plus loin.

Les définitions et résultats rappelés en 2.1 à 2.4 restent valables sans
changement (1,10.1), à l'exception de leurs interprétations en termes de
groupes algébriques sur K ou de norme réduite (p. ex., il faut définir 9 (g)
par 2.4. (7)). Le n° 2.5 doit être modifié : W1 n'est plus un groupe de
Weyl affine, mais reste produit semi-direct de WQ par le groupe des
translations de vecteur teV1 satisfaisant à û((0€©(Z) x) pour Ki^n et
Oo(0 =0. Pour 2.6, on ne peut plus parler de la facette F y mais on peut
néanmoins montrer que si F et F' sont des facettes de •X1, le stabilisateur
de F est contenu dans celui de F' si et seulement si F c: F.

Le plus important est que les n" 2.8, 2.9 et 2.10 restent vrais scms
changer un mot aux démonstrations. Si la valuation û) est discrète, il en est
de même du théorème 2 Al et de son corollaire 2.13. Dans le cas dense,
on a :

THÉORÈME 2.11 bis. — Supposons (ûÇD") dense dans R, et soit ^
T ensemble des normes scindables sur X.

(i) L'application p^aip se prolonge d'une manière et S une seule en une
application j de T immeuble élargi .X1 de G dans ^T covariante par G.

(ii) Inapplication j est bijective et satisfait à

(13) j (x+v)=j(x)-ao(v) pour xe^1 et veV1.

(iii) Pour toute application f de ^ï dans ^ covariante par G, il existe
une constante ceR telle quef^j^-c.
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COROLLAIRE. - II existe une bijectionjo (resp. j°, (resp. Endj) et une
seule de rimmeuble ^ de G sur ^o (r^. '̂°, res .̂ End ^T) 9111 soit
covariantf: par G. Pour xe^, on a Jo(x)^j((x, 0)) (resp.
f(x)^j({x} x V1), resp. (Endj (x)^Endj ((x, 0))).

Les démonstrations d'existence sont identiques à celles de 2.11 (i) (où
Fon supprime ce qui à trait à la formule (12)) et de 2.13. Quant aux
assertions d'unicité, elles résultent de 1.8.2.1 et II. 4.2.16.

De ce théorème résulte alors dans le cas dense une démonstration de
1.26 : deux normes scindables a et ? sont les images par j de deux points
de ^x qui appartiennent toujours à un même appartement g.A^ (avec
g 6 G), et la base ( g ' 1 .e^ est scindante à la fois pour a et pour P. On
démontre alors 1.27 à 1.30 comme au paragraphe 1 et on voit comme
en 2.11 que

(12) j(tx+(l-t)y)»tj(x)^(î-t)j(y\

pour x, ye^1 et t€[0, 1].
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