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SUITES UNIFORMEMENT DISTRIBUEES
ET FONCTIONS FAIBLEMENT
PRESQUE-PERIODIQUES

PAR

G. HANSEL et J.-P. TROALLIC (*)

RESUME. — Dans un groupe topologique localement compact séparabile, il existe des suites
uniformément distribuées relativement aux fonctions faiblement presque-périodiques. Ce
résultat est obtenu par-des méthodes géométriques qui ont d’autres applications.

ABSTRACT. — In a separable -topological locally compact group, there exist uniformly
distributed sequences relatively to the weakly almost-periodic functions. This result is obtained
by geometric methods which have other applications. '

1. Introduction

Soient G un groupe topologique localement compact séparable, W (G)
I’espace des fonctions faiblement presque-périodiques sur G. Veech [13] a
soulevé la question de l'existence de suites uniformément distribuées
relativement 4 W(G). Dans le présent travail, nous démontrons ’existence de
telles suites en utilisant des techniques de géométrie dans les espaces
localement convexes. Rappelons que Veech [12] a établi, par d’autres
méthodes, ’existence de suites uniformément distribuées relativement a
I’espace des fonctions presque-périodiques (cf. également [1], [2], [S],
[10}, {11)). |

L’un des outils de notre démonstration (théoréme 1) constitue une
généralisation d’un résultat antérieur de Niederreiter [9].

(*) Texte regu le 16 mars 1979.
Georges HANSEL et Jean-Pierre TROALLIC, Département de Mathématiques, Faculté des
Sciences et des Techniques, Université de Rouen, 76130 Mont-Saint-Aignan.
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2. Combinaisons convexes et suites uniformément distribuées

NortaTions. — (a) Soient E un ensemble et & I’ensemble des suites finies de
points de E. Soient se &% et keN; on note s* la suite (finie) obtenue par
concaténation de k suites égales a s. Soit (s, ), .y une suite de points de &; on
note [],.n s, la suite (infinie) obtenue par concaténation des suites s, .

(b) Soient E et F des espaces vectoriels topologiques séparés. On note
Z (E, F) I'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F;
on pose Z(E)=%(E, E).

Soit A une partie de E; co(A4) désigne ’enveloppe convexe de A, co,(A)

I’ensemble des limites de suites de points de co(4) et co (A) I’'adhérence de
co (A). On note A I’ensemble des limites de Césaro de suites de points de 4. On

a évidemment les inclusions 4 = ;,(A) et 5, (A)c c_c;(A). 1l est également
facile de voir que co(4) < 4.

TukoreME 1. — Soit E un espace vectoriel réel muni d’une topologie
localement convexe séparée T moins fine qu’une topologie localement convexe

métrisable. Soit A une partie de E. On a 3=5, (A).

Démonstration. — Soit x € co, (A); montrons que x € 4. Soit (| . ||, )nen une
suite croissante de semi-normes sur E définissant une topologie plus fine
que T. Soit (c, ),y une suite de co(A4) qui converge vers x pour T.

(@) Supposons que chaque c, soit une combinaison convexe de points de A
tous affectés d’'une méme masse

c,,=—1- T1al(aled, neN,ie{l, ..., m,}).
m,

Pour tout neN, soit M,=sup,e(; m,l|/a?]- Soit (k,),.x une suite
d’entiers positifs tels que pour tout neN, m k,>nm, ., M_.,.
Pour tout neN, soit s,=(a}, ..., a, ). On pose

(%, )neN =HneN sl:v. .

Montrons que la suite (x, ),.n converge au sens de Césaro vers x pour T.
Soit ne N; il existe des entiers j,, p, et t, uniquement déterminés tels que

n=2’;=1miki+mj_+,p,+t,,
0<p,<k, ,, e 0<t,<m,,.
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Par construction de la suite (x, ),y , On a pour tout ne N,

1
.'-Iz;'=1x;=u..+vn
avec
,,"____'11.(2’;.'=1 mikic;+(m o patta)C 1)
et |

——(21 ldi j.+l)-

La suite (c,),.n converge vers x pour T; la topologie T étant localement
convexe, la suite (, ), converge également vers x pour 7. Soit pe N et soit
n=p;ona ' :

2 2m. k, 2
"”n||p<;m-.+x M. < ';1,,1 <;

Par conséquent la suite (v,),.n converge vers 0 pour (|| . ||,),en » donc pour
tout 7. On en déduit que (1/n Z;’= 1 Xi)nen converge vers x pour 7.

(b) Cas général.

Pour tout neN, soit d, une combinaison convexe de points de A tous
affectés de la méme masse telle que ||d,—c,||,<1/n. La suite (d,—c,)pen
converge vers 0 pour (|| . ||.),en donc pour T'; par conséquent la suite (d,),en
converge vers x pour T. Le raisonnement du (a) appliqué a la suite (d,),n
permet de conclure.

CoRrOLLAIRE 1. — Soit A une partie d’un espace localement convexe
métrisable. On a fi=E€('A).

COROLLAIRE 2. — Soient X et Y deux espaces normés, T la topologie de la
convergence simple sur .Z’(X Y) et A une partie de £ (X, Y). Pour la
_topologte T,ona A co s(A).

Démonstration. — La topologie de la convergence simple sur £ (X, Y) est

localement convexe séparée et moins fine que la topologie de la norme usuelle
(norme de la convergence uniforme sur la boule unité fermée).

NOTATION. — Soit X un espace compact. ¥ (X) est ’espace de Banach, pour
la norme uniforme, des applications continues de X dans R et € (X)* le dual
topologique de € (X).
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DeFiniTION [6]. — Soient X un espace compact et p une probabilité
réguliére sur la tribu borélienne de X. Une suite(x, ), de points de X est p-
uniformément distribuée si pour tout f e ¢(X),

1
limn - +m;Z:=l f(xk)=j fd,'l
X

CoroLLAIRE 3 (Niederreiter [9]). — Soit p une probabilité réguliére sur un
espace compact X. Il existe une suite de points de X p-uniformément distribuée
si et seulement si p est limite faible d’une suite de combinaisons convexes de
mesures de Dirac sur X.

Démonstration. — Une suite (x,),.y de points de X est pu-uniformément
distribuée si et seulement si la suite des mesures de Dirac (3, ). converge
faiblement en moyenne de Césaro vers p dans € (X)*. Le corollaire 2 permet
de conclure.

CoROLLAIRE 4. — Soit X un espace métrique compact, u une probabilité sur
la tribu borélienne de X . Il existe dans X des suites p-uniformément distribuées.

Démonstration. — Soit 4 I’ensemble des probabilités sur la tribu
borélienne de X. .4 est une partie convexe compacte métrisable de € (X)*
muni de la topologie faible. Soit A 'ensemble des mesures de Dirac sur X. On

a 5, (A)=$(A)=./l . Le corollaire 3 permet de conclure.

3. Suites uniformément distribuées dans les groupes topologiques localement
compacts

NOTATIONS, DEFINITIONS, RAPPELS. — Soit G un groupe topologique
localement compact. On note €(G) 'espace de Banach, pour la norme
uniforme, des applications continues et bornées de G dans R. Soient f € €(G)
et ge G; on note f, I'élément de € (G) défini par f, (x)= f (gx). Un élément f
de € (G) est faiblement presque-périodique si {f,|geG} est faiblement
relativement compact diuns €(G)[4). L’ensemble W (G) des éléments
faiblement presque-périodiques est une sous-algébre de Banach unitaire de
€(G). Pour tout geG, on définit la translation T, : W(G)— W(G) par
T,(f)=f,.{T,|g€G} est un groupe d’isométries linéaires de W (G) sur lui-
méme. Soitf € W(G); on pose K ;=co {f,|ge G }. K, est une partie convexe
faiblement compacte de ’espace de Banach W (G).

Il existe sur W{G) une moyenne unique m invariante par translations.
(Rappelons qu’une moyenne sur W (G) est une forme linéaire m vérifiant
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m(1)=1et m(f) 20 pour f Z0.) Soit m I’élément de .# (W (G)) qui & tout f
associe la fonction constante g —m(f); pour tout fe W (G), m(f) est
I'unique fonction constante appartenant 4 K .

Rappelons enfin le théoréme ergodique en moyenne :

THEOREME DE VON NEUMANN [3]. — Soient E un espace de Banach et T un
élément de & (E) de norme inférieure ou égale a 1. Soit xe E. Si { T"(x)|neN }
est faiblement relativement compact dans E, la suite (1/n 3=y T*(X)),en
converge dans E vers un point fixe pour T.

. DEFINITION. — Soit G un groupe topologique localement compact. Une
‘suite (x, ),cn de points de G est uniformément distribuée relativement & W (G)
si pour tout f e W(G),

lim, - + o Tie /() =m ().

THEOREME 2. — Soit G un groupe topologique localement compact
séparable. 1l existe dans G des suites uniformément distribuées relativement
a w (G).

Démonstration. — Soit (g, ), une suite de points de G dense dans G et soit
(o, )pen UDE suite de réels strictement positifs telle que Y,y ®,=1. La série
Yen &a T, converge vers un point T de norme inférieure ou égale 4 1 dans
I’espace de Banach . (W (G)). Pour tout f € W(G), il résulte du théoréme de
von Neumann que la suite (1/n Y §=y T*(f)),n converge vers un point fde
W (G), fixe pour T.

(@) Montrons que f =m(f).

La fonction f étant dans K s il suffit de montrer qu’elle est constante.
Supposons qu’elle ne le soit pas. La suite (g, ),y st dense dans G donc il
existe peN tel que T, (f)# f (ce qui implique 1—a,>0).

La série Z,m,,,” (@n/(1—ap)) Th(f) converge dans W (G) vers un point h
distinct de f. Soit e=inf (|| T, (f)—f]|, ||h—f])). K étant une partie
dentable de W(G) ([7], [8]), il existe une partie convexe fermée G de W(G)
strictement contenue dans K ; telle que diam (K 7—C) <e.

Soit ge G tel que T,(f)eK,-—C. Ona
inf (| T,, (N-T, (NIl || T,®-T,(NH]D=e,

par conséquent T, ( f ) et T, (h) sont dans le convexe C, ce qui est absurde
puisque
T,(N=w,T,,(N+(1-a,)T,(H) e T,(feC.
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(b) D’aprés le premier point, la suite (1/n)’-,T*),. converge
simplement vers m dans & (W(G)). Pour toutne N, soitc,eco{ T,|ge G } tel
que |l c,—(1/n) Z:=1 T*||<1/n(||.]| étant la norme usuelle sur & (W (G)).
La suite (c,), . de points de co {T, | g€ G} converge simplement vers in dans
£ (W (G)). Ll existe donc, d’aprés le théoréme 1, une suite (x,), ., de points de
G telle que (1/nY 1~ T, ),.n converge simplement vers m. Pour cette suite
(Xn)sen » ON @ pour tout f € W(G) :

. 1
hmu~ +w;zz=lf(xk)=m(f)'
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