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APPLICATIONS RATIONNELLES SEPARABLES DOMINANTES
SUR UNE VARIETE DE TYPE GENERAL

PAR

MIReiLLE MARTIN-DESCHAMPS
et ReNEE LEWIN-MENEGAUX

[Université Paris-Sud, Orsay]

REsuME. — Soit k£ un corps de caractéristique quelconque, X et Y deux k-variétés
projectives et lisses, Y étant de type général. On prouve ici que I’ensemble des applications
rationnelles séparables et dominantes de X sur Y est fini. La démonstration, purement
algébrique, utilise les applications rationnelles multicanoniques de Y dans des espaces
projectifs, et fait apparaitre les applications rationnelles dominantes séparables de X
sur ¥ comme les points rationnels d’un foncteur dont on démontre qu’il est fini.

ABSTRACT. — Let k be a field of any characteristic, X and Y two smooth projective
k-varieties, Y is supposed to be of general type. In this paper, we show that the number
of separable dominant rational maps from X onto Y is finite. In the proof, which
is purely algebraic, we use multicanonical rational maps from Y into projective spaces,
and consider the separable dominant rational maps from X onto Y as the rational points
of a functor which is shown to be finite.

Dans un article récent [2], KoBAYASHI et OCHIAI ont démontré le théo-
réme suivant : « Soient X un espace de Moisezon, Y un espace complexe
de type général. L’ensemble des applications méromorphes de X sur Y
est fini. »

Ce résultat, bien que démontré par des méthodes analytiques, est en fait
de nature algébrique, et ces auteurs, qui se raménent d’ailleurs dans leur
article au cas de variétés complexes projectives non singuliéres, indiquent
qu’il serait intéressant d’en donner une démonstration purement algé-
brique, ce qui est I’objet de cet article. '

Dans toute la suite, nous travaillons avec des variétés, c’est-a-dire des
schémas de type fini sur un corps k.

Pour toute variété X, de dimension d, on note Qj le faisceau des 1-formes
différentielles, oy = A?Qy le faisceau des d-formes différentielles. De
méme, pour tout morphisme de variétés X — Y, on utilise les notations
Qyy et oyy pour les faisceaux de différentielles relatives.
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280 M. MARTIN-DESCHAMPS ET R. LEWIN-MENEGAUX

Rappels

1° Si S est une variété, X — S, ¥ — S deux S-variétés, une S-application
rationnelle de X dans Y est une application rationnelle f: X — Y dont

l’ouvert de définition U rencontre toutes les fibres de X 2> S, et qui fait
commuter le diagramme

U——f——>Y
N4
S

On peut donc parler de la restriction f; : Xx sk (s) = Yx sk (s) 4 la fibre
d’un point s de S. On note Ratg (X, Y) ’ensemble des S-applications ration-
nelles de X dans Y.

2° Une variété propre et lisse X est dite de type général si, pour n > O,
I’image de I’application rationnelle multicanonique X ... — P, (H° (@$"))
a méme dimension que X. Alors, pour n suffisamment grand, cette appli-
cation est birationnelle sur son image [4].

Soient donc X et Y deux variétés propres et lisses sur k, Y étant de type
général. On va faire apparaitre I’ensemble des applications rationnelles
séparables dominantes de X dans Y comme 1’ensemble des points rationnels
d’un foncteur, dont on démontrera qu’il est fini, d’ou le théoréme :
« L’ensemble des applications rationnelles dominantes séparables de X
dans Y est fini. »

En corollaire, on obtient aussi le résultat suivant : Soit S un k-schéma
réduit irréductible, f: X'x; S ... — Yx; S une S-application rationnelle
dominante séparable. Alors f est constante.

1. Notations.

Soient X et Y deux variétés propres et lisses sur k, Y étant de type
général. Soit ¥ la sous-catégorie pleine de la catégorie des k-schémas
de type fini dont les objets sont les k-variétés réduites. Pour tout objet S
de %, on note Xg = XX, S (resp. Ys = Y%, 95).

Ceci étant posé, il existe un entier n positif, fixé une fois pour toutes
dans ce qui suit, tel que l’application rationnelle multicanonique
i:Y...> P (H®(@$") soit birationnelle sur son image.

On note :

d = dim Y;

F = H°(Y, of";
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APPLICATIONS RATIONNELLES 281

% = S"(A*Q}) (n-iéme puissance symétrique).

En particulier, si dim X =d, 4 = o®".

G=H'(X,9),

E = Hom (F, G)¥ (le dual de l’espace vectoriel Hom (F, G)).

Soit 9 : ¢ — (Ens)° le foncteur défini pour tout objet S de % par
2 (S) = {f;feRatg(X;, Y5); VseS, fs est dominante et séparable }.

En particulier, pour toute extension de corps k — K, 2 (Spec K), que
I’on note 2 (K) par abus de notation, est I’ensemble des K-applications
rationnelles dominantes et séparables de X'x, K dans Yx, K.

On va construire des monomorphismes # : 2 >V (E)et v : 9 — P (E),
et montrer qu’il existe un fermé de P (E) contenant ’image de v, qui se
reléve dans V (E), et qui est donc fini, puisque propre et affine.

Pour tout morphisme S’— S de k-schémas, et tout Og-module 5,
on note # Qg Os- le Os-module image réciproque; si S = k on le note
simplement # ® Os..

2. Construction de morphismes fonctoriels u : 2 — V (E) et v: 9 — P (E).

Soit S un objet de %, f un élément de 2 (S), et U son ouvert de défi-
nition dans X5. Son complémentaire ne contient aucune fibre et est de
codimension supérieure ou égale a 2 dans la fibre de tout point générique
de S, donc est globalement de codimension supérieure ou égale a 2 [1].

U\
!
N \\

XS"'_)YS

WA
S

La différentielle de f est un homomorphisme de @p-modules

1 1
f*st/s - st/s ]u »

d’ou, en prenant les puissances extérieures d-iémes.

il
f*mys/s—'A st/s IU

et
f*ofus— (S"A'Qxy) Ju
=¥ ®0x 0Xs 'U
= g ® 03 |U
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282 M. MARTIN-DESCHAMPS ET R. LEWIN-MENEGAUX

et enfin, par adjonction
(0?:/5 - f* (g ® (Ds IU)’

toutes ces fléches étant injectives parce que f est dominant et séparable.
D’ou une injection g, (‘Di?s"/s)—’ 24 (9 ® Og |U), que ’on note df par
abus de notation.

LeMME 1. — L’homomorphisme de restriction

P+(Z ®05) > p,(9 ® O lv)
est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que si j est I'injection U 5 X,
I’homomorphisme 4 @ 05— j, (9 ® O IU) est un isomorphisme puisque
Xs est de profondeur supérieure ou égale & 2 en tout point de Xg— U, et
% est localement libre sur X.

On a donc une injection f¥: g, (oa?s"/s) —p. (9 ® 0Oy).

Par les isomorphismes canoniques

G ®,0s=H"(%) Q,05— py(¥9 ® 0y),
F ®,05= H° (03%';;) ®, 05— q*(mgs"/s)
qui commutent au changement de base, on identifiera désormais
G®i0s et py (% ®0) (resp. F ®; 05 et g, (0F2s)).

La fleche ¥ correspond donc a une section globale de EV &), 05, dont
la duale f’ : E ®, Og — Og correspond 3 un point de V (E) & valeur dans S.

PrROPOSITION 1. — L’application qui a un élément f de 9 (S) associe le
point de V (E) (S), correspondant & f°, définit un morphisme fonctoriel
u:2-YV(E).

Démonstration. — 1l faut vérifier que cette construction commute au
changement de base. Soit o : §' — S un morphisme de %, f: X5 ... — Yg
un élément de 2(S), f' = a*(f) : Xs ...— Y. Vérifions que
£ = a* (f*), ou encore que ¥ = o* (f¥). On peut supposer S et S’
affines, soit S = Spec 4 et S’ = Spec A’. Soit U I’ouvert de définition
de f, U’ celui de f’, qui contient o~ ! (U). Les diagrammes suivants o
les fleéches verticales sont les morphismes de restriction. commutent :

n d"
HO(O)?/k) R d—> HO(U, Y QA

AN T
AN\ [ ¥

H° (%) ®,4
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O 0f) @, 4 L5 HO(U, 9 @, 4')
N
H*(9) @, A
Puisque f’ = a* (f) et puisque la fléche de restriction
H(U', 4 @, 4)—»H’ (@ ' (U), 4 ®, 4

est injective,le diagramme suivant commute :

H(U, 9 @, 4) @a4'

o* (V I . \
o

H (0F3) ®, 4’ H* (%) ®, A’ H(@™'(U), 9 @A)
af’ l" /
H(U,9®,4)

d’ou le résultat.

COROLLAIRE 1. — La fléeche f* est surjective.

Démonstration. — D’aprés la proposition précédente, f* commute
au changement de base, donc n’est nulle dans aucune fibre.

La fléche ' définit donc un point de P (E) a valeur dans S, c’est-a-dire
un morphisme g (f) : S— P (£). Par définition, on note v (f) la classe
de f” dans P (E), et v est un morphisme fonctoriel de & dans P (E).

2 —5WV(E)—(0)

N

P(E)
3. Finitude de 9

Sur P =P (E), il existe le quotient universel E ® 0,— 0, (1) — 0.
En dualisant, on obtient une injection ¢, ¢ E¥Y ® 0p (1) qui correspond
4 un homomorphisme de Op-modules u : F® Op(—1)— G ® Op, donc
a une famille d’applications linéaires {u, : F— G, t€ P}, & homothétie
prés, non nulles, paramétrées par P.

Notons A2 I’homomorphisme canonique

G®,G=H"% R, H (@) - H(A*9).
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PROPOSITION 2. — L’ensemble des points t de P tels que N? (u, @ u) = 0
est un fermé T de P. Pour tout point t de T, u, engendre un sous-faisceau &,
de G inversible en codimension 1, et ces faisceaux ¥, se recollent en un
Jaisceau inversible sur un ouvert de Xy, rencontrant toutes les fibres de
Xp, — T;.

Démonstration. — T, est le support de ’homomorphisme de ¢,-modules
cohérents :

(F ®0p(—1) ® o, (F ® Op(— 1)) (G ® 0) ®,(G ®05)

~

(GRY) R0,

A2
H°(A’9) @0,

On le munit de sa structure de sous-schéma fermé réduit. Soit .# 1’'image
(resp. A’ le conoyau) de I’homomorphisme composé

(F ® 0p(~1)) @0, Oxy, = G ® Ox,. > F Qo O,

Pour tout point ¢ de Ty, A% (v, ® u,) = 0, et puisque X, est un k (¢)-schéma
lisse, u, engendre un sous-faisceau ¥, de ¢ inversible en codimension 1
(son bidual &, est inversible).

560,

F®0y
|
L

Ly —— G —> M ~>0

En chaque point x de X, on a

(i) rang A, ., = rang ¥—1 ou

(i) rang 4, , = rang ¥, et 'ouvert cherché est I’ensemble des points
ou (i) est vraie. De plus, sur cet ouvert, .# est localement facteur direct
de ¥ et commute au changement de base.

Le faisceau # définit donc une T;-application rationnelle

j:XTi...—>P(F)x T;.

PROPOSITION 3. — Il existe un plus grand fermé T de T, sur lequel j induit
une application rationnelle ¢ : Xp ... — Yr, génériquement dominante
et séparable.

Démonstration. — L’ensemble des points ¢ de T, tels que 'image de j,
soit contenue dans Y, est un fermé T',. Par construction, j induit une appli-
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cation rationnelle ¢ : Xy, ... — Yy, qui fait commuter le diagramme

XTz"' _’YTz

NS
P(F)x T,

Soit T I’adhérence dans T, de I’ouvert au-dessus duquel ¢ est dominante
et séparable. C’est le fermé cherché. De plus, ’ouvert de définition de
¢ : Xy ... — Y rencontre les fibres de tous les points ¢ pour lesquels j,
est dominante sur son image.

LeMME 2. — Soit S un objet de €, f un élément de D (S), et g:S— P
le morphisme correspondant a v (f). Alors I’image de g est contenue dans T,
et g*(j) = if.

Démonstration. — L’image de g est contenue dans 7T, puisque par
construction f est déduite de u par changement de base.

Le diagramme

g* ()

I" ®0Xs_‘_)G ®0XS

8

af
f*ol¥ls—— 9 @ 0x

ou les fléches verticales sont les fléches canoniques commute 4 multipli-
cation prés par une section globale inversible de Oy, D’aprés la propo-
sition 2, sur un ouvert non vide de Oy, g* (u) engendre le sous-faisceau
inversible g* (/) de ¥ @ Oy, et la fléche canonique F ® Ox,— f* ofrs
est surjective.

Sur cet ouvert, df se factorise donc par I'injection g* (#) ¢ ¢ ® Oy,
ce qui prouve que les deux applications rationnelles

if: Xg...oY%...oPF)xS

et
g*(): Xs...>P(F)xS

coincident et I'image de g est contenue dans 7.

COROLLAIRE 2. — u et v sont des monomorphismes, et I'image de v est
contenue dans T.

COROLLAIRE 3. — L’image de u est finie.
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Démonstration. — Soit T, I’ouvert de T, non vide, sur lequel les fibres
de ¢ sont définies, dominantes et séparables. L’application rationnelle
0 |z, définit un morphisme w : To — V (E)—(0) 5 V (E), que nous allons
prolonger au normalisé de 7.

Soit ¥, (resp. V') le normalisé de T, (resp. de 7). Puisque X, est nor-
male, ’ouvert de définition de ¢, : X;, ... — Y}, est de profondeur au
moins 2, et on peut construire comme au paragraphe 2 un homomor-

phisme de Op-modules : F® 0, > G ® 0, et un point de V(E) a
valeur dans V, qui prolonge le morphisme Vy —— £ @vo) —— V (E). Puisque V est
propre sur k, son image dans V (E) est finie, donc I’image de w est un
point.

Pour terminer la démonstration, il suffit de vérifier que les morphismes
wov et u:9—V(E) sont égaux, ce qui résulte du lemme 2.

THEOREME 1. — D est fini.

THEOREME 2. — L’ensemble des applications rationnelles séparables
dominantes de X dans Y est fini.

On obtient en particulier le résultat bien connu suivant [3]

COROLLAIRE 4. — Le groupe des automorphismes (resp. des automor-
phismes birationnels) d’une variété de type général est fini.
COROLLAIRE 5. — Soit S un k-schéma réduit irréductible. Soit

f:Xg...—> Ys une S-application rationnelle séparable et dominante.
Alors f est constante.

Démonstration. — 1l existe un ouvert S, de S tel que f'|s, soit un élément
de 2 (S,), une extension pure k, de k contenue dans & (S), et une appli-
cation rationnelle f,:X ... — Y dominante séparable telle que
flsy =fo X4, S. Donc f est constante.

Remarque 1. — La démonstration du théoréme est inchangée si on
suppose seulement X et Y géométriquement normaux.

Remarque 2. — Le schéma T ne représente pas le foncteur 2. On peut
voir sur I’exemple suivant que 7 peut ne pas étre fini, et d’autre part posséder
des composantes correspondant a des applications rationnelles de X dans Y
non séparables.

Exemple. — Soit k un corps de caractéristique 3. Soit C (resp. C’) la
courbe plane d’équation X 164 Y6+ 716 = 0 (resp. X *+ Y*+T* = 0).
On a &¢ = O¢ (13) et ¢ = O¢. (1). Le plongement canonique de C est
le plongement donné C ¢ P? composé avec le morphisme de Veronese
P2 P (H°(0c(13)) = P", et celui de C’ est le plongement donné
C’'s P24
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Une application linéaire projective PN — P? est définie par 3 polyndmes
homogeénes de degré 13 (P,, P,, P;). Toutes celles qui sont de la forme
(PX*, PY*, PT*), ou P est un polyndme homogéne de degré 9, induisent
le méme morphisme ¢ : C— C’, ¢ (x, y, t) = (x* y* t*). D’ou, dans 7,
une composante de dimension 55.

Toutes celles qui sont de la forme (QX'%, QY'2, QT '?), ou Q est
une forme linéaire, induisent le méme morphisme ¢ :C — C’,
Vxpt) = (xlz’ ylz, tlz)-
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