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ALGEBRES L! p-ADIQUES
PAR

JEAN FRESNEL et BERNARD DE MATHAN

[Université Bordeaux-I, Talence]

REsSUME. — On étudie 1’algébre L* du dual I" du groupe additif Z, et plus précisément
le radical et le nilradical de cette algébre en relation avec la transformation de Fourier
p-adique de L' dans les fonctions continues sur Z, a valeurs p-adiques. On montre
enfin le lien entre cette étude et celle du produit tensoriel topologique de corps valués.

ABSTRACT. — We study the algebra L* of the dual I" of the additive group Z, and more
precisely the radical and the nilradical of this algebra, in connexion with the p-adic
Fourier transform from L! into the space of continuous functions on Z, taking p-adic
values. Last we show the connexion between this study and that of the topological
tensor product of valued fields.

Introduction

Soit p un nombre premier, Q, le corps p-adique élémentaire, Z, son
anneau de valuation, et C, le complété de la cloture algébrique de Q,.
La valeur absolue p-adique, notée | . |, est normalisée par |p | = 1/p et
la valuation associée v par v(p) =1 (i.e. v(x) = —log,|x|.

L’analyse harmonique p-adique, concernant les fonctions a valeurs
dans C,, présente des situations trés différentes de ’analyse harmonique
classique, dont un outil fondamental, la mesure de Haar, n’existe plus
toujours : on sait, par exemple, que le groupe additif Z, n’a pas de mesure
de Haar p-adique.

Appelons caractére p-adique d’un groupe topologique abélien G, tout
homomorphisme continu de G dans le groupe multiplicatif U, des éléments
de C,, de valeur absolue 1. Le dual p-adique de G est le groupe G des
caractéres p-adiques de G. Soit maintenant G un groupe topologique

abélien, pro-fini (i.e. compact, totalement discontinu). Munissons G de
la topologie de la convergence uniforme, et considérons le bi-dual G.

On dit que G est p-réflexif si G est canoniquement isomorphe a G. Il n’en

est pas toujours ainsi. Soit G le sous-groupe de torsion de G, c’est-a-dire
le groupe des caractéres p-adiques de G, a valeurs dans les racines de
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226 J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

I’unité. Le groupe G s’identifie au dual complexe G’ de G, par le choix
d’un isomorphisme entre le groupe des racines de 1’unité dans C, et dans C
respectivement. Pour que G soit p-réflexif, il faut et il suffit que G=G
([10], [14]). Par exemple, Z, n’est pas p-réflexif : le dual ip s’identifie
au groupe multiplicatif 1+.#,, ou #, est 'ensemble des a € C, tels que
|| < 1. Le caractére p-adique de Z,, défini par I’élément 0 e 1 + .4,
est I’application x +— 0. Les caractéres d’ordre fini de Z, correspondent
aux éléments 0 du groupe R(p) des racines de 'unité, d’ordre une puis-
sance de p.

On peut caractériser les groupes abéliens pro-finis p-réflexifs ([8], [11]).
Un groupe abélien pro-fini G est p-réflexif si, et seulement si, il n’existe
pas de sous-groupe fermé H de G tel que G/H soit sans p-torsion, ou encore,
ce qui revient au méme, si et seulement si Z, n’est pas isomorphe a un
quotient de G. Tout groupe abélien pro-fini posséde un sous-groupe fermé
p-réflexif maximal H,, qui est facteur direct dans G, et G = H] @ Z, [8].

Soit G le groupe des caractéres p-adiques d’un groupe abélien pro-fini G,
a valeurs dans les racines de 1’unité, et soit E un sous-corps fermé de C,.

On désigne par L! (G E) I’algébre de Banach des fonctions définies sur G
a valeurs dans E, tendant vers O selon le filtre des complémentaires des
parties finies de G. La norme est

| £1| = sup,cg| f (M|,

et la multiplication est la convolution *
fre) =255/ (®)g(r87h).

On désigne par L![G, E] la sous-algébre de L' (G, E) formée desfonctions
4 support fini, c’est-a-dire la E-algébre du groupe G. L’algébre L* (&, E)
apparait comme le complété de L' [C:’, E].

Soit R le groupe des racines de I'unité dans C,. La transformation de
Fourier &, relative & G, est ’homomorphisme (de E-algebre) de L' (G, E)

dans 'algébre % (G, E (R)) des fonctions continues, sur G, a valeurs dans
E (R), défini de la fagon suivante : Pour f'e L! (G, E), # (f) est la fonction
f:G— E(R), telle que

f)=Y,caf My, VYxeG.

On peut montrer que les idéaux maximaux de L! (G, E) sont les idéaux
formés des fonctions f dont la transformée de Fourier f s’annule en un
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point donné de G ([14], voir aussi cet article, § 2, prop. 2). Le noyau de
la transformation de Fourier est donc le radical, i. e. I’intersection des
idéaux maximaux, de l’algébre L! (G~, E).

Supposons tout d’abord que E > R. Il a été démontré que les groupes
abéliens pro-finis G, pour lesquels la transformation de Fourier & est
injective, sont les groupes p-réflexifs : il suffisait de savoir ce qu’il en est
pour le groupe Z, ([11], [12]), et il a été démontré simultanément, par
Y. Amic et A. Escassur d’une part [2], et les auteurs d’autre part
([6] et [8]), que la transformation de Fourier p-adique relative & Z, n’est
pas injective. Les démonstrations, différentes, font néanmoins toutes les
deux appel aux fonctions analytiques p-adiques. Par ailleurs, en amé-
liorant leur démonstration, les auteurs ont prouvé que la transformation
de Fourier est surjective, et induit une isométrie du quotient de I’algébre L!
par le noyau, sur l’algébre des fonctions continues, % (Z,, E).

Désormais, nous désignerons par I' le groupe des racines de 1’unité
d’ordre une puissance de p (dans C,). Le groupe I' est isomorphe au

groupe Z,, en associant & y eI, le caractére de Z,, x> y*. L’article
suivant est consacré a I’étude des algébres L' (I, E), ol E est un sous-
corps fermé de C,.

Considérons d’abord le cas ot E > I'. Nous donnons une nouvelle
démonstration, entiérement élémentaire, du fait que, dans ce cas, la trans-
formation de Fourier L' ([, E) — € (Z,, E) n’est pas injective. La réfé-
rence aux fonctions analytiques n’y est plus explicite, cependant, il s’agit
toujours de suites de polyndmes. L’avantage de cette démonstration,
si elle est moins effective que celle de [8], est qu’elle permet de prouver
PPexistence d’éléments nilpotents non nuls, dans L' (T, E), et de montrer
que 1’idéal 4" des nilpotents est dense dans le radical # de L' (T, E). Aprés
avoir rappelé la démonstration du théoréme de surjectivité isométrique
de la transformation de Fourier, dans ce cas, nous en déduisons, comme
premiére conséquence, que A" # X.

Le second paragraphe est consacré au cas ou E  I'. Nous savions
déja que, par exemple, si E est une extension finie de Q,, la transformation
de Fourier %y :L' (T, E)— % (Z,, E (I') est injective.

Tout sous-corps fermé E de C, est I’adhérence d’une extension algé-
brique L de Q,, et nous démontrons que, pour que la transformation
de Fourier & soit injective, il faut et il suffit que L soit de différente non
nulle sur Q,. L’image B de la transformation de Fourier est dense dans

une sous-L-algébre C de € (Z,, E (I)), définie par une relation fonctionnelle
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228 J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

trés simple, et B = C dans le cas ou L est de différente nulle sur Q,. Dans
ce dernier cas, #p définit une isométrie entre 1’algébre L' (T, E)/%,
quotient de L' (T, E) par son radical %, et C. De plus, % est I’adhérence
de I'idéal des nilpotents Ay, et &g # A 5. Les résultats proviennent de
deux résultats algébriques dont 1’essentiel est que, si L est de différente
non nulle sur Q,, la forme L-linéaire T sur L (T'), limite inductive des
applications (1/[L(y) : L]) Try .. (y€T), est continue (§2, prop. 3);
si, au contraire, L est de différente nulle sur Q,, I’application Try @:L
applique I’anneau de valuation 0, ,, sur ’anneau de valuation 0, ou sur
son idéal maximal .#;, i.e. que « L (I') est de différente 1 sur L» (§2,
prop. 4).

Le fait que L soit de différente nulle, ou non nulle, sur Q, peut aussi
s’exprimer en termes de norme tensorielle : dire que L est de différente
non nulle sur Q, revient & dire que la norme tensorielle sur L (T') est équi-
valente 4 la valeur absolue. Les résultats précédents sur la transformation
de Fourier, notamment la surjectivité, nous permettent d’étudier dans le
troisiéme paragraphe lalgébre L ® Q, (I'), complétée de L (T) pour la
norme tensorielle : il s’agit d’une algébre locale qui n’est pas un corps,
dans le cas ou L est de différente nulle sur Q,. L’idéal maximal .# de
L ® Q, (I est I’'adhérence de I’idéal des nilpotents, dont il est cependant
distinct, et le quotient L ® Q, (I')/# est canoniquement isomorphe et

isométrique a L (I).

Nous terminons en posant le probléme de savoir si ces résultats restent
vrais en prenant deux extensions algébriques quelconques, L et M, de Q,
(contenues dans C,). Soit L ® M le complété du compositum LM, pour
la norme tensorielle. Ce complété est une algébre locale, dont nous conjec-
turons qu’elle posséde les mémes propriétés que ci-dessus, lorsque la
norme tensorielle sur LM n’est pas équivalente a la valeur absolue.

Cet article ne comporte pas de développement sur les algébres L! relatives
a d’autres groupes que I' = R(p). Indiquons qu’il est aisé, grice a des
techniques de produit tensoriel topologique, de montrer notamment que
le radical de toute algébre L! (5) (ou G est un groupe abélien pro-fini)
est ’adhérence de 1’idéal des nilpotents, et en est distinct lorsqu’il est non nul.

La technique de la transformation de Fourier p-adique permet aussi
d’étudier le produit tensoriel topologique de deux sous-corps de C, [5].

Notations. — Pour tout entier s > 0, on désigne par I'; le groupe des
racines p*-iémes de l'unité (dans C,), et I =(),yIs- On pose
K, = Q, (T (dans C)), et K, = [Jsen Ky
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ALGEBRES L! p-ADIQUES 229

Dans le premier paragraphe, K désigne une extension valuée compléte
de Q,, contenant T

La notation L!(I') désigne la K-algébre L' (T, K).

La valeur absolue et la valuation p-adique sont toujours notées | . I etwv
respectivement, et normalisées par | p[ =1petov(p) =1

Soit P(X)e K[X],

P(X)=ap+a, X+...+ayX".
La notation v (P, 0) désigne

v(P, 0) = ming<; <y (v(a)
et
” P, 1” = max0<i$N(Iai|)-

L’application || ., 1|| est une norme sur K[X], et
lPe, 1]| =P, t]].][ ¢ 1]]

pour tout couple P, Q.

1. L’algébre L! (T, K) lorsque le corps K contient I’

THEOREME 1. — L’algébre L' (T') posséde des éléments nilpotents non
nuls. De fagon plus précise, soit s, un entier positif, et € un nombre réel
positif. Il existe un élément fe L' (), satisfaisant aux conditions
suivantes :

) f=1
2 f() =0 pourtout yel,,y#1;
3 |f()|<l+e  pour tout yel;
@ f(yeK,  pourtout yeT;
(%) Il existe un entier positif d tel que f*=0.
THEOREME 2. — L’idéal A, noyau de la transformation de Fourier

F L' () > % (Z,, K), est Iadhérence de Iidéal N des éléments nil-
potents dans L* ().
La démonstration de ces théorémes résultera des lemmes suivants :

LEMME 1. — Soit fe L' (), soit (S)xcn Une suite d’entiers positifs,
strictement croissante, et soit ( f,)cy une suite d’éléments de L* (T'), tendant
vers f dans L' (T'), et telle que f, soit nulle en dehors de T, Soit P (X)
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le polynéme a coefficients dans K, de degré p*<—1 au plus, tel que
Pe(v) =fc () pour tout Ye T,
(a) Pour que f =0, il faut et il suffit que

(6) lim_, o, (W(Py, 0)+5;) = + 00.
(b) Soit d un entier positif. Pour que f¢ =0, il suffit que
O limk_,,,w(v(Pk, 0)+(1—t1;)s,,)=+oo.
Prewve. — Soit Py(X)=ag; +...+0p_1,, X? 1. Comme Ila

fonction définie sur Z, par x Zyel" v* vaut p* pour x = 0 (mod p*),
Sk
et 0 pour x # 0 (mod p™), on voit que, pour tout x € Z,,

Je(x) = p™a,,
ol n, désigne l’entier tel que 0 < n, < p* et x+n, = 0 (mod p*).
Ainsi inf,., v ( f,: (x)) =v (P, 0)+s, ce qui prouve (a).
Pour établir (b), remarquons que si g, est une fonction de L! (T), nulle
en dehors de Iy, et si Oy (X) est le polynéme de degré p**—1 au plus,
tel que QO (Y) = g (y) pour tout yeIy :

Qu(X)=bo 4. . . +X" b,

alors fi * g est nulle en dehors de I, et pour ye T, fyx g (v) = R(Y)
ol R(X) est le polynéme :

®) R(X)=p™ Y n%o" am i bpx X

En effet, pour tout couple (m, n) d’entiers tels que 0 < m < p%,
0<n<p* et tout yel :

Z:sErsksm (YS_I)n = {

0 si m#n,
Py si m=n.

L’égalité (8) montre que

I fer il < p7 || Pis 1] 1] Qi 1],
et donc que

1A <P~ 7P| P, 1%
Pour que ¢ = 0, il suffit que
lirnlr—'oo(.p_(d__l)sk ” Pk’ 1 ”d) = O:

condition équivalente a (7).
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ALGEBRES L! p-ADIQUES 231

Remarque. — Puisque || f,:” = p~@®0*s) 13 condition (7) peut
aussi s’écrire :
() limy, 4 o ” el pi=0.

Nous construisons une suite de polyndmes (P,), satisfaisant aux conditions
du lemme 1, en nous donnant ’ensemble des zéros, convenablement
choisi, du polynéme P,.

LEMME 2. — Soient s un entier positif, et A un nombre réel, 0 < A < 1.
Il existe une partie B, de I's—Ts_,, satisfaisant aux conditions suivantes :

) card B, , = [Ap* ' (p—D)].
Pour tout yel'y—Ts_q, et tout entier t, 0 < t <s:
(10) card (B,,, nyT) > [Ap']

(la notation [.] désigne la partie entiére).

Preuve. — Supposons s > 1 (I’énoncé étant trivial pour s = 1). Pour
tout z, 0 < t < s, toute classe de I'y modulo T, est réunion de p classes
modulo T,_,, disjointes, et I';—I';_, est réunion de p—1 classes modulo
I,_;. L’inégalité

p[A P I<[2P]

permet de construire, par récurrence, une suite (B");<,., de parties
de I',—T',_, telle que :

(11) BV <B®  pour I<t<s;

(12) Pour tout ¢, 1 < ¢ < s, et pour toute classe C, modulo I',, incluse
dans I';—T';_,, )
card(B"nC)=[Ap'].

Comme (p—1) [Ap* '] < [Ap ' (p—1)], il existe une partie B,
de I',—I,_,, telle que

(11) B¢V < B,,,
©) card B, , = [Ap* ' (p—1)],
et les relations (11) et (12) prouvent que B; , satisfait & la condition (10).

LEMME 3. — Soit By, une partie de I's—T's_, satisfaisant aux conditions
du lemme 2, et soit F, ; (X) le polynéme F,; (X) = [],cp,, (X—0)/(1—0).
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232 J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

On a
(13) v(F;,n,(1))=0  pour vyel_g;
(14)  o(F, () > A(s—1)— Ll pour yeT,—T,_;

15  v(F, () =-A(1-p"")  pour yel, dordrep’ > p;
(15") v(Fs () Z—-A  pour yel'-Tg
(16) v(Fs,5, 0) = —
Preuve. — PouryeI's_,, v(1—y) > v(l—a), donc v (y—a) = v (1—0),
d’olt (13). Pour établir (14), soit ye I'y—I,_,, supposons que Yy ¢ B,

Désignons, pour tout entier #, 0 < ¢ < s, par v, le nombre d’éléments
de B, n(yTI), et v; = card B, ;

Comme v(y—a) = 1/(p*"*(p—1)) si a/ye,—T,_,, on a

T, (1) = Ticy i Zes)

(p—1)
Donc
1 vt Vs
U(HueBs JY—a) = i —t T I (carvy = 0).
(-1
Puisque v, > Ap'—1 et v, = Ap* ! (p—1)—1, on a donc
U(HaeBs,x('Y_a)) >hs—2iC1 1,— %’
P -1
soit
1
0([Laep,,(Y=0)) 2 As— —.
p—1

D’autre part,
[Ar ™ (—=D] .
P p-1)
L’inégalité (14) résulte alors immédiatement de ces deux inégalités. De la
derniére découle également (16).

o([Lucs,..(1-0) =

Enfin, soit yeI',—I',_;, ou ¢ > s. Pour chaque o€ B;,, on a
1
v(y—)=v(y—1) = —5—— oD’
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donc
Y—a 1 s—t
=" (1- .
U(l—a) PP
Alors
[Ap* ' (p—1)] s—t
U(Fs, (Y))=_—__—(1_p )5
‘ " -1
soit
(15) v(F, (V) = —A(1—p"7),

d’ou (15') résulte aussitot.

Nous allons maintenant pouvoir construire des suites de polyndémes
satisfaisant au lemme 1. Pour la démonstration du théoréme 1, le premier
élément de la suite est choisi de la fagon suivante :

LeMME 4. — Soient s, un entier positif, & un nombre réel positif, A, un
réel, 0 < Ay < 1, tels que
(17) 1=h+p™™ < 5_“("2_ b
)
(18) (1=2%p) s <i.

Il existe un entier S > s, tel que, pour tout entier s, = S, il existe un
polynéme P, (X)e K, [X], de degré inférieur a p*, satisfaisant aux
conditions :

(19) P,(H)=1 et P, (y)=0 pour yelg,y#1;
(20) v(Py(y)) =—0 pour tout yel'y;
(21) v(Py, 0) = —Ay sy

Preuve. — Soit Ay tel que 0 < Ay < A; et

(17) L=ho+p % < 5(1’2‘ b
/ )
(18") (l—ko)s0<§.
Soit S = ((1—=Ag)/(A; —Ng)) so. Soit s; = S, et soit P, (X) le polyndme
1 XPo—j
Pl (X) = TSo —__—].—.[so<s$s1 Fs,lo(X)
p° X-1
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(ou F, (X) est le polynéme relatif & une partie B, de I',—T,_,,
cf. lemmes 2 et 3). Autrement dit,

Pl (X) = H1<s$sl Fs,ps(X)’

ol p,=1 pour 1 <s<s et pg=2Ay pour 55 <s < 8.
La condition (19) est satisfaite. Examinons d’abord (21). D’aprés (16),

v(Py, 0) = —s9—2Ao (51 —5o),
d’ou

@1 v(P;, 0)>—A,s;, puisque s; > (1 }LO)
X '—‘7\.0

Evaluons maintenant v (P, (y)) pour yeI,. On peut supposer y
d’ordre p°, avec so < 6 < §;. D’aprés (13), (14) et (15),

o S—C S—0C 1
D(Pl('Y))>_Z 1(A=p%)— }Vozso<s<c(1 —p " )t+ho(c— 1)‘—1
p
soit
, . 1
v(Py(y) = _(I_XO)SO+)"OZI$S<0P - “1,
p—
i.e.
o(Py (1) > (1 x)(a T ) !
1 zZ = — N 0 - o— .
p—1) P (p-D
Puisque p!~° < p™%, les inégalités (17) et (18) assurent alors que
(20) v(Py(Y) = —

Pour construire de proche en proche, une partie de polyndmes satisfaisant
au lemme 1, nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME 5. — Soient r, s, t, des entiers tels que 0 < r < s < t. Soient A
et W des réels tels que 0 < A < pu < 1. Soit P(X)e K[X], un polynéme
de degré inférieur a p° tel que

(22) (P, 0) > —)

1l existe un polynome Q (X )e K[X], de degré inférieur a p*, tel que
(23) v(Q,0)>—
24 Q) =Pk)  pour yel,,
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(25) v(Q()=v(P(y))  pour vyelj,

26) v(Q(v))><u—x)s—ur——li pour yeT,—T,.

De plus, si P(X) est a coefficients dans K, il existe un polynéme Q (X)
a coefficients dans K, satisfaisant aux conditions ci-dessus.
Preuve. — Avec les notations des lemmes 2 et 3, soit

Q(X)=P(X) L i<ect Femr, o (X7).

Les conditions (24) et (25) sont immédiates.
D’aprés la relation (16) du lemme 3, on a

D(Qy O) = U(P’ 0)—].1(t—s),

d’ou (23) puisque A < W
Soit yeI',—I',_y, s<o <t On a v(P(y)) = —Ahs, et d’aprés le
lemme 3

K —u  pour s<T<0,

D(Fr—r,p(ypr)) = }1(0'—"7‘—1)— —1—1 pour T=G0G,
( 0 pour T>o0,

d’ou (26) v(Q (V) = (W—A) s—p r—(1/(p—1)).

Démonstration du théoréme 1. — Soit § = log, (14¢). On peut supposer
que p~* < § (p—1)/2. Soit (), 5+ UnE suite strictement croissante d’entiers
positifs, soit (M), Une suite strictement croissante de nombres réels
positifs, de limite / < 1, et telle que A, et A, satisfassent aux conditions (17),
(18), du lemme 4. Il existe une suite strictement croissante (sp),.n+ de
nombres entiers supérieurs a s, telle que s, > r, pour tout k et
27 limy s 4 oo (Mo 1= M) Se— Ay 1 7o) = + 00,

1
(28) Mt 1= M) Sk— Mgy Fe— —— = —9
p—1
et s; > S (S étant défini au lemme 4).
Soit P; (X') satisfaisant aux conditions du lemme 4. Le lemme 5 permet

de construire par récurrence une suite (P (X))cn+ de polynémes de
K, [X], telle que :

(23" v(Py, 0) = =Ny s,
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(24) Piyi(y)=Pi(y) pour yel,,
(25" V(Pry1 (1) =v(Pi(y))  pour yely,

() 0(Pess (1) > (as=h)se=hysire=——  pour 7€l ~Ti.

Soit alors f; € L' (T') telle que f; (Y) = P, (y) pour yeT s St () =0
pour v ¢ I’y . La condition (24) prouve que, pour chaque y €T, la suite
(/e (Y)) est stationnaire, puisque r,— + co. Cette remarque, jointe aux
conditions (25"), (26) et (27), prouve que la suite (f,) est convergente
dans L' (I'). Soit f sa limite. Il est immédiat de vérifier les conditions (1),
(2), (4), du théoréme 1. La condition (3) résulte de la condition (20) du
lemme 4, et de (28), (25), et (26'). Enfin, soit d un entier positif tel que
1-(/d) > 1 (=limA). On a f9=0 d’aprés le lemme 1.

Démonstration du théoréme 2. — Soit ge L' (I'), telle que g = 0.
Supposons g # 0.

Soit, pour tout entier positif s, R, (X') le polyndéme de K[X], de degré
inférieur a p*, tel que R,(y) =g(y) pour tout yeI, Posons
v(R;, 0)+5 = A,

Soit &€ > 0, et soit ry un entier positif tel que |g ()| < & pour y¢T,,.
Comme lim A, = + 00 d’aprés le lemme 1, il existe un entier s; > r,
tel que

1 1

-4, —ri— —— >—log,¢ et O<ASl <1
4 p—1 2s,

puisque g # 0.

Soit alors Ay = 1—(4,/25,), et A, = 1—(4,,/45;). On termine la
démonstration en construisant, comme pour le théoréme 1, des suites
Fkens Mdkens Srenw €t une suite de polyndmes (P (X)), N telle
que P, (X) = R, (X). Le procédé permet d’obtenir un élément fe L' (D),
nilpotent, tel que f(y) = g (y) pour yeT,, et | ) | < e pour y¢I3,,
de sorte que || f—g|| <=

Le théoréme 1 permet de prouver le résultat suivant :

THEOREME 3. — La transformation de Fourier % : L' (I') — % (Z,, K)
est surjective, et définit par passage au quotient, une isométrie de
L' (D)/# sur € (Z,, K).

o . . . x
Preuve. — Comme les polynémes « coefficients binomiaux » neN)
n

forment une base normale de I’espace de Banach % (Z,, K), il suffit de
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démontrer que, pour tout ne N, et pour tout € > 0, il existe g, € L! (I')
telle que

~ X
29) g, (x) = (n) pour tout xeZ,,

(30) lle|| < 1+e.

Soit s, un entier positif tel que p'/P°®~1 < 1 4¢. Nous allons montrer,
par récurrence sur n, qu’il existe g, e L! (I), satisfaisant (29), (30) et

31 g =0 pour yel,—{1}.
Le résultat est trivial pour n = 0. Soit donc n > 0. Soit § > 0 tel que
(1+8)2 pl/p‘o(p—l) < 1l+e,

et supposons qu’il existe g,_, € L' (') telle que

@9) 2a-1(¥) = (nf 1>,
(30" || gne1]] < 1+3,
(31) g-1(¥)=0  pour yel, —{1}.

D’aprés le théoréme 1, il existe fe L' (T) telle que f(1) = 1, f(y) = 0
pour yeI, — {1}, ||f|| < 1+5, et £ = 0. Soit alors g, e L! (T'), définie
par
Eu-1(V) =81 (D) f ()

pour vy #1
v—1

g.(Y) =

et

gn(]) = _Zy¢l &n (Y)

La fonction g, satisfait aux conditions (30) et (31). On a d’autre part

gn(x+1) =2, (x) = (nf1> et £(0)=0,

ce qui implique
n X
(29) gn(%) = < i )

Une premiére application du théoréme 3 est de préciser comme suit
le théoréme 2.
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THEOREME 4. — Le noyau R de la transformation de Fourier
F . L'T)—¢% (Z,, K) est distinct de I’ensemble A" des éléments nilpotents
de L* (D).

Ce théoréme est conséquence de la proposition plus générale suivante :

ProposITION 1. — Soit K un corps muni d’une valeur absolue ultramé-
trique, complet, de caractéristique résiduelle p # 0, et soit A une K-algébre
de Banach. Désignons par & I'idéal des nilpotents de A, et par R le radical
(de Jacobson) de A, i.e. intersection des idéaux maximaux. Supposons

que N =R, et qu’il existe un idempotent € de norme supérieure a 1, et de
norme 1 dans A|R. Alors N # A.
Montrons d’abord le lemme suivant.

LEMME 6. — Soit K un corps muni d’une valuation ultramétrique, complet,
et soit A une K-algébre de Banach. Pour que I’idéal N des nilpotents de A
soit fermé, il faut et il suffit qu’il existe un entier d > 0 tel que x* = 0 pour
tout x e N.

Preuve. — Pour tout entier d > 0, soit A", I’ensemble des éléments
xed tels que x? = 0.

L’ensemble A", est fermé pour tout d. Si A" est fermé, c’est un espace
de Baire, et puisque A" = (504 4 il existe donc un entier d > 0 tel
que A4 soit d’intérieur dans 4" non vide. Ainsi, il existe xeA"; et p > 0
tel que, pour tout ye tel que ||x—y|| < p, on ait y=0.

Soit maintenant y un élément quelconque de .#°. Comme [’application
polynomiale de K dans 4 : A (x+A (y—x))? s’annule pour tout A e K
suffisamment petit, cette application est nulle. Ainsi en faisant A =1,
on obtient y¢ = 0.

Preuve de la proposition 1. — Soit € un idempotent non nul de 4. D’aprés
te lemme 6, si on a A" = £, il existe un entier d > 0 tel que x* = 0 pour
jout xe€Z. Soit alors s un entier suffisamment grand pour que

S
P < ||€]|F pour tout i, 1 <i<d (ol p est la caractéristique
l

résiduelle de K). Pour tout x € # tel que || x || = || €|, on a alors :

a+<li)sx+...+<dil>8x""l =||¢]l,

donc || e+x || > || € ||"/° ce qui est absurde si € est de norme plus grande
que 1, et de norme 1 dans A/%.

N.B. — On peut montrer que la proposition 1 reste valable si K est de
caractéristique résiduelle O.

[[Ge+x)7]] =

TOME 106 — 1978 — N° 3



ALGEBRES L! p-ADIQUES 239

Le théoréme 4 résulte alors immédiatement des théorémes 2 et 3 et
de la proposition 1. Il suffit de considérer I’idempotent € e L! (I') défini
par € (y) = 1/p pour yeT'; et € (y) = 0 si y¢TI'; (dont la transformée de
Fourier est la fonction caractéristique de la boule p Z)).

2. L’algébre L! (T, E)

2.1. Préliminaires et énoncé des résultats. — Soit E un sous-corps
fermé de C,, ne contenant pas nécessairement K. La transformation
de Fourier %5 est alors un homomorphisme de E-algébre de L! (T, E)
dans € (Z,, EK_,) : Pour feL'(T,E), Fg(f) est la fonction
fe¥(Z, EK,) définie par f(x) =Y - f(¥) 7"

PROPOSITION 2 [14]. — Pour tout x € Z,, soit M, I'idéal des fonctions
feL' (T, E) telles que f(x) =0. Les idéaux maximaux de L' T, E)
sont exactement les idéaux M, (x € L,).

Le noyau de la transformation de Fourier % est donc le radical (de
Jacobson) %y de I’algébre L! (T, E), c’est-a-dire I’'intersection des idéaux
maximaux de cette algébre.

Preuve. — Nous rappelons la démonstration de ce résultat, di a
SCHIKHOF, dans le cas ou E > K. Nous utiliserons le résultat suivant :

LEMME 7. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue ultramétrique,
complet, et soit Q une extension algébrique de k. Toute norme de k-algébre
sur Q est supérieure ou égale a la valeur absolue sur Q prolongeant celle
de k.

Preuve. — On peut supposer Q de degré fini sur k. La norme || || sur Q
est alors équivalente a la valeur absolue ] | : il existe donc un nombre
réel A >0 tel que ||x|| > A4|x]| pour tout xeQ. S’il existait xeQ
tel que 0 < ||x|| <|x], soit ||x||=p|x| o 0 <p <1, on aurait
pour tout entier n >0, 0 < || x"|| < p"| x*|, ce qui est contraire au
fait que || x"|| > 4 |x"|. On a donc | x| < || x || pour tout xeQ.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2. Soit # un idéal
maximal de L! (T, E) et soit ¢ la surjection canonique

LY (T, E)— L* (T, E)/ 4.

Pour tout y € I, désignons par e, I’élément de L! (T, E) défini par e,(y) =1,
et, si & # vy, e (8) =0. L’application y> e, est un homomorphisme
injectif multiplicatif de I" dans L* (I, E), soit I'" I'image de cet homomor-
phisme. Comme, pour tout fe L' (T, E), on peut écrire f = Y, . f(¥) e,
le sous-corps E (¢ (")) de L* (T, E)/.# est donc dense. Puisque tout
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élément de ¢ (I'") est une racine de 1’unité d’ordre une puissance de p,
il existe un isomorphisme u de E (¢ (I')) dans E K,,. Puisque | u () | = | «
pour tout a € E(¢ (I')), donc d’aprés le lemme 7, |u ()| < |||, ob
||| est la norme quotient dans L* (T, E )/.#, 'isomorphisme u se prolonge
donc par continuité, en un isomorphisme % de L' (T, E)/.# dans ’adhé-
rence ET(; de EK,, dans C,. Ainsi .# est le noyau de I’homomorphisme
d’algébre § = % o ¢, de L' (T, E) dans EK,,. L’application de T dans EK,,
y— V (e,) étant un caractére, il existe xe Z, tel que  (e,) = y* pour
tout yeT, donc W (f) = Y,er/ (Y =f(x). Ainsi, 4 = .4,.

I1 reste & montrer qu’effectivement, pour chaque xe Z,, I'idéal #,
est maximal. D’aprés ce qui précéde, .#, est contenu dans un idéal
maximal #,. Soit L' [T, E] la sous-algébre de L' (T, E), formée des
fonctions a support fini, c’est-a-dire, 1’algébre du groupe I', et soient

My=M,L'[T,E], My=M,nL'[T,E]

Dans L! [T, E], I'idéal .#’, est maximal, car c’est le noyau de I’homomor-
phisme de L' [T, E] dans EK,, f+— fA (x), homomorphisme dont I’image
est un sous-corps de EK,. On a donc # = ./, et si 'on désigne par
ZF [x] et #[y] les images respectives des homomorphismes fs f (x),
f— f(y) de L! [T, E] dans EK_, il existe donc un E-isomorphisme w
de # [x] dans & [y] tel que w (f(x)) =f(y) pour tout fe L' [T, E].
Comme cet isomorphisme est isométrique pour la valeur absolue, il se
prolonge par continuité en un isomorphisme w de m dans ny],
et w(f(x)=5() pour toute feL' (T, E). Ainsi M, =.4,.

Remarquons que si E K, seulI’idéal maximal .#, est de codimension 1
dans L' (I, E).Ona & [0] = E,etsix # 0, # [x] = EK,,. Remarquons
aussi que #, = M, si, et seulement si, v(x) = v(y), et si, pour x # 0,
’application y - y*¥ de T dans lui-méme est la restriction d’un E-auto-
morphisme de EK.

Pour poursuivre notre étude, nous devrons utiliser le fait que E est
I’adhérence d’une extension algébrique L de Q,. Cela est conséquence
du théoréme de Tate-Sen-Ax que nous rappelons.

Désignons par Q, la cloture algébrique de Q,.

TutorEME 5 ([3], [15]). — Soit H un groupe de Q,-automorphismes
de Q,, et soit Hle groupe d’automorphismes de C, obtenu en prolongeant
a C,, par continuité, les éléments de H. Le corps des invariants de H est
P’adhérence du corps des invariants de H.
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COROLLAIRE. — Tout sous-corps fermé E de Q,, est I'adhérence dans C,
d’une extension algébrique L de Q,.

Preuve. — Soit L = E n Q,. Tout L-automorphisme ¢ de Q, se prolonge,
par raison de linéaire disjonction, en un E-automorphisme de EQ,, qui
se prolonge lui-méme encore, par continuité, en un E-automorphisme
de C,. Autrement dit, E est inclus dans le corps des invariants du groupe
aaﬁ(Qp/L) (ou Gal(Q,/L) est le groupe des L-automorphismes de Q,).
Dong, d’aprés le théoréme 5, on a E < L, et par suite E = L.

Nous dirons qu’une extension algébrique L de Q, est de différente nulle
sur un sous-corps M de L si sup (v (D)) = + o0, ou A décrit ’ensemble
des extensions de degré fini de M, contenues dans L (la notation 2 AIM
désignant la différente de A sur M et v(D,,,) = inf, 4, , v ().

Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant :

THEOREME 6. — Soit L une extension algébrique de Q,, contenue dans C,,
et soit E= L. La transformation de Fourier 5 : L' (T, E) — % (Z,, @
est injective si, et seulement si, L n’est pas de différente nulle sur Q,.

Dans le cas ou L est de différente nulle sur Q,, la transformation de
Fourier g définit, par passage au quotient, une isométrie de L* (T, E )/ Ry
sur une sous-algébre de € (Z,, m). De plus, Ry est I'adhérence de I’idéal Vg
des nilpotents de L* (T, E), mais Ny # Rg.

Remarquons que le cas ou E o K est inclus dans le cas ol L est de

différente nulle sur Q, (car si Lo K, alors L o K, ainsi qu’il résulte
immédiatement du théoréme 5).

Pour démontrer le théoréme 6, nous utiliserons les résultats algébriques
développés dans le paragraphe suivant.

2.2. Propriétés des traces. — Pour tout sous-corps M de C, et toute
extension M’ de M, de degré fini, la notation Tr.,, désigne la forme
M-linéaire trace sur M’.

Remarquons tout d’abord que, si p # 2, K est une extension de K,
(resp. de K, si p = 2), de groupe de Galois isomorphe & Z,. Pour tout
entier n > 0, et pour tout o e Gal (K_/K,) il existe un unique élément
o, € 14+p" Z, tel que o (y) = y* pour tout y eI, et ’application o+ a,
est un isomorphisme de Gal (K,,/K,) sur le groupe multiplicatif 1+4p" Z,.
Or l’application de Z dans 1+p Z (resp. 1+4 Z, si p = 2), x> (1+p)*
(resp. x — 5%) se prolonge par continuité en un isomorphisme du groupe
additif Z, sur le groupe multiplicatif 1+p Z,, si p # 2 (resp. 1+4 Z,
si p = 2). Ainsi, dans tous les cas, le groupe Gal (K,/K,) est isomorphe
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a Z,, et les seuls sous-corps de K, contenant K,, sont donc K, et les
K,(n > 2). Donc si LK, » K., on a (LK,)n K, = K,, ou n>2.
Considérons d’abord le cas suivant.
2.2(a) Le cas ou L n’est pas de différente nulle sur Q,. — Pour démontrer
le théoréme 6 dans ce cas, nous utiliserons ’énoncé suivant :

PROPOSITION 3. — Soit L une extension algébrique de Q, (contenue dans C,),
de différente non nulle. Soit (LK,) n K, = K,. Pour tout entier s > n,
Papplication T, de LK, dans LK., définie par

T, =liminjy, Nl_sTl'LKN/LK, )
est une forme LK linéaire continue.

Cette forme linéaire se prolonge donc par continuité en une forme
I—JKs-linéaire sur L—Kc,O Nous noterons encore T, ce prolongement, qui est
donc un projecteur continu ZKs-linéaire de L_Kw sur iKs, telque 7, (§) = 0
pour EeI'—T.

Preuve. — Remarquons tout d’abord que, pour tout s, LK, est de diffé-
rente non nulle sur K,. En effet, toute sous-extension M de LK, sur K,

de degré fini, est contenue dans une extension de la forme A K, ou A
est une sous-extension de L, de degré fini sur Q,. On a alors

v(Dyx.) < V(Dagyx,)-
Or

-1 -1
Dk, x, O Ac D pjanKs-

Ainsi, si d est entier tel que v (2 A/Qp) < d, donc a fortiori v (2, A0k, S ds
on a
V(D gy x,) < d.

Comme LK, p K, car LK, est de différente non nulle sur X,, on a
donc LK, n K, = K, ou n > 2. Pour s > n, LK, est linéairement dis-
jointe de K, sur K.

Soit alors N > s > n.

LK;— LKy

M - MK,

|

Ks_) KN
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Soit d e N tel que, pour toute sous-extension M de LK, sur K, de degré
fini, on ait

v (gM/K,) < d.
Comme

V(D mram) T V(D ux,) = V(D yryixn) +0 (D )
on a donc

V(D ygpim) =V (Pxpix,)—0(Dryx,) = N—s—d.
Alors, pour tout x € MKy, tel que v(x) >0, x/p" "% e Dy} . donc
v(Tr Ln/LEs (X)) = 0(Tyxyyne (%)) 2 N—s5—d;

ce qui démontre la proposition 3.

Considérons maintenant :

2.2(b) Le cas ot L est de différente nulle sur Q,. — Pour démontrer
le théoréme 6 dans ce cas, nous utiliserons le résultat algébrique suivant :

ProrosiTioN 4. — Soit L une extension algébrique de Q, (contenue
dans C,), de différente nulle. Pour tout entier N > 0, on a

v(@LKNH/LKN) =0(.

Preuve. — Remarquons que soit LKy, ,; = LKy (cas trivial), soit LKy
est linéairement disjoint de Ky, sur Ky. La proposition 4 résulte alors
de I’énoncé plus précis suivant.

PROPOSITION 4 bis. — Soit A une extension de degré fini de Ky, linéairement
disjointe de Ky, ,. Soit o un entier > 2. Supposons que v(D,,) = 2 .
-1
Alors v(@AKN“/A) < 1/p*h

Preuve. — Quelques lemmes sont nécessaires.

LeMME 8. — Soit EyeI'y—I'y_1. On a, pour tout x €A,
v(xP—Ey) < i
p—1

Preuve. — On peut supposer v(x) = 0. Soit &y, ;€ Ky, tel que
Ener = Ey. L’élément y = &y, —x de A Ky, est racine du polynome

(32)  YP+pxYPTl4. .. +(£)x"_"Y"+ e DX Y 4 xP—Ey,

(*) On peut en fait démontrer que, pour toute extension algébrique M de Q,, de
différente nulle, et pour toute extension de degré fini N de M, on a v (D) = 0 [5].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



244 . J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

et ce polyndme est irréductible sur A car A et Ky, sont linéairement
disjointes sur Ky. Toutes les racines de ce polynéme (dans A Ky, ) sont
donc de valuation v (x?—&y)/p. Supposons que v(x?—E&y) > 0.

Soit y une racine dans A Ky, du polyndéme (32). Ecrivons

(33) ) (i)x""‘y" =~ (P —Ly+ ")

Comme on a, pour 1 <k < p-—1,

(@ )o@z
p

o(P—Ey+yP) =1+ v(x?—&y)

p

donc

Or, comme v (y?) = v (x?—E&y), donc
v(xP=Ey+)") Z v(xP—Ey),

on en déduit I’inégalité v (x?—&y) < p/(p—1).

LEMME 9. — Supposons qu’il existe x € A, tel que
p 1 v p
(34) - —= So(xP-Ey < —.
p—1 p (-1 p—1
Alors
1
U(QAKI\H-UA)< %—1"

p

Preuve. — Soit pe A tel que v(p) = v(xP—Ey)—1 (p=xP—Ey)/p, si
I’on veut).
L’élément z = (Ey.,—x)/p de A Ky, est racine du polynéme unitaire

irréductible sur A

()= pi,(<p2+x)"—aN>.

Comme v(Eyy1—x) = v(Ey—xP)p = v(p), on a v(z) >0, donc :
V(D pgy.yn) <v(g'(2)) daprés [16].

Or g’ (2) = (p/p?™") &3}, donce :
v(g' (@) =p—(p—Do(x" =&y <

1
pa—l'
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Ainsi

1
”(QAxm 1/A) < F .

Nous allons démontrer la proposition 4 bis en construisant un élément
x € A satisfaisant (34) (lemme 9).

Soit I I’extension non ramifiée, maximale, de Q,, contenue dans A,
et soit I’ = IKy, qui est ’extension non ramifiée maximale de Ky contenue
dans A. Soit 6 une uniformisante de A, et soitw 1’uniformisante 7 = &y—1
de Kjy.

L’élément 0 est racine d’un polyndme d’Eisenstein sur I’ de la forme

h(X)=mn(ao+...+a,-; X* H+X"

ou v(a;) =0 et v(ay) =0.
On a
U(@A/KN) = ”(9/\/1’) = v(h'(0)).
Comme les nombres v (ig; 0° ' +v (n) (1 < i< p, a; # 0), et v (uO*™1)
sont deux a deux distincts, on a donc, si v(D,x,) =20,
v(ia; 0" H+v(n) > 2a et v(uo* Y > 2a,

ce qui implique que v(g) > a pour 1 <i<p, i #0 (mod p%, et

p =0 (mod p*. On peut ainsi écrire le polyndme 4 (X') sous la forme
h(X)=mn(bo+by X"+ ... 4b,_; X VP L X" L p*R(X),

ou b;e 0y, v(by) =0, R(X)e 0, [X] (pour tout sous-corps M de C,,

la notation 0, désigne I’anneau de valuation de M).

De la méme fagon, 0 est racine d’un polyndme d’Eisenstein sur I, de
la forme

I(X)=plcotcs XP+ ...+ XETVP) 4 X4 p* S(X),
ol ¢;e 0, v(co) =0, et S(X)e0,[X].

LeMME 10. — 11 existe des polynémes P (X ) et Q (X), a coefficients dans 0y,
tels que :

(35) p=0""P(0") (modp®),
(36) T = 07" Q(67) (mod p*).
Preuve. — La forme du polynéme /(X)) montre que

pleotc 074 ... +c,_, 07V =02  (mod p%.
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Or, comme v(cy) =0, linverse de co+cq 07°+...4+c,_; 0¢~ V7 peut
s’écrire, mod p*~!, comme —P(07), ou P(X)e0;[X]. D’ou (35).
De la méme fagon, il existe un polynéme Q, (X)e 0; [X] tel que

n=07"0,(6")  (modp”).

Le polyndéme Q,(X) peut s’écrire Qo (X) = 0, (X)+n Q,(X) ou
0, (X)e0,[X] et O, (X)e 0, [X].
Ainsi :
T=07(0,(0")+m 0, ("))  (modp®).

Montrons que, pour tout entier k£ > 0, il existe deux polynOmes
01,k (X)e 0, [X] et Q, (X)) e Oy [X] tels que

37 T = 077(Qy, 1 (07)+ 10" Q, (67))  (mod p¥).
En effet, par récurrence, on déduit aussitét de (37) :
T =070y, (0”)+04T D (Q, L (87)

+707" 0, 1 (67)) @5, (67))  (mod p°).
Posant

Q2,k(X) = Qu(X)+7 Qi (X),

ot O, (X)e0,[X] et Q7 (X)eOn[X], on en déduit (37), pour
I’indice k+1,

Q1,k+1(X) = Q1 (X)A+X* DT 0u(X)),
Q2 k1(X) = Xkr(Qz,k(X))z'l" 01, k(X)) 0k (X).

Il suffit alors de prendre k suffisamment grand pour obtenir (36).

LeMME 11. — Pour tout polynéme W (X) e O; [ X1, il existe un polynéme
W (X)e 0, [X] tel que

(38) (W(X)P = W(X?)  (modpO,[X].

Prewve. — En effet, pour tout we @, il existe we0; tel que
wP = w (mod p) puisque I est non ramifiée sur Q,. Alors si

W(X) =wy+w, X+...+w, X",

on prend W (X) = wo+ib; X+ ... +ib, X™
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3 bis. On construit
par récurrence une suite finie (x;); <; <, d’éléments de A, possédant les
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propriétés suivantes :
(39) x = T,(67);
(40) X = 1+n+0 @D g @07 (mod p),
ou T;(X) et U;(X) sont des polynémes a coefficients dans 0.
On part de x, = 1+077" Q(©077"), o Q(X) est le polyndéme du
lemme 10. On a
X =1+67"Q(0™)+p V(6" ™),

ot V(X)eO;[X]. D’aprés le lemme 10, on a alors
X2 =14+n4+0""P(OF) V(6P ™")  (mod p%).

Par récurrence, supposons donné x;e A satisfaisant a (39) et (40).
Posons

xi+1 — x-_es(pa—l.‘.._..'.pu—i) ﬁ.(epu—i—l) .
L’élément x;,, est bien de la forme T;,, (0*"'") (39) et
x?+1 — x'p_es(pnq.n_+pa—t+1)U‘(9pu—!)
+pes(pm—1+__.+pa—i) V(epu—t—l)’
ou V;(X)e0,[X].
On a donc
X, = 14n+p@ @ D @Y (mod p%).

Mais, d’aprés le lemme 10, on peut écrire

xPyy = 14+m+0° @+ p@r) p. (97 """)  (mod p%),

ce qui est bien la forme (40).
On construit donc ainsi une suite (x;); <;<, de A, satisfaisant (39) et (40).
La relation (40), appliquée & x,, donne alors, puisque o > 2,

, s(p*+ ...+ 1
p(x—Ey) > (p d p_ p _ _ '
sp p—1 p* (p—D
v C.Q.F.D.

La proposition 4 va nous permettre de construire une forme L-linéaire
sur LK, permettant de «projeter» des propriétés dans L' ([, LK,)
sur des propriétés analogues dans L! (T, L).
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On peut traduire la proposition 4 par I’inclusion

Mgy < Trigy, JLky OLky. ) < Orgy s
la notation .,  désignant I’idéal maximal de I’anneau de valuation
O,k, ('une de ces inclusions étant d’ailleurs une égalité).

Pour tout & > 0, il existe donc une suite N = (Ny)y=1>, OU My € LKy,

|y | < 1+¢,

Ttk ks (My+1) =Ny et Trpg, (M) =1
(on peut prendre m, = 1/[LK; :L], on a alors |n,|=1 puisque
[LK; : L] < p).

PROPOSITION 5. — La suite des applications x — Trpg ,, (Nyx) (N > 1)
est un systeme inductif d’applications, dont la limite inductive t, est un
projecteur L-linéaire continu de LK, sur L, de norme au plus 1+¢.

Ce résultat est évident. L’application #, se prolonge en un projecteur
L-linéaire continu de I_,—Ew sur L, de norme < 1+¢. Nous notons encore ty
ce prolongement, qu’on prolonge ensuite en un projecteur L-linéaire, los
de L'(T, LK,) sur L'(T, L), de norme < l+&, en posant, pour
fe L' (T, LK,), t,(f) = tyof.

2.3. Démonstration du théoréme 6

2.3 (a) Le cas ot L n’est pas de différente nulle sur Q,. — On reprend
les notations du paragraphe 2.2 (a).

Soit fe L' (T, E) telle que f = 0. Soit s >n, et soit xe Z,, x # 0.
Posons v (x) = ¢. Appliquons 7, a la relation ), . f(y) ¥, = 0. Puisque
T, (&) =& pour Ee€l, et T,(§) =0 pour EeI'—I, on a donc

E'yel‘sﬂf(‘Y)Yx =0.

Ainsi, pour tout entier r > 0, pour tout xe€ Z,, tel que v(x) <, et
pour tout entier N > n+r, on a donc

(41) Zyernf(Y) Yx =0.
Soient €, et fy les fonctions de L' (T, E), définies par
1 .
- si yel,,
&m=1 7 v
0 si véI,
et
_) fm si yely,
f”m“{ 0  si y¢Ty.
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Comme la restriction de la transformation de Fourier & L! [T, E] est
injective, la relation (41) implique que

(42) fN = fN* &>
1. e.
42) fa)= %,ZsGr,f 5",

pour tout y € I'y. Ainsi f est constante modulo I, pour tout r, et comme f
tend vers zéro a l’infini, cela implique que f = 0.

2.3 (b) Le cas ot L est de différente nulle sur Q,. — Avec les notations
du paragraphe 2.2 (), établissons tout d’abord le résultat suivant :

LemME 12. — Pour toute fonction fe L' (T, EK,), on a
S ~
(43) [t O <] f || (L +e).

Preuve. — Par raison de densité, on peut se restreindre a fe L* [T, LKy].
Soit s € N*, et soit f une application de I" dans LK), nulle en dehors de T.
Pour tout élément ¢ du groupe de Galois Gal (LKy/L) et, pour tout
xeZ, on a, puisque ¢ est une isométrie,

1 Tyer. o @@ <] £l

Mais comme il existe a € Z,, tel que v(a) = 0 et que o (y) = v* pour
tout yeI, on a

I¥,er.0(F ()7| < || /]| pour tout xeZ,,
donc aussi

1Y, cr.om o (f Y| <A+8)]|| f]]

et

IZyeI‘sZceGal(LKN/L)G(an(Y))YxI < (1+8)”f”,

c’est-a-dire

3) IV, cr ta(F )Y <A+8) || £

COROLLAIRE. — Avec les mémes notations, si f = 0, alors t, (f) = 0.

Comme #, est un projecteur, on a donc #, (%zz,) = %

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 6 (b). Pour tout
entier d > 2, désignons par M, (resp. M;) I’ensemble des fonctions
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feL* (T, E_Km) (resp. fe L' (T, E)) pour lesquelles il existe une suite
strictement croissante (s,) d’entiers > 0 et une suite (f;) de fonctions

de L' (T, EK,) (resp. L' (T, E)), tendant vers f, telle que £, soit nulle
en dehors de T, et que

fimys 4 o || fi || P/ = 0.

Soit M =|);M;, et M =|J),M, Le lemme 12 montre que
t,(M) = M'. Soient # et Zj les noyaux de la transformation de Fourier

dans L' (T, ﬁ{w) et L' (T, E) respectivement. D’aprés le corollaire du
lemme 12, comme M est dense dans #, M’ est donc dense dans 2. De plus,
d’aprés le lemme 1, les éléments de M’ sont nilpotents, et M’ # {0}
car, d’aprés la démonstration du théoréme 1, il existe fe M tel que
f() =1, alors £, (f(1)) = 1, donc £, (f) # 0.

2.4. L’image de la transformation de Fourier. — Le lemme 12 permet
également d’établir la derniére partie du théoréme 6.

PrOPOSITION 6. — Avec les conditions du théoréme 6 (b), la transformation
de Fourier Fy : L' (T, E)— % (Z,, E—Kw) définit par passage au quotient,
une isométrie de L' (T, E)/Ry dans une sous-E-algébre de € (Z,, E—K—m).

Preuve. — Soit fe L' (T, E). D’aprés le théoréme 3, il existe
ge L' (T, EK,) telle que & = f et |||l < 1+%) ||f|[ Puisque f—ge %

~

et 7, (f) =f, on a donc #,(g) =f? Or
1] < @+ g]| < @+ || £,

ce qui prouve le résultat cherché.

La méthode de démonstration du théoréme 4 s’applique alors aussitdt
pour prouver le résultat suivant.

THEOREME 4 bis. — Dans les conditions du théoréme 6 (b), le noyau Ry
de la transformation de Fourier, Fy : L' (T, E)— % ( z, E(w), est distinct
de lidéal Ny des éléments nilpotents de Ialgébre L' (T, E).

La proposition 6 permet de déterminer 1’image de la transformation de
Fourier Zp.

PROPOSITION 7. — Avec les notations du théoréme 6, soit ¢ I’homomor-
phisme du groupe de Galois Gal (LK, /L) dans le groupe multiplicatif
7} =17Z,~pZ, tel que, pour tout ¢ € Gal (LK,/L), et pour tout yeT,
o (y) = v
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Soit C la sous-algébre fermée de € (Z,, ﬁw), Jformée des fonctions g,
telles que o (g (x)) = g (¢ (o) x) pour tout c € Gal (LK /L) et tout x € Z,.

L’image B de la transformation de Fourier &y est contenue dans C, et y
est dense. On a B # C, dans le cas ou L est de différente non nulle sur Q,,
et B = C dans le cas ou L est de différente nulle sur Q,.

Preuve. — Précisons bien que, dans cet énoncé, ¢ est prolongé par
continuité a E{w.

L’inclusion B = C est immédiate, puisque, pour toute fe L! (T, E),
pour tout o e Gal (LK,/L), et tout xeZ,, on a

o(f () = Lyer S (MY O% = [ (0(0) ).

Montrons que B =C. Remarquons tout d’abord que C est ’adhérence
dans % (Z,, EIZOO) du sous-ensemble C’ des fonctions localement
constantes, a valeurs dans LK, appartenant 3 C. Or C' = % (L' [T, L]).
En effet, la restriction de la transformation de Fourier &# a L' [T, LK, ]
est une bijection de L' [T, LK, ] sur l’algébre des fonctions localement
constantes, a valeurs dans LK, & (Z,, LK,).

Soit ge C'. 1l existe fe L' [T, LK, ] telle que fA= g. La condition que
o f %) = f (¢ (o) x) pour tout xe Z,, et pour tout oe Gal (LK,/L),
montre que o (f) = f, donc que f est a valeurs dans L. Ainsi

C = F5(L'[T, L) = F: (L' (T, E)).

Dans le cas (b), la conclusion résulte alors immédiatement de la propo-
sition 6.

Dans le cas (@), elle résulte du fait que Fj est injective et continue,
mais non bicontinue. Il serait donc contraire au théoréme de Banach
que, dans ce cas, I'image de % soit I’algébre compléte C.

Pour terminer, citons des exemples de chacun des cas (a) et (b).

Exemples.

(al) L est d’indice de ramification sauvage sur Q, fini.

@2 L=1\JL, ou L, =K, m; est une uniformisante de L, et
L, =L, ;(x,) ou m, est racine du polynéme XP+m,_, X+m,_;.

Alors L est sauvagement ramifiée sur Q,, mais n’est pas de différente
nulle.

(b1) L est une Z,-extension abélienne de K, complétement ramifiée
et linéairement disjointe de K, sur K, [18].
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(b2) L=)y50L, o0t L, =Q, (p:/ 1—E), et ol & est une racine pri-
mitive p-iéme de I'unité (L, = K,). Alors L est linéairement disjointe
de K, sur K, et est de différente nulle sur Q,.

3. Produits tensoriels de corps valués

La disjonction entre les cas (a) et (b) du paragraphe précédent peut
s’exprimer en termes de produits tensoriels. Soient L et M deux extensions
algébriques de Q, (contenues dans C,). La norme tensorielle sur le compo-
situm LM est définie de la fagon suivante : Tout élément z € LM s’écrit
sous la forme

44) z=2?=1xiyi: ou x;eL, y,eM.

On pose
” z ” = inf(Sup; <i<a ' X Vi |),

ou la borne inférieure est prise, pour toutes les écritures de z, de la forme (44)

La norme tensorielle est une norme de L et de M-espace vectoriel sur LM.
On a |z]| <||z|| pour tout ze LM, et pour ze LU M, |z| = || z]||.

La norme tensorielle est la plus grande norme de L-espace vectoriel
sur LM, prolongeant la valeur absolue sur M.

Soit K un sous-corps de L et de M. Rappelons qu’il existe une appli-
cation K-linéaire ¢ du produit tensoriel L ®x M sur LM telle que
¢ (x ® y) = xy pour tout (x, y)e Lx M. La norme tensorielle sur LM
correspond alors par ¢ a la norme quotient de la norme tensorielle sur
L Qg M par ker 9. D’olt la terminologie.

Remarquons d’ailleurs que si L et M sont linéairement disjointes sur K,
I’application ¢ est injective, i.e. que LM, peut s’identifier au produit
tensoriel de L @k M, ’application bilinéaire canonique de L x M dans LM
étant alors (x, y) — xy.

PROPOSITION 8. — Soit L une extension algébrique de Q, (contenue
dans C,), telle que LK,  K,. La norme tensorielle sur LK, comme
compositum de L et K, sur L n K, est équivalente a la valeur absolue si,
et seulement si, L n’est pas de différente nulle sur Q,.

Cet énoncé sera conséquent du suivant :

PROPOSITION 9. — Soient L et M deux extensions algébriques de Q,,
contenues dans C,, linéairement disjointes sur un sous-corps K, d’indice
de ramification sur Q,, fini. Soit u une forme K-linéaire continue, non nulle,
sur M. Le prolongement t de u, en une forme L-linéaire sur LM, est continue
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pour la valeur absolue sur LM si, et seulement si, cette derniére est équi-
valente a la norme tensorielle sur LM.

Preuve. — Nous faisons la convention de désigner la norme des formes
linéaires sur un espace vectoriel normé, sur un corps valué, par le méme
symbole que la norme de cet espace vectoriel, par exemple :

Iul = SupxeM,x*Oiu(x)l/|x|'

Le prolongement u est toujours continu, et de norme | u |, relativement
a la norme tensorielle sur LM. Si cette norme est équivalente a la valeur
absolue, la forme L-linéaire u est donc continue pour la valeur absolue
sur LM.

Réciproquement, supposons « non nulle, et % continue pour la valeur
absolue. Soit N une sous-extension de M sur K, de degré fini, contenant
un élément o # 0 tel que |u(2) | = |u||o| Pour tout xeN, soit u,
la forme K-linéaire sur N définie par u, (¥) = u(xy) pour tout ye N.
L’application x> u, de N, dans son dual N’ de K-espace vectoriel, est
une bijection. De plus, on a

(45) |ue| =|ul.[x].

Pour toute forme K-linéaire v sur N, désignons par ¢" le prolongement
de v en une forme L-linéaire sur LN. On a

(46) |uf | < |ul.|x].

On déduit de (45) et (46) que, pour toute forme K-linéaire v sur N, on a

S

7 <ol

Or, puisque K est valué discrétement, il existe une base (@;); <;<n de N,
comme K-espace vectoriel, telle que tout ye N s’écrive

y=2i1Via,

avec y;€ K et 1/p sup;<i<a IJ’i| IJ’ | SUPy<ign |J’i |
Soient =; les formes K-linéaires sur N, définies par w;(y) = y;.
La famille (a;); <i<» €St aussi une L-base de LN : Tout z e LN s’écrit

z=)" 174, ol zeL,

et on a z; = TV (2).
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Comme |m;| <p, on a donc, d’aprés (47), |z | < (p|#|/|u)) 2],
et comme ||z || < max,<;<,| 2|, on a donc

Izl <o L))

|ul

Ainsi, la norme tensorielle sur LM est équivalente a la valeur absolue.

La proposition 8 résulte alors immédiatement des propositions 9, 3
et 5. En effet, supposons tout d’abord que L n K, = K, (n > 2). Soit ©
la forme K,-linéaire continue sur K, :

e 1
T =liminjyy,—— Trgyx,
p

dont le prolongement T en une forme L-linéaire sur LK, est

T=lminjys, —— TrigyL-
Or, d’aprés les propositions 3 et 5, le prolongement T est continu pour
la valeur absolue sur LK si, et seulement si, L n’est pas de différente
nulle sur Q,.

L—>LK,

T T
K,— K

On peut toujours se ramener au cas ou L n K, = K, en remplagant L
par LK,, grice au lemme suivant :

LemMme 13. — Soient L et M deux extensions de Q,, contenues dans C,,
et soit L' une extension de L, contenue dans LM. Si L' est de degré fini
sur L, les normes tensorielles sur LM, comme compositum de L et M, et
comme compositum de L' et M, sont équivalentes.

Preuve. — Soient || || et || ||’ les normes tensorielles respectives
sur LM, comme compositum de L et M, respectivement L' et M.
Remarquons que, pour tout ze LM,

“ Z” = inf(suPISiSm“xi”'Iyi I)
et

“ Z”' = inf(sup, sismlxil-l)’i l),

olt ’on considére toutes les écritures de z de la forme z = Y™, x; y,
ol x;eL’ et y;e M.
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Il suffit alors de remarquer que la norme induite par || H sur L’ est
équivalente  la valeur absolue. En effet, la norme || || coincide avec la

norme induite par la norme tensorielle sur LM, induisant sur LL’ une
norme équivalente a la valeur absolue.

Remarquons par ailleurs que, dans tous les cas, si f est une fonction de
L' (T, L) telle que, pour tout x€ Z,, on ait Y, f(Y)y* =0 dans le
complété L &® K., pour la norme tensorielle, alors f = 0, comme on le
voit aisément par projection sur K,, et en se ramenant ainsi au théo-
réme 6 (a) (¢f. proposition 12).

Nous allons maintenant étudier les complétés pour la norme tensorielle.

ProrosiTioN 10. — Soit K un sous-corps fermé de C,, et soient L et M
deux extensions algébriques de K, contenues dans C,. Si L et M sont liné-

airement disjointes sur K, il en est de méme de L et M.

Cet énoncé résultera du suivant :

LeEmMME 14. — Soit G un groupe d’automorphismes d’un corps Q, et soit K
le corps des invariants de G. Soient L et M deux sous-corps de Q contenant K.
Si, pour tout o € G, il existe un L-isomorphisme ¢’ de LM dans Q tel que
oy = 0, (o}, et o, désignant les restrictions & M de o et '), alors L et M
sont linéairement disjointes sur K.

Preuve. — Soit V un sous-K-espace vectoriel de M, de dimension
finie. On sait (théoréme d’Artin [4]), que les restrictions & ¥V des éléments
de G, forment une base du Q-espace-vectoriel # (V, Q) des applications
K-linéaires de V dans Q. Ainsi, toute application K-linéaire de ¥ dans Q
admet un prolongement en une application L-linéaire de LV dans Q,
puisqu’il en est ainsi des restrictions & V des éléments de G. Cela prouve
que L et M sont linéairement disjoints sur X.

Preuve de la proposition 10. — Soit G le groupe des K-automorphismes
continus de C,. D’aprés le théoréme 5 et son corollaire, comme

K=KnQ, on a G= &(Qp/KnQp), et K est donc le corps des
invariants de G.

Soit ¢ € G. La restriction o,, de 6 & M peut se prolonger en un L-isomor-
phisme &, de LM dans C,, puisque L et M sont linéairement disjoints
sur K. Mais &, est continu (pour la valeur absolue) puisque LM est algé-

brique sur K, et par suite G,, peut se prolonger en un L-isomorphisme
continu ¢’, de LM dans C,. Puisque o, = o}, on a aussi 63 = o}
D’aprés le lemme 14, L et M sont donc linéairement disjoints sur K.
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Nous allons étudier les algébres de Banach L ® M, complétées de LM
pour la norme tensorielle. Remarquons qu’avec les hypothéses de la propo-

sition 10, LM est dense dans L.M pour la norme tensorielle sur L. M,
et la norme tensorielle sur LM coincide avec la norme induite par la norme

tensorielle sur L.M. On a donc L M =L & M.

Nous désignerons maintenant par L ® M le compositum LM, muni
de la norme tensorielle, la notation LM, sans autre précision, indiquera
que l’on considére le corps topologique LM, pour la valeur absolue

(corps dont un complété est 1’adhérence LM de LM dans C,).
ProrosiTION 11. — Soit K un sous-corps fermé de C,, et soient L et M

deux extensions algébriques de K, contenues dans C,, linéairement disjointes

sur K. Le complété L ® M est une algébre locale, dont I'idéal maximal

est le noyau de I’homomorphisme h:L & M — LM obtenu par prolon-
gement par continuité de [lidentité L ® M — LM.

Preuve. — Soit .4 un idéal maximal de I’algébre L & M, soit k le corps
résiduel L ® M/.# muni de la norme quotient, notée ||.||, de la norme
tensorielle sur L & M. Soit s:L & M —k, la surjection canonique.
Comme LM est un corps, la restriction de s & LM est injective, et définit
donc un isomorphisme (algébrique) s, de LM sur un sous-corps k' de k,
dense dans k. L’isomorphisme réciproque s;!:k’— LM est continu
car la valeur absolue sur LM est inférieure ou égale & la norme image

par s7! de la norme de k' (lemme 7). On peut donc prolonger sy* en un

isomorphisme continu ¥ de k dans LM. Par densité, on a Vos=h,
donc # = ker h

LOM > LM

2

~e—x

Nous allons maintenant étudier plus particuliérement I’algébre L ® K.
Soit L une extension algébrique de Q,, contenue dans C,, telle que

LK, 3 K. Pour tout fe L! (T, L), soit f ® la fonction continue sur Z,,
a valeurs dans L ® K, définie par f® (x) =), ./ (¥) v~
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L’application de L* (T', L) dans ’algébre ¢ (Z,, L® K,), F® : f— f ®,
est un homomorphisme continu (de L-algébres). Soit /# ’homomorphisme

de L ® K, dans 17“, obtenu par prolongement par continuité de id :
L® K,— LK,. Nous désignerons également par 4 ’application de

%(Z,, L ® K,,) dans ¥(Z,, LK,) : grhog. On a ho F® = F :

" - F® -
L'(T, )——C(Z,, L®K,)
>\\. lh

C(z,, LK,,)

PROPOSITION 12. — L’homomorphisme F® est injectif.
Preuve. — Soit (b,), .y une base de L sur L n K, telle que tout xe L
s’écrive de fagon unique comme somme d’une série convergente :
x=3;%b ou x;eLnK,,
et

1
I_’Supilxil < | x| < supy| %)

Tout ze L ® K, s’écrit alors, de fagon unique, comme somme d’une
série convergente,
z=2iz,-b,- ou z;eK,,
et

1
;SHP:[Z.-I <||z]] < sup| zi].

Soit fe L (T, i), et soient f; les fonctions de L' (T, L n K,) telles que
f=Y:b:fi On a alors :

f ®= Zt b; f;.
Si f ® =0, 0ona f: = 0 pour chaque 7, donc f; = 0 (théoréme 6 (a)),
puisque f; est & valeurs dans L n K,,. Ainsi f= 0.
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant

THEOREME 7. — Soit L une extension algébrique de Q,, contenue dans C,,
telle que LK, K, et de différente nulle sur Q,. L’algébre L &® K, n’est

pas un corps. L’homomorphisme canonique h:L & K, dans LK., est
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surjectif, et définit par passage au quotient une isométrie du quotient
L® K,/ # de L® K,, par son idéal maximal M, sur LK. L'idéal ¥
des nilpotents de L ® K., est dense dans M, mais N # M.

Preuve. — L’homomorphisme /2 n’est pas injectif, car sinon, comme
la transformation de Fourier #® :L'(I',L)— % (Z,,L® K,) est
injective, la transformation de Fourier & :L' (T, L)— & (Z,, Zf(w)
le serait aussi, contrairement au théoréme 6 (b).

Pour tout o € 2,7(00, et tout € > 0, il existe fe L* (T, L) telle que f )=«
et ||f]] <|a]@+e).

En effet, soit ¢ I’homomorphisme injectif de Gal (LK, /L) dans le groupe

multiplicatif Z,—p Z, tel que, pour tout c e /Gval (LK,/L), et tout yeT,
on ait o (y) = y*©. La fonction g, définie sur Z, par g(¢ (o)) = o ()

pour tout o € Gal (LK /L) et g(x) =0 si x¢im @, est continue, et,
d’aprés les propositions 6 et 7, il existe fe L' (T, L) telle que f =g et
|I£]l < ]|&||(1+€). On a donc f(1) =a et ||f]|| <|oa|(@+e). Alors

RfPW)=a et || fW] <|a|1+e),

ainsi & est surjectif, et définit une isométrie de L ® K, /# sur LK,
Montrons maintenant queA”’ = .. Soit 0 ’lhomomorphisme de L* (', L)
dans L ® K, défini par

0(N) =W =2yer fMY.
Cet homomorphisme est surjectif puisque tout élément x e K, peut
s’écrire
ZyerfO(Y)Y ou foeL'(T, Q,) et Hfo”<p|x|.

Donc tout ze L ® K, peut s’écrire
Yierf DY ob feL'(T, L) et || f]l<p|lz||

Montrons que .# est ’image par 6 du radical # de L' (T, L). Soit X
la fonction caractéristique (dans Z,) de I'image par ¢ de E};./I(LK,,O/L),
et soit ee L' [T, K] telle que € = . On voit que ee L' [[, L n K]
(démonstration de la proposition 7), donc &€ L' (T, Z), et comme
g8 (1) =£(1) =1, on a donc 0 (f) = 0 (f* &) pour toute fe L* (T, L).
Or f* € est nulle en dehors de im ¢. Si de plus 0 (f) e/ (c’est-a-dire
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si f (1) = 0), on a, pour tout ceé;/l(LKoo/L),

flo@)=c(f1)=0
S

et alors f* € = 0, c’est-a-dire que f* €€ £. Ainsi, # = 0 (%). Comme
I’idéal A" des nilpotents de L! (T, L) est dense dans % (théoréme 6), il en
résulte que 1’idéal A des nilpotents de L ® K, est dense dans ..

Enfin, pour tout entier d > 0, il existe fe L! (T, i) telle que f4 =0
et 471 5 0 (lemme 6, et théoréme 4 bis). Puisque F® est injectif, on a
(f®9=0cet (f®) ! £0, il existe donc ze L & K, tel que =0
et z27! # 0, ce qui prouve, d’aprés le lemme 6, que A"~ # /.

Remarquons que le noyau de I’homomorphisme 6 est 1’idéal principal
de L* (T, E) engendré par 1—e. En effet, tout L-automorphisme ¢ de LK,
est continu, comme application de L ® K, dans L ® K, et se prolonge
donc en un automorphisme ® de L-algébre de L ® K. Comme, pour
tout c € E;Zﬁ (LK,/L) on a

c®(f(1) = /® (9(c))s

il en résulte que, si £® (1) = 0, la fonction f ® est nulle sur im @, et ainsi

P
f* €® =0, donc fx ¢ =0. Lalgébre L ® K, est donc isomorphe a
L' (T, L)/(1—¢) (en tant que L-algébre).
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