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ALGÈBRES L1 ^-ADIQUES
PAR

JEAN FRESNEL et BERNARD DE MATHAN
[Université Bordeaux-I, Talence]

RÉSUMÉ. — On étudie l'algèbre L1 du dual r du groupe additif Zp et plus précisément
le radical et le nilradical de cette algèbre en relation avec la transformation de Fourier
7?-adique de L1 dans les fonctions continues sur Zp à valeurs ^-adiques. On montre
enfin le lien entre cette étude et celle du produit tensoriel topologique de corps values.

ABSTRACT. — We study thé algebra L1 of thé dual r of thé additive group Zp and more
precisely thé radical and thé nilradical of this algebra, in connexion with thé p-âdic
Fourier transform from L1 into thé space of continuous functions on Zp taking p-adic
values. Last we show thé connexion between this study and that of thé topological
tensor product of valued fields.

Introduction

Soit p un nombre premier, Qp le corps j?-adique élémentaire, Zp son
anneau de valuation, et Cp le complété de la clôture algébrique de Qp.
La valeur absolue 7?-adique, notée | . |, est normalisée par \p \ == 1/p et
la valuation associée v par v(p) = 1 (i. e. v (x) = —logp]^: |) .

L'analyse harmonique ^-adique, concernant les fonctions à valeurs
dans Cp, présente des situations très différentes de l'analyse harmonique
classique, dont un outil fondamental, la mesure de Haar, n'existe plus
toujours : on sait, par exemple, que le groupe additif Zp n'a pas de mesure
de Haar ^-adique.

Appelons caractère j?-adique d'un groupe topologique abélien G, tout
homomorphisme continu de G dans le groupe multiplicatif Up des éléments
de Cp, de valeur absolue 1. Le dual 7?-adique de G est le groupe G des
caractères ^-adiques de G. Soit maintenant G un groupe topologique./<
abélien, pro-fini (i. e. compact, totalement discontinu). Munissons G de

y\

la topologie de la convergence uniforme, et considérons le bi-dual G.
^

On dit que G est ^-réflexif si G est canoniquement isomorphe à G. Il n'en
lw y\.

est pas toujours ainsi. Soit G le sous-groupe de torsion de G, c'est-à-dire
le groupe des caractères ^-adiques de G, à valeurs dans les racines de
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226 J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

l'unité. Le groupe G s'identifie au dual complexe G' de G, par le choix
d'un isomorphisme entre le groupe des racines de l'unité dans Cp et dans C
respectivement. Pour que G soit 7?-réflexif, il faut et il suffit que G = G
([10], [14]). Par exemple, Zp n'est pas ^-réflexif : le dual Zp s'identifie
au groupe multiplicatif 1 +^/p, où M'p est l'ensemble des a G Cp tels que
| a | < 1. Le caractère ^-adique de Zp, défini par l'élément 6 e 1 + My,
est l'application x ï-> 6". Les caractères d'ordre fini de Zp correspondent
aux éléments 9 du groupe R(p) des racines de l'unité, d'ordre une puis-
sance de p.

On peut caractériser les groupes abéliens pro-finis ^-réflexifs ([8], [11]).
Un groupe abélien pro-fini G est ^-réflexif si, et seulement si, il n'existe
pas de sous-groupe fermé H de G tel que G/Hsoii sans ̂ -torsion, ou encore,
ce qui revient au même, si et seulement si Zp n'est pas isomorphe à un
quotient de G. Tout groupe abélien pro-fini possède un sous-groupe fermé
^-réflexif maximal Hp, qui est facteur direct dans G, et G = H1 © Zp [8].

Soit G le groupe des caractères /sadiques d'un groupe abélien pro-fini G,
à valeurs dans les racines de l'unité, et soit E un sous-corps fermé de C .
On désigne par L1 (G, E ) l'algèbre de Banach des fonctions définies sur G,
à valeurs dans E, tendant vers 0 selon le filtre des complémentaires des
parties finies de G. La norme est

Il/Il-sup^my)!,
et la multiplication est la convolution * :

/*^(ï)=EôeS/(8)g(ï§-1).

On désigne par L1 [G,E~\ la sous-algèbre de L1 (G,E) formée des fonctions
à support fini, c'est-à-dire la ^-algèbre du groupe G. L'algèbre L1 (G, E)
apparaît comme le complété de L1 [G, E~\.

Soit R le groupe des racines de l'unité dans Cp. La transformation de
Fourier ̂ , relative à G, est l'homomorphisme (de ^-algèbre) de L1 (G, E)
dans l'algèbre ^ (G, E {R)) des fonctions continues, sur G, à valeurs dans
E (R), défini de la façon suivante : Pour/e L1 (G, E), ̂  (/) est la fonction
/: G -> E (R), telle que

/W=SyeS/(Y)YM, VxeG.

On peut montrer que les idéaux maximaux de L1 (G, E) sont les idéaux
formés des fonctions/dont la transformée de Fourier / s'annule en un
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ALGÈBRES L1 ^-ADIQUES 227

point donné de G ([14], voir aussi cet article, § 2, prop. 2). Le noyau de
la transformation de Fourier est donc le radical, i. e. l'intersection des
idéaux maximaux, de l'algèbre L1 (G, E).

Supposons tout d'abord que E => R. Il a été démontré que les groupes
abéliens pro-finis G, pour lesquels la transformation de Fourier ^ est
injective, sont les groupes 7?-réflexifs : il suffisait de savoir ce qu'il en est
pour le groupe Zp ([11], [12]), et il a été démontré simultanément, par
Y. AMICE et A. ESCASSUT d'une part [2], et les auteurs d'autre part
([6] et [8]), que la transformation de Fourier ^-adique relative à Zp n'est
pas injective. Les démonstrations, différentes, font néanmoins toutes les
deux appel aux fonctions analytiques ^-adiques. Par ailleurs, en amé-
liorant leur démonstration, les auteurs ont prouvé que la transformation
de Fourier est surjective, et induit une isométrie du quotient de l'algèbre L1

par le noyau, sur l'algèbre des fonctions continues, ^ (Zp, E).
Désormais, nous désignerons par F le groupe des racines de l'unité

d'ordre une puissance de p (dans Cp). Le groupe F est isomorphe au
groupe Zp, en associant à yeF, le caractère de Zp, x ^ y " . L'article
suivant est consacré à l'étude des algèbres L1 (F, E), où E est un sous-
corps fermé de Cp.

Considérons d'abord le cas où E =» F. Nous donnons une nouvelle
démonstration, entièrement élémentaire, du fait que, dans ce cas, la trans-
formation de Fourier L1 (F, E ) —> ̂  (Zp, E) n'est pas injective. La réfé-
rence aux fonctions analytiques n'y est plus explicite, cependant, il s'agit
toujours de suites de polynômes. L'avantage de cette démonstration,
si elle est moins effective que celle de [8], est qu'elle permet de prouver
l'existence d'éléments nîlpotents non nuls, dans L1 (F, E), et de montrer
que l'idéale des niipotents est dense dans le radical ̂  de L1 (F, E). Après
avoir rappelé la démonstration du théorème de surjectivité isométrique
de la transformation de Fourier, dans ce cas, nous en déduisons, comme
première conséquence, que ^V --^ ^.

Le second paragraphe est consacré au cas où E ^ F. Nous savions
déjà que, par exemple, si E est une extension finie de Qp, la transformation
de Fourier ^ : L1 (F, E) -» ̂  (Zp, E (F)) est injective.

Tout sous-corps fermé E de Cp est l'adhérence d'une extension algé-
brique L de Qp, et nous démontrons que, pour que la transformation
de Fourier ̂  soit injective, il faut et il suffit que L soit de différente non
nulle sur Qp. L'image B de la transformation de Fourier est dense dans
une sous-L-algèbre C de ̂  (Zp, E (F)), définie par une relation fonccionnelle
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228 J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

très simple, et B = C dans le cas où L est de différente nulle sur Qp. Dans
ce dernier cas, ^ définit une isométrie entre l'algèbre L1 (F, E)l^
quotient de L1 (F, E) par son radical ̂ , et C. De plus, ̂  est l'adhérence
de l'idéal des niipotents ̂ , et ̂  ̂  ^E' Les résultats proviennent de
deux résultats algébriques dont l'essentiel est que, si L est de différente
non nulle sur Qp, la forme Z-linéaire T sur L (F), limite inductive des
applications (l/[L(y) : L]) Tr^^ (yeF), est continue (§2, prop. 3);
si, au contraire, L est de différente nulle sur Qp, l'application Tr^/ ̂
applique l'anneau de valuation ̂  (Y) sur l'anneau de valuation (9^ ou sur
son idéal maximal ̂ , i. e. que « L (F) est de différente 1 sur L » (§ 2,
prop. 4).

Le fait que L soit de différente nulle, ou non nulle, sur Qp peut aussi
s'exprimer en termes de norme tensorielle : dire que L est de différente
non nulle sur Qp revient à dire que la norme tensorielle sur L (F) est équi-
valente à la valeur absolue. Les résultats précédents sur la transformation
de Fourier, notamment la surjectivité, nous permettent d'étudier dans le
troisième paragraphe l'algèbre L ® Qp (F), complétée de L (F) pour la
norme tensorielle : il s'agit d'une algèbre locale qui n'est pas un corps,
dans le cas où L est de différente nulle sur Qp. L'idéal maximal M de
L ® Qp (F) est l'adhérence de l'idéal des niipotents, dont il est cependant
distinct, et le quotient L (§) Qp (F)/^ est canoniquement isomorphe et
isométrique à L (F).

Nous terminons en posant le problème de savoir si ces résultats restent
vrais en prenant deux extensions algébriques quelconques, L et M, de Qp
(contenues dans Cp). Soit L ® M le complété du compositum LM, pour
la norme tensorielle. Ce complété est une algèbre locale, dont nous conjec-
turons qu'elle possède les mêmes propriétés que ci-dessus, lorsque la
norme tensorielle sur LM n'est pas équivalente à la valeur absolue.

Cet article ne comporte pas de développement sur les algèbres L1 relatives
à d'autres groupes que F = R(p\ Indiquons qu'il est aisé, grâce à des
techniques de produit tensoriel topologique, de montrer notamment que

fw

le radical de toute algèbre L (G) (où G est un groupe abélien pro-fini)
est l'adhérence de l'idéal des niipotents, et en est distinct lorsqu'il est non nul.

La technique de la transformation de Fourier 7?-adique permet aussi
d'étudier le produit tensoriel topologique de deux sous-corps de Cp [5].

Notations. — Pour tout entier s ^ 0, on désigne par F^ le groupe des
racines ^-ièmes de l'unité (dans Cp), et F =(^^5. On pose
^ = Qp^s) (dans Cp), et K^ = UseN^.
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ALGÈBRES L1 ^-ADIQUES 229

Dans le premier paragraphe, K désigne une extension valuée complète
de Qp, contenant r.

La notation L1 (F) désigne la ^-algèbre L1 (F, K).
La valeur absolue et la valuation j^-adique sont toujours notées | . ] et v

respectivement, et normalisées par \p \ = 1/p et v (p) = 1.
Soit P(X)eK[_X],

P(X)=ao+a^X+...+aNXN.

La notation v (P, 0) désigne

v(P,0)=mmo^^(v(ai))
et

|[P, l| |==maxo^^(|a,|).

L'application || ., 1 || est une norme sur ^[^], et

l|pô,i||=||p,i| |. | |ô,i| |
pour tout couple P, Q.

1. L^algèbre L1 (F, K) lorsque le corps K contient F

THÉORÈME 1. — L9 algèbre L1 (F) possède des éléments nîlpotents non
nuls. De façon plus précise, soit SQ un entier positif, et c un nombre réel
positif. Il existe un élément feL1 (F), satisfaisant aux conditions
suivantes :

(1) /(!)=!;
(2) /( ï)=0 pour tout y e F ^ y ^ l ;
(3) | / (y) [ < 1 + s pour tout y e F;
(4) /(y)eX^ pour tout yeF;
(5) // existe un entier positif d tel que / d = 0.

THÉORÈME 2. — L'idéal ^, noyau de la transformation de Fourier
^ : L1 (F) —^ ̂  (Zp, K), est l'adhérence de V idéal ^ des éléments nil-
potents dans L1 (F).

La démonstration de ces théorèmes résultera des lemmes suivants :

LEMME 1. — Soit fG L1 (F), soit (^)feeN une sulïe dentiers positifs,
strictement croissante, et soit (A)fceN une sulte d'éléments de L1 (F), tendant
vers f dans L1 (F), et telle que fj, soit nulle en dehors de F, . Soit Pj, (X)
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230 J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

le polynôme à coefficients dans K, de degré p^—l au plus, tel que
PU (Y) = fk (ï) Pour tout y e F

yv K

(a) Pour que f = 0, il faut et il suffit que

(6) lim^+^(î;(P^ 0)+Sfc)=+oo.

(é) 5o^ û? un entier positif. Pour que f0 = 0, il suffit que

(7) lim^^fy(P,,0)+fl- l^^=+oo.
V \ à ) )

Preuve. - Soit J\ (A-) = ao,fe + . . . +a^_i^ ̂ sk-1. Comme la
fonction définie sur Zp par ^ ̂  Syer, ^ vaut ̂  Pour ^ = 0 (mod p^),
et 0 pour x ^ 0 (mod ^sfc), on voit que, pour tout x e Zp,

AW=^^,
où n^ désigne l'entier tel que 0 < n^ < p^ et x+n^ == 0 (mod^).

Ainsi mf^^v(fk(x)) = v(Pk,0)+Sk ce qui prouve (a).
Pour établir (6), remarquons que si ̂  est une fonction de L1 (T), nulle

en dehors de F^, et si Qk(X) est le polynôme de degré psk-\ au plus,
tel que Q^ (ï) = gu (ï) pour tout Y e F^ :

&W=^+...+^sk-l^-l,

alors /fe* ̂  est nulle en dehors de F^, et pour y e F^, /^^ ^ (y) = R (y)
où ^00 est le polynôme :

(8) ^w-^E^1^,^.^.
En effet, pour tout couple (m, n) d'entiers tels que 0 =s$ m < p^,

0 s$ n < p^, et tout y e r^ :

Y ^(vô-^-J ° si m^^^Ô6^S.Ô uô ) "f^y" si m=n.

L'égalité (8) montre que

i l / ^g j i^^ l l^ i l l . l l ô^ i l l ,
et donc que li/.'ii^-^-^K.ir

Pour que /d = 0, il suffit que

lim^O^-1^ ||P,, 11^=0,

condition équivalente ai (7).
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ALGÈBRES L1 ^-ADIQUES 231

Remarque. - Puisque [|A || = ^~(t7(pk'o)+sk\ la condition (7) peut
aussi s'écrire :

(H lim^J|/,||^=0.

Nous construisons une suite de polynômes (P^), satisfaisant aux conditions
du lemme 1, en nous donnant l'ensemble des zéros, convenablement
choisi, du polynôme Pj,.

LEMME 2. — Soient s un entier positif, et À, un nombre réel, 0 ^ X s$ 1.
// existe une partie B^^ de r^—r^i, satisfaisant aux conditions suivantes :

(9) cardia ̂ p5-1^-!)].

Pour tout Yers—r,_ i , et tout entier t, 0 < t < s :

(10) card(B^nyr,)^[^]

(la notation [.] désigne la partie entière).
Preuve. — Supposons s > 1 (l'énoncé étant trivial pour s = 1). Pour

tout t, 0 < t < s, toute classe de 1̂  modulo r\ est réunion de p classes
modulo r,_i, disjointes, et r^—rs.i est réunion de p—1 classes modulo
r,_i. L'inégalité

pC^-1]^!:^]
permet de construire, par récurrence, une suite (B^^^^s de parties
de r,-r,_i telle que :

(11) B^-^czB^ pour [ < t < s ;

(12) Pour tout t, 1 ̂  t < s, et pour toute classe C, modulo r\, incluse
dans rs—r^.i,

card^nQ^Ày].

Comme (p—1) [^s-l] ^ [^/?s-l CP—I)]? ^ existe une partie By^
de rs-r,_i, telle que

(11') B^-^^B^,

(9) cardB^I:^-1^-!)],

et les relations (11) et (12) prouvent que By^ satisfait à la condition (10).

LEMME 3. — Soit Bs^ une partie de T^—Ts-i satisfaisant aux conditions
du lemme 2, et soit F,^ (X) le polynôme F,^ (X) = ]~[aeB^ (^-a)/(l -ex).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



232 J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

On a

(13) v(F^(y))=0 pour yeF^i;

(14) t;(F^(y))^(5-l)-1 pour yer,-r,_i;
p-1

(15) ^(^(Y))^-^!-^"'') pour yeF, d'ordre p ' > p5;

(15') ^,,(y))^-^ j^r yer-r,;
(16) î;(F^,,0)^-À.

Preuve. — Pouryers^i, î ; ( l—y) > ^( l—a) , donc ^(y—a) = i;(l—a),
d'où (13). Pour établir (14), soit ^çYs~^s-^ supposons que Y^^s,?,.
Désignons, pour tout entier t, 0 ^ t < s, par v< le nombre d'éléments
de £,^ n (y F,), et v, == card £,^

Comme vÇy—cx) == \|(pt~l (p—\)) si a/yer^—r^i, on a

.(n.....Jr-.))-L-.,̂ .̂
Donc

^naeB.jY-^) = S?;11 ^ + -ï———^-7- (̂ 0 = 0).
P P (P-1)

Puisque v^ ^ ?l7?t-l et v, ^ À,^5"1 (/?—1)—1, on a donc

^n«e^jY-^))^-E^i- „ 1
p p (p-1)

soit

^(naeB^Jï-a)) ̂  ̂ ^- ———7-
P-1

D'autre part,

.n.....a-̂ f̂̂ .
L'inégalité (14) résulte alors immédiatement de ces deux inégalités. De la
dernière découle également (16).

Enfin, soit y e r ^ — r ^ _ i , où t > s. Pour chaque aeB^, on a

y(y-a) = v(y-l) = -^-——,
P1 \P-^
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ALGÈBRES L1 77-ADIQUES 233

donc

v(^}=- 1 (l-p^).\i-^) p-^p-iy
Alors

^^-^^-^
soit

(15) vÇF^^^-^l-p^),

d'où (15') résulte aussitôt.
Nous allons maintenant pouvoir construire des suites de polynômes

satisfaisant au lemme 1. Pour la démonstration du théorème 1, le premier
élément de la suite est choisi de la façon suivante :

LEMME 4. — Soient SQ un entier positif, 5 un nombre réel positif, K^ un
réel, 0 < À-i < 1, tels que

(17) l-^+p-^80^,

(18) (l-Ài)so<8

Il existe un entier S > Sy tel que, pour tout entier s^ ^ S, il existe un
polynôme P^(X)e K^ [X~\, de degré inférieur à p51, satisfaisant aux
conditions :

(19) Pi(l)=l et Pi(y)=0 pour yer^y^l;
(20) v (Pi (y)) ̂  - 8 pour tout y e F,, ;
(21) y(Pi,0)^-ÂiSi

Preuve. — Soit XQ tel que 0 < 'ky < ^-i et

(17') i-^+p-^5^-1)

(1ÎO (l-^o)so<0 .

Soit 5' $? ((l-À.o)/(^i-^o))'s'o- Soit ^i ^ 5', et soit Pi (X) le polynôme

^w)^ ^-^rLo^^oW
J? À — 1
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(où ^oW est le polynôme relatif à une partie B,^ de I^-r^.i,
cf. lemmes 2 et 3). Autrement dit,

^oo=ni^^w,
où ^ = 1 pour 1 ^ s ^ SQ et ^ = Ko pour ^o < s ^ s^.

La condition (19) est satisfaite. Examinons d'abord (21). D'après (16),

^(Pi,0)^-So-Xo(5i-So),
d'où

(21) v(P,, 0) ̂  -?4 5i, puisque 5^ ^ ̂ '^p.
À I — À O

Évaluons maintenant i; (Pi (y)) pour y e F .̂ On peut supposer y
d'ordre p0, avec ^o < ^ < ^r D'après (13), (14) et (15),

^A(Y))^-E^l(l-P5"o)-^oEso<s<aa-PS~<T)+Ao(o-l)--l-,
p-1

soit

^PiCY^-a-^o+^Ei^cp5"0--^,p-i
i. e.

^(Pi(Y))>-(l-^o)f5o+-L)-——1———.
\ P - ^ ) P'"1^-!)

Puisque j?1"0 ^^-so, les inégalités (17) et (18) assurent alors que

(20) ^(Y))^-Ô.

Pour construire de proche en proche, une partie de polynômes satisfaisant
au lemme 1, nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME 5. - Soient r, s, t, des entiers tels que 0 < r ^ s < t. Soient 'k
et \i des réels tels que 0 ^ ^ ^ \x ^ 1. Soit P (X) e K\X~\, un polynôme
de degré inférieur à p8 tel que

(22) Î;(P,O)^-AS.

// existe un polynôme Q (X) e ̂ [2'], de degré inférieur à p\ tel que

(23) ^(6,0)^-Hf,

(24) g(y)=p(y) pour yer,,
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ALGÈBRES L1 ^-ADIQUES 235

(25) v(Q(j))=v(P(y)) pour yeF,,

(26) v(Q(y))^^-^s-^r--1- pour yer,-r,.
p-1

De plus, si P(X) est à coefficients dans K^, il existe un polynôme Q(X)
à coefficients dans K^, satisfaisant aux conditions ci-dessus.

Preuve. — Avec les notations des lemmes 2 et 3, soit

Q(X)=P(X)Y[^F^^XPr).

Les conditions (24) et (25) sont immédiates.
D'après la relation (16) du lemme 3, on a

v(Q,0)^v(P,Q)-[i(t-s),

d'où (23) puisque X ^ |i.
Soit yer^-r^.i, s < a ^ t. On a v ( P ( y ) ) ^ -U et d'après le

lemme 3
/ — H pour s < T < a,

v (^ï-r, n (ï^)) ̂  ^ (a - r -1) - —— pour T = a,
P-1

^ 0 pour T > a,

d'où (26) v(Q(y)) ̂  ([i-^s-^ r-(l/(p-l)).
Démonstration du théorème 1. — Soit 8 = log^(l+s). On peut supposer

que/?"50 < 8 {p—1)/2. Soit (r^g^* une suite strictement croissante d'entiers
positifs, soit (^k)ke^ une suite strictement croissante de nombres réels
positifs, de limite / < 1, et telle que À,o et À-i satisfassent aux conditions (17),
(18), du lemme 4. Il existe une suite strictement croissante (^)feeN* ^e

nombres entiers supérieurs à SQ telle que ^ > r^ pour tout k et

(27) lim^ + ̂  ((^+1 - ?tfe) Sfc - Xfc+1 r^) = + oo,

(28) (^k+i-^k)Sk-^k+irk-——- ̂ -§
p-1

et s^ > S (S étant défini au lemme 4).
Soit Pi (X) satisfaisant aux conditions du lemme 4. Le lemme 5 permet

de construire par récurrence une suite (Pk(X)\eN* ^e polynômes de
K^ [Z], telle que :

(23') i;(P,,0)^-?^,
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(24') ^+i(Y)=Pfc(ï) pour yer^

(25') ^+i(Y))=^(P,(y)) pour yer^,

(26') ^(Pfe+i(y))^(^.i-^)5,-^+irfe-—L pour yeF^-F^.
p-1

Soit alors f^ e L1 (F) telle que /^ (y) = P^ (y) pour y e F ,̂ et /^ (y) = 0
pour y ^ r^. La condition (24') prouve que, pour chaque y e F, la suite
(A (Y)) est stationnaire, puisque ^—^ +00. Cette remarque, jointe aux
conditions (25'), (26') et (27), prouve que la suite (/^) est convergente
dans L1 (F). Soit/sa limite. Il est immédiat de vérifier les conditions (1),
(2), (4), du théorème 1. La condition (3) résulte de la condition (20) du
lemme 4, et de (28), (25'), et (26'). Enfin, soit d un entier positif tel que
1-OAO > / (= lim^). On a / d = 0 d'après le lemme 1.

Démonstration du théorème 2. - Soit g e L1 (F), telle que g = 0.
Supposons g 7^ 0.

Soit, pour tout entier positifs, Rs(X) le polynôme de K[X~\, de degré
inférieur à p\ tel que ^(y)=^(y) pour tout y e F,. Posons
v(R,,0)+s=A,.

Soit s > 0, et soit r^ un entier positif tel que [ g (y) | < e pour y ^ F,. .
Comme lim^s = +00 d'après le lemme 1, il existe un entier s^ > r^
tel que

1 1 A-A^-ri-——^-îog^s et 0<^<1
4 j?-l 2si

puisque ^ 7e 0.
Soit alors ^ = 1-(^/2^), et ^ = 1-(^/4^). On termine la

démonstration en construisant, comme pour le théorème 1, des suites
(^)fceN*' (^feeN*? G^eN*' et une suite de polynômes (Pk(X)\^ telle
que Pi (JT) = jR^ (X). Le procédé permet d'obtenir un élément feL1 (F),
niipotent, tel que /(y) == ^(y) pour yeF^, et |/(y) [ ^ c pour y^F^
de sorte que [|/-^|| ^ s.

Le théorème 1 permet de prouver le résultat suivant :

THÉORÈME 3. - La transformation de Fourier ^ : L1 (F) —> ̂  (Zp, K)
est surjective, et définit par passage au quotient, une isométrie de
L1 (F)/^ sur ^ (Zp, K).

Preuve. — Comme les polynômes « coefficients binomiaux » (n e N)

forment une base normale de l'espace de Banach ^ (Zp, K), il suffit de
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démontrer que, pour tout n e N, et pour tout s > 0, il existe gn e L1 (T)
telle que

(29) g, (x) = ( ̂  pour to.ut x e Z^,

(30) |[g,| |^l+s.

Soit SQ un entier positif tel que p1^'0^-^ < 1 +£. Nous allons montrer,
par récurrence sur n, qu'il existe gn e L1 (F), satisfaisant (29), (30) et

(31) gn(ï)=0 pour yer^-{l} .

Le résultat est trivial pour n = 0. Soit donc n > 0. Soit 5 > 0 tel que

(l+ô)2^0^-1^:^,

et supposons qu'il existe gn-i ejr/l (0 telle que

m g^,(x)=(^\
(30') ]|g^i|^l+8,

(31') ^-i(Y)=0 pour yer,,-{l}.

D'après le théorème 1, il existe feL1 (F) telle que/(l) = 1, /(y) = 0
pour Y e l ^ - { 1 }, ]|/|| ^ l+ô, et/= 0. Soit alors g^eL1 (F), définie
par

^^-.(Y)-^(lV(ï) ^ ̂ ,
y-1

et
^0)=-Ey^i^(Y).

La fonction gn satisfait aux conditions (30) et (31). On a d'autre part

gn^+^-gnW == ( ^ ^ Ct ^(0) == 0,

ce qui implique

(29) ^-f;)

Une première application du théorème 3 est de préciser comme suit
le théorème 2.
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THÉORÈME 4. — Le noyau ^ de la transformation de F ourler
^ : L1 (T) —> ̂  (Zp, K) est distinct de l'ensemble ̂  des éléments niipotents
de L1 (F).

Ce théorème est conséquence de la proposition plus générale suivante :
PROPOSITION 1. — Soit K un corps muni d'une valeur absolue ultramé-

trique, complet, de caractéristique résiduelle p ^ 0, et soit A une K-algèbre
de Banach. Désignons par ^V l'idéal des niipotents de A, et par ^ le radical
(de Jacobson) de A, i. e. l'intersection des idéaux maximaux. Supposons
que ^V = 01, et qu'il existe un idempotent s de norme supérieure à 1, et de
norme 1 dans A^. Alors ^ ^ ^.

Montrons d'abord le lemme suivant.
LEMME 6. — Soit K un corps muni d'une valuation ultramétrique, complet,

et soit A une K-algèbre de Banach. Pour que l'idéal ^V des niipotents de A
soit fermé, il faut et il suffit qu'il existe un entier d > 0 tel que xd == 0 pour
tout x e^.

Preuve. — Pour tout entier d > 0, soit J^j l'ensemble des éléments
xejy tels que x0 = 0.

L'ensemble ^^ est fermé pour tout d. Si ̂  est fermé, c'est un espace
de Baire, et puisque ^ = (Jdx)^^ 1! existe donc un entier d > 0 tel
que J^ soit d'intérieur dans J^ non vide. Ainsi, il existe x eJ^ et p > 0
tel que, pour tout ye^ tel que [| x—y \\ ̂  p, on ait yâ= 0.

Soit maintenant y un élément quelconque de J^. Comme l'application
polynomiale de K dans A : X \—> (x+'k(y—x))â s'annule pour tout À-e K
suffisamment petit, cette application est nulle. Ainsi en faisant K = 1,
on obtient yà = 0.

Preuve de la proposition 1. — Soit 8 un idempotent non nul de A. D'après
te lemme 6, si on a ̂  == ^, il existe un entier d > 0 tel que x^ = 0 pour
put x e ̂ . Soit alors s un entier suffisamment grand pour que

( • ) < I I 8 I I " 1 P0111" tout l ' ^ ^ î < d (où p est la caractéristique

résiduelle de K). Pour tout x e ̂  tel que [ [ x [| = || s |[, on a alors :

l l /p.Y^H- p 4 - f ^ l e Y + +f P5 ^PV^-1 - H Ê H|[^e-hx; i l — £-+-1 ^ i e x - t - . . . - 1 - 1 ^__^ iex — I I 8 ! ! »

donc I I G+X I I ^ I I c \\l/ps ce qui est absurde si £ est de norme plus grande
que 1, et de norme 1 dans A/^.

N.B. — On peut montrer que la proposition 1 reste valable si K est de
caractéristique résiduelle 0.
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Le théorème 4 résulte alors immédiatement des théorèmes 2 et 3 et
de la proposition 1. Il suffit de considérer l'idempotent eeL1 (F) défini
par e (y) = 1/p pour y G Fi et £ (y) = 0 si y ^ F^ (dont la transformée de
Fourier est la fonction caractéristique de la boule p Zp).

2. L'algèbre L1 (F, E)

2.1. Préliminaires et énoncé des résultats. — Soit E un sous-corps
fermé de Cp, ne contenant pas nécessairement K^. La transformation
de Fourier ̂  est alors un homomorphisme de E-algèbre de L1 (F, E)
dans ^(ZpJEK^) : Pour feL^F^E), ^(/) est la fonction
/e <^ (Z^, I^J définie par f(x) = ̂ er/Cr) Y'-

PROPOSITION 2 [14]. - .FW tout x e Zp, ;̂7 ̂  /'^/ û^ fonctions^\.
/GZ/(F,£') ^/fe5' que f(x) == 0. Les idéaux maximaux de L1 (F, E )
sont exactement les idéaux M^ (x e Zp).

Le noyau de la transformation de Fourier ̂  est donc le radical (de
Jacobson) ̂  de l'algèbre L1 (F, E), c'est-à-dire l'intersection des idéaux
maximaux de cette algèbre.

Preuve. — Nous rappelons la démonstration de ce résultat, dû à
SCHIKHOF, dans le cas où E =» K^. Nous utiliserons le résultat suivant :

LEMME 7. — Soit k un corps muni d'une valeur absolue ultramétrique,
complet, et soit Q une extension algébrique de k. Toute norme de k-algèbre
sur û est supérieure ou égale à la valeur absolue sur Q prolongeant celle
de k.

Preuve. — On peut supposer Q de degré fini sur k. La norme 1 1 1 1 sur Q
est alors équivalente à la valeur absolue [ [ : il existe donc un nombre
réel A > 0 tel que \\x\\ ̂  A \x\ pour tout xeQ.. S'il existait xeîl
tel que 0 < || x || < [ x |, soit || x || = p | x [ où 0 < p < 1, on aurait
pour tout entier n > 0, 0 < |[ x" || ^ p" [ x" |, ce qui est contraire au
fait que || x" || > ^4 [ ^" |. On a donc | x \ ^ [| x || pour tout x e û.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2. Soit Ji un idéal
maximal de L1 (F, E) et soit (p la surjection canonique

^(r.io-^z^r,^)/^.
Pour tout y e F, désignons par ̂  l'élément de L1 (F, E ) défini par ̂  (y) = 1,
et, si ô 7e Y, e^ (ô) = 0. L'application y \-> e^ est un homomorphisme
injectif multiplicatif de F dans .L1 (F, E\ soit F' l'image de cet homomor-
phisme. Comme, pour tout/eL1 (F, E), on peut écrire/= ^er/(ï) e^
le sous-corps ^(^(F')) de L1 (F, E)\M est donc dense. Puisque tout
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élément de (p (P) est une racine de l'unité d'ordre une puissance de p,
il existe un isomorphisme u de E ((p (F')) dans E K^. Puisque | u (a) | = | a |
pour tout a e E ((p (F)), donc d'après le lemme 7, | u (a) | ̂  |[ a ||, où
I I . | j est la norme quotient dans L1 (F, E ) / J ^ , l'isomorphisme u se prolonge
donc par continuité, en un isomorphisme u de L1 (F, E ) / J ^ dans l'adhé-
rence EK^ de jE^ dans Cp. Ainsi ̂  est le noyau de l'homomorphisme
d'algèbre v|/ = u ° (p, de L1 (F, £') dans £'̂ . L'application de F dans £^
y —)- v|/ (^y) étant un caractère, il existe xe Zp tel que \|/ (^) = y" pour
tout yeF, donc ^ (/) = Eyer/Cï) 7" =/M- Ainsi, M = ̂ ,.

Il reste à montrer qu'effectivement, pour chaque x e Zp, l'idéal ̂
est maximal. D'après ce qui précède, ̂  est contenu dans un idéal
maximal M y . Soit L1 [F, E} la sous-algèbre de L1 (T, E), formée des
fonctions à support fini, c'est-à-dire, l'algèbre du groupe F, et soient

^ = ̂  n L1 [F, £], ^f; = M\ n L1 [F, £].

Dans L1 [F, £'], l'idéal <J^ est maximal, car c'est le noyau de l'homomor-
y\.

phisme de L1 [F, E~\ dans EK^, f^f(x), homomorphisme dont l'image
est un sous-corps de EK^. On a donc ̂  = M'y, et si l'on désigne par
^ \x\ et ^ \y\ les images respectives des homomorphismes f^->f(x),
f^f(y) de Z/1 [F, E'} dans £'̂ , il existe donc un ^-isomorphisme w
de ^\x\ dans ^ [>] tel que w (f(x)) == f(y) pour tout/eL1 [F,£'].
Comme cet isomorphisme est isométrique pour la valeur absolue, il se
prolonge par continuité en un isomorphisme w de ^ [je] dans ^ \y\,
et w(f(x))=f(y) pour toute /eL^F.E). Ainsi ̂  = M y

Remarquons que si E ^ K^, seul l'idéal maximalc^o est d6 codimension 1
dans L1 (F, £). On a ^ [0] = £', et si x ^ 0, ̂  [>] = £'À'̂ . Remarquons
aussi que M^ = M y si, et seulement si, v (x) = v (y), et si, pour x ^ 0,
l'application y t-^ y^ de F dans lui-même est la restriction d'un £-auto-
morphisme de EK^.

Pour poursuivre notre étude, nous devrons utiliser le fait que E est
l'adhérence d'une extension algébrique L de Qp. Cela est conséquence
du théorème de Tate-Sen-Ax que nous rappelons.

Désignons par Qp la clôture algébrique de Qp.
THÉORÈME 5 ([3], [15]). — Soit H un groupe de Qp-automorphismesw

de Qp, et soit H le groupe d'automorphismes de Cp obtenu en prolongeant
à Cp, par continuité, les éléments de H. Le corps des invariants de H est
l'adhérence du corps des invariants de H.
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COROLLAIRE. — Tout sous-corps fermé E de Qp, est l'adhérence dans Cp
d'une extension algébrique L de Qp.

Preuve. — Soit L = E n Q.p. Tout L-automorphisme a de Qp se prolonge,
par raison de linéaire disjonction, en un £-automorphisme de E^lp, qui
se prolonge lui-même encore, par continuité, en un jE-automorphisme
de Cp. Autrement dit, E est inclus dans le corps des invariants du groupe
Gai (Dp/F) (où Gal(Op/L) est le groupe des Z-automorphismes de Qp).
Donc, d'après le théorème 5, on a E <= L, et par suite E = L.

Nous dirons qu'une extension algébrique L de Qp est de différente nulle
sur un sous-corps M de L si sup (v (^A/M)) = + oo, où A décrit l'ensemble
des extensions de degré fini de M, contenues dans L (la notation ^A/M
désignant la différente de A sur M et v(2^) = infae^/M î;(a))•

Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant :
THÉORÈME 6. — Soit L une extension algébrique de Qp, contenue dans Cp,

et soit E == L. La transformation de Fourier ̂  : L1 (F, E) —> ̂  (Z , EK^)
est injective si, et seulement si, L n'est pas de différente nulle sur Q

Dans le cas où L est de différente nulle sur Qp, la transformation de
Fourier ̂  définit, par passage au quotient, une isométrie de L1 (T, E )/^E
sur une sous-algèbre de ̂  (Zp, EK^). Déplus, ̂  est l'adhérence de l'idéale\
des niipotents de L1 (F, E ), mais c/Tjg i=- ̂ .

Remarquons que le cas où E => K^ est inclus dans le cas où L est de
différente nulle sur Qp (car si L =? K^, alors L => K^, ainsi qu'il résulte
immédiatement du théorème 5).

Pour démontrer le théorème 6, nous utiliserons les résultats algébriques
développés dans le paragraphe suivant.

2.2. Propriétés des traces. — Pour tout sous-corps M de Cp et toute
extension M' de M, de degré fini, la notation TT^/M désigne la forme
M-linéaire trace sur M\

Remarquons tout d'abord que, si p 1=- 2, K^ est une extension de K^
(resp. de K^ si p = 2), de groupe de Galois isomorphe à Zp. Pour tout
entier n > 0, et pour tout a e Gai (K^/K^) il existe un unique élément
oc^ e 1 +P" Zp tel que a (y) = y"0 pour tout y e F, et l'application o- ï—> o^
est un isomorphisme de Gai (KJKn) sur le groupe multiplicatif 1 +?" Zp.
Or l'application de Z dans 1+p Z (resp. 1+4 Z, si p = 2), x ï-> (1 +p)x

(resp. x \-> 5^) se prolonge par continuité en un isomorphisme du groupe
additif Zp sur le groupe multiplicatif 1+p Zp, si p ^ 2 (resp. 1+4 Z^
si p = 2). Ainsi, dans tous les cas, le groupe Gai {KJK^) est isomorphe
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à Zp, et les seuls sous-corps de K^, contenant K^, sont donc K^ et les
K^ (n ̂  2). Donc si LK^ ^ K^ on a (LK^) n K^ = K^ où ^2.

Considérons d'abord le cas suivant.
2.2 (a) Le cas où L n'est pas de différente nulle sur Qp. - Pour démontrer

le théorème 6 dans ce cas, nous utiliserons l'énoncé suivant :
PROPOSITION 3. - Soit L une extension algébrique de Qp (contenue dans Cp),

de différente non nulle. Soit (LK^) n K^ = K^ Pour tout entier s ^ n,
l'application T^ de LK^ dans LKy définie par

Ty = limm^ -^T^'LKN/LK^

est une forme LKy-linéaire continue.
Cette forme linéaire se prolonge donc par continuité en une forme

LÂs-linéaire sur LK^. Nous noterons encore Tg ce prolongement, qui est
donc un projecteur continu Z^-linéaire de LK^ sur LK^ tel que 7, (Ç) = 0
pour Çer-r,.

Preuve. — Remarquons tout d'abord que, pour tout s, LKy est de diffé-
rente non nulle sur ^Ç En effet, toute sous-extension M de LKs sur Ky
de degré fini, est contenue dans une extension de la forme A Ky où A
est une sous-extension de L, de degré fini sur Qp. On a alors

Or
^M/^K^AJWK.).

^A^/X^AC^^.

Ainsi, si d est entier tel que v (^A/Q ) ^ ̂  d011^ a fortiori v (^A/Anxs) ^ ^
on a

V^AK^/K^d.

Comme LK^ ^ K^ car LK^ est de différente non nulle sur K^ on a
donc LK^ n K^ = K^ où n > 2. Pour s ^ n, LK^ est linéairement dis-
jointe de K^ sur Ky

Soit alors N ^ s ^ n.
LJK,-> LKy

M ^MK.,

K. -> K.
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Soit de N tel que, pour toute sous-extension M de LK^ sur ^, de degré
fini, on ait

V^MIK^^d.

Comme
V (^MK^/M) + V (^MIK) = V ̂ MK^) + V ̂ K^\

on a donc
^(^M^/M) > ̂ (^/xJ-^M/X.) > N-5-rf.

Alors, pour tout xeMK^ tel que u(^) ^ 0, x/^-5-^ e ̂ ^, donc

^(Tr^/L^M) = ̂ (TMX./M^)) ̂  N-s-d;

ce qui démontre la proposition 3.
Considérons maintenant :
2.2(6) Le cas où L est de différente nulle sur Qp. — Pour démontrer

le théorème 6 dans ce cas, nous utiliserons le résultat algébrique suivant :
PROPOSITION 4. — Soit L une extension algébrique de Qp (contenue

dans Cp), de différente nulle. Pour tout entier N > 0, on a

^L /̂LK.) = 0 (1).

Preuve. — Remarquons que soit Z^jy+i = ^N (cas trivial), soit LK^
est linéairement disjoint de ^jv+i sur Ky. La proposition 4 résulte alors
de l'énoncé plus précis suivant.

PROPOSITION 4 bis. — Soit A une extension de degré fini de Àjy, linéairement
disjointe de K^+^ Soit a un entier > 2. Supposons que v(^^.^) ^ 2 a.
Alors v^^^^l/p--1.

Preuve. — Quelques lemmes sont nécessaires.

LEMME 8. — Soit ^e^N~^N-lf ^n ^ pour tout x e A,

^-^K-^.
p-1

Preuve. — On peut supposer v(x)=0. Soit ^N+I^^+I te! q^
Çv+i = ÇN- L'élément y == Ç jv+i—^ de AK^+^ est racine du polynôme

(32) Y^+px 7^' + ... +(p^p~k y+ ... +pxp~l Y+x^-^,

(1) On peut en fait démontrer que, pour toute extension algébrique M de Qp, de
différente nulle, et pour toute extension de degré fini N de M, on a v (.Q>NIM) = 0 [5].
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et ce polynôme est irréductible sur A car A et K^+i sont linéairement
disjointes sur K^. Toutes les racines de ce polynôme (dans A ^y+i) sont
donc de valuation vÇx?-^)/?. Supposons que ^(^-Ç^)>0.

Soit y une racine dans A^y+i du polynôme (32). Écrivons

(33) £rî(^)^-fc/=-(x^^+^).

Comme on a, pour 1 < k ^ /?—1,

<(()^)><(?>•-^-^t(ï-H
donc

v(xp-^+yp)=l+v(xp~^)

Or, comme v(yP) = v(xP-^), donc

v^-^+y^^v^-^

on en déduit l'inégalité v(xP-^) ^/?/CP-I).
LEMME 9. — Supposons qu'il existe xeA, tel que

^ -p-, - «-i1 „ ̂  ̂ p-^) ̂  -p-.p-1 p" '(p-l) p-1
^for^

^A^/AK^[.

Preuve. - Soit p e A tel que i;(p) = u^-Ç^)-! (p=^p-ÇJv)/^, si
l'on veut).

L'élément z = (Çjv+i-^)/P de A Ky+i est racine du polynôme unitaire
irréductible sur A

g(Z)-((pZ+x)p-^).
P

Comme ^tëjy+i-^) = v^-x^lp ^ i;(p), on a î;(z)>0, donc :

^(^A^.,/A) ̂  ̂ fe'^)) d'après [16].

Orgt(z)^(p/p^l)y^\, donc :

v(g/^))=P-(P-i)v(xp-^)^ 1

p-1
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Ainsi

^A^/A)^-^.
P

Nous allons démontrer la proposition 4 6^ en construisant un élément
x e A satisfaisant (34) (lemme 9).

Soit 1 l'extension non ramifiée, maximale, de Qp, contenue dans A,
et soit F = IKy, qui est l'extension non ramifiée maximale de K^ contenue
dans A. Soit 9 une uniformisante de A, et soitît l'uniformisante TT = Çjy—l
de KN.

L'élément 6 est racine d'un polynôme d'Eisenstein sur I ' de la forme

A(X)=7c(ao+...+^-lZ^- l)+^^,

où v (a,) ^ 0 et v (ao) = 0.
On a

v^A/K^=v^A/r):=v(hf(Q)).

Comme les nombres v (la^ Qi~l+v (n) (1 < i < u, a^ ^ 0), et v (\t 6^~1)
sont deux à deux distincts, on a donc, si v (^^y) > 2 a,

v (ia, 91"1) + v (n) ̂  2 a et v (aô»*"1) > 2 a,

ce qui implique que v (a^ > a pour 1 ̂  ; < u, i ^ 0 (mod 7?"), et
u = 0 (mod 7?01). On peut ainsi écrire le polynôme h(X) sous la forme

h(X) = 7i(fco+bi Z^^ ... +b^,X(r~l)pct)+Xrpu+paR(X\

où bieOp, v(bo) = 0, I?(Jf)e^p [Z] (pour tout sous-corps M de Cp,
la notation 0^ désigne l'anneau de valuation de M).

De la même façon, 9 est racine d'un polynôme d'Eisenstein sur 7, de
la forme

l (X ) = p(co+ci X^-^ ... +c,-i Z(s-l)pa)+^spa+pa 5(X),

où c, e d?j, i; (co) = 0, et 5' (A") e ̂ j [2'].
LEMME 10. — // existe des polynômes P (X) et Q (X), à coefficients dans ^j,

tels que :

(35) p^Q^PÇQ^ (mod^),

(36) n == Q^ Q (6^) (mod p").
Preuve. — La forme du polynôme l(X) montre que

p (co + ci 9^ + ... + c,_ i e^-1) pa) s - 9^ (mod p").
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Or, comme v(co)=0, l'inverse de Co+Ci 9pa+ ... +^_i Q^-^ peut
s'écrire, mod^"1, comme -PÇQ^), où P(Z)e^j[Z]. D'où (35).

De la même façon, il existe un polynôme Qo (X) e Op \X} tel que

TC =6^00(0^) (modjQ.

Le polynôme QoW peut s'écrire 60 W = 61 W+ÎT 62 W où
61 W e ̂  [̂ ] et 62 W e ̂ , [Z].

Ainsi :
n == ̂ (Q^+n Q^)) (mod^).

Montrons que, pour tout entier k ^ 0, il existe deux polynômes
6i,fcWe^[Z] et 62,feWe^,[Z] tels que

(37) 7l EE ̂ (Q^Q^+nQ^ fe^)) (modp01).

En effet, par récurrence, on déduit aussitôt de (37) :

^ == ̂ (Qi, k^+^^^çQ^ (en
+^fcrpa 62^(6^)) 02,.(e0) (mod^).

Posant
Q2,kW=Q,(X)+nQ^X),

où Q^(X)eOt[_X'} et 6fe'We^p[^], on en déduit (37), pour
l'indice k+1,

Ql^l(X)=Q,^X)(l+X(k+l)rQ,(X)\

Q2^l(X)=Xkr(Q^(X))2+Q,^X)Qf,(X).

II suffit alors de prendre k suffisamment grand pour obtenir (36).
LEMME 11. - Pour tout polynôme W(X) e Oj [X~\, il existe un polynôme

W(X)eO^X'} tel que

(38) ( W(X )Y = WW (mod p ̂  [X ]).

Preuve. — En effet, pour tout w e Oj, il existe w e ̂ j tel que
wp = w (mod p) puisque / est non ramifiée sur Qp. Alors si

W(X) = wo+wi X+ ... +1^;^,

on prend ^(Â") = WQ+W^ X+ ... +w^ X"1.
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3 bis. On construit

par récurrence une suite finie (Xi\ ^ ̂  d'éléments de A, possédant les
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propriétés suivantes :

(39) .^T^-1);

(40) xp==l+n-}-QS(pct+p^l+'''+pa~i+l)U,(Qpa~i) (mod^),

où Ti(X) et Ui(X) sont des polynômes à coefficients dans <Pj.
On part de x^ = l+Q^'' QÇQ^'1), où Q(X) est le polynôme du

lemme 10. On a
^ = 1+9^ ^(e^+p ne^"1),

où V(X)GO^[X'\. D'après le lemme 10, on a alors

x; =s 1 + 71 + e5^ P (ôQ 7(6^"1) (mod p").

Par récurrence, supposons donné x ^ e A satisfaisant à (39) et (40).
Posons

x^^^-Q^^^^F^U^'1^.

L'élément x^^ est bien de la forme T,+i ( Q P ' ' 1 ' 1 ) (39) et
X^, = ̂ -Q^P^^P^^U^'1)

^QS(p«-l+...+p——)^y,a-i-^

où Vi(X)eOi{X~\.
On a donc

x?+i s l+îi+^e5^"^-^^"0 ^(ô^"1"1) (mod^).

Mais, d'après le lemme 10, on peut écrire

jc?+i = l+î^+9s(pa+•••+pa" i)P(epa) F^e^"1"1) (mod?"),

ce qui est bien la forme (40).
On construit donc ainsi une suite (x;)i 3^^ de A, satisfaisant (39) et (40).
La relation (40), appliquée à x^ donne alors, puisque a ^ 2,

.(.P .^^(P a+^+P)_ P 1
^"^———^———-^i~p-(^i)-

C.Q.F.D.

La proposition 4 va nous permettre de construire une forme L-linéaire
sur LK^ permettant de « projeter » des propriétés dans L1 (F, LK^)
sur des propriétés analogues dans L1 (F, L).
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On peut traduire la proposition 4 par l'inclusion

^LK^ c ̂ ÏLKN^/LKN (°LK^^) c ^LKN .

la notation J^^KN désignant l'idéal maximal de l'anneau de valuation
^LKN (^uw de ces inclusions étant d'ailleurs une égalité).

Pour tout s > 0, il existe donc une suite TI = (r|jy)^i, où r^eL^y,
|r^| < 1+8,

T^zj^/zj^OlN+i) = ^N et Tr^^(r|i) = 1

(on peut prendre r|i = \1[LK^ : L], on a alors | rji | = 1 puisque
[LK,:L-]<p).

PROPOSITION 5. — La suite des applications x \-> ̂ LK^IL CÏÏN x) (N ^ 1)
est un système inductif d'applications, dont la limite inductive t^ est un
projecteur L-linéaire continu de LK^ sur L, de norme au plus 1+e.

Ce résultat est évident. L'application ^ se prolonge en un projecteur
L-linéaire continu de LK^ sur Z/, de norme ^ 1 +s. Nous notons encore ^
ce prolongement, qu'on prolonge ensuite en un projecteur L-linéaire, ^,
de L1 (F, LK^) sur L1 (F, L), de norme < 1+s, en posant, pour
feL^r^LKJ, ^ ( / )=^o / .

2.3. Démonstration du théorème 6
2.3 (a) Le cas où L n'est pas de différente nulle sur Qp. — On reprend

les notations du paragraphe 2.2 (a).
Soit fe L1 (F, E) telle que /= 0. Soit s ^ n, et soit x e Zp, x ^ 0.

Posons v(x) = t. Appliquons 7, à la relation ^yerf^Vx = ^- Puisque
^(Ç) = Ç pour ÇeF,, et T,(Ç) = 0 pour ÇeF-r,, on a donc

Eyer^/(Y)ï'=0.

Ainsi, pour tout entier r > 0, pour tout ^ e Zp, tel que u (x) < r, et
pour tout entier N ^- n+r, on a donc

(41) ZYer./Mï'-O.

Soient s,, et fy les fonctions de L1 (F, £'), définies par

s,(y)=4 si y6rr'
[ o si Y^r,

et

/iv (Y) =
/(y) si yer^,

0 si Y^I"N.
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Comme la restriction de la transformation de Fourier à L1 [F, E] est
injective, la relation (41) implique que

(42) /V=/N*^

i. e.

(42') /(^^eivAYS-1),
J?

pour tout y e Fjy. Ainsi / est constante modulo Ty pour tout r, et comme /
tend vers zéro à l'infini, cela implique que / = 0.

2.3 (V) Le cas où L est de différente nulle sur Qp. — Avec les notations
du paragraphe 2.2 (A), établissons tout d'abord le résultat suivant :

LEMME 12. - Pour toute fonction fe L1 (F, EK^\ on a

(43) ||^0|MI/||0+^

Preuve. — Par raison de densité, on peut se restreindre à/e L1 [F, LK^\.
Soit s e N*, et soit/une application de F dans LK^, nulle en dehors de F,.
Pour tout élément a du groupe de Galois Gëil(LK^/L) et, pour tout
x e Zp, on a, puisque a est une isométrie,

|EYer^(/(ï))(o(y)r|^ ||/i|.

Mais comme il existe a e Zp, tel que v (a) = 0 et que a (y) = y" pour
tout y e F,, on a

|EYer.cT(/(y))y'| ^ l i / H pour tout xeZ,,
donc aussi

|Syer^(îlivM/(y))y'| ̂ (l+£)||/||
et

|£ye^,EoeGal(L^/L)^(1^N/(y))yy|< ( 1 + 8 ) 1 1 / 1 1 ,

c'est-à-dire

(43) |E,er.^(/(y))y']^(i+£)||/||.
COROLLAIRE. — Avec les mêmes notations, si f = 0, alors t^ (/) = 0.
Comme ^ est un projecteur, on a donc ^ (^^oo) = ^E'
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 6 (&). Pour tout

entier d ^ 2, désignons par M^ (resp. M^) l'ensemble des fonctions
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feL^r^EK^) (resp. /eL^F,^)) pour lesquelles il existe une suite
strictement croissante (^) d'entiers > 0 et une suite (/^) de fonctions
de L1 (F, EK^) (resp. L1 (F, E)\ tendant vers /, telle que /^ soit nulle
en dehors de F^, et que

lim^j|/J[p^=0.

Soit M = [j^ M^ et M' = |j^ M^. Le lemme 12 montre que
^ (M) = M'. Soient ^ et ̂  les noyaux de la transformation de Fonrier
dans L1 (F, EK^) et L1 (F, £') respectivement. D'après le corollaire du
lemme 12, comme M est dense dans ̂ , M' est donc dense dans ̂ . De plus,
d'après le lemme 1, les éléments de M' sont niipotents, et M' ^ { 0 }
car, d'après la démonstration du théorème 1, il existe feM tel que
/(l) = 1, alors ^ (/(!)) = 1, donc ^ (/) ^ 0.

2.4. U image de la transformation de Fourier. — Le lemme 12 permet
également d'établir la dernière partie du théorème 6.

PROPOSITION 6. — Avec les conditions du théorème 6 (b), la transformation
de Fourier ̂  : L1 (F, E) —> ̂  (Zp, EK^) définit par passage au quotient,
une isométrie de L1 (T, E)/^^ dans une sous-E-algèbre de ^ (Zp, EK^).

Preuve. — Soit /e L1 (F, E). D'après le théorème 3, il existe
geL^r^RKj telle que g =/et ||g|| ^ (1+^)||/||. Puisque f-ge^

et ^ (/) =/, on a donc ^ (g) = f. Or

lkfe)ll ^(1+^)11^11 ^( i+^l l / l l ,
ce qui prouve le résultat cherché.

La méthode de démonstration du théorème 4 s'applique alors aussitôt
pour prouver le résultat suivant.

THÉORÈME 4 bis. — Dans les conditions du théorème 6 (b), le noyau ̂
de la transformation de Fourier, ̂  : L1 (F, E) —» ̂  (Zp, EK^), est distinct
de V idéal ̂  des éléments niipotents de l'algèbre L1 (F, E).

La proposition 6 permet de déterminer l'image de la transformation de
Fourier ̂ .

PROPOSITION 7. — Avec les notations du théorème 6, soit (p Vhomomor-
phisme du groupe de Galois Go\(LKJL) dans le groupe multiplicatif
^ == ï'p-P Zp, tel que, pour tout a e Gai (LKJL), et pour tout yeF,
o (y) = j^\
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Soit C la sous-algèbre fermée de ^ (Zp, EK^), formée des fonctions g,
telles que a (g (x)) = g ((p (a) x) pour tout a e Gai (LK^/L) et tout x € Zp.

Uimage B de la transformation de Fourier ^jg est contenue dans C, et y
est dense. On a B ^ C, dans le cas où L est de différente non nulle sur Qp,
et B = C dans le cas où L est de différente nulle sur Qp.

Preuve. — Précisons bien que, dans cet énoncé, CT est prolongé par
continuité à EKy,.

L'inclusion B <= C est immédiate, puisque, pour toute feL1 (F, E),
pour tout a e Gai (LK^IL), et tout x e Zp, on a

CT (/(x)) = E, e r / (Y) r(0) ' = /(CP (o) x).

Montrons que B = C. Remarquons tout d'abord que C est l'adhérence
dans ^ (Zp, £'Â^) du sous-ensemble C' des fonctions localement
constantes, à valeurs dans LK^ appartenant à C. Or C' = ̂  (L1 [F, L]).
En effet, la restriction de la transformation de Fourier ^ à L1 [F, LK^~\
est une bijection de L1 [F, LK^\ sur l'algèbre des fonctions localement
constantes, à valeurs dans LK^, ^ ç (Zp, LK^).

Soit g e C ' . Il existe/eL1 [F, LK^~\ telle que/= ^. La condition que
a (/(^)) = /(q> (cr) x) pour tout x e Zp, et pour tout a e Gai (LKJL),
montre que a (f) = f, donc que / est à valeurs dans L. Ainsi

C = ̂ (L1 [F, L]) = ̂ (^(F, £)).

Dans le cas (&), la conclusion résulte alors immédiatement de la propo-
sition 6.

Dans le cas (a), elle résulte du fait que ̂  est injective et continue,
mais non bicontinue. Il serait donc contraire au théorème de Banach
que, dans ce cas, l'image de ̂  soit l'algèbre complète C.

Pour terminer, citons des exemples de chacun des cas (à) et (6).

Exemples.
{a 1) L est d'indice de ramification sauvage sur Qp fini.
(a 2) L = [j L^ où LI = K^ n^ est une uniformisante de L^ et

L^ = jr^_i (n^) où Un est racine du polynôme ^+^-i X+Un-r
Alors L est sauvagement ramifiée sur Qp, mais n'est pas de différente

nulle.
(b 1) L est une Zp-extension abélienne de Kn complètement ramifiée

et linéairement disjointe de K^ sur K^ [18].
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(b 2) L = (Jn ^ o ^n» où L» = Qp (^1 -Ç), et où Ç est une racine pri-
mitive /?-ième de l'unité (LQ = K^). Alors L est linéairement disjointe
de K^ sur K^ et est de différente nulle sur Qp.

3. Produits tensoriels de corps values

La disjonction entre les cas (ci) et (6) du paragraphe précédent peut
s'exprimer en termes de produits tensoriels. Soient L et M deux extensions
algébriques de Qp (contenues dans Cp). La norme tensorielle sur le compo-
situm LM est définie de la façon suivante : Tout élément z e LM s'écrit
sous la forme

(44) z=^^Xiyi, où x,eL, y,eM.

On pose
||z|| =inf(supi^Jx,^,|),

où la borne inférieure est prise, pour toutes les écritures de z, de la forme (44)
La norme tensorielle est une norme de L et de M-espace vectoriel sur LM.

On a | z \ ^ I I z I I pour tout z e LM, et pour z e L u M, | z ] = || 2 ||.
La norme tensorielle est la plus grande norme de Z-espace vectoriel

sur LM, prolongeant la valeur absolue sur M.
Soit K un sous-corps de L et de M. Rappelons qu'il existe une appli-

cation jK-linéaire (p du produit tensoriel L (X)^ ̂  sur L^ ^^ ^^
(p (x 00 y ) = xy pour tout (x, y ) e L x M. La norme tensorielle sur LM
correspond alors par (p à la norme quotient de la norme tensorielle sur
L 0j^ M par ker (p. D'où la terminologie.

Remarquons d'ailleurs que si L et M sont linéairement disjointes sur K,
l'application (p est injective, i. e. que LM, peut s'identifier au produit
tensoriel de L 00^ M, l'application bilinéaire canonique de L x M dans LM
étant alors (x, y) h-> xy.

PROPOSITION 8. — Soit L une extension algébrique de Qp (contenue
dans Cp), telle que LK^ ^ K^. La norme tensorielle sur LK^, comme
compositum de L et K^ sur L n K^, est équivalente à la valeur absolue si,
et seulement si, L n'est pas de différente nulle sur Qp.

Cet énoncé sera conséquent du suivant :
PROPOSITION 9. — Soient L et M deux extensions algébriques de Qp,

contenues dans Cp, linéairement disjointes sur un sous-corps K, d'indice
de ramification sur Qpfini. Soit u une forme K-linéaire continue, non nulle,
sur M. Le prolongement u de u, en une forme L-linéaire sur LM, est continue
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pour la valeur absolue sur LM si, et seulement si, cette dernière est équi-
valente à la norme tensorielle sur LM.

Preuve. — Nous faisons la convention de désigner la norme des formes
linéaires sur un espace vectoriel norme, sur un corps value, par le même
symbole que la norme de cet espace vectoriel, par exemple :

H =sup^M,^oi^oo|/i4
Le prolongement u est toujours continu, et de norme | u |, relativement

à la norme tensorielle sur LM. Si cette norme est équivalente à la valeur
absolue, la forme L-linéaire u est donc continue pour la valeur absolue
sur LM.

Réciproquement, supposons u non nulle, et u continue pour la valeur
absolue. Soit N une sous-extension de M sur K, de degré fini, contenant
un élément a ^ 0 tel que [ u (a) ] = | u \ \ a |. Pour tout x e N, soit Uy^
la forme ^-linéaire sur N définie par u^ (y) = u (xy) pour tout y e N.
L'application x h-> u^ de N, dans son dual N ' de ^-espace vectoriel, est
une bijection. De plus, on a

(45) |^|= H.|4

Pour toute forme J^-linéaire v sur N, désignons par ï^ le prolongement
de v en une forme L-linéaire sur LN. On a

(46) |^|^|.|4

On déduit de (45) et (46) que, pour toute forme -K-lméaire v sur N, on a

(47) jy^lii|4

Or, puisque Kest value discrètement, il existe une base (û?»)i^i^n de N,
comme jK-espace vectoriel, telle que tout y e N s'écrive

y^^iYi^,

avec y, e K et 1/p sup^,^ | y,\ ̂  \ y \ ^ sup^^ | y, |.
Soient n^ les formes ^-linéaires sur N, définies par TT» (y) = y^
La famille (^»)i<^n est aussi une L-base de LN : Tout zeLN s'écrit

^=E?=I^Û(, où z»eL,

et on a z^ = n^ (z).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



254 J. FRESNEL ET B. DE MATHAN

Comme | n, \ ^ p, on a donc, d'après (47), | z, \ ^ (p \ u |/| u |)| z
et comme || z || ^ max^^ | z, [, on a donc

IMI^- z .

Ainsi, la norme tensorielle sur LM est équivalente à la valeur absolue.
La proposition 8 résulte alors immédiatement des propositions 9, 3

et 5. En effet, supposons tout d'abord que L n K^ == K^ (n ^ 2). Soit T
la forme ^-linéaire continue sur K^ :

T=liminj^^^Tr^^

dont le prolongement T en une forme L-linéaire sur LK^ est

ï = îiminj^-^Tr^^.
P

Or, d'après les propositions 3 et 5, le prolongement î est continu pour
la valeur absolue sur LK^ si, et seulement si, L n'est pas de différente
nulle sur Qp.

L-^LK^
î î
K,^ K^

On peut toujours se ramener au cas où L n K^ = K^ en remplaçant L
par LK^ grâce au lemme suivant :

LEMME 13. - Soient L et M deux extensions de Qp, contenues dans C ,
et soit L' une extension de L, contenue dans LM. Si L' est de degré fini
sur L, les normes tensorielles sur LM, comme compositum de L et M, et
comme compositum de L' et M, sont équivalentes.

Preuve. - Soient || || et || H' les normes tensorielles respectives
sur LM, comme compositum de L et M, respectivement L' et M.
Remarquons que, pour tout z e LM,

et
||z||=inf(sup^,^]j^]|.|^|)

I ] z I j ' =inf(supi^Jx, |.|^,|),

où l'on considère toutes les écritures de z de la forme z = Y^ x ' y ' ,
où Xi e L' et y^ e Af.
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II suffii alors de remarquer que la norme induite par || || sur L' est
équivalente à la valeur absolue. En effet, la norme |[ || coïncide avec la
norme induite par la norme tensorielle sur LM, induisant sur LL' une
norme équivalente à la valeur absolue.

Remarquons par ailleurs que, dans tous les cas, si/est une fonction de
L1 (r,Z) telle que, pour tout x e Z p , on ait ^gr/dOï^ = ° dans le
complété L (§) Ky^ pour la norme tensorielle, alors / = 0, comme on le
voit aisément par projection sur K^ et en se ramenant ainsi au théo-
rème 6 (a) (cf. proposition 12).

Nous allons maintenant étudier les complétés pour la norme tensorielle.
PROPOSITION 10. — Soit K un sous-corps fermé de Cp, et soient L et M

deux extensions algébriques de K, contenues dans Cp. Si L et M sont liné-
airement disjointes sur K, il en est de même de L et M.

Cet énoncé résultera du suivant :

LEMME 14. — Soit G un groupe d'automorphismes d'un corps D, et soit K
le corps des invariants de G. Soient L et M deux sous-corps de û contenant K.
Si, pour tout a e G, il existe un L-isomorphisme CT' de LM dans Q tel que
°M = °M (^M et ^M désignant les restrictions à M de a et a'), alors L et M
sont linéairement disjointes sur K.

Preuve. — Soit V un sous-J^-espace vectoriel de M, de dimension
finie. On sait (théorème d'Artin [4]), que les restrictions à V des éléments
de G, forment une base du Q-espace-vectoriel Jêfj^ ( V, Q) des applications
^-linéaires de V dans Q. Ainsi, toute application jK-linéaire de V dans Q
admet un prolongement en une application L-linéaire de LV dans fî,
puisqu'il en est ainsi des restrictions à V des éléments de G. Cela prouve
que L et M sont linéairement disjoints sur K.

Preuve de la proposition 10. — Soit G le groupe des ^-automorphismes
continus de Cp. D'après le théorème 5 et son corollaire, comme
K = K n Qp, on a G = Gai (Sîp/K n Op), et K est donc le corps des
invariants de G.

Soit <j e G. La restriction o^ de a à M peut se prolonger en un L-isomor-
phisme CT^ de LM dans Cp, puisque L et M sont linéairement disjoints
sur K. Mais 5^ est continu (pour la valeur absolue) puisque LM est algé-
brique sur K, et par suite o^ peut se prolonger en un Z-isomorphisme
continu a', de LM dans Cp. Puisque o^ = a^, on a aussi a^ = a^.
D'après le lemme 14, L et M sont donc linéairement disjoints sur K.
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Nous allons étudier les algèbres de Banach L (§) M, complétées de LM
pour la norme tensorielle. Remarquons qu'avec les hypothèses de la propo-
sition 10, LM est dense dans L.M pour la norme tensorielle sur L.M,
et la norme tensorielle sur LM coïncide avec la norme induite par la norme
tensorielle sur L.M. On a donc L g) M == L (§) M.

Nous désignerons maintenant par L (x) M le compositum LM, muni
de la norme tensorielle, la notation LM, sans autre précision, indiquera
que l'on considère le corps topologique LM, pour la valeur absolue
(corps dont un complété est l'adhérence LM de LM dans Cp).

PROPOSITION 11. — Soit K un sous-corps fermé de Cp, et soient L et M
deux extensions algébriques de K, contenues dans Cp, linéairement disjointes
sur K. Le complété L (§) M est une algèbre locale, dont l'idéal maximal
est le noyau de Vhomomorphisme h : L (8) M'—> LM obtenu par prolon-
gement par continuité de l'identité L (X) M —> LM.

Preuve. — Soit Ji un idéal maximal de l'algèbre L %) M, soit k le corps
résiduel L ® M/J^ muni de la norme quotient, notée ||.||, de la norme
tensorielle sur L (S) M.. Soit s : L (8) M •—> k, la surjection canonique.
Comme LM est un corps, la restriction de s à LM est injective, et définit
donc un isomorphisme (algébrique) s^ de LM sur un sous-corps k' de k,
dense dans k. L'isomorphisme réciproque s ~ ^ 1 '.k—^LM est continu
car la valeur absolue sur LM est inférieure ou égale à la norme image
par s^1 de la norme de k ' (lemme 7). On peut donc prolonger ^1 en un
isomorphisme continu \|/ de k dans LM. Par densité, on a \[/ o s == h,
donc M = ker h

Nous allons maintenant étudier plus particulièrement l'algèbre L (§) K^.
Soit L une extension algébrique de Qp, contenue dans Cp, telle que
LK^ ^ K^. Pour tout/eL1 (F, Z), soit/0 la fonction continue sur Zp,/\
à valeurs dans L (§) K^, définie par /0 (x) = ^yerAï) Y"-
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L'application de L1 (F, Z) dans l'algèbre ̂  (Zp, L (g) K^), ̂  ••y-^/®,
est un homomorphisme continu (de L-algèbres). Soit h l'homomorphisme
de L (§) K^ dans LK^ obtenu par prolongement par continuité de id :
L ® K^ —> LK^. Nous désignerons également par h l'application de
^ (Zp, L ô K^) dans ^ (Zp, Z ,̂) : g-i-, h o g. On a A o ^-® = ̂  :

^(^D-^-^ccz^Lê^oo)

C(Z^L1CJ

PROPOSITION 12. — L9 homomorphisme ̂  est injectif.
Preuve. - Soit (6,)^^ une base de ^ sur L n ̂  telle que tout x e L

s'écrive de façon unique comme somme d'une série convergente :

x=^^,&, où x.eLr^K^,
et

-sup, | x, 1 =$ 1 x 1 ^ sup, 1 x, |.
p

Tout z e L (§) 2^oo s'écrit alors, de façon unique, comme somme d'une
série convergente,

^=L^ ou z,eK^,
et

-sup;|z,| <||zl|^sup,|z,|.
p

Soit fe L1 (F, Z), et soient /, les fonctions de L1 (F, L n K^) telles que
/ = Si ̂ i/r O11 a ^e^ :

/^L&JÎ.
^ ^

Si /0 = 0, on a /( = 0 pour chaque i, donc /, = 0 (théorème 6 (a)),
puisque /; est à valeurs dans L n Ky,. Ainsi / = 0.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant :
THÉORÈME 7. — Soit L une extension algébrique de Qp, contenue dans Cp,

telle que LK^ ^ K^, et de différente nulle sur Qp. L'algèbre L (§) K^ n'est
pas un corps. L'homomorphisme canonique h : L (§) K^ dans LK^, est
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surjectîf, et définit par passage au quotient une isométrie du quotient
L (§) Kjjy de L fi) K^ par son idéal maximal M, sur LK^. Uidéal JV
des nîlpotents de L (§) K^ est dense dans M, mais JV" ^ ̂ .

Preuve. - L'homomorphisme h n'est pas injectif, car sinon, comme
la transformation de Fourier ^ : L1 (F, L) ~> ̂  (Zp, L (§) KJ est
injective, la transformation de Fourier ^ : L1 (F, Z)—> ̂  (Z ZÂ? )
le serait aussi, contrairement au théorème 6 (é).

Pour tout a e Z^, et tout 8 > 0, il existe/e L1 (F, Z) telle que /( 1) = a
et 11/IM a |(i +e).

En effet, soit (p l'homomorphisme injectif de Gai (LKJL) dans le groupe
multiplicatif Zp-p Zp tel que, pour tout a e Gai (LKJL), et tout y e F,
on ait a (y) = y^. La fonction ,̂ définie sur Zp par ^((p(a)) = o(a)
pour tout creGal(L^/L) et g (x) = 0 si ^imç, est continue, et,
d'après les propositions 6 et 7, il existe/eL1 (F, Z) telle que/== g et
I l / I l ^ IHIO+s). On a donc /(l) = a et ||/|| < |a|(l+8). Alors

^(l))==a et H/^Dl l^ la ld+s) ,

ainsi h est surjectif, et-définit une isométrie de L (§) ̂ /^ sur ÎK .
Montrons maintenant que^T' = ̂ . Soit 6 l'homomorphisme de L1 (F, Z)

dans L (g) ̂ , défini par

eœ^w^r/C^y.
Cet homomorphisme est surjectif puisque tout élément x e K^ peut

s'écrire
Eyer/o(Y)Y où /oeL^F.Q^) et ||/o||^p|x|.

Donc tout z e L (g) K^ peut s'écrire

L/er/(Y)Y où /eL^F.L) et 1|/|| < p||2||.

Montrons que Jt est l'image par 6 du radical ^ de L1 (F, Z). Soit %
la fonction caractéristique (dans Zp) de l'image par (p de Gai (LKJL),
et soit e e L1 [F, ̂ ] telle que s = 50. On voit que e e L1 [F, L n00^]
(démonstration de la proposition 7), donc ceL^Z), et comme
ê® (1) = £ ( ! ) = = 1, on a donc 9 (/) = 9 (/* e) pour toute /e L1 (F, Z).
Or/* e est nulle en dehors de im<p. Si de plus 6(f)ejy (c'est-à-dire
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si /(l) = 0), on a, pour tout CT e Gai (LK^/L),

/((p(a))=a(/(l))=0

et alors /* s = 0, c'est-à-dire que /* s e ̂ . Ainsi, M = Q (^). Comme
l'idéal ^V des niipotents de L1 (F, L) est dense dans ^ (théorème 6), il en
résulte que l'idéal ^f' des niipotents de L (§) ̂  est dense dans e .̂

Enfin, pour tout entier à > 0, il existe /e L1 (F, L) telle que fâ=0
ç^yd-i ^ o (lemme 6, et théorème 4Ms'). Puisque ^® est injectif, on a
(f^Y == 0 et (y0)4"1 ^ 0, il existe donc zeL ® K^ tel que z^ = 0
et zd~l ^ 0, ce qui prouve, d'après le lemme 6, que ^ V ' ^ M.

Remarquons que le noyau de l'homomorphisme 9 est l'idéal principal
de L1 (F, L) engendré par 1 —s. En effet, tout L-automorphisme or de LK^
est continu, comme application de L ® K^ dans L ® K^, et se prolonge
donc en un automorphisme a0 de .L-algèbre de L (§) K^. Comme, pour
tout or e Gai (LKJL) on a

or0 (/0 (l))^/0^ (or)),
/< y\.

il en résulte que, si/0 (1) = 0, la fonction/0 est nulle sur im (p, et ainsi

fie g0 = 0, donc /* s = 0. L'algèbre L (§) K^ est donc isomorphe à
L1 (r,Z)/(l-s) (en tant que Z-algèbre).
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