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SUR LES QUOTIENTS PREMIERS
DE L’ALGEBRE ENVELOPPANTE
D’UNE ALGEBRE DE LIE RESOLUBLE

PAR

PatrIcCE TAUVEL

[Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris]

REsUME. — Ce travail est en trois parties. Dans la premiére, on détermine, au moyen
des dimensions de Krull et de Gelfand-Kirillov, les invariants entiers des algébres
introduites par J. C. McConNEL dans 1’étude des représentations des algébres de Lie
résolubles. La seconde généralise, pour le cas résoluble, certains résultats de
R. ReENTSCHLER et M. VERGNE sur le semi-centre de I’algébre enveloppante d’une
algébre de Lie. La troisiéme partie est consacrée au calcul de certains entiers attachés
4 un quotient premier de 1’algébre enveloppante d’une algébre de Lie résoluble; elle
utilise les résultats des deux premiéres parties.

Le texte ne comporte pas d’introduction générale, chaque partie étant
précédée d’une introduction, et éventuellement de notations qui lui sont
propres.

L’auteur remercie W. BorHO, J. DixMIER, F. GUIMIER et R. RENTSCHLER
pour leurs conseils et pour les conversations qu’il a eues avec eux a propos
de ce travail.

L

Les algébres o (V, 5, G)

1. Introduction et rappels de résultats

Dans cette premiére partie, k désigne un corps commutatif de caracté-
ristique O et tous les espaces vectoriels considérés sont définis sur k.
Le mot « algébre » signifie « algébre associative a élément unité », et tous
les modules sur une algébre sont supposés unitaires.

1.1. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, & une forme bili-
néaire alternée sur ¥, G un sous-groupe libre de type fini de V'*. Rappelons
la construction et les propriétés de ’algébre « (V, 8, G) introduite par
J. C. McConnELL dans [11].
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178 P. TAUVEL

On note U; (V') lalgébre engendrée par V avec les seules relations
v.w—w.v = 8@, w) pour v, we V. Si Ae V*, on lui associe un auto-
morphisme 6, de U (V') défini par 6, (v) = v+A (v) pour v e V. Notant
encore G I'image par 0 : A — 0, du groupe G dans Aut (U (V')), I’algébre
o, (V, 8, G) (ou & (V, 8, G)) est le produit croisé de U; (V') par G défini
par 0. '

On désigne par k G ’algébre du groupe G (& (V, 3, G) sera alors aussi
notée Us (V) # k G), par V?® le noyau de 8, V¢ I’orthogonal de G dans V,
VG le noyau de 8 | . Les résultats suivants sont démontrés dans [11].
L’algébre 4 = o (V, 8, G) est simple si, et seulement si, V¢~ V® = {0 }.
Nous supposerons dans la suite, sauf mention du contraire, cette condition
réalisée. Les entiers dim V, dim V¢, dim V% et rang (G) ne dépendent
que de A4 et non de sa présentation sous la forme & (V, 3, G). L’ensemble C
des éléments de 4 qui commutent & G est Uj ()VG) ® k G; le centre de C
est D= U(V%) ® kG; ’ensemble L des éléments a de A, tels que
[a, gl €ek.g pour tout g€ G, est Us (VE) @ k G+ V.

On se propose, dans ceite premiére partie, de déterminer les dimensions
de Krull et de Gel'fand-Kirillov d’algébres liées a o/ (V, 6, G). Nous
obtenons ainsi de nouvelles caractérisations des entiers précédemment
introduits, et nous montrons qu’il existe deux autres invariants de 1’algébre
o (V, §, G), dont dim V3.

1.2. Si A est une algébre, on note Dim 4 sa dimension de Gel’fand-
Kirillov (¢f. [2]) et Kdim 4 sa dimension de Krull (¢f. [21]).

Si D est une dérivation de 4, et X une indéterminée, A, [X] désigne
I’algébre engendrée par 4 et X soumise aux seules relations Xa—aX=D (a),
ae A. On dit que A4 est filtrée s’il existe des sous-espaces F,, ne Z, de 4
tels que 4 = J, F,, F, < F,,y, F,.F,, < F,,,. On définit alors I’algébre
graduée associée a 4 par gr (4) = @, (F,/F,-,). On note gr, la surjection
canonique F,— (F,/F,_;) et, si V est un sous-espace de A4, on pose
gr(V) =@, (VnF).

2. Dimension de Gel’fand-Kirillov

PROPOSITION. — Soient A = & \V, d, G) comme dans Iintroduction,
k G la sous-algébre de A engendrée par les unités de A, C le centralisateur
de k G dans A, D le centre de C. On a :

(i) Dim k G = rang (G);
(ii)) Dim 4 = dim V+rang (G);
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(iii) Dim C = dim V¢+rang (G);
(iv) Dim D = dim V% +rang (G).

Démonstration. — Soit {gl, ...,g,,,} une base du groupe abélien
libre G. L’algébre kG =k[g, 87" ..., &m &, '] est mnoethérienne
commutative, et on a deg tr, (Fract (k G)) = m. D’aprés [2], on a donc
Dim k G = m = rang (G). Soit {v, ...,v,} une base de ¥; notons
W=kuvy+...+k.v, et soit B= U;(W)# kG. On a [B,v,] < B
et 4=B,[v,] avec A=ad,v,|B. Daprés [2] (Satz 3.1), il
vient donc Dim 4 = 1+Dim B. De proche en proche, on obtient
Dim A = dim V+rang (G). Les autres égalités s’obtiennent de maniére
analogue.

3. Dimension de Krull. Résultats préliminaires

3.1. Soit A une algebre filtrée par des sous-espaces F,, n € Z. Nous dirons
que A est de type (¥) si F, =0 pour n < 0, 1 € F,,, et si gr(4) est une
algébre commutative de type fini; en particulier, une algébre de type (%)
est noethérienne.

Rappelons le résultat suivant ([7], lemme 3.9.2) qui généralise le lemme
de Quillen ([3], lemme 2.6.4).

LEMME. — Soient A une algébre filtrée de type (¥), et M un A-module
non nul de longueur finie. Alors, tout élément de Hom, (M, M) est algé-
brique sur k.

3.2. LEMME. — Soient A une algébre noethérienne, D une dérivation
de A, X une indéterminée, B = Ap[X] et C=AQ@k[X,X ']. On a

Kdim4 < KdimB < 1+Kdim A4 et Kdim C = 14 Kdim 4.

Pour la démonstration, voir [17] (théoréme 4, page 148).

3.3. PROPOSITION. — Soient A une algébre noethérienne, D une dérivation
de A, X une indéterminée, et B = Ap[X]. On suppose que si M est un
B-module non nul, M n’est pas de longueur finie sur A. On a alors,
Kdim B = Kdim 4.

Démonstration. — On suit pas-a-pas une démonstration de [21], page 714.
Filtrons B par les B, = Y ;<, A.X". On a alors gr(B) = A4 [x], ou x
est une indéterminée qui commute a 4. Nous allons montrer que
si I et J sont des idéaux & gauche de B tels que J < I, J# I, on a
dev[gr(J), gr (/)] = 1 dans l’ensemble des idéaux & gauche de gr (B).
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180 P. TAUVEL

Cas 1 : il existe une infinit¢é d’indices p; < p, < ... tels que
gr,, (J) # gr,, (I). La suite

Fo=gr0(J)® ... ®gr,, ()@ grp,+ 1 (D®gr,,..(D® ...
est strictement décroissante et vérifie gr (J) = F, < gr (). Il en résulte
dev[gr(J), gr(D] = 1.

Cas 2 : I’ensemble E des indices tels que gr; (J) # gr; (I) est fini. Si pour
tout i € E, gr; (I)/gr; (J) était de longueur finie sur A4, I/J le serait. Il existe
donc un indice i et une suite infinie strictement décroissante de sous-
modules M, avec gr; (I) > My > M, > ... o gr;(J). La suite

F,=gro(J)®...0gr, ()OM, Dgri (DD...
est strictement décroissante, d’ou dev [gr (J), gr ()] = L.
D’aprés [21] ((@), page 712) et le lemme 3.2, il vient donc

KdimA < Kdim B < KdimA [ x ] -1 = Kdim 4.

D’ou le résultat.

3.4. COROLLAIRE :
(i) soient A une algébre filtrée de type (¥¢), D une dérivation de A, X une
indéterminée, et B = Ap [X ]. On suppose qu’il existe un élément a central

dans A tel que D (a) = 1. On a alors,
Kdim B = Kdim 4;

(ii) soient A une algébre filtrée de type (%), X et Y deux indéterminées,
D une dérivation de A ® k [X ] telle que D(X) = 1. Alors,

Kdim (4 ® k[ X Dp[ Y]) = 1+Kdim 4.

Démonstration :
(i) soient M un B-module non nul et p la représentation de B corres-
pondante. D’aprés 3.1, si M était de longueur finie sur A4, il existerait

des scalaires r,_q, ..., ro tels que
p(a)'+r,_yp@ *+...4r,=0.

Comme (ad p (X))".(p (@)"+ ... +ro) = nl, cette éventualité est absurde.
On en déduit le résultat d’aprés la proposition 3.3;

(ii) compte tenu de (i) et de [3], lemme 3.5.6, il suffit de montrer que
B=A®k[X] est de type (¥). Or, si 4 est filtrée par les (F,),.n, ON a
immédiatement le résultat en filtrant B par les (F, ® kK [X ]),en
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3.5. COROLLAIRE :

(1) soient A une algébre filtrée de type (%), D une dérivation de A, X une
indéterminée, et B = Ap[X]. On suppose qu’il existe aek—{0}, et a
central inversible dans A tels que D (a) = a.a. Alors,

Kdim B = Kdim 4;
(ii) soient A une algébre filtrée de type (%), X et Y deux indéterminées.

aek—{0}, et D une dérivationde A @ k [X, X ~'] tels que D (X) = a. X,
Alors,

Kdim((A® k[ X, X ' Dp[ YD = 1+Kdim 4.

La démonstration est analogue a celle de 3.4.

4. Dimension de Krull des algébres <7 (V, 3, G)

Conservons les notations de I’introduction, et supposons & (V, 3, G)
non simple. Soit {v,, ..., v, } une base de ¥% n V% On a alors, avec
des notations évidentes,

AWV, 8, G =k[ovy, ...,0,]@ LV, &, G)
et V'¥AV'¢={0}. Compte tenu de [3], lemme 3.5.6, il vient
Kdim o/ (V, 5, G) = p+Kdim s/ (V', &', G).

Nous pouvons donc nous limiter au cas ou V¢ n V® = {0}, c’est-a-dire
ou & (V, 8, G) est simple.

4.1. PROPOSITION. — Soient o (V, 8, G) supposée simple, k G, C, D
comme dans la proposition 2. On a :

(i) Kdim (k G) = rang (G);

(i) Kdim 4 = (1/2) (dim ¥V ¢+dim V%) +rang (G);

(iii) Kdim C = Kdim 4:

(iv) Kdim D = dim V% +rang (G).

Démonstration. — L’égalité Kdim (k G) = rang (G) est claire et, compte
tenu de [3], lemme 3.5.6, il vient Kdim D = dim V% +rang (G).

SOt { X1, « oy Xgy Vs «ves Vo Z1s v v s z,} une base de V. On suppose
que {zy, ...,z } est une base de V%, que {1y, coey Pps cres X15 ves Xps ve0s X, }
(7 < r < s)est une base de V' que { x,14, ..., x, } est une base de V',
et que [x;, yil =38, [xi, x;] = [, yi]=0.
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Soit B, la sous-algébre de 4 engendrée par G, V?, et les x; et les y; tels
quei>q. Sig<vr,ona

B,y =B, ®k[Xg—y Dal[Va-11

ol A est une dérivation telle que A (x,—;) = —1.

Désignons par B;’”) le sous-espace de B, engendré par les mondmes
(2 coefficients dans k G) de degré < men les X,, ..., X, Vg5 wees Vos Z15 evus 240
Filtrée par les B;"'), il est facile de voir que B, est une algébre de type (%) et,
d’aprés le corollaire 3.4, il vient Kdim B,_; = 1+Kdim B,. Notant B
la sous-algébre B,,;, on obtient

Kdim 4 = r+Kdim B = (1/2)(dim V¢+dim V°%)+Kdim B.
Posons W= V3+k.x,.1+k.Vpp1+... +k.x,+k.y, Par construction
de lalgébre B, on a B=U; (W) # kG et Wn V¢ = {0}, dou il
résulte que G | W engendre W*. Soit { gy, ..., & } une base du groupe

libre G; on peut supposer que {g, | W, ..., g, | W} est une base de W *,
et soit { vy, ..., v, } la base duale dans W. Notons E I’algébre engendrée

par g, gz—la vovs &mo g';I, Uy oo vy vq' OnaalorsB=(E®k [glﬂgl—l])D, [Dl]’
ol D, est une dérivation telle que D (g;) = —g;. D’aprés le corollaire 3.5,
il vient Kdim B = 1+Kdim E et, de proche en proche, on obtient

Kdim B = dim W+Kdimk[ g,+1, 8715 -+ +» 8ms 8m I-
On a donc finalement
Kdim 4 = (1/2) (dim V¢ +dim V°®)+rang(G).

L’égalit¢ Kdim C = Kdim A s’obtient de maniére analogue.

4.2. L’algébre A = o/ (V, 8, G) est noethérienne et intégre; elle posséde
donc un corps de fractions F ([3], théoréme 3.6.12). Notons K le corps
des fractions de kG (qui s’identifie donc & un sous-corps de F) et
B=%(V,56,G) la sous-algébre de F engendrée par K et 4. Si
{xl, ey Xgs Vis v os Vs Z1s o uvs z,} est une base de V' comme dans la
démonstration précédente, on a alors

B=((.-Kp,[%1D-- o[y D - I [ 2],

ou Dy, ..., D, ..., D] sont des dérivations de B ayant une signification
évidente.

4.3. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, on a

Kdim # (V, 8, G) = (1/2)(dim V+dim V?).
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Démonstration. — Si Q est un anneau, et M un Q-module a gauche,
nous noterons Kdim,M la dimension de Krull du Q-module M.

Soit S la sous-algébre de B engendrée par K = k (g4, ..., g.) €t les y,.
Alors, B est un S-module a gauche libre, une base de B étant formée des
mondmes en les x; et les z;.

Rappelons le résultat suivant ([9], lemma 5.3).

LeMME. — Soient Q un anneau, Q, un sous-anneau de Q. On suppose
qu’il existe des éléments vy, ...,v, de Q tels que :

@) [viv;]=00<4i,j< 1)

(ii) anneau Q est un Qg-module & gauche libre de base les mondémes
en les v;. Soit I; (0 < i < t) ’idéal a gauche de Q engendrée par vy, ..., v;
avec I, = 0. Alors

Kdimg, (Q/I;_ 1) > 1+ Kdimgy (Q/1)).

— On prend ici {vy, ...,0,}={x, .., %21, ...,2,}, Q=B
et Qo =2S. On va montrer Kdimg (B/I;_;) = 14+Kdim, (B/I)).

Posons R'Y) = B/I;; comme groupe additif, R~ s’identifie au groupe
additif de I’algébre engendrée par S, v;, ..., v,. Avec cette identification,
tout élément r de RU™D s’écrit de maniére unique sous la forme
vP.a, (r)+vP " ay_y (r)+...+a(r), ot les a,(r) sont des éléments
de l’algébre engendrée par S, v;.4, ..., v,. Notons

RU™D ={reRU"D;0=a,,((r)=a,,,(rN=...}
Si M est un sous-B-module de R¢™1), on note f, (M) ’ensemble des images
dans R® des a,, (r) pour re M n RY™ Y, et on pose (M) =(fo(M), f{(M),...).
L’application M — f(M) est strictement croissante (il suffit pour le voir
de recopier la démonstration de [3], lemme 3.5.6). D’aprés [3],
lemme 3.5.4, on a Kdimy (B/I;_,) = 1+Kdimg (B/I), d’ou on déduit
Kdim B = (1/2) (dim V+dim V*)+Kdimg(B/I,).

Nous aurons donc prouvé le résultat de la proposition si on montre que
Kdim, (B/I,) = Oet pour cela, nous allons montrer que R™ est un B-module
a gauche simple.

— Pour n = (ny, ...,n)eN’, posons |n|=n;+...+n, et notons
J,={neN;|n|=r} 1l existe un ordre unique sur N tel que

1°Jy<Jy<Jp < ...

2° Sur chaque J,, I’ordre induit est 1’ordre lexicographique.

Si aeR®, a sécrit Ta;, . ; yii ...yl avec a; . ; €K, et nous
noterons d(a) = sup { (jy, ..., j); a;,,....is # 0} (pour Pordre défini
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ci-dessus). Soit a € R™ tel que d(@) = (my, ..., m) # (0, ..., 0). On va
montrer qu’il existe @’ € B.a tel que a’ # Oet d (¢') < d (a), ce qui prouvera
que R® est un B-module simple.

On peut supposer que @ est de la forme

— Mt JMs J Js
a= YV i <d @ By ooy 1 VA Y

et, pour simplifier les calculs, nous supposerons par exemple m; # 0.
11 vient alors

my—1 _my

Xp.a=my YTty R Y ([ x40 ap,, o DY Y
+Zj1-aj1,...,j,-Y{l—1Y£z---,Vgs (mod I,)
Il est clair que six;.a+#0,onad(x;.a) <d(a). Six;.a=0,il est facile
de voir que 1’on a nécessairement
my+[xg, a5, ...;.1=0 pour (y, ...,Jj)=(m—1,my, ..., m).

Tout revient donc, pour montrer que I’hypothése x,.a = 0 est absurde,
a prouver que [x,E] # 1 si xeV, Ee K.

Soit {g;, .., 8n } une base du Z-module libre G. Ecrivons & = P/Q
avec P, Qek|gy, ..., gs] premiers entre eux et

1) [x, P/Q]=1.
Légalité (1) sécrit [x, P] Q" *—PQ '[x, 0] 0~! =1. Comme
[x, kG] = kG et que G est commutatif, on en déduit
o([x, P1-Q)=P([x, Q.

Pour g e G, notons A, la forme linéaire définie sur ¥ par g c’est-a-dire
[g, v] = X, (v) g pour ve V. Comme d° ([x, Q]) < d°(Q) et puisque P
et Q sont premiers entre eux, il vient donc :

® [x,0]=M.0; MAek,
3) [ x, P]-Q=A\.P.
Posons

P=Yo.h, Q=YPB.h avec o, pek, heG.
On a
[x P] == 0.0, (X) by, [x, Q] == B Ay, (%) ;.
On en déduit :
— si a; #0 et B; =0, alors, d’aprés (3), A = =) (x);
— si o; #3 et B; # 0, alors, d’aprés (2), A = =), (x).
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On a donc [x, P] = A.P et, d’aprés (3), Q = 0, ce qui est absurde.
La démonstration de la proposition est donc achevée.

4.4, COROLLAIRE. — Soit A = o (V, 8, G). Les entiers dim V, dim V'¢?,
dim V3, rang (G) ne dépendent que de I'algébre A et non de sa présenta-
tion sous la forme < (V, 8, G).

Cela résulte de [11], lemma 5.1 et des propositions précédentes.

4.5. Remarques :

1° la dimension homologique de & (V, 3, G) est
(1/2)(dim V®° +dim V%) +rang(G) ([14]);

2° soit S le bicommutant de k+ V% dans 4 = & (V, §, G). Un calcul
facile montre que S = U (V%) ® kK G’, ou G’ est un sous-groupe libre
de type fini de G. On a alors,

Kdim S = Dim S = dim V® +rang(G).

D’aprés [11], lemma 5.1, (iv), I’entier rang (G') ne dépend que de A4 et
non de sa présentation sous la forme &/ (V, 8, G); d’ou un nouvel invariant
attaché a 7 (V, 6, G);

3° soit A (resp. A,) ’ensemble des dérivations (resp. dérivations inté-
rieures) de o/ (¥, 8, G). Il est montré dans [6] que dim (A/A,) < + oo si, et
seulement si, & (V, 8, G) est simple et, dans ce cas, dim (A/A,) = rang (G).

II. — Sur le semi-centre d’un quotient premier de ’algébre
enveloppante d’une algébre de lie résoluble

1. Introduction et notations

Dans toute la suite, k désigne un corps commutatif algébriquement
clos de caractéristique 0. Toutes les algébres de Lie considérées sont de
dimension finie sur k et résolubles. On renvoie a [1], [3], [18] pour les
concepts généraux utilisés.

Soient g une algébre de Lie résoluble, et I' son groupe adjoint algébrique.
On désigne par Spec U (g) I’ensemble des idéaux premiers de 1’algébre
enveloppante U (g) et par (Spec S (g))® I’ensemble des idéaux premiers
ad g-stables de 1’algébre symétrique S (g).
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Si PeSpec U (g) (resp. Qe (Spec S (g))?), on pose
4(g; P)=U(9)/P, K(g; P)= Fract(4(g; P))

(resp. B(g; Q) = S(8)/Q, L(g; Q) = Fract (B(g; Q)). Si aucune confu-
sion n’est a craindre, on écrira par exemple 4 (P ) pour 4 (g; P). La repré-
sentation adjointe de g dans K(P) (resp. L(Q)) est notée &, ou ¢
(resp. mg ou m). Si V est un sous-espace de K (P) ou de L (Q) et si A € g*,
V, désigne ’ensemble des éléments de poids A de V. De méme, si 7 est un
caractére rationnel de I', on pose V*= {aeV; y.a=y(y)a;yel }
Le centre de A (P) est noté Z (P); celui de K(P) est noté C(P). De
méme, I’ensemble des invariants (pour la représentation m,) de B(Q)
est noté Y (Q), et le sous-corps des invariants de L (Q) est noté D (Q).
Le semi-centre SZ (P ) (resp. SC (P)) de A (P) (resp. K (P)) est I’algébre
(resp. le corps) engendré par les semi-invariants de A (P) (resp. K(P)).
De méme, I'algébre engendrée par les semi-invariants de B (Q) est notée
SY (Q), et le corps engendré par les semi-invariants de L (Q) est noté
SD (0).
On a donc les diagrammes d’inclusions suivants :
Z(P)=SZ(P)=cA(P) Y(Q<=SY(Q<=B(Q
N N N N N N
C(P)=SC(P)=K(P) D(Q) =SD(Q) <= L(Q)

On désigne par B (g) ou P la bijection canonique Spec U (g) — (Spec S (g))°
et par B, (g) ou B, I'isomorphisme canonique C (g; P)— D (g; B () (P))
(of. [18]).

Nous montrons dans cette partie que l’isomorphisme B, se prolonge
en un isomorphisme de SC(P) sur SD (B (P)). Les méthodes utilisées
sont pour la plupart trés semblables & celles de [4] et [22].

Il serait intéressant de généraliser ce résultat au cas ou g n’est pas réso-
Iuble. Rappelons a ce propos qu’il existe, pour g quelconque, un isomor-
phisme du semi-centre de Fract (U (g)) sur le corps engendré par les semi-
invariants de Fract (S (g)).

2. Lemmes sur les idéaux J (f)

2.1. Soient feg*, P(f;g) 'ensemble des polarisations de g en f,
he P (f; g) et h* Iorthogonal de ) dans g*. On désigne par m; (g) (resp.
m} (g)) l'idéal de S(g) engendré par les éléments x— f(x), ol xeg
(resp. x €h). On pose

J(f)=Vyerv(mpe(@), J(f3 B) = (), erv(mi(g)).
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L’idéal J (f) (resp. J (f; b)) de S (g) est ’ensemble des éléments de S (g)
nuls sur I'.f (resp. T (f +bHY). Les lemmes suivants sont les analogues
pour S (g) de résultats démontrés dans [19].

2.2. LeMME. — Soient f € g*, o' un idéal de g, f' = f | §'. Alors,
J(f) 0 S(Q) est le plus grand idéal ad g-stable de S (g') contenu dans J (f').

Démonstration. — Soit I" le plus petit sous-groupe algébrique de I'
dont I’algébre de Lie contienne ad, g’; 1’ensemble { res (Y); eI } des
restrictions a g’ des éléments de I'” s’identifie au groupe adjoint algébrique
de ¢g’. On a

J(NNS@)=(Vyerr-me(@) 0 S@) = Vyerv-(ms(8) 0 S(g))
= ﬂyerY-mr(g')
= nyer ﬂy’er’Y'Y"mf'(g’) = myeFY'J(f,)'
D’ou le résultat

2.3. LEMME. — Soient f € g*, g’ un idéal de codimension 1 de g, f' = f| g';
on suppose P(f’';q) <= P(f;q). Alors, J(f) est le plus grand idéal
ad g-stable de S (g) contenu dans S(g) J (f').

Démonstration. — 1l existe ) € P (f; g) telle que la représentation induite
tordueind™ (f|b; g) soit simple ([3], proposition 6.1.1). On sait alors [23],
que heP(f+g;g) pour tout gebhl. Les représentations induites
ind” (f|bh; g)etind”™ (f +g | h; g) sont égales pour tout g € h*. Il en résulte
C.f=T(+b) ([3], théoréme 6.5.12), et donc J(f) = J(f; b).
Comme P (f’;g') = P(f;q), il existe he P(f’; g') telle que les repré-
sentations ind”~ (f|h;g) et ind” (f'|H; B’) soient simples ([3],
lemme 1.12.2, propositions 1.12.10 et 6.1.1). On a alors

m%(g) = S(g) m%(g),
JNH=JU0),If)=I(; D

et il vient
S@I)=Nyery -S@my @)= yery -ms)
et donc,

ﬂyeFY-S(g)J(f’) = ﬂyel“ ny'er"Y-'Y"m[}(Q) = nvel‘y'm‘j)'(g) = J(f)'

D’ou le résultat.

2.4. LeMME. — On conserve les hypothéses et notations du lemme 2.3.
Alors,

J(f)=S5(@).(0()n S(g).
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Démonstration. — Soit x¢ g tel que xeg’. Tout élément u de J(f)
s’écrit de maniére unique

n—1

u=x"u,+x"" u,_+...+u,

avec u,, ..., ugeJ(f’) (lemme 2.3). Pour peN, on a

(adx)’.u=Yrpx.(adx).u;e ®x".J ().

On a donc (ad x)?.u;e J(f') pour i =0, 1, ..., n. Chaque u; appartient
donc au plus grand idéal ad g-stable contenu dans J(f') c’est-a-dire
J(f).S(g") (lemme 2.2). D’ou le résultat.

3. Semi-invariants dans L (g; Q)

On démontre dans ce paragraphe des résultats semblables a ceux de [4].
Les méthodes utilisées sont analogues a celles de [4], excepté pour 3.7.

3.1. PROPOSITION. — Soient Q un idéal premier g-stable de S (g), et I
un idéal non nul g-stable de B (Q). 1l existe A € g* tel que I n B, (Q) # {0 }.

Démonstration. — Le g-module B = B(Q) (pour la représentation
LP | B) est réunion croissante de sous-g-modules de dimension finie trigona-
lisables; il en est alors de méme pour I, et il existe donc Aeg* et
uel—{0} tels que ue B,.

3.2. COROLLAIRE. — Soient Q et B comme en 2.1. Si ae L(Q),, il

existe peg*, beB,,,, ceB, tels que a = bc™'.

Démonstration. — L’ensemble des u € B tels que u.ae B est un idéal
non nul I de B. Si xeg et uel, on a

M&x).wa=nx)(u.a)—u.(n(x)a) =nx)(u.a)—A(x)u.aeB.

L’idéal I est donc g-stable; d’aprés la proposition 2.2, il existe p e g*
et ce B, tels que ce/—{0}. On a alors c.a=beB,, et a=b.c™'
comme dans 1’énoncé du lemme.

3.3. Soit Ay = {Aeg*; B, # 0 }. Alors, d’aprés 3.2,
Ap={reg*; L(Q), #0}
est le sous-groupe de g* engendré par A, et on a

nxeABker}" = ﬂxEALkel‘)\“

3.4. PROPOSITION. — Soient g’ un idéal de codimension 1 de g, Q un
idéal premier g-stable de S(g), Q' = Q n S(g') de sorte que L(g'; Q')
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s’identifie a un sous-corps de L (g; Q). On suppose que Q est I’idéal de S (g)
engendré par Q'. Soient pe€g*, et ae(L(g; Q)),. Il existe be D(g; Q)
et ce(L(g; O),nL(g"; Q) tels que a=b.c.

Démonstration. — Compte tenu de 3.2, il suffit de démontrer le résultat
pour a€ B(Q), et on peut supposer a # 0.

Soient x € g tel que x ¢ g, et u un représentant de a dans S (g). L’élément u
s’écrit de maniére unique

n—1

u=x"u,+x"""u,_1+...+ug avec Uy, ..., u,€S(g).

Les u; n’appartiennent pas tous 2 Q’, et on peut supposer ¥, ¢ Q. Si yeg
et pe N*, comme [g; g] = g’, on a (ad y).x? € x*~* S (g'). On en déduit
que, modulo Q,
RO X uy+ ... +p(»)uo
=pu=@dy)u=x"(@dy.u)+x""tv,_+...4+v,
avec Un_q, ..., 0o €S(g").
Comme Q est engendré par Q', il vient donc (ady) (w,) = n(») u,

(mod Q) et il suffit de choisir pour ¢ I’image canonique de u, dans
B(g'; Q') pour obtenir le résultat de la proposition.

3.5. Soit A € g* vérifiant A ([g, g]) = 0. Il existe un automorphisme T,
et un seul de S(g) tel que 1, (x) = x+A (x) pour x€eg.

3.6. LEMME. — Soient A € g* telle que A ([g,g]) =0, g’ = ker A, Q un
idéal g-stable de S (g), Q' = QN S(g). Ona Q = S(g) Q' si, et seulement
Sia T}. (Q) = Q

Démonstration. — Si A = 0, il n’y a rien & démontrer; nous supposerons

donc A # 0.
Supposons Q = S (g) Q’, et soit x € g tel que A (x) = 1. Tout élément a

de Q s’écrit de maniére unique

n—1

a=x"a,+x"""a,_1+...+a, avec dg, ..., d,€Q’.

On a alors
n(@)=x+1D)"a,+...+a,eS(g) Q.
Donc, 1, (Q) = Q; de méme, 1, (Q) = Q, d’ou 7,(Q) = Q.
Supposons T, (Q) = Q, et soit

a=x"u, ... +up avec U, ..., UoeS(g).
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Si n(a) =0, on a ae Q'. Supposons montré ae S (g) Q' pour n(a) < n,
et soit a tel que n(a) = n. Alors,

n@—a=n.u,x"""+x""2v,_,+...4+v,€Q

avec
Uy—25 -+ s UOES(QI).

D’aprés I’hypothése de récurrence, il vient u,e Q. On en déduit

0==5() Q"

3.7. PROPOSITION. — Soient Q un idéal premier ad g-stable de S (g),
reg*—{0} tels que (L(g; Q)), #0. Soient g’ le noyau de M\, et
Q' = Q0 n S(g). Alors, Q est 'idéal de S(g) engendré par Q.

Démonstration. — Si fe€ g*, on note g ( f) le noyau de la forme bilinéaire
alternée (x, y) — f([x, y]) sur g.

Soient ¥~ (Q) la variété des zéros de Q dans g* et ae (L(g; 0)),—{0 }.
L’ensemble ¥ (Q) des éléments fe ¥ (Q), tels que a (f) soit défini et
non nul, est un ouvert dense de ¥~ (Q) puisque Q est premier. Il en résulte
que

Q= mfeV(Q)J(f) = ﬂfe“tf’(Q)J(f)'
Il est facile de voir que sife ¥ (Q), ona (ngy (x).a) (f) = 0 pour x e g (f)
soit, A(x)a(f) =0 et donc, si fe?'(Q), A(g(f) =0 ou encore,
P(f|g'58) = P(f;9) ([3], lemme 1.12.2). D’aprés le lemme 2.4,
il vient donc

J(f)=8@WU()nS() pour fe¥"(Q)

soit, T, (J(f)) =J(f) (lemme 3.6). On en déduit 1, (Q) = Q, d’ou
Q0 = S(g) Q' (lemme 3.6).

3.8. Nous aurons besoin du résuliat suivant qui correspond au lemme 1.1
de [22] et dont la démonstration est tout a fait analogue.

LEMME :

(i) soient y un caractére rationnel de I', et A = dy | ad g qu’on identifie
a un caractére de g. Soient P e Spec U (g) (resp. Q € (Spec S (g))?). Alors,
K(P) = K(P), (resp. L(Q) = L(Q),);

(ii) soit Meg* tel que K(P), # {0} (resp. L(Q), # {0}),; alors,
il existe un caractére rationnel y de T tel que N = d¥y ] ad g.

Démonstration. — On fait la démonsiration pour K (P); elle serait ana-
logue pour L (Q) compte tenu de 3.2.
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(i) Si neN, on note U, (g) I'’ensemble des éléments de U (g) de filtra-
tion < n. Soit u — u la surjection canonique U (g) — 4 (P). Siae K(P),
il s’écrit :

1 -1

a=u.v '=w"'.r avec u,v,w,reU,(g) pourun neN.

Il est facile de voir que ae K(P)* si, et seulement si,
w(y.u)=yx(y).7(y.v) pour tout yeT.
C’est-a-dire
(a) w(y.w)—x(Nr(y.v)eP N Uy(g).
De méme, ae K(P), si, et seulement si,
w(e(x)u) = A(x)r.v+7r(e(x)v) pour tout xeg

ou
(b) w@dx.u)—A(x)r.v—r(adx.v)e Pn U,,(g).
En différentiant la relation (@), on voit alors (tenant compte de [3], 2.4.16
et proposition 2.4.17) que, si ae K(P)*, alors ae K(P), avec
A=dy|adg;

(ii) soit ae K(P),; il existe peg*, ue (4 (P)),, ve(4(P)), tels que
a=u.v"! ([1], lemma 6.5). Il suffit donc de démontrer le résultat pour
acA(P),. Soit ue U,(g) un représentant de a dans U(g). On a

(adx) (k.u+Pn U,(g) ek.u+P n U,(g) pour tout xeg. D’aprés [3]
(démonstration de la proposition 2.4.17), on a alors

vy.(keu+PnU,(g))=k.u+PnU,(g) pour tout yel.

Il en résulte que ae K (P )* pour un caractére  de I'. Le caractére y est
alors rationnel car la représentation naturelle de I' dans U, (g) l’est
([3], 2.4.16).

4. Les isomorphismes B (g) et B, (g)

4.1. Rappelons une description de I’isomorphisme B, (g) ([18], propo-
sition 6.10). Soient P € Spec U (g) et @ = B (g) (P). Sife g*, onnote I (f)
I’idéal primitif de U (g) associé a f par l’application de DIXMIER.

Soient Sim 7" (Q) l’ensemble des points simples de ¥ (Q), et
ue C(g; P). On note V,(g) ’ouvert

{feSim ¥ (Q); il existe ug, us€ AP u=uju; ' u ¢ 1(f)}

de 7 (Q). Lélément (u; mod I(f)) (u, modI(f))~! appartient a
C(g; I(f)); c’est donc un scalaire noté u(f). Ce scalaire ne dépend
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pas de la décomposition u = u, u; !. La fonction #, définie sur V, (g),
est rationnelle, et définit un élément de L (g; Q) que nous noterons encore u.
Pour ue C(g; P), on a alors u = B, (g) (u).

4.2. LeMME. — Soient P e Spec U(g), Q = B(g9) (P), §' un idéal de g,
P'=Pn U(g), Q’ = 0N S() de sorte que K(g'; P') s’identifie
a un sous-corps de K(g; P) :

D onaB@)(P)=0;

(i) si yeT et ueK(g'; P'), on a Bp(g) (v.u) =v.B, (8) (u);

(iii) si ueC(g; P)nC(g'; P), on a Bp(g) () = PBp (") (w).

Démonstration :

(i) rappelons que si Q € (Spec S (g))?, on a ([18], proposition 6.6) :

B (9)(Q) = ﬂfeV(Q) L(f).
Notons = : g* — g'* I'application de restriction; si feg*, il vient alors
INDNU@)=()yerIm@.f) (3], lemme 6.5.1 ou [17], lemme 3.2).
L’ensemble ¥~ (Q) étant I'-stable, on en déduit

P'= n_rew(Q)I(ﬂ(f)) = ngen(*tf(Q))I(g)'

Comme = (¥ (Q)) contient un ouvert partout dense de ¥ (Q’), et que
Papplication de DixMier f— I(f) est continue ([3], théoréme 6.4.4),

il vient donc
P' = ﬂgen(V(Q))I(g) = ngE‘V(Q')I(g)

c’est-a-dire P’ = B~ (g") (Q);

(i) cette assertion est claire par transport de structure;

(iii) soit u = u; u;' € C(g; P)n C(g’; P') avec uy, u, € A (g'; P’).
Notons ﬁg et ﬁg, les fonctions définies par u sur V,(g) et V,(g") comme
en 4.1. Pour fe¥ (Q), on a

U@)nI(f)=I(n(f)) ([3] lemme 6.5.1 ot[19], lemme 3.2)

donc, si u, ¢ I(m(f)), uy ¢ I(f). 1l existe donc un ouvert non vide W
de V,(g) tel que (W) contienne un ouvert non vide de ¥, (g’). On a
alors 4, (f) =, (n(f)) puisque U (@)nI (f)<=I(z (f)). Sur
I’ouvert W, la fonction f— z'ig (f) ne dépend que de = (f), et définit
donc un élément de L (g'; P’). On en déduit (iii).
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5. L’isomorphisme des semi-centres

5.1. PROPOSITION :
(i) soient P e Spec U(g), Q = B (g) (P),
A, ={reg*; K(g; P), #{0}},
Ap={reg*; L(g; Qu # {0}}.
Alors, Ay = A,.
Si gy = (Vuea,Ker A, on a pour tourhe Ay : L(g; Q),=D(gy; Q 0 S(84);

(ii) il existe un isomorphisme canonique prolongeant B, (g) de SC (g; P)
sur SD(g; Q) qui transforme K(g; P), en L(g; Q), pour tout heA,.

Démonstration :
(ii) notons g,, = ﬂxeAK kerh. Si AeAy, on sait que

K(g; P, = C(8ags PNU(ga)  ([1], lemme 6.5 et Satz 6. 1).

Compte tenu des lemmes 3.8 et 4.2 (ii), il vient

BPnU(gAK) (8a) (K(g; P)) = L(g; Q).
Inversement, soit A€ A;. Tout élément ae L (g; Q), s’écrit a = b.c avec

beD(g; Q) et ceL(kerh; @n S(kerA))nL(g; Q),
(propositions 3.4 et 3.7).
On a B~ (g) (b)e C(g; P), donc
beD(ga.; QN S(9a) (lemme 4.2 iii).
De méme, ce D (ker A; S (ker A) n Q), donc
Brnu terny (ker W) ()€ K (g3 P = C(gags PN U(Gs)),

d’ou on déduit

ceL(gpg; QN S(94) (lemme 4.2).
On voit donc que, si on pose

B}’ (9) W) = Bpny Gar (Ba) (W) pour ueK(g; P),,

on définit un isomorphisme de 1’espace vectoriel K(g; P ), sur l’espace
vectoriel L (g; Q). L’application @;.,, B} () définit alors un isomor-
phisme d’algébres

DB eng (K (33 PY), > @, car(L(g; O)),.
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Par passage au corps des fractions, on obtient donc un isomorphisme
de SC(g; P) sur SD(g; Q). Le fait que cet isomorphisme prolonge

Bp(g) résulte du lemme 3.2 (ii). L’assertion (i) résulte de cette
démonstration. '

5.2. Remarque. — Soit u un semi-invariant de 4 (P); on ignore si
I'image de u par l'isomorphisme précédemment défini est un élément

de B(Q) (¢f [20]).

II. — Entiers attachés a un quotient premier

1. Introduction et notations

On désigne par k£ un corps commutatif algébriquement clos de caracté-
ristique 0, par g une k-algébre de Lie résoluble de dimension finie, et par I
son groupe adjoint algébrique. On conserve en outre les notations des
parties I et II. Pour les rappels concernant cette partie, on renvoie a [1],
[3], [10], [11] et [18]. Soit P € Spec U (g); on désigne par E (P ) ’ensemble
des semi-invariants non nuls de 4 (P) de sorte que SZ (P) est la sous-
algébre de 4 (P ) engendrée par E (P). D’aprés [10] et [11], E (P) permet
un calcul de fractions dans 4 (P) et I’algébre (4 (P ))gpy (qui est simple)
est isomorphe & une algébre /. p) (¥, 9, G) sur le corps C (P ). 1l est donc
naturel d’essayer d’interpréter pour o/ p (¥, 8, G) les entiers déterminés
dans la premiére partie et pour cela, de calculer différents entiers attachés
a l’algébre 4 (P). Dans cette partie, nous calculerons quatre des invariants
déja mis en évidence, et nous démontrerons 1’égalité

Dim, A(I(f)) =dimT. f pour feg* (corollaire 2.5).
2. Dimension de Gel’fand-Kirillov d’un quotient premier

2.1. LEMME. — Soient g une k-algébre de Lie résoluble, et P € Spec U (g).
On a
Dim, A (P)g py = Dim; A(P).

Démonstration. — Soient x — x la surjection canonique U (g) — 4 (P)
et ae E(P). Il existe Aeg* tel que [x, a] = A(x)a pour tout xeg.
On en déduit que la dérivation 8, : X —a X—X a de 4 (P) est localement
nilpotente. Comme SZ (P ) est une algébre intégre ([3], 4.3.5) et commu-
tative, le lemme résulte de [2], Satz 6.1.
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2.2. Rappelons le résultat suivant ([18], paragraphe 6).

Soient P e Spec U(g), x — x la surjection canonique U(g) — 4 (P),
et P le noyau de I’application U(g) ® ,C(P)— K(P) définie par
a @ b—a.b. Soient K une extension algébriquement close de C(P),
et # un élément de Prim (U(g) ® ,K) tel que 2N U (g) = P.
L’inclusion A(P) — U(g ® K)/? induit un k-homomorphisme
¢ : C(P)—> K = (Fract(U(g) ® (K)/?))®; pour I’extension

¢: C(P)-K,onaalors, # = 1;®C(P)K.

2.3. LEMME. — Soient g une k-algébre de Lie résoluble, P e Spec U (g),
Q = B (a) (P), Kune extension algébriquement close de C (P), fe (g ® , K)*
tel quue P=U@NI(f), O=S@nJ(f). On a:

(i) Dimg (U (g @ «K)/I(f)) = Dim, (U(g)/P)—degtr, C(P);

(i) Dim, (S (g @ K)/J (f)) = Dim (S (g)/ Q) —deg tr, C (P).

Démonstration. — Remarquons tout d’abord qu’un élément f e (g ® ,K)*

vérifiant les conditions du lemme existe d’aprés [18], paragraphe 6.
Démontrons la premiére égalité, la seconde se démontrant de maniére

analogue. Notons pour simplifier U = U (g), U=U (9)/P, C = C(P).
Soit @ le composé des applications canoniques
U@gR,C)>UR,C>UR®,C—U.C.
D’aprés 2.2, I'idéal I = I(f) est le noyau de I’homomorphisme
U@®,K)-»U.CQ:K
induit par ®. Il vient donc U(g ® (K)/I = U.C ® K d’ou,
DimU.C = Dim_U.C®¢K = Dim, (U (g ®, K)/I).

— Montrons tout d’abord Dim, U.C = dim, U.C—deg tr, C.

Soient g, =g, < ... =g, =g une suite d’idéaux de g tels que
dimg; =i et 4; = C[g;] la sous-algébre de U.C engendrée par g;.

Soient g; = k.x,, et 4; = C[x;]; comme 4, est intégre (car U.C Dest)
et commutative, on a

Dim; A, = deg tre(Fract A,)
et
Dim; A, = deg tr,(Fract4,)  ([2]2.1).
Il vient donc
Dim¢ A, = Dim, A, —deg tr, C.
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Supposons montré Dim 4, = Dim, 4,—~degtr, C avec 1<p < n.
Soient x € g, tel que x¢g,, D = adg., x | Apet @ 1 (A, [X]— 4,4,
I’homomorphisme surjectif qui prolonge I'identité de A, et tel que
¢ (X) = x. Si ¢ est injectif, on a
Dimc A, = 1+Dimc 4,
et
DimyA,,,; = 1+Dim, 4, (2], 3.1(c)).

Supposons ¢ non injectif; son noyau R est un idéal complétement premier
de (4,), [X]. Drapres [2], Korollar 3.5, il vient donc

Dim¢ A4, < Dim¢ A4,
= Dim¢((4,)p[ X J/R) < Dim¢((4,)p[ X ])—1 = Dim¢ 4,,.
On en déduit Dim; A4,,,; = Dim; 4,, et on aurait de méme,
Dim, A,,; = Dim, 4,.
On a donc
Dim, U.C= Dim, E.C—deg tr, C.
— Montrons maintenant Dim, U.C= Dim,, U. On a en effet

d’aprés [3], corollaire 4.4.2, Uc U.Cc Z_IE(,,); le résultat est donc
une conséquence du lemme 2.1.

2.4. THEOREME. — Soient g une algébre de Lie sur un corps k algé-
briquement clos de caractéristique 0, PeSpec U(g) et Q = B(g) (P).
On a

Dim, A (P) = Dim; B(Q).

Démonstration :

— On note (4,) ’assertion suivante :
Pour tout triplet (k, g, P), ol k est un corps algébriquement clos de
caractéristique 0, g une k-algébre de Lie résoluble telle que dim, g < n,

et PeSpec U(g), on a
Dim, A (P) = Dim, B(B (P)).
— On note (B,) I’assertion suivante :

Pour tout triplet (k, g,f), ou k est un corps algébriquement clos de
caractéristique 0, g une k-algébre de Lie résoluble, telle que dim,g < n

et feg* on a
Dimy A (I(f)) = Dim, B(J (f)).
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On démontre maintenant le théoréme par récurrence sur n = dim g
le cas n = 1 étant trivial. D’aprés le lemme 2.3, on a (B,) = (4,); il suffit
donc de démontrer (4,_,) = (B,).

(@) Supposons | [g; g] = 0; alors A(I(f)) =k, BUJ(S) =k; le
résultat est donc trivial. On suppose dans la suite le cas (a) exclu.

(b) Notons g(f) le noyau de la forme alternée (x, y)—f([x, y])
et supposons g = [g, g]+¢ (f). Posant n = [g, g], et g = f|n, il vient
alors ([3], lemme 6.5.4)

AUI()=UW/I(®); BU)=Sm/J(g).

D’ou a nouveau le résultat.

(¢) Supposons g # [g, g]+g (f). Soient g; un idéal de codimension 1
de g contenant [g, g]+g (f), x un élément de g n’appartenant pas a g,
et x (resp. X) son image canonique dans 4 (1 (f)) (resp. B (J (f))). Comme
a(f) <= g,, toute polarisation de g; en f | g; est une polarisation de g
en f ([3], lemme 1.12.2) et, d’aprés [19] lemme 3, et paragraphe II,
lemme 2.3, on a

I(f)=U@U(HnU(g))=U(f)nU(g,)) U(9)
et
J(N)=S@U)nS(g-
Posons
N=U@)I(f/)nU(g)) et N =S(g)/(J(f)NS(g1)
Soient X une indéterminée, D = ad, ;) X | Netp : Ny [X ] — A (I (f))
I’homomorphisme qui prolonge l’identité de N et tel que p(X) = x.
D’aprés ce qui précéde, P est un isomorphisme, et il vient donc
([2], lemme 3.1 (¢))

Dim, A (I(f)) = 1+ Dim,N.
On aurait de méme, B (J(f)) = N’ [x] et donc
Dim, B(J(f)) = 1+Dim, N'.
Comme B (g) (I(f)) =J(f), on a
BIUN)NU@))=S@)nJ(f) (1L lemme 4.1 (i)).

On en déduit le théoréme.

2.5. COROLLAIRE. — Soient g wune k-algébre de Lie résoluble,
PeSpec U(g), QO =PB(P), et ¥ (Q) la variété des zéros de Q dans g*.
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On a

En particulier, pour tout feg*, on a
Dim, A(I(f)) = dim,T. f.

Démonstration. — Comme B (Q) est commutative et intégre, Dim, B (Q)
est égal 3 deg tr, (Fract B(Q)); on en déduit la premiére assertion.
La deuxiéme résulte du fait que J (f) est I’ensemble des éléments de S (g)
nuls sur T.f.

2.6 [Les sections 2.6. & 2.9. ont été ajoutées au texte original le
6 décembre 1977]. — Si P est un idéal premier de U (g) (resp. S (g)), on
appelle hauteur de P (notée ht(P)) la longueur maximale des chaines
d’idéaux premiers de U(g) (resp. S(g)) contenus dans P. Utilisant le
corollaire 2.5., nous allons démontrer le résultat suivant qui généralise [15]
(corollaire de la proposition 2) et [8] (corollaire 2).

THEOREME. — Soient g une k-algébre de Lie résoluble, P e Spec U (g)
et Q=P (P) Ona

ht(P) = ht(Q) = dim g—dim 7" (Q).

2.7. LeMME. — Soient X une variété affine, irréductible, et I' un groupe
algébrique, affine, connexe et résoluble opérant réguliérement sur X.
Soient n la dimension de X, et F un fermé irréductible, I'-stable de X de
dimension d < n. Alors, il existe un fermé F' de X, irréductible, contenant F,
T-stable et vérifiant dim F' = 1+dim F.

Démonstration. — Je dois & R. RENTSCHLER 1’idée de la démonstration
trés simple de ce lemme.

Le résultat est évident si n—d = 1. Raisonnons par récurrence sur la
valeur de l’entier n—d.

Soit 4 une k-algébre vérifiant X = Specm (A4) (spectre maximal). On a
F = (P), ou P est un idéal premier I'-stable de 4. Le groupe I" étant
résoluble, il existe 7€ P-{0} semi-invariant pour I’action de I'. Soient
H=v(),etV,, ..., V, les composantes irréductibles de H. L’¢lément ¢
étant semi-invariant, toutes ces variétés sont I-stables, et F < H.
La variété H étant une hypersurface dans X, tous les V;(1 < i< r) sont
de dimension n—1. Si F < V, on a alors le résultat en appliquant I’hypo-
thése de récurrence au couple (F, V).
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2.8. DEFINITION. — Soit Q € (Spec S (g))®. On appelle g-hauteur de Q
(notée ht_ (Q)) la longueur maximale des chaines d’idéaux premiers g-stables
contenus dans Q.

ProposITION. — Si Q € (Spec S(g)),, on a ht (Q) = ht(Q).

Démonstration. — 1l est clair que ht (Q) < ht (Q). Si T est le groupe
adjoint algébrique de g, on peut trouver, par applications itérées du
lemme 2.7, des fermés irréductibles, I'-stables

F,=¥(Q)cF,_ c...cFy=g*
avec dim F;,;—dim F; = 1. On a donc
ht,(Q) > dim g—dim ¥"(Q) = ht(Q),
ce qui démontre la proposition.
2.9. Démonstration du théoréme 2.6. — Soient P e Spec U(g) et
Q = B, (P). Soit
0=0c<c0=...c0, =0

une chaine d’éléments de (Spec S (g))° de longueur maximale, et P;=B_' (Q))
pour i=0,1, ..., r.
D’aprés [6] (corollaire 6.7), on a
0)=Py=P;c...cP,=P.
On a donc, ht (P) > ht, (Q) = ht (Q) (proposition 2.8), c’est-a-dire
ht(P) = dimg—dim 7" (Q).
D’autre part, d’aprés [2] (Korollar 3.5), on a
Dim (U (g)/ P) < Dim U (g) —ht (P),
soit
Dim (U (g)/P) < dimg—ht(P).
Cette derniére inégalité s’écrit, compte tenu du lemme 2.5,
ht(P) < dimg—dim ¥ (Q),

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

3. Interprétation des invariants de /. (V, 0, G)

3.1. Soient P e Spec U (g); comme il a déja été vu au paragraphe III.
1, 'algebre (A4 (P ))g py est isomorphe & une algébre of = A (V, 8, G)
sur le corps C (P). Utilisant les notations du paragraphe I, nous poserons

C=U(VG)®C(P)C(P).G, D= U(VGB)®C(P)C(P).G;

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



200 P. TAUVEL

nous désignerons en outre par 7' le commutant de SZ (P) dans A4 (P), et par
Z (T) le centre de T. '

3.2. PROPOSITION. — Soient PeSpec U(g) et Q = B(g) (P). Avec les
notations précédentes, on a :

(i) rang (G) = degtr, SC (P)—degtr, C(P).

(i) dimg py V' = dim, ¥ (Q)—deg try, SC (P).

(iii) dim p, V¢ = Dim, T—deg tr, SC (P).

(iv) dimg p) Vs = degtry (Fract Z (T')) —deg tr, SC (P).

Démonstration :

(i) compte tenu de la démonstration du corollaire 6.5 (4) de [10], il est
facile de voir que (SZ (P))gp) €t C (P).G se correspondent par Iisomor-
phisme

(A(P))g @)~ A (P)( V, 3, G).
On en déduit

rang(G) = Dim¢ p, C(P). G = deg tr¢ (p) Fract(C(P).G)  ([2],2.1)
= deg tr¢ (p) SC(P) = deg tr; SC(P)—deg tr, C(P);

(i) soit { vy, ..., v, } une C (P)-base de V; on a alors, avec des notations
évidentes,

A =((...(CP).C)p,[t:] - o, [0 ]
On en déduit ([2], lemma 3.1 (¢))

Dimy o = dimc¢ (p) V+Dim; (C(P). G).
Comme
Dim, (C(P). G) = deg tr, SC(P)
et
Dim, &/ = Dim, A(P) = dim, ¥ (Q)

(lemme 2.1), on obtient (ii);

(iii) I’algébre SZ (P) est commutative; il en résulte que le commutant de
(SZ (P)g(py dans (A (P))gp) est Typ). Recopiant la démonstration du
lemme 2.1, on obtient Dimy T p = Dim, 7. On termine alors comme
en (ii);

(iv) le centre D de C s’identifie & (Z (T ))g (p); On obtient alors le résultat
comme en (ii) et (iii).

3.3. D’aprés la proposition 3.2, il nous faut, pour résoudre le probléme
posé au paragraphe III. 1, déterminer certains invariants de 1’algébre A (P);
la fin de ce travail est consacrée a cette détermination.
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Rappelons que I" désigne le groupe adjoint algébrique de g. Soit I'; I'inter-
section des noyaux des caractéres rationnels de T'. Soient Q € (Spec S (g))°,
P=B"1(q)(Q), et r-(Q) (resp. rr, (Q)) la dimension maximale des
T-orbites (resp. I'y-orbites) dans ¥ (Q). Puisque B, (g) est un isomorphisme
de C(g; P)sur D (g; P),ona

deg tr; C(g; P) = dim ¥ (@) —rr(Q).

Soit I'y I'intersection des noyaux des caractéres de I" qui sont poids d’élé-
ments semi-invariants dans L (g; Q). D’aprés [16], II, lemme 5 ou [5],
lemme 3.2. on a

SD(g; @) =(L(g; Q)™ =(L(g: O™
Compte tenu de II, proposition 5.1 (ii), il vient
deg tr, SC(g; P) = dim¥"(Q)—rr,(Q).

On a donc obtenu le résultat suivant.

PROPOSITION. — Soient P € Spec U(g) et Q = B (g) (P). Avec les nota-
tions précédentes, on a :

(i) degtr, C(g; P) = dim ¥ (Q)—rp (Q);

(ii) degtr, SC(g; P) = dim ¥ (Q)—rr, (Q).

Remarque. — 11 peut n’exister aucune sous-algébre §) de g telle que
SD (g; Q) = (L (g; Q). En En effet, soit g I’algébre de Lie de base x, y, z,
tavec[x, t] = t, [x, y] = z, les autres crochets étant nuls ou s’en déduisant
par antisymétrie. On voit facilement que SD (g; 0) = k (2, ¢) mais que
SD (g; 0) # (L (g; 0))° pour toute sous-algébre de Lie §) de g.

3.4. Notons A I’ensemble des formes linéaires sur g qui sont poids de
semi-invariants dans K(g; P)(oudans L g; Q) d’aprés la proposition II.5.1),
ga = [\aea ker A. Le lemme suivant est aussi démontré dans [6].

LemMe. — Le commutant T de SZ(g; P) dans A (P) est égal a
U (g,)/(P 0 U(gp))

Démonstration.—D’aprés [1], lemma 6.5, il existe des éléments A4, ..., A,
de g* linéairement indépendants qui sont poids d’éléments semi-invariants
dans 4 (P) et qui engendrent dans g* le méme sous-espace que A (ce sous-
espace est 1’orthogonal gx de g, dans g*). Soient x5, ..., X, des éléments de
g tels que A; (x;) = 8, ;pour 1 < i,j < r;onaalors([1], Satz6.1) :

AP)=(...(UEAIP U@ Mo, [*¥1 D - o, [ %],

ol D; est la dérivation de 4 (P ) induite par ad x;.
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Soit u; € SZ (g; P) de poids A; pour i = 1,2, ..., r. Un élément a de
A (P) s’écrit de maniére unique sous la forme

a= Zi,, e ineNGig, ...,i,xif co.xi avec a;,, ..., €U(g)/(P N U(gp).
Si m est le degré de a en x4, ..., X,, et si i;+...+i, = m, on obtient
facilement

(aduy). . .(adu)r.a=i!i,! ... ! a;, _,__,-ruil‘ L

On voit donc que a € T si, et seulement si, a € U (g,)/(U(g,) N P).
3.5. D’apreés [1] (Satz 6.1) et [2] (lemma 3.1. (¢)), il vient donc

Dim T = Dim 4 (P)—dim g
et, compte tenu du corollaire 2.5,
Dim T = dim ¥ (Q)—dim g

On voit donc que la détermination de Dim 7 se rameéne a celle de 1’idéal g,,.
Nous alons voir que celle-ci n’est vraiment explicite que si g est ad-algébrique
(résultat a rapprocher de [1], chapitre 8, et de [24], proposition 2.2).
Introduisons quelques notations. On désigne par ¥ la plus petite sous-
algébre de Lie algébrique de gl (g) contenant ad_ g (de sorte que Lie I' = ).
Sife g*, ondésigne par 4 (f) (resp. I'y) le stabilisateur de fdans % (resp. I');
ona Lie I'; = 4 (f). Avec les notations du paragraphe III, 3.3, il existe
un ouvert U non vide de ¥" (Q) tel que I'y = I'y.T'; pour tout fe U ([5],
théoréme 3.3) et, g étant résoluble, on a Lie I'y = A, plus grand idéal nil-
potent de 4. On note enfin # : g — % I’application x — ad, x. Compte tenu
de ces remarques et de [5], théoréme 3.3, il vient la proposition suivante.

PROPOSITION. — 1l existe un ouvert U non vide de v (Q) tel que, pour tout
fe U, on ait g = I~ (N +9 (f)). En particulier, si g est ad-algébrique
et si v est le plus grand idéal nilpotent de g, on a g, = n+g (f) pour tout
fe U

Exemples :

(a) soit g I’algébre de Lie, introduite dans la remarque 3.3, avec Q = 0.
1l est facile de voir que si f € g* vérifie f (z) # 0,f(¢) # 0,onag, =n+g(f)
bien que g ne soit pas ad-algébrique.

(b) Soit g I’algebre de Lie de base x, y, z, u, t avec [x, y] = y, [x,t]=—1¢,
[y, £] = z, [x, u] = z, les autres crochets étant nuls ou s’en déduisant par
antisymétrie. L’algébre de Lie g n’est pas ad-algébrique. Prenons Q = 0.
D’aprés [5] (théoréme 4.4) et [2] (4.9.6), le semi-centre de U (g) est égal &
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son centre, donc g = g,. Sur Pouvert { fe g*; f(z) # 0 },onag (f) = k.z,
et donc n+g(f) = n # g,.

Remarquons qu’on déduit de la proposition précédente le corollaire
suivant.

COROLLAIRE. — Soient g une algébre de Lie résoluble ad-algébrique, de
plus grand idéal nilpotent n, P e Spec U (g), et Q = B(g) (P). Pour que le
semi-centre de A (P) soit égal a son centre, il faut et il suffit qu’il existe un
ouvert non vide U de ¥ (Q) tel que g = n+g (f) pout tout fe U.

3.6. Revenant & Dim T, on a donc montré qu’il existe un ouvert non
vide U de 7" (Q) tel que, pour tout fe U,

Dim T = dim ¥ (Q) —dim g +dim (S~ (N + ¥4 (f)));
en particulier, si g est ad-algébrique,
Dim T = dim ¥ (Q)—dim g+ dim (n+g(f)).

3.7. On peut maintenant déterminer Dim Z (7). Soit I", le plus petit
sous-groupe algébrique de T" dont 1’algébre de Lie contient

ad,gp = F (I (N +%())  (pour fe).

Notons rr, (Q) la dimension maximale des I',-orbites dans ¥ (Q).
L’ensemble des éléments de L (g; @), invariants sous ’action de n, (g,),
est alors (L (g; Q))'». D’aprés le paragraphe I, lemme 4.1 (ii), cet ensem-
ble est isomorphe a Fract Z (7). 11 vient donc
deg tr, (Fract Z(T)) = Dim Z(T) = dim ¥ (Q)—rr, (Q).

Si g est ad-algébrique, les algébres de Lie ad, (g (f)) et ad, (n+g (f)) sont
algébriques pour fe U, et on a ad g, = LieI’;, On aura donc
Z(T) = SZ(g; P) et, dans lalgébre o/, p (¥, 8, G) associée 2 4 (P), on
a V% = 0. On a donc obtenu un nouveau corollaire.

COROLLAIRE. — Soient g une algébre de Lie ad-algébrique, P € Spec U (g),
Q = B(g) (P), H(p (V, 8, G) I'algébre (A (P))g (p)- Avec les notations pré-
cédemment introduites, on a :

(i) rang (G) = rp (Q)_rro (s

(i) dimg ) V' = rp, (Q);

(iii) soit nt le plus grand idéal nilpotent de g. 1l existe un ouvert non vide U
de v (Q) tel que

dimg p) VC = rr, (Q)—dimg+dim(n+g(f)) pour tout feU.
(iv) ¥ = {0}.
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