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SUR LES QUOTIENTS PREMIERS
DE L'ALGÈBRE ENVELOPPANTE

D'UNE ALGÈBRE DE LIE RÉSOLUBLE

PAR

PATRICE TAUVEL
[Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris]

RÉSUMÉ. — Ce travail est en trois parties. Dans la première, on détermine, au moyen
des dimensions de Krull et de Gelfand-Kirillov, les invariants entiers des algèbres
introduites par J. C. MCCONNEL dans l'étude des représentations des algèbres de Lie
résolubles. La seconde généralise, pour le cas résoluble, certains résultats de
R. RENTSCHLER et M. VERONE sur le semi-centre de l'algèbre enveloppante d'une
algèbre de Lie. La troisième partie est consacrée au calcul de certains entiers attachés
à un quotient premier de l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie résoluble; elle
utilise les résultats des deux premières parties.

Le texte ne comporte pas d'introduction générale, chaque partie étant
précédée d'une introduction, et éventuellement de notations qui lui sont
propres.

L'auteur remercie W. BORHO, J. DIXMIER, F. GUIMIER et R. RENTSCHLER
pour leurs conseils et pour les conversations qu'il a eues avec eux à propos
de ce travail.

L — Les algèbres ^ (V, ô. G)

1. Introduction et rappels de résultats

Dans cette première partie, k désigne un corps commutatif de caracté-
ristique 0 et tous les espaces vectoriels considérés sont définis sur k.
Le mot « algèbre » signifie « algèbre associative à élément unité », et tous
les modules sur une algèbre sont supposés unitaires.

1.1. Soient F un espace vectoriel de dimension finie, ô une forme bili-
néaire alternée sur V, G un sous-groupe libre de type fini de F*. Rappelons
la construction et les propriétés de l'algèbre se (V, ô. G) introduite par
J. C. MCCONNELL dans [11].
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178 P. TAUVEL

On note U^(V) l'algèbre engendrée par V avec les seules relations
v.w-w.v = ô(i?, w) pour v, we V. Si À,e F*, on lui associe un auto-
morphisme 6^ de U^(V) défini par ^(p) == v-{-'k(v) pour r e K Notant
encore G l'image par 9 : 'k —> 9^ du groupe G dans Aut (î/g (F)), l'algèbre
^ (K, ô, G) (ou ̂  (T, ô, G)) est le produit croisé de U^(V) par G défini
par 6.

On désigne par k G l'algèbre du groupe G (^ (V, 8, G) sera alors aussi
notée U^ (V) # k G), par V6 le noyau de 5, V° l'orthogonal de G dans V,
V^ le noyau de ô | V°. Les résultats suivants sont démontrés dans [11].
L'algèbre A = se (F, ô, (7) est simple si, et seulement si, V° n F5 = { 0 }.
Nous supposerons dans la suite, sauf mention du contraire, cette condition
réalisée. Les entiers dim V, dim V0, dim V°^ et rang (G) ne dépendent
que de A et non de sa présentation sous la forme ^ (V, 8, G). L'ensemble C
des éléments de A qui commutent à G est U^ (V0) ® k G', le centre de C
est D == ^(T08) (x)/;G; l'ensemble L des éléments a de A, tels que
[û, ^] e ̂  pour tout .§• e G, est £/g (F0) (x) À: G+ K

On se propose, dans cette première partie, de déterminer les dimensions
de Krull et de GelTand-Kirillov d'algèbres liées à ^ (V, 5, G). Nous
obtenons ainsi de nouvelles caractérisations des entiers précédemment
introduits, et nous montrons qu'il existe deux autres invariants de l'algèbre
^ (V, ô, G), dont dim V\

1.2. Si À est une algèbre, on note Dim A sa dimension de GelTand-
Kirillov (cf. [2]) et KdimA sa dimension de Krull (cf. [21]).

Si D est une dérivation de A, et X une indéterminée, A^ [X~\ désigne
l'algèbre engendrée par A et ^soumise aux seules relations Xa—aX^D (à),
ae A. On dit que A est filtrée s'il existe des sous-espaces F^ n e Z, de A
tels que A == (J,, F^ F^ c= F^, F^.F^ c F .̂ On définit alors l'algèbre
graduée associée à A pai gr (A) = ©„ (^n/^n-i). On note gr^ la surjection
canonique F ^ — ^ ( F J F ^ _ ^ ) et, si F est un sous-espace de A, on pose
gr (F)=©^gr , (^nF, ) .

2. Dimension de Gel'fand-Kirillov

PROPOSITION. - Soient A = ^ {V, ô, G) comme dans F introduction,
k G la sous-algèbre de A. engendrée par les unités de A, C le centralisateur
de k G dans A, D le centre de C. On a :

(i) Dim A: G = rang (G);
(ii) Dim .4 = dim F+rang(G);
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QUOTIENTS PREMIERS 179

(iii) Dim C = dim F^+rang (G);
(iv) Dim D = dim F^+rang (G).

Démonstration, — Soit { ^ i , . . . , ^ n } une ^ase d11 groupe abélien
libre G. L'algèbre k G = k [gi, ̂ \ . . . , g^, ̂ 1] est noethérienne
commutative, et on a deg tr^ (Fract (/: G)) = m. D'après [2], on a donc
Dim k G = m = rang (G). Soit { v^, ..., V s } une base de V; notons
W= k.v^+... -^-k.v,, et soit B = U^ (W) # k G. On a [ ,̂ yj c= B
et ^ = B^ [z;i] avec A = ad^ 1:1 | ^. D'après [2] (Satz 3.1), il
vient donc Dim A = 1 + Dim B. De proche en proche, on obtient
Dim A = dim ï^+rang (G). Les autres égalités s'obtiennent de manière
analogue.

3. Dimension de Krull. Résultats préliminaires

3.1. Soit A une algèbre filtrée par des sous-espaces F^, n e Z. Nous dirons
que A est de type (^) si F,, = 0 pour ^ < 0, l e FQ, et si gr (A) est une
algèbre commutative de type fini; en particulier, une algèbre de type (^)
est noethérienne.

Rappelons le résultat suivant ([7], lemme 3.9.2) qui généralise le lemme
de Quillen ([3], lemme 2.6.4).

LEMME. — Soient A une algèbre filtrée de type (^), et M un A-module
non nul de longueur finie. Alors, tout élément de Hom^ (M, M ) est algé-
brique sur k.

3.2. LEMME. — Soient A une algèbre noethérienne, D une dérivation
de A, X une indéterminée, B == A^ [X~\ et C = A ® k [X, X -1]. On a

Kdim A ̂  Kdim B ^ 1 + Kdim A et Kdim C = 1 + Kdim A.

Pour la démonstration, voir [17] (théorème 4, page 148).

3.3. PROPOSITION. — Soient A une algèbre noethérienne, D une dérivation
de A, X une indéterminée, et B = A^ \_X^\. On suppose que si M est un
B-mociule non nul, M n'est pas de longueur finie sur A. On a alors,
Kdim B = Kdim A.

Démonstration. — On suit pas-à-pas une démonstration de [2l], page 714.
Filtrons B par les Bp = ^^p A.X1. On a alors gr (B) == A [x], où x
est une indéterminée qui commute à A. Nous allons montrer que
si 7 et / sont des idéaux à gauche de B tels que J <=. I, J ^ I, on a
dev [gr (J), gr (7)] ^ 1 dans l'ensemble des idéaux à gauche de gr (B).
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180 P. TAUVEL

Cas 1 : il existe une infinité d'indices Pi < pz < - - - tels que
gr^(J) ^ gr^CO. La suite

^ == groW® . • . ®g^)©gr^+i(J)©gr^CO© .. •
est strictement décroissante et vérifie gr(J) c F^ c: gr(/). Il en résulte

dev[grC/),gr(J)]^l.

Cû^ 2 : l'ensemble E des indices tels que gr^ (./) ^ gr; (7) est fini. Si pour
tout ; e £, gr; CO/gr; (J) était de longueur finie sur A, I / J le serait. Il existe
donc un indice i et une suite infinie strictement décroissante de sous-
modules Mp avec gr; (7) => M^ => M^ => . . . '=> gr; (J). La suite

^n = groW © • • • ©gr,-iW CM» ®gr,+i(J) © ...

est strictement décroissante, d'où dev [gr (J), gr (/)] ^ 1.
D'après [21] ((û), page 712) et le lemme 3.2, il vient donc

KdimA ^ KdimB ̂  KdimA[x]-l == KdimA.

D'où le résultat.

3.4. COROLLAIRE :
(i) soient A une algèbre filtrée de type (^), D une dérivation de A, X une

indéterminée, et B = A]) [^]. On suppose qu'il existe un élément a central
dans A tel que D (a) = 1. On a alors,

KdimB= KdimA;

(ii) soient A une algèbre filtrée de type (^), X et Y deux indéterminées,
D une dérivation de A ® k [X~\ telle que D ÇX) = 1. Alors,

Kdim ((A ® k [ X ])p [ Y]) = 1 + Kdim A.

Démonstration :
(i) soient M un ^-module non nul et p la représentation de B corres-

pondante. D'après 3.1, si M était de longueur finie sur A, il existerait
des scalaires ^,-1, . . . , f'Q tels que

p(a)"+r„_lp(a)"- l+...+ro=0.

Comme (ad p (^^".(p (^)"+ . . . +ro) = n\, cette éventualité est absurde.
On en déduit le résultat d'après la proposition 3.3;

(ii) compte tenu de (i) et de [3], lemme 3.5.6, il suffit de montrer que
B = A 00 k [X^\ est de type (^). Or, si A est filtrée par les (F^^ on a
immédiatement le résultat en filtrant B par les (F^ (x) k \_X^ç^
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3.5. COROLLAIRE :

(i) soient A une algèbre filtrée de type (^), D une dérivation de A, X une
indéterminée, et B = ̂ [^]. On suppose qu'il existe a e Â ; — { 0 } , et a
central inversible dans A tels que D(d)==d.a. Alors,

KdimB= Kdim A;

(ii) soient A une algèbre filtrée de type (^), X et Y deux indéterminées.
a e k— { 0 }, et D une dérivation de A 00 k [X, X ~ 1 ' ] tels que D (X) = a.Z,
Alors,

Kdim((A®fe[J^ X'1])^ Y]) = 1+KdimA.

La démonstration est analogue à celle de 3.4.

4. Dimension de Krull des algèbres ^ (V, 5, G)

Conservons les notations de l'introduction, et supposons ^(V, 5, G)
non simple. Soit [v^ ..., Vp } une base de V° n F5. On a alors, avec
des notations évidentes,

^(7,0, G)=k[v,, ...,^]®^(r,ô'. G)

et V ' 6 ' n V ' 0 = { 0 } . Compte tenu de [3], lemme 3.5.6, il vient

Kdim^(7, ô, G) = p+Kd'im^ÇV, 8', G).

Nous pouvons donc nous limiter au cas où V° n F5 == { 0 }, c'est-à-dire
où se ( V, 5, G) est simple.

4.1. PROPOSITION. - Soient ^ (V, 8, G) supposée simple, k G, C, D
comme dans la proposition 2. On a :

(i) Kdim (k G) = rang (G);
(ii) Kdim .4 = (1/2) (dim ^4-dim F^+rang (G);

(iii) Kdim C = Kdim .4:
(iv) Kdim D = dim F^+rang (G).

Démonstration. — L'égalité Kdim (k G) = rang (G) est claire et, compte
tenu de [3], lemme 3.5.6, il vient KdimD = dim V^+nmg (G).

Soit { Xi, ..., Xs, Yi, . . . , y s, z^, ..., Zj } une base de V. On suppose
que { Zi, ..., ̂  } est une base de V\ que { y^,.... yp,..., x^, ..., Xp,..., x, }
(p ^ r f^ s) est une base de V°, que { ^-p+i, . . . , Xy ] est une base de ^Gô,
et que [^,, ̂ ,] = 8,,,, [x,, ^,] = [>„ .̂] = 0.
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182 P. TAUVEL

Soit B^ la sous-algèbre de A engendrée par G, F5, et les x^ et les y^ tels
que i^ q. Si q ^ r, on a

^-i=(^®fe[>,-iM^-i],
où A est une dérivation telle que A(^_i) == —1.

Désignons par B^ le sous-espace de Bq engendré par les monômes
(à coefficients dans k G) de degré ^ m en les Xq, ..., x,, 3^, ..., y^ Zi,..., Zj.
Filtrée par les £^\ il est facile de voir que Bq est une algèbre de type (^) et,
d'après le corollaire 3.4, il vient Kdim^.i = 1+Kdim^. Notant B
la sous-algèbre Br+i9 on obtient

KdimA = r+KdimB = (1/2) (dim V°+dim F^+KdimB.

Posons W= V^+k.x^^+k.y^+i+.^+k.Xs+k.y^ Par construction
de l'algèbre B, on a B = U^(W) # k G et W c\ V° = { 0 }, d'où il
résulte que G \ W engendre W*. Soit { g^ ..., g^ } une base du groupe
libre G; on peut supposer que { g^ \ W, ..., gq \ W } est une base de W*,
et soit { Vi, ..., Vq } la base duale dans W. Notons E l'algèbre engendrée
par 52, §2^ • ' ^ Sm. §m^ V2, ' . - , ^. On a alors B={E®k bi,^1])^ [î;i],
où Di est une dérivation telle que D (g^) = —g^. D'après le corollaire 3.5,
il vient Kdim B = 1 + Kdim E et, de proche en proche, on obtient

KdimB = dim W-}-Kdimk[g^^ g^,, ..., ̂ , g,1].
On a donc finalement

KdimA = (1/2) (dim F^+dim F60) + rang ( G).

L'égalité Kdim C = Kdim A s'obtient de manière analogue.

4.2. L'algèbre A = <sé (V, 8, G) est noethérienne et intègre; elle possède
donc un corps de fractions ^([3], théorème 3.6.12). Notons K le corps
des fractions de k G (qui s'identifie donc à un sous-corps de F) et
B = ^ ( V , S , G ) la sous-algèbre de F engendrée par K et A. Si
{ x^, ..., Xy, y^ ..., y s, 2-1, ..., ̂  } est une base de V comme dans la
démonstration précédente, on a alors

B = (((... (K)^ [xj) .. .)^ [^]).. .)^|>J,

où Z>i, . . . , D[, ..., D^ sont des dérivations de B ayant une signification
évidente.

4.3. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, on a
Kdim ̂ (7, ô. G) = (1/2) (dim 7+dim 75).
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Démonstration. — Si Q est un anneau, et M un g-module à gauche,
nous noterons KdinigM la dimension de Krull du 0-module M.

Soit S la sous-algèbre de B engendrée par K = k(g^ ..., g^) et les ^,.
Alors, 5 est un 5'-module à gauche libre, une base de B étant formée des
monômes en les x, et les Zj.

Rappelons le résultat suivant ([9], lemma 5.3).
LEMME. — Soient Q un anneau, QQ un sous-anneau de Q. On suppose

qu'il existe des éléments v^, . . . . , î ^ de Q tels que :
(i) [>p^] = 0 (1 ^ i,j^ t);

(ii) Vanneau Q est un Qo-module à gauche libre de base les monômes
en les u». Soit 7; (0 ^ i ^ t) l'idéal à gauche de Q engendrée par v^, . . . , v^
avec IQ = 0. Alors

Kdimg ( QII^ ,) ̂  1 + Kdini^ ( Q/J,).
- On prend ici { v^ . . . , v,} = { x^ . . . , x,, z^, . . . , Zi }, Q = £

et QQ = S. On va montrer Kdim^ (5//,_i) = 1 ̂ -Kdim^ (5//,.).
Posons R^ = B / I i ; comme groupe additif, ^(l-l) s'identifie au groupe

additif de l'algèbre engendrée par S, Vi, ..., v^. Avec cette identification,
tout élément r de ^(l-l) s'écrit de manière unique sous la forme
vf.âp (r)+vf~~1 .ûfp-i (r)+ ... +OQ (r), où les a^ (r) sont des éléments
de l'algèbre engendrée par S, ^1+1, . . . , i^. Notons

^-1) = {re^1-^ 0 = ̂ ^(r) = a^M = . • • }.

Si M est un sous-2?-module de i?^"1), on note/p (M) l'ensemble des images
dans R^ des âp (r) pour reMn ̂ "1), et onpose/(M)=(/o(M),/i(M),...).
L'application M—>f(M) est strictement croissante (il suffit pour le voir
de recopier la démonstration de [3], lemme 3.5.6). D'après [3],
lemme 3.5.4, on a Kdim^ (J5//»_i) = 1 + KdinLg ( B / I ) , d'où on déduit

Kdim5 = (1/2) (dim 7+dim P^+Kdim^/J,).
Nous aurons donc prouvé le résultat de la proposition si on montre que
Kdim^ (B/If) = 0 et pour cela, nous allons montrer que R^ est un ^-module
à gauche simple.

— Pour n = (n^, . . . , n^) e N5, posons [ n | = n^ + . . . -\-n^ et notons
Jy = {n e N5; [ n \ = r } . Il existe un ordre unique sur N, tel que :

1° JQ < Ji < J^ < . . .

2° Sur chaque J^ l'ordre induit est l'ordre lexicographique.
Si a e R^, a s'écrit S aj^ _^ y{1 . . . y^3 avec Oj^ _^ e K, et nous

noterons à (a) = sup { (j\, .. .,7s); ûfy^ ^ ^5 ^ 0 } (pour l'ordre défini
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ci-dessus). Soit a e R^ tel que d(d) = (m,, ..., m,) ̂  (0, ..., 0). On va
montrer qu'il existe a' e B. a tel que a' + 0 et rf (ûQ < rf (a), ce qui prouvera
que R^ est un jS-module simple.

On peut supposer que a est de la forme

a = yT ... J^+Eo, ..,̂ <.(̂ , ,.,,̂  ... 3^

et, pour simplifier les calculs, nous supposerons par exemple m^ ^ 0.
Il vient alors

x,.a = m,.^-1^ . . . ̂ +S([x,, a^ ,,,J)̂  . . . y^

+Di .̂ , ...,^i1"1^2... ̂ s (mod Q

II est clair que si x^ .a ^ 0, on a rf(^ .a) < d(a). Si ̂  .^ = 0, il est facile
de voir que l'on a nécessairement

mi+[ ;Ci ,a^_^J==0 pour Q\, .. .,^) = (mi-1, m^, ...,m,).

Tout revient donc, pour montrer que l'hypothèse x^.a = 0 est absurde,
à prouver que [x, Ç] ^ 1 si x e V, Ç e ̂ :.
soit { ^ i » • • • ^ m } une base du Z-module libre G. Écrivons Ç = P/g
avec P, Qek^_g^ .. .,^] premiers entre eux et

(1) [^P/6]=l.
L'égalité (1) s'écrit [>, P] Ô'^PÔ-1 [x, g] g-1 = 1. Comme

[x, A: (7] c: k G et que G est commutatif, on en déduit

ô([x,P]-6)=P([x,ô]).

Pour g e G, notons ^ la forme linéaire définie sur V par ^ c'est-à-dire
b, î^] = ^ (v) g pour u e V. Comme d° ([x, Q~\) ^ d0 (Q) et puisque P
et Q sont premiers entre eux, il vient donc :

(2) [^ô]=^.6; ^efe,

(3) |>,P]-S=?i.P.
Posons

P=^a,.^, 6=EPf./ î f avec oc,, P.efe, /î,eG.
On a

[x, P] =-Eoc,.^(x)/i,, [x, ô] =-SP,.^(x)^,.
On en déduit :
- si oc,^ 0 et P, = 0, alors, d'après (3), K = -^(x);
- si a, ^ 0 et P, ^ 0, alors, d'après (2), ^ = -^ (x).
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On a donc [x, P] = À-.P et, d'après (3), Q = 0, ce qui est absurde.
La démonstration de la proposition est donc achevée.

4.4. COROLLAIRE. - Soit A == ^ (F, ô, (7). L^ entiers dimV, dim F05,
dim F8, rang (G) ne dépendent que de l'algèbre A et non de sa présenta-
tion sous la forme ^ (V, 8, G).

Cela résulte de [11], lemma 5.1 et des propositions précédentes.

4.5. Remarques :
1° la dimension homologique de ^(V, 5, G) est

(1/2) (dim V^ + dim V°) + rang ( G) ([ 14 ]) ;

2° soit S le bicommutant de k+ V^ dans A = ^ (V, 5, G'). Un calcal
facile montre que S = UÇV0^) (x) k G\ où G" est un sous-groupe libre
de type fini de G. On a alors,

Kdim S = Dim S = dim V^-}- rang (G').

D'après [11], lemma 5.1, (iv), l'entier rang (G7) ne dépend que de A et
non de sa présentation sous la forme ^ (V, ô, G); d'où un nouvel invariant
attaché à ^ (V, ô. G);

3° soit A (resp. Ao) l'ensemble des dérivations (resp. dérivations inté-
rieures) de ^ (F, ô, G). Il est montré dans [6] que dim (A/Ao) < + oo si, et
seulement si, se (V, ô. G) est simple et, dans ce cas, dim (A/Ao) = rang (G).

IL — Sur le semi-centre cPun quotient premier de Palgèbre
enveloppante (Tune algèbre de lie résoluble

1. Introduction et notations

Dans toute la suite, k désigne un corps commutatif algébriquement
clos de caractéristique 0. Toutes les algèbres de Lie considérées sont de
dimension finie sur k et résolubles. On renvoie à [l], [3], [18] pour les
concepts généraux utilisés.

Soient 9 une algèbre de Lie résoluble, et F son groupe adjoint algébrique.
On désigne par Spec U (g) l'ensemble des idéaux premiers de l'algèbre
enveloppante U(Q) et par (Spec S (g))8 l'ensemble des idéaux premiers
ad g-stables de l'algèbre symétrique 5' (g).
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186 P. TAUVEL

Si P e Spec U (9) (resp. Q e (Spec 5' (g))^, on pose

A(Q; P) = l/(9)/P, K(9; P) = Fract(A(9; P))

(resp. ^(9; g) = S(Q)/Q, L(g; 0 = Fract (^(9; 0). Si aucune confu-
sion n'est à craindre, on écrira par exemple A (P ) pour A (g; P ). La repré-
sentation adjointe de 9 dans K ( P ) (resp. L{Q)) est notée e? ou s
(resp. r|g ou T|). Si F est un sous-espace de K ( P ) ou de jL (0 et si À, e 9*,
^ désigne l'ensemble des éléments de poids À- de K De même, si ^ est un
caractère rationnel de F, on pose Ve = { a e F; y. a = ^ (y) a; y e F }.
Le centre de A ( P ) est noté Z(P); celui de K ( P ) est noté C(P). De
même, l'ensemble des invariants (pour la représentation r^) de £(Q)
est noté Y(Q), et le sous-corps des invariants de L{Q) est noté D (0.

Le semi-centre 5Z (P ) (resp. SC (P )) de A (P ) (resp. K (P)) est l'algèbre
(resp. le corps) engendré par les semi-invariants de A ( P ) (resp. K(P)).
De même, l'algèbre engendrée par les semi-invariants de B{Q) est notée
tsfy(0î et le corps engendré par les semi-invariants de L{Q) est noté
SD (0.

On a donc les diagrammes d'inclusions suivants :
Z(P) Œ SZ(P) c A (P) Y(0 c SY(0 c: 5(0
n n n n n n

C(P) c SC(P) c K(P) D(0 c SD(Q) c L(Q)

On désigne par P (g) ou P la bijection canonique Spec U (9) -» (Spec S (g))9

et par Pp (9) ou Pp l'isomorphisme canonique €(9; P) —^ Z) (9; p (g) (P))
(^ [18]).

Nous montrons dans cette partie que l'isomorphisme Pp se prolonge
en un isomorphisme de 5C(P) sur SD (P(P)). Les méthodes utilisées
sont pour la plupart très semblables à celles de [4] et [22].

Il serait intéressant de généraliser ce résultat au cas où g n'est pas réso-
luble. Rappelons à ce propos qu'il existe, pour g quelconque, un isomor-
phisme du semi-centre de Fract (Î7(g)) sur le corps engendré par les semi-
invariants de Fract (S (9)).

2. Lemmes sur les idéaux J(/)

2.1. Soient /e 9*, P(/;9) l'ensemble des polarisations de g en /,
^ e p (f, 9) et l)1 l'orthogonal de t) dans 9*. On désigne par m^ (9) (resp.
w^(g)) l'idéal de 5'(9) engendré par les éléments x-f(x\ où jceg
(resp. ^et)). On pose

W = r\erY(^(î5)), W t)) = riYerY(m)(9)).
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L'idéal J ( f ) (resp. J(/; I))) de 5'(g) est l'ensemble des éléments de S (g)
nuls sur F./(resp. r(/+t)1)). Les lemmes suivants sont les analogues
pour S (g) de résultats démontrés dans [19].

2.2. LEMME. - Soient f e g*, 9' î^ frfÀz/ de ^ f ' = / | g', ^tor^,
J (/) n S (9') &s^ fe plus grand idéal ad Q-stable de S (9') contenu dans J (/').

Démonstration. — Soit P le plus petit sous-groupe algébrique de F
dont l'algèbre de Lie contienne ad^g'; l'ensemble { r e s ( Y ) ; y e r } des
restrictions à 9' des éléments de F' s'identifie au groupe adjoint algébrique
de g7. On a

J(/)n S(g') = (HyerY.^(g))n S(g') = riyerY.(my(9)n S (g'))
=riY6rY.Wr(g')
= Drer rVerY.Y'.m^g') == OyerY^a').

D'où le résultat

2.3. LEMME. -- Soientfe 9*, 9' un idéal de codimensîon 1 de g,/' = /[ g';
on suppose P ( f / ; g') c: P (/; g). Alors, J(f) est le plus grand idéal
ad ^-stable de S (g) contenu dans SÇç^JÇf).

Démonstration. — II existe t) <= P (/; g) telle que la représentation induite
tordue ind~ (/1 Ï) ; g) soit simple ([3], proposition 6.1.1). On sait alors [23],
que Ï)e-P(/+^;g) pour tout ^et)1. Les représentations induites
ind^ (/11) ; g) et ind^ (/ +g 11) ; g) sont égales pour tout g e Ï)1-. Il en résulte
r./=r(/+I)1) ([3], théorème 6.5.12), et donc J(/) = J(f; t)).
Comme P(/'; g') <= P(/; g), il existe Ï ) e P ( f ' \ g') telle que les repré-
sentations nuF (/|t);g) et ind" (// [ I); I)') soient simples ([3],
lemme 1.12.2, propositions 1.12.10 et 6.1.1). On a alors

m^-^m^g'),

J(f)=J(f,î)),J(ff)=J(f^)
et il vient

5(gW) == HyerY'. S(g)m),(g') = riy^rY'.m)(g)
et donc,

f\erY^(9W) = Hyer fVerY.Y'.m^g) = nrerY.^(g) = J(/).

D'où le résultat.

2.4. LEMME. — 6^z conserve les hypothèses et notations du lemme 2.3.
Alors,

TO=5(g).(J(/)n5(g')).
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Démonstration. — Soit X ^ Q tel que x e ^ . Tout élément u de ./(/)
s'écrit de manière unique

U =X"M„+X" - lM„-l+...+Mo

avec Un, . . . , UQeJÇf) (lemme 2.3). Pour peN, on a

(adxy.M^^p^.Cad^.^eœx'.^a').

On a donc (ad^y.^eJ^/') pour f = 0, 1, . . . , n. Chaque u^ appartient
donc au plus grand idéal adg-stable contenu dans J(/') c'est-à-dire
J(fYS(^) (lemme 2.2). D'où le résultat.

3. Semi-invariants dans L(g; Q)
On démontre dans ce paragraphe des résultats semblables à ceux de [4].

Les méthodes utilisées sont analogues à celles de [4], excepté pour 3.7.

3.1. PROPOSITION. — Soient Q un idéal premier ^-stable de S (9), et 1
un idéal non nul ^-stable de B ( Q). Il existe X e g* tel que 1 n B^ (Q) -=fc { 0 }.

Démonstration. — Le g-module B = B (Q) (pour la représentation
r|g | B) est réunion croissante de sous-g-modules de dimension finie trigona-
lisables; il en est alors de même pour /, et il existe donc À-eg* et
u G I— {0 } tels que u e B^.

3.2. COROLLAIRE. — Soient Q et B comme en 2.1. Si aeL(Q\, il
existe ^eg*, beB^+^, c ^ S y . tels que a = bc~1.

Démonstration. — L'ensemble des u e B tels que u.aeB est un idéal
non nul 1 de B. Si x e g et u e I, on a

(j\(x).u)a = r\(x)(u.a)—u.(r\(x)a) == r\(x)(u.a)—'k(x)u.aeB.

L'idéal 7 est donc g-stable; d'après la proposition 2.2, il existe ^ I G Q *
et c e B p tels que c e l - { 0 } . On a alors c.a=beB^+^ et a = b.c~1

comme dans l'énoncé du lemme.

3.3. Soit Ay = { ^ ( = 9 * ; B^ ^ 0 }. Alors, d'après 3.2,

À L = { A e ô * ; L ( Ô X ^ O }

est le sous-groupe de g* engendré par A g, et on a

n^eAB^^ = FYeAzkerX.

3.4. PROPOSITION. — Soient g7 M^ idéal de codimension 1 de Q, Q un
idéal premier astable de *S'(g), Q' = Q n ^(g') de sorte que L(jQ'', Q')
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s'identifie à un sous-corps de L (g; Q). On suppose que Q est V idéal de S (9)
engendré par Q\ Soient l-ieg*, et ûe(L(g ; Q))^. Il existe &eZ>(g ; Q)
et ce(L(g; Q)\ n L(g'; Q') tels que a = b.c.

Démonstration. — Compte tenu de 3.2, il suffit de démontrer le résultat
pour aeB(Q), et on peut supposer a -^ 0.

Soient x e g tel que x ^ 9', et u un représentant de a dans S (g). L'élément u
s'écrit de manière unique

u =x"^+xn~ lM„-l+...+Mo avec UQ, ..., ^eS'(g').

Les Ui n'appartiennent pas tous à Q\ et on peut supposer u^ ^ Q'. Si y e 9
et ^eN*, comme [g; g] <= g', on a (ad^.x^e^"1 S (g'). On en déduit
que, modulo Q,

[i(y)xnu^...+[i(y)uo

= ^(y)u = (ady)u == x^îidy.u^+x"-1 ̂ _i+ ... +î;o

avec ^_i, ....^^(ô').
Comme <3 est engendré par Q\ il vient donc (ad y) (u^) = ^ (Y) ̂

(mod Q1) et il suffit de choisir pour c l'image canonique de u^ dans
^(9'5 6') pour obtenir le résultat de la proposition.

3.5. Soit À,eg* vérifiant À,([g, g]) = 0. Il existe un automorphisme T^
et un seul de S (g) tel que \(x) = x+'k(x) pour xeg.

3.6. LEMME. — Soient K e g* ^/fc <p^ ?i ([g, g]) = 0, g' = ker À-, (g M^
idéal ^-stable de S (g), Q1 = Q n 5' (g). 6^ û g = S (g) g7 57, ^ seulement
si, T, (ô) = 6.

Démonstration. — Si À- = 0, il n'y a rien à démontrer; nous supposerons
donc X 7e 0.

Supposons Q = S (g) ô', et soit x e g tel que X (x) = 1. Tout élément ûf
de Q s'écrit de manière unique

a ==;cwa„+x^ l^-l+. . . .+ao avec OQ, ..., a^Q\
On a alors

ï,(a) = (x+ir^+ .. . +aoe5(g) Q'.

Donc, ^(0 c Q; de même, T^ (g) c: Q, d'où ^(0 = g.
Supposons T^(Ô) = 0, et soit

a = x"(û)M„(^+ ... +Up avec M,,(^, ..., Moe^^).
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Si n (a) = 0, on a a e g'. Supposons montré a e S (g) g' pour ^ (^) < ^,
et soit a tel que n (a) = n. Alors,

^(a)-a == n.^x"-^^-2^.^ ... +voe Q
avec

^n-2. ...,^0^(0').

D'après l'hypothèse de récurrence, il vient ^ e g'. On en déduit
Q - S ( ç ^ Q \

3.7. PROPOSITION. - 5ofé^ Q un idéal premier ad ^-stable de S (9),
^^ -{O} tels que (L(Q;Q)\^O. Soient 9' le noyau de X, ^
Q' = g n 5'(9). .4/0^, g ^ /'f^a/ ^ 5'(9) engendré par Q'.

Démonstration. - Si/e 9*, on note 9 (J) le noyau de la forme bilinéaire
alternée (x, y ) —>f([x, y~\) sur 9.

Soient -T (Q) la variété des zéros de Q dans 9* et a e (L (9; Q)\- [ 0 }.
L'ensemble ï ' (g) des éléments fe -T (g), tels que a (/) soit défini et
non nul, est un ouvert dense de ̂  (g) puisque g est premier. Il en résulte
que

e=n^(^co=n/e^(^œ.
II est facile de voir que si/e -T1 (g), on a (r^ (x). a) (/) = 0 pour x e 9 (/)
soit, À. (x) a (f) == 0 et donc, si /e Y" (g), X (9 (/)) = 0 ou encore,
^ ( / l ô ' ÎÔ ' ) <=-P(/ ;ô) ([3], lemme 1.12.2). D'après le lemme 2.4,
il vient donc

J(f) = 5(9)(^(/)n 5(9)) pour fe^(Q)

soit, ^ ( J ( f ) ) = J ( f ) (lemme 3.6). On en déduit T^ (g) = g, d'où
6 = ^(9) 6' (lemme 3.6).

3.8. Nous aurons besoin du résultat suivant qui correspond au lemme 1.1
de [22] et dont la démonstration est tout à fait analogue.

LEMME :
(i) soient ^ un caractère rationnel de F, et À- = d^ \ ad 9 qu'on identifie

à un caractère de 9. Soient P e Spec U (9) (resp. Q e (Spec S (9))8). Alors,
K(PY = K(P\ {resp. L(QY = L(g\);

(ii) soit À .G9* tel que K { P \ ^ { Q ] (resp. L(Q\^{0}); alors,
il existe un caractère rationnel / de Y tel que ^ = d / | ad 9.

Démonstration. - On fait la démonstration pour K(P}\ elle serait ana-
logue pour L(Q) compte tenu de 3.2.
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(i) Si ^zeN, on note (/„ (g) l'ensemble des éléments de î/(g) de filtra-
tion ^ n. Soit u —> u la surjection canonique £/ (9) —^ ^( (P ). Si û? e K (P ),
il s'écrit :

a =u.v~1 =w~1 .r avec M, î;, w, reL^(g) pour un neN.

Il est facile de voir que a e K ( P y si, et seulement si,

w(y.M) = xCY)-^-^) pour tout yeF.
C'est-à-dire
(a) w^.ù)-%^r(-{.v)ePr\U^\

De même, aeK(P\ si, et seulement si,

w(s(x)u) = 'k(x)r.v+r(G(x)v) pour tout xeg
ou
(fo) w (ad x.u)—'k(x)r.v—r (ad x. iQ e P n C/2n (9).

En differentiant la relation (a), on voit alors (tenant compte de [3], 2.4.16
et proposition 2.4.17) que, si a e K (P )x, alors ae K (P \ avec
À, = d^ | ad 9;

(ii) soit a e K ( P \; il existe ^ G 9*, u e (A (P ))^, ve(A(P )\ tels que
û = M.î;"1 ([l], lemma 6.5). Il suffit donc de démontrer le résultat pour
a e A (P \. Soit u e £/„ (9) un représentant de a dans Î7 (g). On a
(adx) (k.u+Pn U^(Q))ek.u+P n £4(9) pour tout xeg. D'après [3]
(démonstration de la proposition 2.4.17), on a alors

y.(k.M+PnL^(9))= fe.M+PnL^(g) pour tout yer.

Il en résulte que ae K(PY pour un caractère / de F. Le caractère % est
alors rationnel car la représentation naturelle de F dans U^ (9) l'est
([3],2.4.16).

4. Les isomorphismes P (g) et Pp (g)

4.1. Rappelons une description de l'isomorphisme Pp(g) ([18], propo-
sition 6.10). Soient P e Spec £/(g) et Q = P (g) (P). Si/e g*, on note /(/)
l'idéal primitif de Î7(g) associé à / par l'application de DIXMIER.

Soient Sim^^ô) l'ensemble des points simples de f (Q), et
M e C ( g ; P). On note î^(g) l'ouvert

{/eSim^(g); il existe u^ u^A(P)\ u = u^ u^ ; u ^ f / : I ( f ) }

de V (Q). L'élément (u^ mod/(/)) (^ mod/(/))~1 appartient à
C (g;/(/)); c'est donc un scalaire noté u (/). Ce scalaire ne dépend
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pas de la décomposition u = u^ ̂ 1. La fonction M, définie sur ^,(9),
est rationnelle, et définit un élément de L (9 ; Q) que nous noterons encore ù.
Pour M e €(9; P), on a alors iî = Pp (9) (u).

4.2. LEMME. - 5'rô^/ PeSpec C/(g), g == P(9)(P), 9' ^ frf^/ ̂  g,
P^Pn^Q'), ô' == on 5 (9') ûfe sorte que ^(9';?') s'identifie
à un sous-corps de K(q; P ) :

(i) on a p^XP^ g';
(ii) si jeT et u e K ^ ; ? ' ) , on a Pp, (9') (y.u) = y.?^ (g') (M);

(iii) ^ ^eC(g ;P)nC(g ' ;P ' ) , ^ a Pp (g) (^ = Pp, (9') ^).

Démonstration :
(i) rappelons que si Q e (Spec 5 (g))9, on a ([18], proposition 6.6) :

P^X^n/e^Q^CO.

Notons Ti; : 9* —> g'* l'application de restriction; si /e g*, il vient alors

^œnl/^^ny.rWY./)) ([3],lemme6.5.1ou[17],lemme3.2).

L'ensemble i^ (Q) étant F-stable, on en déduit

y = n/^œ^œ) = r\e^«2))W
Comme ^(^(ô)) contient un ouvert partout dense de ^(ô'), et que
l'application de DIXMIER f—^I(f) est continue ([3], théorème 6.4.4),
il vient donc

P' = (^gen(ir(Q))I(g) = C}g eir (Q') I (§)

c'est-à-dire P ' = p-1 (g') (g7);
(ii) cette assertion est claire par transport de structure;
(iii) soit u = MI u^1 e C(g; P) n €(9'; P /) avec u^ u^ e A (9'; P').

Notons Mg et Sg, les fonctions définies par u sur Fy (9) et Fy (9') comme
en 4.1. Pour/e^ô), on a

^(^nJC/') c /^(Y)) ([3], lemme 6.5.1 ot[19], lemme 3.2)

donc, si u^ ^ I ( r c (/)), u^^I(f\ II existe donc un ouveit non vide W
de Vu(o) tel que Tt(l^) contienne un ouvert non vide de ^,(9'). On a
alors ^(/)=^(7r(/)) puisque £/ (9') n I (/) c /(ir (/)). Sur
l'ouvert ,̂ la fonction f—> ù^ (/) ne dépend que de n (/), et définit
donc un élément de L(^\ P /). On en déduit (iii).
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5. I/isomorphisme des semi-centres

5.1. PROPOSITION :
(i) soient PeSpec £/(g), Q = (3 (g) (P),

A,={Àe9*;iC(9;P)^{0}},

A^={5ie9*;L(ô; ô)^{0}}.

Alors, A^ = A^.
si ÔA = fYeAz^r^ on a pour tout ̂ e^ :L(^ Q\^D(^; Q n S(^));

(ii) î7 ê;w^ un isomorphisme canonique prolongeant Pp (g) de SC ÇQ; P)
^r 5'Z)(9; Q) qui transforme K(^\ P\ en L(g; Q\ pour tout \ e A^.

Démonstration :
(ii) notons ÔA^ = Fl^eÀK ker À-- si ^eA^, on sait que

ICfe; P), Œ C(9^; P^U(^)) ([l], lemme 6.5 et Satz 6.1).

Compte tenu des lemmes 3.8 et 4.2 (ii), il vient

Ppn^AK^AxWô; ^X) <= ^(9; ÔX.
Inversement, soit À-eA^. Tout élément ûeZ/ (g ; (7)^ s'écrit a = b.c avec

^eD(g; Q) et ceL(kerÀ,; Q n 5: (ker À,)) n L (g ; Q\

(propositions 3.4 et 3.7).

On a P^^^eCfe;?) , donc

fceD((^; fi n 5fe^)) (lemme 4.2 iii).

De même, ce D (ker À,; 5 (ker K) n 0), donc

Ppnl.(ker.)(kerA)(c)eK(9; P\ Œ C^; Pn C/^)),

d'où on déduit

ceL(g^; Q n S(^)) (lemme 4.2).

On voit donc que, si on pose

PP (ô) W = Ppnu (ÔAK) (âAj (M) P0111' M £ K (9 ; -PX,

on définit un isomorphisme de l'espace vectoriel K(Q; P\ sur l'espace
vectoriel Z(g; Q\. L'application ©xeAxPpfe ) définit alors un isomor-
phisme d'algèbres

@^(K(^ P))^©,eAL(-L(ô; Ô)X.
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Par passage au corps des fractions, on obtient donc un isomorphisme
de 5'C(g;P) sur SD (g; Q). Le fait que cet isomorphisme prolonge
Pp (g) résulte du lemme 3.2 (ii). L'assertion (i) résulte de cette
démonstration.

5.2. Remarque. — Soit u un semi-invariant de A(P); on ignore si
l'image de u par 1'isomorphisme précédemment défini est un élément
de B(Q) (cf. [20]).

III. — Entiers attachés a un quotient premier

1. Introduction et notations

On désigne par k un corps commutatif algébriquement clos de caracté-
ristique 0, par 9 une ^-algèbre de Lie résoluble de dimension finie, et par F
son groupe adjoint algébrique. On conserve en outre les notations des
parties I et II. Pour les rappels concernant cette partie, on renvoie à [l],
[3], [10], [11] et [18]. Soit P e Spec U(^); on désigne par E (P ) l'ensemble
des semi-invariants non nuls de A (P ) de sorte que SZ (P ) est la sous-
algèbre de A ( P ) engendrée par E(P). D'après [10] et [11], E(P) permet
un calcul de fractions dans A (P) et l'algèbre (A CP))^?) (qui est simple)
est isomorphe à une algèbre ^cm (^ ̂  <J() sur ^e ^t'P5 C(P). Il est donc
naturel d'essayer d'interpréter pour ^C(P) ̂  ^» <Jf) ^es entiers déterminés
dans la première partie et pour cela, de calculer différents entiers attachés
à l'algèbre A (P ). Dans cette partie, nous calculerons quatre des invariants
déjà mis en évidence, et nous démontrerons l'égalité

Dinifc A (J (/)) = dim F. / pour / e g* (corollaire 2.5).

2. Dimension de Gel'fand-Kirillov d^un quotient premier

2.1. LEMME. — Soient g une k-algèbre de Lie résoluble^ et P e Spec U (g).
On a

DinikA(P)E(p) = DinifeA(P).

Démonstration. — Soient x—rx la surjection canonique U(o)—>A(P)
et a e E ( P ) . Il existe X e g * tel que \x, a} = X(x)û pour tout xeg .
On en déduit que la dérivation §„ : X—> a X—X a de A (P) est localement
niipotente. Comme S Z ( P ) est une algèbre intègre ([3], 4.3.5) et commu-
tative, le lemme résulte de [2], Satz 6.1.
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2.2. Rappelons le résultat suivant ([18], paragraphe 6).
Soient P e Spec U (9), x — ^ x la surjection canonique U (9) -> .4 (P ),

et P le noyau de l'application £/(g) ® fcC(P) —> K ( P ) définie par
a®b—>a.b. Soient ^ une extension algébriquement close de C(P),
et ^ un élément de Prim (^(ô)OO^) tel que ^ r\ U (9) = P.
L'inclusion A ( P ) —> U^®^)/^ induit un Â:-homomorphisme
(p : C ( P ) - ^ K = (Fract(î/(Q) ®^)/^))8; pour l'extension

(p : C (P) -^ K, on a alors, ̂  = P (x)ç ̂  K.

2.3. LEMME. — 5o^ 9 une k-algèbre de Lie résoluble, P G Spec î/(g),
Q = P fe) (p )» ̂ ^ extension algébriquement close de C (P ),/e (9 (x) ^^)*
^/ que P = U(Q) n /(/), Q := ^(g) n J(f). On a :

(i) Dim^(î/(9 ®^)//(/)) = Dim, ( £/ (g)/P ) - deg tr, C(P);
(ii) Dim,(^(9 ®,^)/J(/)) = Dim^feV^-deg tr^ C(P).
Démonstration. — Remarquons tout d'abord qu'un élément/e (9 (x) ̂ )*

vérifiant les conditions du lemme existe d'après [18], paragraphe 6.
Démontrons la première égalité, la seconde se démontrant de manière

analogue. Notons pour simplifier U == U (9), U = U (g)/P, C = C (P ).
Soit <D le composé des applications canoniques

u(^®kQ^u(S)kC-> u®kC-^ u.c.
D'après 2.2, l'idéal /= / ( / ) est le noyau de l'homomorphisme

L7(900,K)->l7.C®cK

induit par 0. Il vient donc £/(9(x)^)//= U.C®^ d'où,

Dimç U. C = Dim^ U. C OOc K = Dim^ (17 (9 (x^ K)/J).

— Montrons tout d'abord Dim^ U.C = dim^ î/.C—degtr^ C.
Soient 9i <= 92 c: • • • c On = Ô ^e suite d'idéaux de 9 tels que

dimg; == i et A, = C [cjj la sous-algèbre de U.C engendrée par 9,.
Soient gi = /;.Xi, et ^i = C [^1]; comme ^4i est intègre (car U. C l'est)

et commutative, on a
Dim^Ai = deg trc(FractAi)

et
DimfeAi = deg tr^FractAO ([2] 2.1).

Il vient donc
Dim^Ai = Dim^Ai—deg tr^C.
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Supposons montré Dim^Ap = Dirn^ Ap—deg tr^ C avec 1 ^7? < ^.
Soient x e g^+1 tel que x ^ g^, D = ady.^ x | ̂  et (p : (A^ [Z ] -^ Ap+1
l'homomorphisme surjectif qui prolonge l'identité de Ap et tel que
(p (X) == x. Si (p est injectif, on a

DimcAp+i = 1+D'imcAp
et

Dim.A^i = l+Dim,A^ ([2], 3.1(c)).

Supposons (p non injectif; son noyau R est un idéal complètement premier
de (Ap)j)[X']. D'après [2], Korollar 3.5, il vient donc

DimcAp^DimcAp+^

= Dimc Ç(Ap)^ [ X ] I R ) ̂  Dimc ((A^)p [ X ]) -1 = Dim^ A?.

On en déduit Dim^Ap+i = Diniç Ap, et on aurait de même,

DinifeAp+i =Dim^Ap.
On a donc

Dimc U. C = Dinife U. C - deg tr^ C.

— Montrons maintenant Dim^ U. C = Dim^ £/. On a en effet
d'après [3], corollaire 4.4.2, U c: U.C <= £^(P); le résultat est donc
une conséquence du lemme 2.1.

2.4. THÉORÈME. — Soient g une algèbre de Lie sur un corps k algé-
briquement clos de caractéristique 0, PeSpec U(^) et Ô = P ( 9 ) C P ) .
On a

DimfcA(P) = DimkB(Q).
Démonstration :
— On note (A^) l'assertion suivante :
Pour tout triplet (k, g, P), où k est un corps algébriquement clos de

caractéristique 0, g une Â;-algèbre de Lie résoluble telle que dim^ 9 ^ n,
et P e Spec U (9), on a

Dinife A (P) == Dinife B (P (P)).

— On note (B^) l'assertion suivante :
Pour tout triplet (k, g,/), où k est un corps algébriquement clos de

caractéristique 0, g une ^-algèbre de Lie résoluble, telle que dim^g ^ n
et fe g*, on a

Dim,A(J(/))=Dim,B(J(/)).
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On démontre maintenant le théorème par récurrence sur n == dim 9
le cas n = 1 étant trivial. D'après le lemme 2.3, on a (2^) => (^); il suffit
donc de démontrer (^-i) => (B^).

(a) Supposons /[ [g; 9] = 0; alors A (/(/)) = ^, ^(J(/)) = k; le
résultat est donc trivial. On suppose dans la suite le cas (a) exclu.

(b) Notons 9 (/) le noyau de la forme alternée (x, y) —>/([x, y~])
et supposons g = [9, ô]+g (/). Posant n = [9, g], et ^ =/| n, il vient
alors ([3], lemme 6.5.4)

A(J(/)) = l/(n)/J(g); B(J(/)) = S(n)/J(g).

D'où à nouveau le résultat.
(c) Supposons g ^= [g, 9]+9(/). Soient g^ un idéal de codimension 1

de 9 contenant [g, ô]+9(/), x un élément de g n'appartenant pas à ̂
et x (resp. ^c) son image canonique dans A (/(/)) (resp. B {J (/))). Comme
ô(/) c: 9i? t011^ polarisation de 91 en/[ gi est une polarisation de g
en/([3], lemme 1.12.2) et, d'après [19] lemme 3, et paragraphe II,
lemme 2.3, on a

I(f) = ^(cOaCO n ̂ (ôi)) = 0(7) n l/(9i)) C7(9)
et

^(/)==5(9)(J(/)n5(90.
Posons

N = £7(9i)/(7CO n C7(90) et N' = 5(9i)/(^(/) n S(^)).

Soient X une indéterminée, D == ad^ (j ̂  x \ N et p : NJ) {X ] —> A (I(f))
l'homomorphisme qui prolonge l'identité de N et tel que p ( X ) == x.
D'après ce qui précède, P est un isomorphisme, et il vient donc
([2], lemme 3.1 (c))

DinifeA(7(/)) = l+Dim^N.
On aurait de même, B (./(/)) = N ' \x~\ et donc

Dim^(J(/)) = 1+Dim^N'.

Comme P (9) (/(/)) = J(/), on a

P(9i)a(/)^^(9i))= 5;(9i)nJ(/) (§11, lemme 4.1 (i)).

On en déduit le théorème.

2.5. COROLLAIRE. — Soient 9 une k-algèbre de Lie résoluble,
PeSpec <7(ô), Q = ^ ( P ) , et i^ (Q) la variété des zéros de Q dans g*.
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On a
DimfcA(P)=dimfc/r(e).

En particulier, pour tout fe 9*, on a

Dim,ACr(/))=dim,r./.

Démonstration. - Comme B (Q) est commutative et intègre, Dirn^ B (Q)
est égal à deg tr^Fract ̂ (0); on en déduit la première assertion.
La deuxième résulte du fait que J(f) est l'ensemble des éléments de S (9)
nuls sur F./.

2.6 [Les sections 2.6. à 2.9. ont été ajoutées au texte original le
6 décembre 1977]. - Si P est un idéal premier de U(^) (resp. S (9)), on
appelle hauteur de P (notée ht(P)) la longueur maximale des chaînes
d'idéaux premiers de Î7(g) (resp. S (9)) contenus dans P. Utilisant le
corollaire 2.5., nous allons démontrer le résultat suivant qui généralise [15]
(corollaire de la proposition 2) et [8] (corollaire 2).

THÉORÈME. - Soient 9 une k-algèbre de Lie résoluble, P e Spec U (9)
et 0== PJP). On a

ht(P) = ht(g) = dm^-dim^ô).

2.7. LEMME. — Soient X une variété affine, irréductible, et Y un groupe
algébrique, affine, connexe et résoluble opérant régulièrement sur X.
Soient n la dimension de X, et F un fermé irréductible. Y-stable de X de
dimension d < n. Alors, il existe un fermé F ' de X, irréductible, contenant F,
r-stable et vérifiant dimF' = 1+dimF.

Démonstration. - Je dois à R. RENTSCHLER l'idée de la démonstration
très simple de ce lemme.

Le résultat est évident si n—d= 1. Raisonnons par récurrence sur la
valeur de l'entier n —d.

Soit A une /^-algèbre vérifiant X = Specm (A) (spectre maximal). On a
F = -T (P), où P est un idéal premier F-stable de A. Le groupe F étant
résoluble, il existe t e P - { Q } semi-invariant pour l'action de F. Soient
H = ir (f), et Fi, ..., Vy les composantes irréductibles de H. L'élément t
étant semi-invariant, toutes ces variétés sont F-stables, et F <= H.
La variété H étant une hypersurface dans X, tous les V, (1 ^ i ̂  r) sont
de dimension n-1. Si F c V,, on a alors le résultat en appliquant l'hypo-
thèse de récurrence au couple (F, Vs).
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2.8. DÉFINITION. - Soit Q e (Spec S (ô))9. On appelle ^-hauteur de Q
(notée htg (Q)) la longueur maximale des chaînes d'idéaux premiers ^-stables
contenus dans Q.

PROPOSITION. - Si Q e (Spec 5' (g))g, on a htg (g) = ht (g).
Démonstration. — II est clair que htg (Q) ^ ht (Q). Si F est le groupe

adjoint algébrique de 9, on peut trouver, par applications itérées du
lemme 2.7, des fermés irréductibles, F-stables

Fr=^(Q)^Fr-i^ . . . c = F o = 9 *
avec dimjF,+i—dim^ = 1. On a donc

htg(ô) ̂  dimg-dim^g) = ht(ô),
ce qui démontre la proposition.

2.9. Démonstration du théorème 2.6. — Soient P e Spec î/(g) et
ô=PJP).Soit

(0) = ôo ̂  ôi <= .. • ^ & = ô

une chaîne d'éléments de (Spec S (g))9 de longueur maximale, et P^ == P~1 ((^)
pour f == 0, 1, . . . , r.

D'après [6] (corollaire 6.7), on a
(0) = Pô c: P, c . . . Œ P, = P.

On a donc, ht(P) ^ htg(g) = ht (g) (proposition 2.8), c'est-à-dire
ht (P) ̂  dim 9 - dim 'T ( Q).

D'autre part, d'après [2] (Korollar 3.5), on a

Dim(l/(g)/P) ^ Dim [/(g)-ht (P),
soit

Dim (U (9)/P) ^ dim ô - ht (P).
Cette dernière inégalité s'écrit, compte tenu du lemme 2.5,

ht (P) ̂  dim 9 - dim -T ( g),
ce qui achève la démonstration du théorème.

3. Interprétation des invariants de ^C(P) (^ ()? (Jr)

3.1. Soient PeSpec î7(cQ; comme il a déjà été vu au paragraphe III.
1, l'algèbre (A ( P ) ) E ( P ) est isomorphe à une algèbre s^ = ^c(p) (^ ^» ^7r)
sur le corps C (P ). Utilisant les notations du paragraphe I, nous poserons

C = U(V°)(S)C(P)C(P). G, D = (7(7GÔ)(x)^C(P). G;
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nous désignerons en outre par île commutant de SZ (P) dans A (P), et par
Z (F) le centre de T.

3.2. PROPOSITION. - Soient PeSpec £/(g) et Q = P (g) (P). ^v^c les
notations précédentes, on a :

(i) rang (G) = deg tr^ 5'C (P ) -deg tr^ C (P).
(ii) dim^p) V = dim^ -T (0-deg tr^ 5'C(P).

(iii) dimc(p) ^G = Dim^ T- deg tr^ SC (P).
(iv) dimc(p) F^ = degtr,(FractZ(T))-degtr^C(P).
Démonstration :
(i) compte tenu de la démonstration du corollaire 6.5 (4) de [10], il est

facile de voir que (SZ(P)\^ et C(P).G se correspondent par l'isomor-
phisme

(^W)£(P)-^C(P)(^S, G).
On en déduit

rang ( G) = Dim^ (P) C (P). G = deg tr^ (R) Fract (C (P). G) ([ 2 ], 2.1)
= deg trc (P) 5C (P) = deg tr^ 5C (P) - deg tr, C (P) ;

(ii) soit { î;i, . . . , Vn} une C (P)-base de F; on a alors, avec des notations
évidentes,

^=((.«.(C(P).G)^[i;J)...)^[.J).

On en déduit ([2], lemma 3.1 (c))

Dim^ = dimc(p) V+Dim^CÇP). G).
Comme

Dimfc(C(P). G) = deg tr^ SCÇP)
et

Dim^ = DimfeA(P) = dïm^ÇO)
(lemme 2.1), on obtient (ii);

(iii) l'algèbre SZ (P) est commutative; il en résulte que le commutant de
(SZ(P)^^ dans (^(P))^?) est T^^py Recopiant la démonstration du
lemme 2.1, on obtient Dim^ T^?) = Dirn^ T. On termine alors comme
en (ii);

(iv) le centre D de C s'identifie à (Z(T))^^\ on obtient alors le résultat
comme en (ii) et (iii).

3.3. D'après la proposition 3.2, il nous faut, pour résoudre le problème
posé au paragraphe III. 1, déterminer certains invariants de l'algèbre A (P);
la fin de ce travail est consacrée à cette détermination.
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Rappelons que F désigne le groupe adjoint algébrique de g. Soit F() l'inter-
section des noyaux des caractères rationnels de F. Soient Q e (Spec S (g))9,
J^P^Cg)^), et r^(Q) (resp. r^ (0) la dimension maximale des
r-orbites (resp. Fo-orbites) dans i^ (Q). Puisque Pp (g) est un isomorphisme
deC(g;P)surZ)(g;P) ,ona

deg trfeC(g; P) = dim'rC^-rrCe).

Soit FI l'intersection des noyaux des caractères de F qui sont poids d'élé-
ments semi-invariants dans L(g; Q). D'après [16], II, lemme 5 ou [5],
lemme 3.2. on a

M)(g; 6)=(L(g; ô))1^^: 6))^

Compte tenu de II, proposition 5.1 (ii), il vient

deg tr,5C(g; P) = dim^(Q)-r^(Q).

On a donc obtenu le résultat suivant.
PROPOSITION. — Soient PeSpec Î7(g) et Q == P(g)(P). ^v^c /^ nota-

tions précédentes, on a :
(i) degtr,C(g;P)=dim^(0-^(ô);
(ii) degtr,5'C(g; P) = dirn-T (ô)-r^ (0.

Remarque. — II peut n'exister aucune sous-algèbre t) de g telle que
57) (g; 0 = (L (g; g))^. En En effet, soit g l'algèbre de Lie de base x, y, z,
t avec [x, /] = t, [x, y^ = z, les autres crochets étant nuls ou s'en déduisant
par antisymétrie. On voit facilement que SD (g ; 0)= k (z, t ) mais que
SD (g; 0) ^ CL (g; 0))^ pour toute sous-algèbre de Lie Ï ) de g.

3.4. Notons A l'ensemble des formes linéaires sur g qui sont poids de
semi-invariants dans K(^ ; P) (ou dans L g ; Q) d'après la proposition II. 5.1),
ÔA = HîleA^1 '^" Le lemme suivant est aussi démontré dans [6].

LEMME. - Le commutant T de 5'Z(g;P) dans A (P) est égal à
U(Q^)/(PnU(^

Démonstration.—D'après [l], lemma 6.5, il existe des éléments À-i, . . . , \
de g* linéairement indépendants qui sont poids d'éléments semi-invariants
dans A (P) et qui engendrent dans g* le même sous-espace que A (ce sous-
espace est l'orthogonal g^ de g^ dans g*). Soient x^ ..., Xy des éléments de
g tels que X, (x,) = ô,, y pour 1 < i,j ^ r; on a alors ([l], Satz 6.1) :

A(P) = ( . . . ((ï7(g^)/(Pn U(^)))^ [xj).. .)p,[xJ),

où D, est la dérivation de A (P ) induite par ad x,.
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Soit Ui G 5Z(g; P ) de poids ^ pour i = 1,2, . . . , r. Un élément a de
A (P ) s'écrit de manière unique sous la forme

^ = Li, ...,»veN^,....,, xÏ . . . x^ avec a,^ ....^el7(^)/(Pn U(^)).

Si w est le degré de a en x^, . . . , x,, et si î\+ . . . +^ = w, on obtient
facilement

(ad^i)11.. .(ad^y.û = i,\ i^\ ... i,\ a^_^ ... u1;.

On voit donc que a e Tsi, et seulement si, a e ^((^/(^(ÔA) n p)-
3.5. D'après [1] (Satz 6.1) et [2] (lemma 3.1. (c)), il vient donc

Dim T = Dim A (P) - dim c^

et, compte tenu du corollaire 2.5,

Dim T == dim -T ( g) - dim g^

On voit donc que la détermination de Dim Tse ramène à celle de l'idéal g^.
Nous alons voir que celle-ci n'est vraiment explicite que si 9 est ad-algébrique
(résultat à rapprocher de [l], chapitre 8, et de [24], proposition 2.2).

Introduisons quelques notations. On désigne par ^ la plus petite sous-
algèbre de Lie algébrique de 9! (g) contenant adg g (de sorte que Lie F == ^).
Si/e 9*, on désigne par ̂  (/) (resp. 1̂ ) le stabilisateur de/dans ̂  (resp. F) ;
on a Lie Vf = ̂  (/). Avec les notations du paragraphe III, 3.3, il existe
un ouvert U non vide de V (Q) tel que r\ = To.Tf pour tout/e U([5],
théorème 3.3) et, 9 étant résoluble, on a Lie Fo = ̂ , plus grand idéal nil-
potent de ^. On note enfin ^ : 9 -> ̂  l'application x —^ adg x. Compte tenu
de ces remarques et de [5], théorème 3.3, il vient la proposition suivante.

PROPOSITION. — // existe un ouvert U non vide de i^ (Q) tel que, pour tout
fe U, on ait 9^ = J^"1 (J^ +^ (/)). En particulier, si g est ad-algébrique
et si n est le plus grand idéal nîlpotent de g, on a c^ = n+g (/) pour tout
f^U.

Exemples :
(a) soit g l'algèbre de Lie, introduite dans la remarque 3.3, avec 6 = 0 .

Il est facile de voir que si/e g* vérifie/(z) ^ 0,/(^ ) ^ 0, on a g^ =n+g (/)
bien que g ne soit pas ad-algébrique.

(b) Soit g l'algèbre de Lie de base x, y, z, u, t avec [x, y } == y, \x, t ' } = — t,
\y, t ' ] == z, [x, u] = z, les autres crochets étant nuls ou s'en déduisant par
antisymétrie. L'algèbre de Lie g n'est pas ad-algébrique. Prenons 0 = 0 .
D'après [5] (théorème 4.4) et [2] (4.9.6), le semi-centre de £/(g) est égal à
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son centre, donc 9 = c .̂ Sur l'ouvert {/e 9*;/(z) 7e 0 }, on a 9 (/) == k.z,
et donc n+9 (/) = n ^ 9 .̂

Remarquons qu'on déduit de la proposition précédente le corollaire
suivant.

COROLLAIRE. — Soient 9 une algèbre de Lie résoluble ad'algébrîque, de
plus grand idéal nîlpotent n, Pe Spec U(Q), et Q = P (9) (P). POMA- que le
semi-centre de A (P ) soit égal à son centre, il faut et il suffit qu'il existe un
ouvert non vide U de ̂  (Q) tel que 9 = n+9 (/) pout toutfe U.

3.6. Revenant à Dim T, on a donc montré qu'il existe un ouvert non
vide U de V (Q) tel que, pour tout/e U,

Dim^=dimr(ô)--dim9+dm(J^l(^+^(/)));

en particulier, si g est ad-algébrique,
Dim T= dim^(6)--dimô+dim(n+ô(/)).

3.7. On peut maintenant déterminer DimZ(T). Soit I\ le plus petit
sous-groupe algébrique de F dont l'algèbre de Lie contient

ad,9A = ̂ (^(.r+^CO)) (pour/el/).

Notons r^(Q) la dimension maximale des I\-orbites dans i^ (Q).
L'ensemble des éléments de L(g; 0, invariants sous l'action de ^(9^),
est alors CL (9; ô))1 .̂ D'après le paragraphe II, lemme 4.1 (ii), cet ensem-
ble est isomorphe à Fract Z (T). Il vient donc

deg trfc (Fract Z(T)) = DimZ(T^= dim'r(ô)-^(ô).
Si 9 est ad-algébrique, les algèbres de Lie adg (9 (/)) et adg (n+9 (/)) sont
algébriques pour fe U, et on a adg 9^ = Lie Fr On aura donc
Z(T) == 5'Z(9; P) et, dans l'algèbre ^c(p) (^ ^ G) associée à A (P), on
a V^ = 0. On a donc obtenu un nouveau corollaire.

COROLLAIRE. — Soient 9 une algèbre de Lie ad-algébrique, P e Spec U (9),
Q = p (g) (P), ̂ ^ (F, ô. G') F algèbre (A (P))^?). ^iw les notations pré-
cédemment introduites, on a :

(ï) rang (G) = ̂ (ô)-r^(ô);
(ii) dimc(p)F= ^(ô);
(iii) soit n fe /?/M^ grand idéal niipotent de 9. // existe un ouvert non vide U

de T (Q) tel que
dimc (P) V0 = r^ ( 6) - dim 9 + dim (n+9 (/)) pour tout fe C7.

(iv) V^ = { 0 }.
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