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INTERVALLES A RESTES MAJORES
POUR LA SUITE {na}, II

PAR

Yves DUPAIN

[Université, Bordeaux-I, Talence]

RESUME. — Soit # = (4,)neN une suite d’éléments du tore T = R/Z. Pour tout inter-
valle I du tore et pour tout entier positif N, on définit

O@(,N)=card {n;0<sn< N,u,el} - Nu(),
ou p est la mesure de Lebesgue de T. On dit que I est a restes bornés (respectivement
majorés) si @ (I, N) est borné (respectivement majoré).
Dans cet article, on s’intéresse a4 la suite {# 0}, ol a est un nombre irrationnel.

H. KESTEN a caractérisé pour ces suites les intervalles & restes bornés. Nous montrons
que, pour tout a, il existe des intervalles a restes majorés qui ne sont pas a restes bornés.

1. Introduction. Définitions et notations

Soient o un irrationnel donné, et I un intervalle du tore R/Z. Pour
N entier naturel, posons ¢ (I, N) =card {n,0 <n < N, {na}el}—-Np(I)
(n désignant la mesure de Haar normalisée du tore). Nous dirons que /
est & restes bornés (respectivement majorés) pour la suite { n o } si la suite
N— @ (I, N) est bornée (respectivement majorée). Dans [2], H. KESTEN
caractérise les intervalles a restes bornés (ceux de longueur congrue a z o
(mod 1) pour un z entier). Dans [5], V. T. Sos aborde le probléme des
intervalles 4 restes majorés et cite : « Il existe des irrationnels o et des
intervalles 2 restes majorés et & restes non bornés pour la suite {7 o } ».
Dans [1], nous étudions les intervalles a restes majorés ayant une extré-
mité en 0. Nous nous proposons ici de construire une classe de nombres
(dépendant de o) tels qu’il existe des intervalles du tore de longueur P
a restes majorés et a restes non bornés pour la suite {noc }

Pour y élément du tore et N entier naturel, posons :

0 (Y, Ny=card{n,0<n<N, {na}e(0,y(}—Np((0, 70,
0" (v, Ny=card{n,0<n<N, {na}e)0,7)}—NuQ0, v))
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154 Y. DUPAIN

Considérons le développement de o en fraction continue. Désignons
par (a,),en+ €t (g,),n+ Tespectivement la suite des quotients partiels de o
et celle des dénominateurs des réduites de o (g,+1 = @, §u+qu-1)-

Une suite d’entiers (by);n» sera dite normale si elle vérifie les propriétés
suivantes :
0 < b1 < al - 1,

0< b, <aqy pour k=2,3, ...

bk=ak = bk—1=0 pour k=2,3,.--

Il n’existe pas d’entier impair u tel que b, = a, pour kK = u, u+2,u+4, ...
De méme, on dira qu’une suite finie (b),c(1,2, .-, k3 €St normale si
elle vérifie les trois premiéres des propriétés précédentes.

Soit B un réel (0 < B < 1). Développer B par rapport & o, c’est associer
a P une suite normale (b,),.n+ €t une suite (r);.n+ telles que

re=2i1bg et P=lim{ra}.

Un tel développement existe et est unique (c¢f. 4). Réciproquement,
toute suite normale définit un nombre p.

On dira que B est distingué par rapport & « si la suite normale (b,) c N+
associée a B dans son développement par rapport & a, posséde des plages
arbitrairement longues de 0 consécutifs.

|| x || désignera la distance de x & I’entier le plus proche.

2. Rappels

Dans [1], nous avons démontré le lemme suivant :

LeMMeE 0. — Soient (b)ycn une suite normale, et r, =Y s_, b;q,
Soient m et x deux entiers (m > 0 et 0 < x < ¢,,,1); X S’écrit x = y+d q,
avec 0 <y <gq, et 0<d< a, Alors,

1° si m est impair,
o ({rma} ) =07 ({rn-19}, Y)=An(@rp—1+bpx)+ 4y (%),

0l My = || gm || et
+_ ) min (d+1, b,) Si Yy >rpu—1,
An () _{ min (d, b,,) Si Y < Tuoys
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2° si m est pair,
0~ ({rma}, X) = 07 ({rm-10}, Y)+Xy(drp- 1 +bpx)— By (%),
0it My = || gm || et
min(d, b,,) Si Y>> Ty-1s

B,,(x) =4 min(d, b,,+1) si 0<y<rp-1,
min (max (d—1,0), b,,) si y=0.

Notons enfin les propriétés suivantes (que 1’on peut trouver dans [3]
et [4] ou qui s’en déduisent trivialement).

(i) tout entier x < ¢4, s’écrit de fagon unique x = Yp., d, g, ou
la suite (dre(1,2, -, ny €St Normale;

(i) gns2 =2 ¢,

Posons A, = || g, & || alors :

(iii) pour tout entier n(n > 0), A, §ya1+Mp1 ¢, = 1.

Soit (d);n+ une suite normale définissant le nombre B. Alors :

(iv) pour tous n et p entiers positifs, || Yrt2(—1)*d, M| < Moy

W) (| B=Xhes SO N || < s

(vi) pour tous u et v entiers positifs, @* ({ua},v) =0~ ({va}, u);

(vii) pour tout y élément du tore et tout entier positif u,

lo* (v, w—o~ (v, w)| < 1;

(viii) soient k un entier positif, et @ et b deux éléments du tore tels que
||[a—b]| < 2. Alors, pour n < g4y,

o (@, m—0" (b, m|<2 et |o"(a, m)—0* (b n)|<2

3. Un lemme principal

LemMmE 1. — Soit B un nombre réel, distingué par rapport a o, associé
a la suite normale (b);n (ry = Z{‘=1 b; q). Alors il existe une suite
normale (diene (Re = Yi-1d;q;), une suite strictement croissante
d’indices (K,),cn» une constante M telles que

VneN*, Vx, 0<x<gg+1

(*){ o~ ((r, 0}, ©) <0~ ({re, 0}, Re)+ M.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



156 Y. DUPAIN

Apres avoir choisi une suite convenable d’indices (K,),.ns, DOUS intro-
duisons une suite d’entiers y® (y®™ = YK» ™ gy nous permettant
d’atteindre les « plus grandes valeurs successives de ¢ ». La suite (d,)
sera alors construite en utilisant les /™ pour K, , <i < K,.

(a) Construction des suites K,, y™, Ry , Ry, et d.

B étant distingué par rapport & o, on peut construire une suite (K,),n+
vérifiant, V n € N*, K, impair, K,,, > 4 K, et,Vie (K,—n, K,+n),b; = 0.

La suite (K,) étant fixée, définissons (™) par : Pour tout n, y™ est
Pentier maximisant la quantité ¢~ ({ rg, o}, x) pour 0 < x < gg 4q
d’aprés (i), et il existe une suite normale () telle que y™ = YK, frg,.

Remarquons que, par application du lemme 0, bx = 0 entraine f };‘3 = 0.

Pour tout p, 1<p < K,, nous poserons yz_; [ q, =y

Définissons (Ry ) et (Rg,) par récurrence :

R’K1 =RK1 =RK2 =R;(2 =0

et, pour n = 3,
Kn
Ry, = RK,._1+Zk=K,,_1+1 fk(”) qx
et, si Rg > rg , Ry = Ry ,
si Rg,<rk,, Rg,=Rg,+dg,-2-
Remarquons que dans le second cas,
f(:)—n+1 = flg)—n+2 =Ll = flg:) =0
car
bK“—n = bK"_n+1 =00 = bKn = 0.

Il est alors clair (car f }‘3 = 0) qu’il existe une suiteznormale [CA
telle que, pour tout n, Ry = Y&z d, q, (pour ke ) K,, K, ), d=f"*
sauf peut-&tre pour k = K,,,; —2). De plus, pour tout » > 2, nous avons
gk, > Rk, > rg,. De méme, pour K, ; <p < K,, nous poserons

Yhoidvax=R, et Reg _ +2%k 116 =R,.
(b) Démonstration de la propriété (%).
Il faut majorer uniformément en » la quantité
ol ({ "K,.a}, Y™ -~ ({ "K,.“}a Rg)
[ ({ rK“a}s )"("))—(P_ ({ "K,.“}, RK,,)
=0 ({ rK,.OC}, y(”))'"(P— ({ "K,.a}, R;(,.)
+0~ ({rx, o} Ri)—0~ ({rx, 2}, Rg)-
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INTERVALLES A RESTES MAJORES, II 157

Posons
M, =0~ ({rg,a}, y™)—0~ ({rg,a}, Rk,),

et appliquons le lemme O :

M,=0¢" ({ R,y 05}, y;?,?_l)_(P_ ({ L 05}, RK,,_l)
+Zl]c(;1<,._1+1 (= 1D)*N by (y%”,f-l —Rg,_)
)R K+ 13k impair A (VE) — A (RY)

_ZkK:K,._I+1;kpaier(y)((n))_Bk(Rllc)'

Car les composantes en g (pour k € (K,_; +1, K,)) de y™ et Ry sont
les mémes (f®), ce qui fait que, d’une part, le terme en « A, dr,_, »
dans la'iformule du lemme 0 se simplifie, et d’autre part, la différence
WP —R; est toujours égale & yy  —Rg .

OI‘ bKn—l = bK"_l’*'l = ... = bK"_’+n_1 = 0, d’Ol‘l

YR ko1 (DM b (V) —Ri, )
= (-, — Rk, ) k2 ko n(— DF My by
< Iyg,.)_l_RK"_l I Akn_i+n-1 (d’aprés (iv))
< gg,_ Mg, +n-1 (C2r yg,_ et Rg, _ <dgg,_,)
_1 1 (n-—l)/z .o vee
< Gy i)t < (—2) (@aprés (i) et ii).

E De plus, comme Ry _, > rg,_,, et comme, a partir de I'indice K,_; +1,
»™M et R; ont les mémes composantes [ sur gy, si y™ > r,, alors R, > r,,
pour k = K,_,+1, K,_,+2, ..., K,, ce qui entraine

Ay (J’§cn)) < 4, (Rp) et B (Ry) < By (J’l(c"))-
Nous obtenons finalement :

_ - 3 1 n—1
Mn S (P ({rK,._ld'}a yg'(:_l)"(l) ({ rK,,_1d'}, RK,.-,)+(7E) .

Posons
P, = (P_({ "K,.“}, R;(,.)"(P—({ "K..OC}’ Rg,).

Si Re, = R, P, = 0.
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Si Ry, = Ry +qk, -2
P,=MAg,-27g,—2 (car bg,_, =0),
P,=Mhg,—2Tg,-n-1 (car bg,_,=Dbg,—pt1... =bg,,=0),
P, <Ag,-29x,-n (d’aprés (i),
1 (n—2)/2
Py < dg,-n[d,-1]7" < <5> (d’aprés (ii) et (iii)).
Finalement, P, < (1/\/5)"‘2.
D’ou

(P—({ "K,.O‘}s y(n))*(P_ ({"K,.a}, RK,.) i .,
<o (rrroh 3" D™ ({re,.. ), RK"-1>+(J—1§) +(~L) .

La démonstration du lemme s’achéve trivialement.

4. THEOREME. — Soient o un irrationnel, et B un réel distingué par rapport
aa(0<B<l, B {za} pour ze Z). Alors il existe un intervalle de
longueur B a restes majorés pour la suite {na }.

Soit (by)rcn+ la suite normale associée a B. Posons r, = Yi_; b g.
B étant distingué par rapport a o, considérons une suite normale (d);n+
vérifiant le lemme 1. Posons R, = Y%_;d,q,. La suite (d);cn étant
normale, définit un nombre y. Nous allons montrer que I’intervalle
(—v, —y+B( est a restes majorés.

Nous utiliserons le développement de 1—y par rapport a a. Posons
1—y =1lim { S, o} (la suite S, provenant du développement de 1—y
par rapport a o).

Soit x € N, nous allons majorer ¢ ((—vy, —y+B(, x). Il existe un entier n
tel que Rg +x < gk 41 (car Ry, < gg) :

o((=7, —Y+B(X) =0 (—=7+B. X)—0 (=7, X)

<o~ ({ Sk, a+rg,a}, x)—¢~ ({ Sk, a}, x)+4
(d’apres (v) et (viii))

=0 ({xa}, S, +rg)—0" ({xa}, Sk)+4
(d’aprés (vi))

<o~ ({xa}, Sg,+rg)—¢0 ({xa}, Sx)+6
(d’apres (vii))

=@(({—Sk, 2}, {—Sk,a+xa}(, rg,)+6

=¢ ({—Sg,a+xa}, rg)—0 ({—Sg,}, rg,)+6.
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Or || Rg, a—(—Sk, @) || < 2Xg, (d’aprés (v)). En appliquant de nouveau
(viii) nous obtenons :

(P((_y’ _Y+[3(a X) < (p—({RK,.a'I'xa}a rK,.)_(p_ ({RK,,a}a rK,.)+10
< (P_({"K,.Oc}a Rg,+x)—0¢~ ({rxna}, Rg)+12
(d’apres (vi) et (vii)).

Or Rg +x < gk, +1- Nous pouvons appliquer le lemme 1
o((=v, —v+B( x) <M+12,

ce qui achéve la démonstration.
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