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MESURES ASSOCIEES A UNE FORME DE DIRICHLET.
APPLICATIONS

PAR

Yves LEJAN

[Univ. Pierre-et-Marie-Curie, Paris]

RESUME. — On développe la théorie de la mesure singuliére, de la mesure d’équilibre
et des mesures d’énergie associées a une forme de Dirichlet. Ces mesures sont intrinséques
(indépendantes du choix d’une mesure de base), ont une interprétation probabiliste
précise, et permettent d’effectuer sur 1’espace de Dirichlet des calculs du type « formule
d’Ito » ou « condition de Ventcel’ ». Elles permettent également une nouvelle approche
des problémes de balayage (Formule de Douglas) et de reconstruction.

Introduction

La premiére partie de ce travail consiste a reprendre, en la développant,
I’étude des mesures associées & une forme de Dirichlet que nous avions
briévement menée dans I’exposé [22] : les notions de mesures d’équilibre
et de mesure singuliére sont connues depuis ’origine de la théorie [6].
Celle de mesure d’énergie a été dégagée par SILVERSTEIN [27] (dans
le cas classique, la mesure d’énergie d’un élément f de 1’espace de Dirichlet

—
est || grad f||* dx). Chacune des mesures ainsi introduites donne lieu & une
interprétation probabiliste que ’on explicite. On sait, (¢f, [14], [8]), qu’un
processus de Markov peut étre associé a une forme de Dirichlet réguliére.

Il importe de remarquer que ces mesures ne dépendent pas du choix
d’une mesure de base m telle que H s’injecte dans L? (X, m).

Nous n’introduisons une telle mesure que pour effectuer des calculs
approchés et disposer, & ’aide du processus de Markov associé a la L? (m)
résolvante, d’une interprétation probabiliste des résultats obtenus. (Le
changement de mesure de base revenant a effectuer un changement de
temps sur le processus, d’ou la terminologie « mesure de vitesse » parfois
employée pour m.) La mesure singuliére décrit les sauts du processus
(d’ou la terminologie « mesure de Levy ».
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62 Y. LEJAN

La mesure d’équilibre, limite vague des mesures d’équilibre d’une suite
croissante de compacts recouvrant l’espace, décrit la durée de vie du
processus (d’oll la terminologie « mesure de meurtre »).

Les mesures d’énergie v, (f), associées 4 la partie locale d’une forme

de Dirichlet a, appelées mesures d’énergie locale, vérifient les mémes
e
propriétés algébriques que || grad f||? dx.

Elles sont associées aux processus croissants de martingales-fonctionnelles
additives continues. On établit un « lemme de domination » qui se révéle
fort utile : si a et b sont deux formes de Dirichlet définies sur le méme
espace H telles que a () = b (f) pour tout fe H, on a aussi y, () = v, (f)
pour tout fe H.

Dans le deuxiéme paragraphe, on montre comment ces mesures per-
mettent divers calculs sur ’espace de Dirichlet. Le résultat fondamental,
qui explicite la fagon dont les fonctions de classe C? opérent, est une
formule analogue a celle d’Ito en théorie des martingales. Nous complétons
la démonstration donnée en [22].

On obtient aussi une généralisation du théoréme de Beurling et Deny
donnant la structure des formes de Dirichlet C*-réguliéres. On en déduit
que les fonctions lipschitziennes de C'! (R") nulles en 0 opérent continfiment
sur tout espace de Dirichlet.

En utilisant le lemme de domination, on retrouve de maniére trés simple
le résultat de Hamza donnant la structure des formes de Dirichlet symé-
triques dont le domaine contient ’espace de Sonolev H,.

Le troisiéme paragraphe est divisé en trois sections. La premiére est
consacrée a I’étude des mesures associées a la forme balayée sur un fermé.
Si a est une forme de Dirichlet, et si HY et HM sont les noyaux de Poisson
sur un fermé M associés a a et a sa transposée, la forme balayée de a sur M,
notée a¥, est définie par I'identité @™ (f, g) = a (HMf, HM g). Le résultat
essentiel est ’expression des mesures d’énergie locale associées a aM.
Celles-ci sont les restrictions & M des mesures d’énergie locale associées a a.
On en déduit une généralisation de la formule de Douglas:

f | grad / |[? dx =H (f (= )Y dO(x, )
D MxM

connue pour un ouvert D de R” a frontiére réguliére M et une fonction f
harmonique sur D.
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MESURES ASSOCIEES 63

Dans la seconde section, on montre comment le résultat fondamental
du deuxiéme paragraphe permet d’effectuer des calculs du type « condition
frontiére de Ventcel’ » et « dérivation normale 4 M », sans supposer I’espace
de base muni d’une structure de variété.

Enfin, dans la troisiéme section, on présente une nouvelle démons-
tration du théoréme de construction établi en [21], et qui était du
méme type que ceux établis par FukusHiMAa [16], Kunita [19], et
SILVERSTEIN [27].

Il s’agit essentiellement d’une classification de toutes les formes de
Dirichlet ayant méme restriction a un ouvert donné D et méme noyaux
de Poisson sur son complémentaire M. Cette classification se fait a 1’aide
des formes balayées sur M qui sont astreintes a vérifier certaines conditions,
nécessaires et suffisantes pour étre induites par une telle forme. Les condi-
tions principales sont des minorations de leurs mesures singuliéres et de
leurs mesures d’équilibre.

Cette nouvelle démonstration présente 1’avantage de donner une version
du théoréme a la fois plus claire et plus générale (aucune mesure de base
n’étant fixée). Elle est également plus directe, puisqu’elle évite 1’emploi
des résolvantes.

Les démonstrations qui figurent dans ’exposé [22] n’ont en général,

pas été répétées. On se référe aussi a certains calculs effectués dans un
article précédent [21].

0. Généralités

Ce paragraphe est consacré a 1’exposé de notions fondamentales. On
s’est efforcé de présenter des définitions intrinséques, indépendantes du
choix d’une mesure de base. On reprend ainsi le point de vue de ANCONA
dans [2].

0.1 Espaces fonctionnels

0.1.1. DErNiTIoN. — Etant donnés un espace X, et une partie non
vide # de 2 (X), stable par réunion dénombrable et héréditaire a gauche
pour I'inclusion, on appelle espace fonctionnel de base (X, ) un e. v. t.
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64 Y. LEJAN

hilbertisable H de classes modulo £ de fonctions numériques réelles
tel que :

Pour toute suite (f,) d’éléments de H convergeant dans H vers un
élément f;, il existe une sous-suite f, de (f;) convergeant « quasi partout »
vers f (i. e. telle que, Vgef, Vg,ef,, 34 P tel que

lim,, . g, (x)=g(x)sur X — 4
(Cette définition est due & ARONSZAIN et SMITH [4].)

0.1.2. CoNTRACTIONS. — Une contraction 7T est une transformation
1-lipschitzienne de R telle que 7'(0) = 0.

On dit qu’une contraction 7" opére sur H si, et seulement si,

(@) VfeH, TfeH;

(b) il existe une norme hilbertienne || || définissant la topologie de H
telle que, Vfe H, || T1|| < || f]]-

Remarque. — 11 suffit de vérifier les conditions (a) et (b) pour les éléments
d’une partie dense quelconque de H.

Soit 2 une telle partie. Si fe H et si f, est une suite d’éléments de 2
convergeant vers f, il existe une sous-suite g, de (f;),.n telle que :

(i) T g, converge faiblement dans H;

(ii) T g, converge quasi partout vers 7T f.

Alors, u, = (1/n) Y'%_, T g, est une suite de Cauchy dans H convergeant
quasi partout, vers Tf, ce qui montre que 7 fe H.

Enfin, on a

| T < timy || Tef| < Timg || gl =[] f |-

Si la contraction-module opére sur H, c’est un opérateur continu
sur H (¢f. [2]).

Si la contraction-unité f—f* A 1 opére sur H, toutes les contractions
opérent continiment sur H (¢f. [2]). On dit alors que H est un espace
de Dirichlet de base (X, 2).

0.1.3. REGULARITE. — Si X est un espace L. c. d., et si & est un sous-
espace uniformément dense de Cy (X'), nous dirons qu’un espace fonc-
tionnel H, basé sur (X, &), est Z-régulier si, et seulement si,

(@) 2 ne contient aucun ouvert non vide (tout élément de H, qui est
la classe modulo 2 d’une fonction continue, est ainsi identifié a cette
fonction);

(b) 2 N H est dense dans H et uniformément dense dans Cy (X).
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MESURES ASSOCIEES 65

0.1.4. MESURES D’ENERGIE FINIE. — Etant donné un espace fonctionnel
régulier H, on note & (H) I’espace des mesures de H-énergie finie sur X,
i. e. des mesures de Radon p dont la restriction & C (X) N H est continue
pour la topologie de H, et qui donc définissent un élément du dual de H,
noté p*.

Si H est stable par la contraction-module, (6* (H))* est le polaire de H™,
et, d’aprés le théoréme du bipolaire, (&* (H))* sépare les éléments de H.

Si la contraction-module opére sur H, et si p appartienta &% (H),
I’application naturelle de H n Cy (X) dans L' (n) se prolonge en une

application continue f— f de H dans L' (i) telle que
VfeH, p(f)=p*).

D’aprés le résultat précédent, on peut choisir p de sorte que cette
application soit injective.

0.1.5. RAFFINEMENTS. — Etant donné un espace fonctionnel H, de
base (X, 2), un espace fonctionnel H* de base (X, 2*) est dit un raffi-
nement de H si, et seulement si, il existe une bijection continue u de H sur H*

telle que, pour tout feH, u(f) < f.

En particulier, 2* = u (0) est alors inclus dans Z.

Un espace fonctionnel, qui n’admet d’autre raffinement que lui-méme,
sera dit minimal.

Exemples :

Espaces L? (X, m) basés sur (X, A" (m)), ou A" (m) désigne la famille
des ensembles m-négligeables.

Espaces de « fonctions précisées » associés aux espaces H (Q), ol Q
est un ouvert de R" (¢f. [11]).

Considérons un espace fonctionnel régulier H basé sur (X, £2) sur lequel
la contraction-module opére. On peut définir sur X une notion de capacité
telle que, si P désigne la famille des ensembles de capacité extérieure
nulle, appelés ensembles polaires (ou H-polaires s’il y a risque d’ambiguité) :

(a) H admet un raffinement H basé sur X, 9;);

(b) un ensemble analytique est polaire si, et seulement si, il est p-négli-
geable pour toute mesure pe & (H) (= 67 (f-I));

() H est formé de classes modulo 2 de fonctions quasi continues.
(f est dite quasi continue si, et seulement si, il existe une suite décroissante
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66 Y. LEJAN

d’ouverts , de capacité tendant vers zéro telle que f soit continue sur @
pour tout n. Ce résultat est di a Deny [10];

(d) H est un espace fonctionnel minimal.

Si p est une mesure ne chargeant pas les polaires, et si H< L (p),
pe&* (H). (On peut montrer que p est limite d’une suite croissante de
mesures de €7 (H). On conclut en appliquant le théoréme de Banach-
Steinhaus.)

0.1.6. HYyPoTHESE. — Dans toute la suite, nous supposerons donner
un espace 1. c¢. d. X, et un espace fonctionnel régulier minimal H de
base (X, #) sur lequel la contraction-module opére.

On note H, I’algébre des éléments bornés de H.

Si 2’ est une partie de 2 (X) contenant £, et héréditaire a gauche pour
I’inclusion, on ne distinguera pas dans les notations un élément de H de
sa classe modulo Z'.

Exemple : ' = (p), peé&™ (H).

0.1.7. RESTRICTION A UN OUVERT. — Soit D un ouvert de X. Si I’on pose
HP = {feH, f = 0 quasi partout sur D° }, H” est un espace fonctionnel
régulier minimal basé sur (D,  n £ (D)) sur lequel la contraction-
module opére (c¢f. [27], [21], § IL.2).

Si H est un espace de Dirichlet, il en est de méme de HP.

0.2. Théorie du potentiel

0.2.1. FORMES BILINFAIRES. — Si a est une forme bilinéaire définie
sur H, et T une contraction laissant stable H, on dit que 7 opére sur a si,
et seulement si,

a(f+Tf, f=Tf)=0, VfeH ().

On note o/ (H) (& (H)) le cone convexe des formes bilinéaires positives
et continues (continues et coercives) sur H, sur lesquelles la contraction-
module opére. On remarque que la contraction-module opére si, et
seulement si, elle opére sur la forme transposée d. On pose a = (1/2) (a+d).

(1) Remarque. — 11 suffit de vérifier cette identité lorsque f appartient & une partie
dense de H. En effet, il est facile de voir que la fonction f+—sa (f+ Tf, f—Tf) est
s.c.s. (en fait, elle est continue, cf. [2]).
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MESURES ASSOCIEES 67

Si H est un espace de Dirichlet, on note 2 (H) (§ (H)) le cone convexe
des formes de & (H) (& (H)) telles que la contraction-unité opére sur a et d.

Les éléments de & (H) sont appelés formes de Dirichlet (formes de
Dirichlet générales) de domaine H.

0.2.2. POTENTIELS. — Nous considérons dans la suite une forme a
appartenant a .o/ (H). On peut associer une théorie du potentiel & a (¢f. [9],

(11, 31, [7D-

On note P, le cone des a-potentiels
P,={feH, a(f,g)20,VgeH" }.

On note G(é) I’opérateur potentiel qui établit une bijection entre
&% (H) et P, (Py).

Si D est un ouvert de X, on note aP la restriction de a 4 HP, et GP
I’opérateur potentiel associé.

0.2.3. NoYAUX DE POISSON ET OPERATEURS DE BALAYAGE (¢f. [21], § 1I). —
Si M est un fermé de X, si D est son complémentaire, on définit sur H
les opérateurs de Poisson HM et HM de la fagon suivante : si feH,
f—HMf(f— HM £) est la a-projection (a-projection) de fsur HP?. HY et HM
sont continus sur H. Si f est un a-potentiel, HY f est la réduite de f sur M.
On montre sans difficulté que les opérateurs HM et H™ induisent des

noyaux positifs définis sur #* (M) et & valeurs dans I’espace des classes
de fonctions positives définies modulo 2 n 2 (D).

On définit les opérateurs de balayage IV et ™ de la fagon suivante :
si v est une mesure positive ne chargeant pas les polaires et si, pour
tout ® e Cy (X), HY ® (H™ ®) appartient & L' (v), on pose

M (v) = v HM (ITM (v) = v HY).
™ et 1M opérent sur & (H).

0.2.4. FONCTIONS EXCESSIVES. — Notons #*/2 le cone des fonctions
boréliennes positives définies modulo 2.

feBt|P est dite a-excessive si, et seulement si, pour tout peP,,
f A peP,. 1 est a-excessive si, et seulement si, la contraction-unité opére
sur a et laisse stable H. Si a est symétrique, H est alors un espace
de Dirichlet.
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Si f est a-excessive, pour tout fermé M de X, H™ f est a-excessive et
majorée par f.

0.2.5. FORME BALAYEE (cf. [21], § II). — Si M est un fermé de X, on
peut définir la forme bilinéaire @™ sur H par I’identité

VO, WeH, a™(®,¥)=a(H"®, HYW)
= a(H"®, HY'¥) = a(H” ©, HM ¥).
a™ appartient a o/ (H). En effet, pour tout fe H,
a" (7", fr=aHY(fT), HY(f) = a(H" )H*, H" f)) >0.
N

Nous appellerons ™ la forme balayée de asur M. Remarquons que a™ = (4)™.

L’introduction de la forme balayée conduit a la définition suivante :
on pose HM = { @ |,,, ® e H }. H™ est isomorphe a I’espace quotient H/HP.

Si la «composante polaire» de M est vide, i.e. s’il n’existe pas
d’ensemble polaire non vide P = M tel que M — P soit fermé, HY, muni
de la topologie-quotient, est un espace fonctionnel régulier minimal de
base (M, ?,,) avec #,, = {M P, Pe? }.

La contraction-module opére sur H¥. Si H est un espace de Dirichlet,
il en est de méme de HM.

a¥ s’identifie naturellement 4 un élément de & (HM). o (H), (si H est
un espace de Dirichlet), 2 (HM), s’identifie & un sous-cone de & (H) (2 (H)).

Si RM est I’opérateur potentiel associé & a¥, on a la décomposition

G = G°+HYRMTIM.

peHM est un aM-potentiel si, et seulement si, H™ p est un a-potentiel.
On en déduit que si 1 est a-excessive, elle est a™-excessive.

En particulier, si H est un espace de Dirichlet, si a € 2 (H), a¥ € 2 (HM).

0.3. Mesure de base et processus de Markov

0.3.1. On a vu qu’on pouvait trouver pe &* (H) telle que H s’injecte
continiment dans L' (1). On peut montrer, & partir de ce résultat, qu’il
existe une mesure de Radon positive m telle que H s’injecte continliment
dans L? (m) (cf. [3].

Une telle mesure m n’est pas déterminée de maniére unique. Dans la suite,
nous en fixerons une qui permettra, d’une part d’effectuer des calculs
approchés, d’autre part d’introduire le point de vue probabiliste.
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0.3.2. Pour tout a € & (H), pour tout & > 0, on note G, (éu) I’opérateur
potentiel associé a

au=a+a< vy o >L2(m)'

On pose G, (f.m) = G, (f). La L? (m)-résolvante ainsi définie est forte-
ment continue : on en déduit ’identité

VieH, a(f, f)=1ima»+w°cj(f—aGaf)fdm (e/. [71, [3D.

La résolvante G, se prolonge en une résolvante de noyaux de #*/A4" (m)
dans B%/P.fe B*|P est a-excessive si, et seulement si, elle est G,-sur-
médiane.

On définit de fagon évidente les opérateurs ou les noyaux
HY, HY, G2, G2, 1Y, I "
0.3.3. Si la contraction-unité opére sur « et laisse stable H, il existe un
processus de Hunt M = (Q, #, #,, X,, ©,,(, P,) associé a a, i. €. &
valeurs dans X — N, ou N € 2, et dont la résolvante V, induit G, sur /2.

Si M est un fermé de X, et si 7, désigne le temps d’entrée dans M, on a,
Va>0, Vfes®,

HY f = Eo(exp(—a Ty) Lz, <g) f (X1,,)), quasi partout
(cf. [14], [27], [8], [21])-
1. Mesures canoniquement associ€es
a une forme de Dirichlet réguliére

1.1. Mesure singuliére

Dans la suite, A désigne la diagonale du produit X x X. a désigne un
élément de «f (H).

1.1.1. DEFINITION. — Soit o, la mesure de Radon positive, définie sur
Xx X—A par I'identité

VJ, geCx(X)nH,  telsque Supp (f)nSupp (g) =,
J f(x)g(y)do,(x, y) =—a(f, g).
o, est appelée la mesure singuliére associée a a.
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Remarques :
o, (dx, dy) = o4 (dy, dx), oy = (1/2) (5,+0).

Si aest coercive, 6, est 1a limite vague sur X x X — A des mesures o, (dx, dy)
définies par I’identité

V[, geCy(X), jf(X)-g(y)dGa(x, y) = azj G,f.gdm.

Nota bene. — o, # o,_.

1.1.2. PROPOSITION. — Soient f; et f, deux éléments de H tels que f; .f, = 0.
Soit f; un représentant quasi continu de f; (i = 1,2). f1 (x) f> (v) appartient
alors a L' (c,), et on a lidentité

JM_AJZ () > () do, (x, ) = =a(fi, f2)

Nous avons déja donné une démonstration de cette proposition dans
I’exposé [22] (proposition 1).

Remarque. — On déduit facilement de cette proposition que la mesure o,
ne charge pas les parties de X' x X—A dont la projection sur un des facteurs
du produit X' x X est polaire.

1.1.3. COROLLAIRE. — Soient D un ouvert de X, et M son complémentaire.
Pour tout fe H, nul quasi partout sur D, 1, (y)J f (x) do, (x, y) est

{xeM}
une mesure de HP-énergie finie, et, si a est coercive, on a I’identité

HMf—f = GD(J f(X)dGa(x, -))-
M
En effet,
VOecH?, o°(HM f—f, ®) =—a(f, ®)

= JJQ(y) f(x)do,(x, y).

1.2. Interprétation probabiliste

Supposons a coercive et 1 a-excessive. Soit M un processus de Markov
associé a a.
Soit (N, H,) un systéme de Lévy du processus M (cf. [5]). Rappelons que
N est un noyau positif sur X U & (o & désigne le « cimetiére » du processus).
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MESURES ASSOCIEES 71

et H, une fonctionnelle additive continue, et de a-potentiel borné, pour
tout o > 0.

1.2.1. PROPOSITION. — Pour a > 0, tout a-potentiel local (cf. [21])
borné G, | est quasi partout égal au a-potentiel borné d’une fonctionnelle
additive naturelle A,, et réciproquement. De plus, on a identité

(.1 G,(fw)=E. (Jwe'”f(Xt)dA,) VfeR" (X).
0

La fonctionnelle A4, est dite associée & la mesure p. Si E, ({ < o) =1
sur X—N, la proposition se généralise a a = 0.

La réciproque est une conséquence immédiate de [21] (2.3.2). L’identité
(1.1) a été établie en [21] (2.4.3) en reprenant une démonstration de
BLUMENTHAL et GETOOR.

Pour établir la partie directe de la proposition, considérons une fonction
a-excessive, ®-bornée, et égale & G, p quasi partout. En considérant le

processus de Hunt conservatif M associé a M en prolongeant chaque
trajectoire par un saut en 8, on voit que toute fonction bornée, excessive

pour M, est, si on la prolonge par 0 en 8, un a-potentiel naturel de M.

Toute fonction a-excessive bornée peut donc s’écrire comme le o-potentiel
d’une fonctionnelle additive (f. a.) naturelle généralisée, i. e. pouvant pré-
senter un saut en { si X,- = d.

Soit A4, la f. a. ainsi associée a .
Soit B, la f. a. telle que

B, = A4, si t<C,
Bt=:AC_ Si t>‘:,

B, est une f. a. naturelle. Soit ¥ le potentiel de B,.

Montrons que ® = ¥ q. p. Si D, est une suite croissante d’ouverts rela-
tivement compacts recouvrant X, on a, en posant M, = D5,

O—-Pr, ©=V¥Y-P;, ¥ (car A, = B, si X;- #0).
Or " )
lim| Py, ¥ =0, puisque limT Ty, =
et )
lim | P;M"d) =limH"" G,p=0, q.p.

ce qui permet de conclure.
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Remarque 1. — Si la mesure v est associée & une fonctionnelle additive 4,
la mesure a-balayée de v sur tout fermé M est associée a la fonctionnelle
additive a-balayée de A, sur M.

Remarque 2. — On peut montrer que toute f. a. naturelle du processus M
est P,-continue pour toute mesure A ne chargeant pas les polaires.

1.2.2. PROPOSITION. — Si v est la mesure associée a la fonctionnelle
additive H,, on a [lidentité

(1.2) c,(dx, dy) =v(dy)N(y, dx) sur X x X—A.

Considérons deux fonctions de C, (X') n H & supports disjoints : f; et f5.

Soit D un ouvert de X tel que, si D° = M et M = ®, on ait Supp (f;) € D
et Supp (f3) < o. Fixons a > 0. Sur D, on a

H f5(x) = E(exp(—a Ty) f,(Xr,,)) q.P-
= E(Zo<s<TMeXP(—°‘s)f2 (X)) 15(X;-)

= E(jTM exp(—as)N f,(Xy) st>.
0

On en déduit
G2 (v.N f,) =HY f,, q.p. sur D,

= G‘?(J\ f2 (x)dca(x, -))9

lp(y)J fa(x)do,(x, y) =N f,(»)dv(y),

d’ou I’identité

et donc

ﬁfl ) fo(x)do,(x, y) = Jfl WMN f2(»)dv(y).

1.3. Mesure d’équilibre

On supposera dorénavant que H est un espace de Dirichlet.

1.3.1. DErINITION. — Si ae o/ (H) et si 1 est a-excessive, on appelle
mesure d’équilibre de a (notée y,) la mesure associée au a-potentiel local
de la décomposition de Riesz de 1 (¢f. [21], § 2.3).
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Ceci équivaut a dire que, pour tout ouvert relativement compact D, si
M = D¢ on a lidentité
1—-H¥1=G"y,.

On démontre aisément que Y, est la limite vague des mesures d’équilibre
de toute suite de compacts dont les intérieurs croissent vers X, ce qui justifie
la terminologie employée.

1.3.2. PROPOSITION. — En reprenant les hypothéses et les notations de 1.2,
on a les identités

1.3) Ny, 8)v(dy) = x.(dy),
(1.4 er-@Jr(X)a Va >0, G, (f%) = E(e—acf(xg-)l{x;_;hs})-

Considérons un ouvert relativement compact D, et posons M = D°
D’aprés les interprétations probabilistes des opérateurs G2 et HM données
en [21], on a ’identité

Tm
Eq e " N(X,, 5)dH,> =1-aG’1-HM1

0
= G (Xo)-

Pour conclure, on considére une suite D, d’ouverts relativement compacts
croissants vers X.
On a lim HM" G, x, = 0 (¢f. [21], 2.3.2). On en déduit I’identité

4
G, = E(J e “N(X,, S)dH,).
0

On utilise alors la proposition 1.2.1 qui permet de conclure.

1.3.3. PROPOSITION. — Si ae 9D (H), tout élément de H appartient a
L? (%,), et on a lidentité

1.5) V feH, jfz dy, = 1imﬁ+waj(1—a G, 1) f2dm.

LEMME. — Pour toute fonction ® € H, nulle en dehors d’un compact, on a
Pidentité

J(p dygq=lim,, 4 ocj(l —a G, 1)®dm.
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Soit D un ouvert relativement compact de X contenant le support de @.

® appartient alors & HP. Si ® est un 4°-potentiel GP ¥, WeL?(m), on a
les identités

ocj(l —a G, 1)0dm
= aj(l-—-oc Gfl—Hﬁ’l)®dm+aJHi‘{1.<de—a2jHﬂ‘ G,1.®dm
=fa Gf(xalb)®dm+af GfHﬁ’l.‘{’dm—azj G’ HY G,1.¥dm.
On conclut aisément en appliquant le théoréme de convergence dominée.

Pour achever la démonstration, il suffit de démontrer que les applications

qui & ® € H? associent o f (1—a G, 1) ® dm sont équicontinues sur H”.

Si eP est le a-potentiel capacitaire de D, on a

(1.6) aj(ua(;al).q)dm
=uf(1—a6u1)@e"dm

1/2 1/2
< <ocj‘ (1-a G, 1)®? dm) (ocj (1—a G, 1)(eP)? dm) .

Or, si feH, on a, pour tout a > 0,
1.7 Y SJ (f )= f (1) do,(x, y)
= 20(J(f—oc G, f).fdm
- J(l—oc G, l)fzdm—ocj(l—-oc G,1) f2dm.
Du fait que a € 9 (H), GAa est sous-markovienne, et on en déduit 1’inégalité

ocj(l—oc G, 1).f*dm <20cj(f—oc G, f).f dm.
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G, étant fortement continue dans H, il existe K > 0 tel que

VfeH, aj(f—aGuf).fdm=a(ozG¢f,f)<Ka(f) ).

On en déduit la majoration
(1.8) aj(l—aGanfzdmszKa(f).

En appliquant (1.8) & @ et & ¢°, on peut conclure la démonstration du
lemie d’aprés (1.6).

Ainsi, d’aprés (1.8), si fe H, est a support compact, on a I’inégalité

szdxa <2Ka(f).
Ceci suffit & prouver que tout élément de H appartient & L? (y,). Le reste
de la proposition procéde alors d’un simple raisonnement d’équicontinuité.

1.3.4. PROPOSITION. — Siae o (H), et si la contraction-unité opére sur
a, si be 2 (H), la mesure Y, = lim,_, | Y.+ €St indépendante de b, et
caractérisée par I’identité

Vf, geH, telsque f.g=f,

(1-9) ag f) =jf dxﬁﬁ F ) (A—g(x)do,(x, ).

On Pappelle mesure d’équilibre de a.

Démonstration. — Supposons a coercive, et f a support compact. Soit D
un ouvert relativement compact tel que f = 0 quasi partout sur D° = M.

Soit ueH égal a 1 sur D.
Sifg=f=uf Ona
a(g’ f) = a(u’ f)+a(g~u, f)
=a(u, f) +j (u(x)—g(x) f (y)do,(x, y).

a(u’ f) = a(u_HMu’ f)
=a(1—-HY1, )+a@—-1-H"(u—-1), f).

(® a (f) signifie a (f, f).
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En utilisant 1.1.3, on établit aisément ’identité
HY(1—u)+u—1= GD< (1—u(x))do,(x, .)>

(on considére une suite g, de fonctions de H, égales a 1 sur D et croissant
vers 1, et on applique 1.1.3 & f = g,—u. Enfin, on fait tendre » vers ’infini).

La proposition est ainsi établie lorsque a est coercive et f a support
compact.

Si f est un élément quelconque de H*, et si f, est une suite de fonctions
de Cy (X) n H* convergeant fortement et quasi partout vers H, la suite
fi =f A f, converge fortement et quasi partout vers f(f—f, = (f—f)*).

En utilisant la continuité de la fonction inf (, v), (4, v) € H?, on peut
construire une suite croissante de naturels o; tels que la suite croissante
&, = sup (f;, ... f, ) converge fortement et quasi partout vers f.

(Par exemple, on posera f;, =f; et o, =inf (m tel que || f,,v &, —f || <1/n).)
I1 suffit d’appliquer le résultat précédent a g,, et de faire tendre # vers + o,

pour pouvoir conclure lorsque a est coercive. Le cas non coercif ne souléve
pas de difficultés.

1.3.5. PROPOSITION. — Sibe .o/ (H), pour que la contraction-unité opére
sur b, il suffit que, pour tout ouvert relativement compact D, il existe g € H*
tel que g = 1 sur D et a(g, f) = 0, pour tout fe Cx (D) n H*.

Il s’agit de démontrer que VfeH, a(f+f* A1, f~fT A1) = 0.

Du fait que la contraction-module opére, on peut supposer f positif.

D’autre part, on peut se limiter au cas ou fe Cx (X)nH (¢f. 0.2.1,
note (1).

Si f est continue & support compact, si D est un voisinage relativement
compact de Supp (f) et si g satisfait aux hypothéses de la proposition, on a

a(f+f ALf=fAD
=a(f—f AD+2a(g, f—f AD+2a(f Al—g, f—f A1)

On vérifie sans difficulté que les trois termes de la somme sont positifs.

1.4. Mesure d’énergie

Dans toute la suite, a désignera une forme de Dirichlet générale de
domaine H (¢f. 0.2.1).
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1.4.1. PROPOSITION. — [l existe une application T',, unique, définie sur
H et a valeurs dans le cone des mesures positives et bornées sur X, telle que :

(a) on a lidentité
(1.10) dera(f)=a(f)—Jf2dx:;

(b) Les contractions opérent sur I',, i. e. si f' est une contraction de f,
L (f) ST (f)

(¢c) si f et g appartiennent & Hy,, on a Iidentité
e L 2
(1.11) gdfa(f)=a(f,g-f)—§a(f ,g)—i f7gdxa.
I, (f) est appelée la mesure d’énergie de f.
Lorsque fest bornée, I', (f) apparait comme la limite vague des mesures
(1 /Z)J (f(x)—=f(.))? do, (x, .). On définit les mesures I', (£, g) par polarité.

Démonstration :

1° On peut se ramener au cas ol a est coercive.
Si fe H,, d’aprés les identités (1.5) et (1.7), on doit prendre pour T, (f)

la limite vague des mesures (1 /Z)J (f(x)—f(.)?do, (x, .). L’identité (1.11)

est ainsi vérifiée.
2° 1l résulte de fagon évidente de cette définition que, si fe H, et si g est
une contraction de f, T',(g) < I, (f).

3° Montrons maintenant que, si f'€ H,,,J dl,(f)=a (f,f)—J‘f2 z.
X

Remarquons 1’inégalité
J dr’,(f) < liminf,, , %f (f )—f (1) doy(x, y) d’aprés (1.7),
X

on a alors

J. dra(f) < 1ima—>+u>ajf'(f-a Guf)dm = a(f, f)'

Il suffit donc d’établir I’identité cherchée lorsque f est a4 support
compact.
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Soit g, une suite croissante d’éléments de C (X) N H tels que g, < 1
et g, = 1 sur Supp (f). On a

L dT,(f) = lim, TJ g, dT,(f) = a(f)— ; J 2 dy,— %ﬁml a(f? g).

D’aprés 1.3.4, cette derniére limite est égale a f f?dys ce qui permet de

conclure.

4° 11 résulte des points 2 et 3 de la démonstration que si, pour fe H—H,,
on définit I', (f) comme étant la limite croissante des mesures I, (f,), avec
fo = (f A n)V (—n), I'application I', ainsi définie satisfait aux conditions
de la proposition.

L’unicité est immédiate. 11 suffit de remarquer que, pour toute application
I'! satisfaisant aux conditions de la proposition, on a

rdlz(f)thTra(fn)’ vaH

d’aprés la condition (b), et que cette inégalité est nécessairement une identité,
d’aprés la condition (a).

Remarquons qu’en général I', (f) est I’enveloppe supérieure de mesures
I, (g), ou g décrit ’ensemble des fonctions de H, qui sont des contractions
de f.

Exemples :

1° Si X est un ouvert de R”, si m = dx, si H = H{ (X), si le générateur
associé a a est un opérateur elliptique de la forme

Z%a”;};; +Z bib% +¢,

J
on a

dr,(f) =) aijg—f g—,i dx, pour tout feH.

i J
2° Si a est purement singuliére, i. e. si

VfeH, a(f, f)= H(f () =1 ()" do(x, y)+h[f2 AYa>

on a

I.(f)(dy) =J ¢ (f () =f () 0, (dx, dy).
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Remarque. — L’introduction du terme —(1/2) f? %, dans la définition de
I, (f) permet de se ramener au cas ou a est conservative, i. €. au cas ol
%ea = 0. Sa nécessité apparait clairement dans le cas local, ol les mesures
I, (f) vérifient d’intéressantes propriétés algébriques que ne vérifient pas
les mesures T, (f)+(1/2) f 2. %, (¢f. 1.5.2).

Dans le premier exemple, on peut voir que

ra(_f, g)=z&”a—f-‘ —a—jg—-dx avec a”=
0x; 0x;

i YA

(aji + a,-j).

N =

On ne peut définir I', (£, g) de maniére non symétrique en f et g de maniére
a obtenir ) a;; (9f]0x;) (0g/0x,). En effet, il est facile de voir que les coef-
ficients a;; ne présentent aucun caractére intrinséque, au contraire des
coefficients a;;. (Dériver au sens des distributions et utiliser la symétrie de
la dérivée seconde.)

1.4.2. PROPRIETES :

(a) les mesures d’énergie ne chargent pas les polaires;

(b) si a est coercive, si f = G, p est bornée et différence de deux potentiels,
I', (f) est une mesure d’énergie finie et on a

1.12) f2=GQ(f r=T.(N~f*1);

(¢) pour toute ® mesurable, positive et bornée, J ® dI', (f) est une
x

forme quadratique positive et continue sur H;
1 .
(@ ()= E(Fa(f)+1"3(f))-

La propriété (b) est une conséquence directe de ’identité (1.11). Pour
établir (c), on peut supposer que ® appartient & C (X') n H™, il est alors

évident, d’aprés la définition de I, (f), que j(l) dI’, (f) est une forme

quadratique positive sur H,. On déduit de I’identité (1.10) que la forme

quadratique positive f —>J ® dr, (f) est uniformément continue sur H,
X

et admet donc un prolongement continu unique sur H. On peut conclure.
en remarquant que tout '€ Hest la limite dans H de la suite (f A n) V (—n).

La propriété (a) est une conséquence directe des propriétés (b) et (c).
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La propriété (d) résulte évidemment de la définition de I', lorsque f est
bornée. On généralise a f quelconque en utilisant par exemple la propriété (c).

1.4.3. RELATIONS AVEC LE GENERATEUR (On suppose a coercive). —
D’aprés les propriétés (b) et (c) données ci-dessus, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) si 4 est le générateur infinitésimal de la L>-résolvante G,, 2 (4) N L* (m)
est une algebre;

(ii) 2 (4) n L® (m) contient une algébre dense dans H;

(iii) pour tout feH, I',(f) < m et y, < m.

Si fe 9(A) n L* (m), I’expression

dr (f) _f2 an
dm d

m

~Af2 —fAf=

est appelée le carré du champ de f'reladif & 4 (¢f. [26]). Cette notion admet
une généralisation intéressante sur des espaces de semi-martingales (cf. [30]).

Remarque. — 1l est & noter que les mesures d’énergie, ainsi que la mesure
singuliére et la mesure d’équilibre sont indépendantes du choix de la

mesure m.
D’autre part, on peut toujours construire une mesure de base m satis-
faisant la propriété (iii) et donc la propriété (i).

1.5. Mesures d’énergie locale. Décomposition de a

Il ressort de la remarque suivant la proposition 1.1.2 que, si f; et f, sont
deux fonctions boréliennes égales quasi partout,

fi)=f1(¥) = f,(x)=f,(y) ©, p.s.

Si fest un élément de H, on notera f (x) —f (») la classe de fonctions égales o,
p. s. ainsi associée a 1’un quelconque de ses représentants quasi continus.

1.5.1. PROPOSITION :
(@) pour tout fe H, f(x)—f () appartient a L* (do,);
(b) si I’'on pose

Ya(f) =Ta(f)— %J(f () =f ()*do,(x, .),
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les contractions opérent sur v,. Y, (f) est appelée la mesure d’énergie locale
de f.

Démonstration (cf. [22]). — On peut supposer f bornée et a coercive.
Considérons une suite croissante @, de fonctions de Cy (X'x X—A), de la
forme Y7_, u;(x)v;(¥), ou u; et v; sont des fonctions de Cx(x) " H 2
supports disjoints, telles que lim,, ., ®, = 1. Si ge Cf (x) n H, on a,
en utilisant les approximations des mesures o, et I',(f) & l’aide des
mesures G,,

j gdT,(f)— ; f (f ) —f 1) 2() @, (x, y)do, (x, )

= limu—' + 0 %J (f (X)—f (y))2 g(y) (1 —(Dn (xa y) dGu(xa Y)
Ce qui montre que les contractions opérent sur
r.()- %J(f(X)—f(-))ZCDn(x, ) do,(x, ).

On en déduit la proposition en faisant tendre »n vers + co.

Remarque. — 1l ressort de la remarque suivant la proposition 1.1.2 que
v, (f) ne charge pas les polaires.

1.5.2. PROPRIETES :

(a) pour tout f; g € H, si v, (f, g) est définie par polarité, et si f;.f, = 0,
Ya (f1,/2) = 0;

(b) sif e Hest constante sur un ouvert ®, 1, v, (f, &) = 0 pour tout g € H;

(©) Ya (f) = vz (f) = vz (f) pour tout fe H;

(d) si feH et f' € H sont égales quasi partout sur un ouvert o,

LoYa(f) = Lo v.(f);

(e) on a l’identité
(1.13) Ya(f% h) =2 fv.(f, h) pourtout feH, et heH.

Démonstration. — La propriété (a) (respectivement (b)) est une consé-
quence directe de 1.1.2 (respectivement 1.3.4) et des définitions (il faut
commencer par considérer des éléments bornés de H).
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Etablir (c) revient & démontrer I’identité

VgeCx(X)nH, VfeH,

fg ar,(f )—jg dra(f) = %f (f ) ~f )* (g()—g(y) do,.

On peut supposer que f€ Cy (X') N H et que a est coercive.

Soit ® une fonction de Cy(X) N H égale & 1 dans un voisinage de
Supp (f) N Supp ().

On a alors :

fgdfa(f)—Jngg(f)
= lim,., , wJ' (f ) —=f )* (g (»)—g(x))do,
=lim,_, ; [Jj(f )= (@) (gx)—g() P (x)®(y) dGa]

+ﬂf2(y)g(y)(1—@(X))dca—f f2(®)g(x)(1-2(y)do,.

D’aprés 1.3.3 et 1.3.4, les deux derniers termes convergent vers
J [2Meg U= -1 () g(x)(1—-@(y)]do,.

D’autre part, (f(x)—f(»))* o, (dx, dy) est la limite faible, dans X' x X—A,
des mesures (f(x)—f(»))? o, (dx, dy), qui sont de masses uniformément
bornées. (g (x)—g (»)) ® (x) @ () appartenant a C, (X x X—A), le premier

terme converge vers Jf (fFE)=FO))* () —g ) @ (x) @ (¥) do,, ce qui

permet de conclure.
La propriété (e) s’établit par un raisonnement analogue (¢f. [22]).
Pour établir (d), considérons ge C¢ (®) n H. On a

2
(\/Jg Y, (f)—\/Jg dy, (f’)) < Jg ay,(f—=f").

11 résulte aisément de la définition de v, que cette derniére intégrale est nulle,
du fait que g et f—f' sont a supports disjoints.
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1.5.3. DECOMPOSITION DE a.

DEFINITION. — On appelle partie locale de a la forme bilinéaire N définie
sur H par P’identité

N(f, 2 =J dy,(f, g quels que soient f et geH.
X

Nous noterons & la forme bilinéaire (1/2) (@—d)— <., .>,,_y2)-
PROPRIETES :

(a) aux propriétés (a) et (b) de 1.5.2 correspondent des propriétés ana-
logues de la partie locale N;

(b) les contractions opérent sur N d’aprés 1.5.1;

(¢) a admet la décomposition suivante :

Vf,geH,
a(f,g)=N(f, 9+a(f, 2
(1.14) 1

’ + %U(f () —=f (M) (g (x)—g (y) doa(x, y) +Jf 8dYa-

Dans le cas symétrique, cette décomposition est connue depuis 1’origine de
la théorie (¢f. [6]);

(d) si fi et f, sont deux éléments bornés de H, pour tout ge H, on a
I’identité

(1.15)  a(fy fo @ =alfi, f20)+a(f2 fi g)+§J e(x)—g ()
X (f1 () =f1 ) (f2(x)=f2(y)) do,(x, y).
En particulier, si 6, = o3,

a(fy frr &) =a(f1, o@+a(fs, f18),

a apparait ainsi dans le cas local comme un « terme de dérive ».

Démonstration. — Remarquons que

a(fi, f28)+a(f2 f18)

= ng dl(f1s o) +a(f1 fas g)+Jf'1 f2gdy, (par polarité).
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En développant de la méme fagon d(f,,f; g)+d(f1,/>g), on obtient
I’identité cherchée.
1.5.4. PROPOSITION. — Soit Y une application bilinéaire symétrique définie

sur une sous-algébre 9 de H, dense dans H, et a valeurs dans Pespace des
mesures de Radon sur X telle que :

(a) pour tout fe D, yv(f,f) est positive;
(b) il existe une constante k > 0 telle que f dy () < k|||
x

(©) Y(f% 8 = 2fv(f, 8) pour tout f et g€ 9.

Sous ces conditions, il existe une forme de Dirichlet générale a définie
sur H, locale (i. e. telle que 6, = 0), conservative (i. e. telle que y, = 0)
telle que

Yo(J)=7(/, /) pour tout fea.

Remarquons que cette proposition s’applique a y = ®.y, pour toute
fonction @ positive borélienne et bornée définie sur X. En particulier, si N

est la partie locale de a, vy = 7,.

Démonstration. — D’aprés (a) et (b), si I’on pose a (f) =J ay (£, f),
X

on montre aisément que a se prolonge en une forme quadratique positive
et continue sur H.

On déduit aisément de (c) I'identité v (@ (f), ® (f)) = (@' (/)* v (f. f)
pour fe 9 et pour tout polyndme @ nul en 0.

On en déduit que si f€ 2, a(Tf) < a(f) pour toute contraction 7.
(Si T est de classe C*, on approchera 7T par une suite de polynémes T, nuls
en 0, et tels que T,—T et T, — T’ convergent vers zéro uniformément sur
tout compact. Pour tout f'€ , il existe une sous-suite ny telle que Y v, 7, f
converge vers Tf au sens fort. On passe au cas d’une contraction quel-
conque par un procédé analogue). Ce résultat s’étend aisément a fe H
(¢f. 0.1.1, note (*), remarque). Une nouvelle utilisation de (¢) montre alors
que T, (f) =7v(f.f) ce qui établit le caractére conservatif de a. Pour
établir son caractére local, remarquons que, si fe H,, un calcul facile
montre que

ff dr,(f* f) —JZ f2ar,(f) = ”(f () —f ()" do, (x, y).
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On a donc J (f(x)—f(»)?*do, (x, y) = 0 pour fe D, ce qui permet de
conclure.

1.5.5. PROPOSITION :

(a) les applications définies sur 17 (H), qui associent a a les mesures ©,,

Xa et, pour tout fe H, T, (f) et v, (f), sont linéaires;

(b) (lemme de domination). Soient a et b deux éléments de 7] (H) tels que
b(f) = a(f) pour tout feH. Alors, v, (f) = v, (f) pour tout feH;

(c) sous les hypothéses de (b), pour que la contraction-module (la contraction-
unité) opére sur b—a, il faut et il suffit qu’on ait 6, = ©, (0, = O, et Yp = Ya)-

Démonstration. — La propriété (@) résulte directement des définitions
pour o, I" et y. Pour %, on utilise la proposition 1.3.4.

La propriété (b) est une conséquence directe de (a) et des propo-
sitions 1.1.2 et 1.3.5.

Pour démontrer (b), remarquons que dés que b (f) = a (f) la proprité (c)
montre que, si N désigne le noyau local de a, b — N est une forme de Dirichlet.
On déduit alors de (a) que, pour tout fe H, v, (f)—7vy (f) = Yo_n (f) = 0.

Ceci permet de conclure, puisque v, = vy (¢f- la remarque suivant I’énoncé
de la proposition précédente).

1.6. Interprétation probabiliste

Nous supposons a coercive.

1.6.1. PRELIMINAIRES. — Désignons par S (@) ’algébre des éléments de H
qui sont différences de deux B-potentiels bornés, pour un réel f > 0. Du
fait des identités :

S(a) = S(ay), dy, =dy,,, do, =do, , dx,, = dy,+odm,

on ne restreindra pas la généralité des résultats qui vont suivre en supposant
que E, (§) est borné.

Tout élément de S (a) est alors différence de deux potentiels bornés G p,
et G p,. Si A} et A? sont des fonctionnelles additives associées & ; et p,
(au sens de 1.2.1), la fonctionnelle 4, sera dite associée & p=p; —p,.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



86 Y. LEJAN

1.6.2. PROPOSITION. — Soient f = G pun élément de S (a), A, une fonction-
nelle additive associée a p, @ le potentiel (borné) de A,, C ® (¢ ) la martingale
@ (X,)+A4,— @ (X,). La fonctionnelle additive (1/2) ( C @ )¢ est alors associée
a v, (f).

Démonstration. — Appliquons la formule d’Ito 4 la semi-martingale
®*(X,). On a

D* (X)—D*(Xo)
=2J @(Xs—)dcm(s)—zj ®(Xs)dAs+J d(CD>
0 0 0

+Y0<s<(@(X)—@(X,—))* P, p.s.,
VxeX—N.

On en déduit, en prenant une espérance et en faisant tendre ¢ vers + oo,

0

VxeX—N, ®*(x)= ExU 2(I)(X,)dA,—-de<C<I)>,‘
0 0

+J: N(X,, dy)(@(X)—2(») dH,],

i.e.
fr= G(2f-u—f2xa—f@(X)—@(-))sza(x, -))—E- (j:d<c®>i>,
q. p. d’aprés les identités (1.2) et (1.4).
D’autre part, d’aprés I’identité (1.12), on a
fP=GR(f =T/ %)
= G(2fu—2va(f)— If ) =1 () do,(x, -)—fzx,,>,

ce qui permet de conclure.

1.7. Mesures associées a la restriction a un ouvert d’une forme de Dirichlet

PROPOSITION. — Si aP désigne la restriction de a a un ouvert D, on a:
() Yap (@) = v, (D), pour tout ® e H®;
(ll) GaD (dxa dy = Ga (dx, dy) 1D>(D ('x, y);

(ii1) Xap (dx) = 1p (x) %a (dx) +J Ly (3o Ga (), dX).
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La premiére identité se déduit des deux autres par un calcul facile. La
deuxiéme identité est évidente, et la troisiéme est une conséquence de la
proposition 1.3.4.

Si fet g sont deux éléments de HP tels que f.g = f, on a d’une part
jf anD = aD(f’ ) +J f (y)(l —g(x)) dcaD (x: ),

d’autre part

Jf dx, = a(f, g)+J fOMUA-gx)do, (x,y).

2. Calculs fonctionnels sur H

2.1. PROPOSITION. — Soit f un n-uplet d’éléments de H :

(@) soit ® une fonction de C* (R"), nulle en 0 et a dérivées bornées. ® ()
appartient a H, et on a ’identité

@.1) dY,(@(f)) = X, ; B () @5 (N dva (fis s

(b) soit ® une fonction de C* (R"), nulle en 0 et a dérivées premiéres et
secondes bornées. Pour tout g € H,, on a I’identité

2.2)  a@() 9o
= _Zi,j o7 ;(Ngdy.fi fj)+2ia(fi’ gD (f)

+jg (@)= 2P (f) f) dxa —H do,(x, y)g(¥)
x[@(f (N =P(f M) =2 D (f DN =AOD]-

Remarque. — Dans le cas ou les f; sont bornées, et différences de deux
potentiels, la formule d’Ito et les propositions 1.2.2, 1.3.2 et 1.6.2 per-
mettent d’établir I'identité 2.

Démonstration.

(i) On a déja démontré cette proposition dans [22] en supposant les f;
bornées. Rappelons ici les grandes lignes de cette démonstration.
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On vérifie, en utilisant les identités (1.13), (1.14) et (1.15), que la famille
des fonctions de C2 (R") que vérifient les identités (1) et (2) forme une
algébre. Du fait qu’elle contient les fonctions coordonnées, elle contient
les fonctions polynémes nulles en 0. On peut alors conclure en remarquant
que, pour toute ® € C2 (R (C* (R") nulle en 0, il existe une suite ®™ de
fonctions polyndmes nulles en O telles que ®™ et ses dérivées convergent
uniformément sur tout compact vers ® et ses dérivées.

(ii) Reste a généraliser les identités obtenues dans le cas ol les f; ne sont
pas bornées. Commengons par 1’identité (2.2).

Considérons f°e (H)" et une suite f™ d’éléments bornés de (H)"
convergeant fortement vers f,. @ (™) et g @; (/™) convergent faiblement

et quasi partout respectivement vers @ (f°) et g @; (£ °). Si ’on pose, pour
tout meN,

U™(x, y) = @(f" () =@ (f" () =L@ (f ON (/i) =/ ()

la suite U™ converge o, presque-partout vers U°. Il existe une constante
positive K = sup;, ;|| @}, ; ||, telle que

U™, »| S KX |- | =V"(x, y),  VmeN.

Mais la suite ™ converge vers V'° dans L! (c,). On en déduit que la suite U™
est équi-intégrable, et converge donc dans L' (c,) vers U,. L’identité (2.2)
est ainsi établic pour f°.

Lorsque ® est de classe C2, bornée, et a dérivées bornées, (2.1) se déduit
de (2.2) appliquée & @ et & D2,

Pour généraliser I’identité obtenue aux fonctions de classe C!, & dérivées
bornées et nulles a 1’origine, remarquons que, pour une telle fonction, on
peut trouver, par troncation et convolution, une suite ®" de fonctions de
classe C? bornées, nulles en 0, et & dérivées premiéres uniformément bornées
telles que ®" et " convergent uniformément sur tout compact vers @ et @;.

Le théoréme de convergence dominée, appliquée a trois reprises, montre
alors que

Z.—,,-j(‘bﬂf)—q)?' EDICAGEL AP (ﬁ}fj)+J(® (NH—"()*dxz
+J [O(f () =@"(f () =D(f WN+"(f ()]* do(x, ¥)

converge vers zéro quand » tend vers + 0.

On en déduit que @" (f) est une suite de Cauchy dans H. Elle ne peut
converger que vers @ (f), ce qui permet de conclure.
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COROLLAIRE. — Soit f un n-uplet d’éléments de H, et ® une fonction de
C! (R™), nulle en 0 et a dérivées bornées et lipschitziennes. On a Iidentité

a(®(f),g) = +Zi<a (fi» 8®; (f))—jgdva (@ (), g))

+Jg(® (N=2:®:(N).f) dx.,—ﬁdca x, g
x[O(f (x)N=@(f ()= 2. D; (f ) (F; ) —£:()]-

Démonstration. — D’aprés la proposition précédente, cette identité est
vérifiée lorsque @ est de classe C2. Considérons une suite ®" de fonctions
de C2 (R"), nulles en 0, & dérivées uniformément bornées, telle que ®" et O
convergent sur tout compact vers ® et ®;. On a vu que ®" (1) converge
alors fortement vers @ (). D’autre part, pour tout i, les suites ® (f) et
g.@" (f) sont faiblement compactes. On en déduit qu’elles convergent
faiblement respectivement vers ®@; () et ®; (1) g, ce qui assure la convergence
des deux premiers termes du deuxiéme membre de 1’identité. La convergence
des deux derniers termes résulte du théoréme de convergence dominée.

Remarque. — Dans les calculs fonctionnels que nous serons amenés a
effectuer dans la suite, nous utiliserons des fonctions de classe C2, qui
permettent d’obtenir des formules plus développées. On pourra chaque
fois obtenir des résultats analogues en considérant des fonctions a dérivées
lipschitziennes.

2.2, Applications

2.2.1. PrROPOSITION. — Soit ® € C; (R"), nulle en 0 et a dérivées bor-
nées. L’application définie sur (H)" : fir> ® (f)e H est continue.

Démonstration. — On sait que cette application est continue de (H)"
dans H muni de la topologie faible. Il suffit donc de montrer que si une
suite f™ converge fortement vers f dans (H)", a(® (f™)) converge vers
a (® (f)). Décomposons g (@ (f™)) sous la forme

Y i | @M QM [dva (S, S —dva(fis 1]
+2, ,-J(I’é ™ @;(f™) dva(f;, J})+J<D(f ") dy,
+” (@ (") ()= @(f™) (y)* do,(x, y).
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Le deuxiéme terme converge vers la partie locale de a(® (f), @ (1)),
d’aprés le théoréme de convergence dominée.

La convergence des deux derniers termes s’établit par un raisonnement
d’équi-intégrabilité. Reste & démontrer que le premier terme converge
vers 0. 11 suffit de remarquer que si I’on pose

jq)é MO (f™) dva(gi> 8) = Pu(g), Vge®),

q., est une forme quadratique positive sur (H)". En effet,
V}\,ER", Zi,jli}"jYa(fi’ f]) = ’Ya(Zi)"ifi) = 0.

On a alors les inégalités

| 4w (/)= 2 (™| < O F~T™ (D) + 2 (F™)
S KJSYialfi=f" fi=f"

pour une constante K indépendante de m.

Remarque. — Ce résultat tombe en défaut si ’on suppose seulement ®
lipschitzienne et si on a n > 1 (¢f. [2]).

2.2.2. L’identité (2.1) et le lemme de domination de la proposition 1.5.5
permettent d’établir trés facilement le résultat suivant, dd & HamzA (17).

PROPOSITION. — Si a€ §(H3 (Q)), ot Q est un ouvert de R", la partie
locale de a s’écrit :
) af 0
VieCk@, N(H=Yi,|a, L Y ax,
0x; 0x;

avec a; j€ L* (Q, dx), et 3¢ > 0 tel que
VAER", 0<Y ;a;,MAy < e,

Démonstration. — 11 suffit de considérer, pour tout ouvert ® tel que @
soit compact et inclus dans Q, n fonctions ®;, @,, ..., ®, de H; (Q)
égales sur o aux fonctions coordonnées, de remarquer que

of of

Ya(f)=Zi,j— —'Ya((l),', (DJ) sur o,
. 0x; Ox;
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et d’appliquer le lemme de domination a4 X A; ®@;, pour tout n-uplet A € R”,
ce qui donne les inégalités

0< Zi,j)\‘i)"jd'Ya((I)ia (Dj) < C(Zz’}"iz)dx’ si a(f, /)< C”f”lzig(n)-

Remarque. — On montre de la méme fagon, que si a est coercive sur
H} (Q), il existe ¢ > 0 tel que

VAER", Y ja, Mk > e

2.2.3. PROPOSITION :

(@) les fonctions de C* (R") nulles en 0 opérent sur Hy N (Z,—2,).
Si @ est une telle fonction et si f = (f;) = (G W,) est un n-uplet d’éléments
de Hy N (2,—2,), on a identité

(2.3) ()= G(@(f)-%)
= G[_Zi,jq)li’,j(f)%z(fia )+ () (m—fixd)
—jdca(x, -)(CD(f(x))—@(f())—-g,i‘l)i(f(.))(f(X)—f(-)):I;

(b) les fonctions de C* (R™) opérent sur D (A) N L™ (m) si, et seulement
si, D (A) N L*® (m) contient une algébre dense dans H.

Démonstration. — On établit d’abord le lemme suivant.

LEMME. — Soient f un n-uplet d’éléments de H,, et ® une fonction de
C? (R") nulle en 0. Les mesures v, (f;, f;) et

jca(dx, @ =@ (f (D=2 @ (f (N i)~ ()

sont d’énergie finie.
En effet, on remarque les inégalités

lraUfis £ < %(v,. (D +1. ()
et

o, (dx, Y@ )= ()—2: D (f (N (Fi(x)—£ ()
< NSup; ;SUPs emm (1) I le,j(}")IZiJGa(dx’ SICACEIA®)
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Mais, d’aprés 1.4.2 (b), les mesures
()= Ya(fi)""fo-a(dx: D@ —£())?

sont d’énergie finie, ce qui permet de conclure.

Ce lemme étant ainsi établi (2.3) est une conséquence directe de 1’iden-
tité (2.2).

Draprés 1.4.3, on sait que 2 (4) n L® (m) est une algébre. Seule la
partie directe de la propriété (b) est a démontrer. Il suffit d’appliquer (a)
et de remarquer que les inégalités de la démonstration du lemme précédent
établissent 1’absolue continuité par rapport & m de la mesure associée
a @ (f), lorsque f;€ 2 (4) N L* (m), pour tout ie {1, ...,n}.

2.3. Fonctions convexes

La proposition précédente suggére le résultat suivant, qui est I’analogue
d’un résultat établi par MEYER sur les semi-martingales [23].

PROPOSITION. — Les fonctions lipschitziennes et convexes définies sur
R” opérent sur #,—2,.

Démonstration. — Soit ® une telle fonction. Soit f € (#,—Z,)".
Posons f; = f{ — f" avec f{ = GujeZ, et f' = Gu'e 2,.
SigeH", ona

a(@(f), &= lima—)+ooJ]\g(y) (@(f (N)—2(f (x))do,(x, y)+J<I>(f)gdx.,-

Pour tout xe X, soit A(x) = (h' (x), A*(x), ..., k" (x), (1) une forme
linéaire associée a un hyperplan d’appui au point (f; (x) ... f, (%),
@ (f(x)) du convexe fermé de R"*! défini par ®. Si I’on suppose @

k-lipschitzienne, on a —k < A'(x) < k.
On a

fjg M@ (»)-—2(f (x)do,
< Ziﬂg M I () (G (»— G pi(x)) do,

—Hg WH (G )= G (x) do,.
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Cette derniére expression peut s’écrire :
Zij“ G, (gh') (dué—dué')+ziocj(1 —a G, 1)gh' f;dm,
et elle est donc majorée par
kZzJa G, g(du2+du§')—aj(1—a G, D)@ (f)dm.
Par un passage a la limite en o, puis en m, on en déduit :
a(@(f), g) < +kzijg(du'i+du2')-

Remarque. — Si, de plus, ® est décroissante sur (R*)" muni de son ordre
propre, on peut montrer, par les mémes méthodes, que —® opére sur 2,.

3. Forme balayée. Opérateur de Ventcel’

Nous supposerons dans ce chapitre que a est une forme de Dirichlet
de domaine H et que M est un fermé de X de composante polaire vide
dont le complémentaire est noté D. Nous reprenons les notations de 0.2.5.

3.1. Mesures associées a la forme de Dirichlet balayée

3.1.1. CALCUL DE Y .

PROPOSITION. — Pour tout ® € H, Y, (® |3) = 131 7, (D).
C’est le résultat fondamental de cette section.

Il est & noter qu’en particulier, a¥ n’a pas de partie locale dés que les
mesures d’énergie ne chargent pas M. (Dans le cas classique, ceci signifie
que M est de mesure de Lebesgue nulle.)

Démonstration. — Considérons la forme symétrique b définie sur H
par l’identité

b(D) =J dy, (D), VoeH.
M

LemMe. — Si ® = @' quasi partout sur M, v, (®) = v, (D) sur M.
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En effet, si nous considérons une suite D, d’ouverts relativement compacts
croissants vers D et tels que D, =< D, on a

1M Ya ((D) = lM Ya (HM” (I))’ pour tout n,

en notant M, le complémentaire de D,.

Mais il suffit de remarquer que H™»® converge fortement vers H™ @
(¢f. [21], 2.2.1) pour établir I'identité

1M7a(q)) = lMYa(HM(D):

ce qui permet de conclure.
Ce lemme montre en particulier que, pour tout ® € H, g™ (®) > b (d).
D’aprés le lemme de domination de 1.5.5, on a alors :

VOeH,  vm(®) = v, (D).
Mais d’aprés la remarque suivant la proposition 1.5.4, on a
Y (@) = 1377, (D).

Reste a établir I'inégalité 1,,7v, (®) = y,u (P). On voit immédiatement,
d’aprés les définitions, que ',y (D) et v,a (@) sont portées par M. Il suffit
donc d’établir I'inégalité v, (®) = v,um (D).

Dans le cas ou a est symétrique, on a a™ (®) < a (®) pour tout ®, et
I’inégalité cherchée résulte alors directement du lemme de domination.

Le cas non symétrique est plus délicat.

D’aprés le lemme de domination et la remarque suivant la proposi-
tion 1.5.4, il suffit d’établir I’inégalité

a(®) = Jd'ym (D), VdeH,
i.e.

(.1) a®(@—H"®, d—H" ®)

+ %JJ((D(@—(I)()/))Z dGaM +jf2 dX'ZM = 0’ d’aprés (1 14)

Pour pouvoir conclure la démonstration, nous allons utiliser des formes
approchées.
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3.1.2. APPROXIMATION DE G, ET Y u. — Il est clair que o, ety u
sont portées par M (pour y,, on utilise 1.3.4).

Dans les calculs approchés qui vont suivre nous utilisons constamment
la relation : HY¥—H™ = o G? H™.

(a) Si nous considérons formellement deux masses infinitésimales dis-
tinctes dx et dy portées par M comme des éléments de H, on a

Ou (dx, dy) = —a™ (dx, dy)
= —a(dx, dy)+a® (dx— HM (dx), dy—HM (dy))
= 0,(dx, dy)

Flim,, 4 o aj (Id— o GP) (dx— HM (dx)).(dy— H™ (dy)) dm
D

= o,(dx, dy)+lim,., , , aJ HY (dx) HY (dy) dm.
D
D’autre part,

2o (dx) = a (1, dx) = a(1, dx)—a®(1—H™ 1, dx— H™ (dx))

=y, (dX)+lim, , 4 ocJ‘ (1—HM 1).(1— 0 GP)(dx — H™ (dx)) dm
D

= 1 (dx) +limy, 4 o o J (1—H" 1) H™ (dx) dm.
D

Si nous considérons les mesures
UM (dx, dy) = ain” (dx) HY (dy) dm
et

W (dx) = aj (1—HY 1) B (dx) dm,
D
un calcul élémentaire (¢f. [21], 3.1.1) montre que

Ug,a—Us,p=Upu= (B—a)jHi”(dX)ﬁﬁ‘(dy)dm
et
20,2 = X0, p = Xa,p = (B—ot)L(l—B Gy 1—H{' 1) Hyf (dx)dm,
ce qui établit la croissance en o de U’ , et x{! .
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Nous sommes ainsi amenés 4 démontrer les identités suivantes.
: M
(3.2) GaM=1MXM—A0.u+hma—>+ooTU0,a’
. M
(33) AaM = 1MXa+hmu->+ooTx0,u'

(b) Pour établir la premiére identité, considérons deux fonctions f et g
de H* a supports disjoints.
On a

J f(x)g(y)dGaM(x’ y)
——aM(f, g) = —a(f, g)+a®(f— H™ f, g— HMg)

=”f(x)g(y)dcﬁlima-.mOtj(ld—a GP)(f—H™ f).(g— H" g)dm.
L’expression sous la limite peut s’écrire :
ocJ' Hﬁ‘f.l’:IMgdm—aZJfo.gdm—aj fﬁfgdm—ajg.Hi”fdm.
D D

Les trois derniers termes de cette somme étant négatifs, on a
. M
Gy — 0, < hma—5+oo T UO,u’
Uyt , étant portée par M x M, on a en fait
> UY o+ Ly«
Oam 2= Up, ot 1yrxir-4Ca>s

D’autre part, on établit facilement la relation
(3.4 a(HY f, HY g) = a,(H}' f, Hi”g)—ﬁf(x)g(y)dUﬁ‘,a

(cette relation est valable pour f et g quelconques dans H).
On a en particulier
Gar = UG, o+ O gy -

Il suffit donc pour pouvoir conclure, de démontrer 1’inégalité
O = Lygwpr Oas €t d’appliquer ce résultat a a,.

LEMME 1. — O, = 1y Oy
Si M, est la suite de fermés envisagée dans la démonstration précédente,
O, est limite vague des mesures Ggu,,.
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Il suffit donc de démontrer I’inégalité
Oum, 2 133 x37,0, pour tout n.

Or si f et g sont deux éléments de Cg (]l/:f,,) a supports disjoints,
HM» f — f(HM» g—g) est un aP (4°)-potentiel d’aprés 1.1.3.
On en déduit :

ﬂf(x)g(y)dcumn =a(H"" [, H""g) > a(f, &) =‘Uf(X)g(y) do,.

(¢) Pour démontrer la deuxiéme identité, nous suivrons essentiellement
la méme voie.

Nous commengons par établir 1’inégalité

Aare = 1MXa+limu->+oo Txgl,a .
D’aprés (3.4), on a

Yame (AX) = Y (gyma (dx)+JH?,{ 1 HAgf(dx) dm.

Il suffit, pour pouvoir conclure, d’établir 'inégalité Y, = %, H™ et de
I’appliquer & a,. On aura en effet

A(a)™ = lan"i‘dey.

LEMME 2. — La mesure d’équilibre de a™ est plus grande que la mesure
balayée sur M de la mesure d’équilibre de a. Si D est relativement compact,
ces deux mesures sont identiques.

Démonstration. — Notons <* I’orde fort dans le cone des fonctions
a-excessives (¢f. [1] et [21]; dans [21], ces fonctions sont appelées sur-
médianes).

Si p est une mesure sur M positive et ne chargeant pas les polaires, on a
(cf. 1.3.1, et [21] 2.3) :

> Gu<GOLHY) < p<yHY
L’implication peut étre remplacée par une équivalence lorsque D est rela-
tivement compact.

Remarque. — Si M est compact, Y, est la mesure d’équilibre de M.
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Pour établir I’identité (3.3), il suffit maintenant de démontrer 1’inégalité

Jf dYaae <Jf dyatlim,, ;o ij 15,

lorsque f décrit une partie totale de H*.

On peut prendre f dans H®, ol ® est un ouvert relativement compact
quelconque, puis f, a®-potentiel d’une mesure bornée. Une telle fonction
est également le a-potentiel d’une mesure bornée. Il suffit donc de prendre
f positive, & support compact et potentiel d’une mesure bornée.

Considérons une suite g, de fonctions de H*, égales a 1, sur le support
de f, et croissant vers 1. On a

j'deaM = 1imn—*+ooaM(gna f)

= 1imn—>+oo(a(gn’ f)_aD(gn_HMgn: f—HMf))
Si f = G p, cette limite peut s’écrire :
r
dea_J(l_Hg Ddp

= fdxa—lima»+mjd Gy (1—Hg Ddp

i

= f an+lima—>+oo TJ\fdxl(;l,u—hma—'+w aj(l '_—HI(;{ l)(Id—'(X ,(\;f)f dm.
(d) Nous pouvons maintenant achever la démonstration de 3.1.1.

Le premier membre de I'inégalité (3.1) est minoré par lim,, . rx) (D)
avec

M (@) = aj(ld——oc GP)(®— H” @).(0— H™ ®)dm + %Jqﬁ e
+ j 2 a3+ %H(«D(x)—cb(y)fdus’,a(x, )
(io,xdx) = aj(l—ﬁ?f 1) HY (dx) dm; 1im 1 %o, = Yan— lst).
En reprenant le calcul de [21] (3.1.3), on établit I’identité
(3.5 rin(®) = gﬂ(fb(X)—‘I’(y))2 (HY (x, dy)+HY (x, dy)+o G, (x, dy))
+§jq>2(1—a G2 1-HY 1+1-a GP1—H" 1) dm
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pour tout ®e L* (TIM (m)+ﬁ:’ (m)+m), ce qui permet de conclure a la
positivité de rif.

(On remarquera que 1—aGP1-HY1 = (Id-aGP) (1-HY 1) est
positif.) La proposition 3.1.1 est ainsi démontrée.

3.1.3. MESURE O™ ET y,,. FORMULE DE DouGLAS. FormEes n Er rM.

(a) DEFINITIONS. — On appelle bimesure de Naim associée & M la
bimesure O™ = 6,0 — 131 xpr—a Ca-

On note ¥y, (X0 la mesure Yoa — 1y Ao (Uane — 13 %2)-

D’aprés 2.1.2, on a

(3.6) oM =lim,, ,, T UY,,
(37) XM = 1ilntz—>+ao TXI(;I,u(iM = limu—>+ooTi0M,a)-

La terminologie « bimesure de Naim » évoque le noyau introduit par
NaiM [24]. Le lien avec le noyau de Naim apparait clairement dans la
« formule de Douglas généralisée » que nous allons énoncer. On peut aussi
remarquer que [’identité (3.6) a été démontrée par DooB pour le noyau
de Naim [12].

(b) FORMULE DE DOUGLAS GENERALISEE. — Pour tout ® € H,
1 r
J dy;(@)+@%dy, = - J (@ (x)—@(»))* d0¥ (x, y)
D 2JJIMxM-A

1 i

- J (@ (x)=@(»))* do, (x, y)
2JJbxxuxxp-aA

+ ; @ (dyp+dxYp) +a® (©—H™ D, ®—HM D).

o

11 suffit d’écrire J d vy, (®) sous la forme
D
a”(®)+a”(@—HM O, q)—ﬁMcD)—f dy, (D)
M

- %H (@ (x)— @ () do,(x, y)— J % dyz

et de développer a™ (®) en utilisant les définitions précédentes et la propo-
sition 3.1.1.
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Remarque. — Cette formule fut d’abord établie par DoucLAs [13]
dans le cas classique et en supposant que D est un disque. © était alors
calculé explicitement. OSBORN [25] généralisa ce résultat 3 des domaines
plans limités par des courbes réguliéres. DooB [12] donna un résultat plus
général en utilisant la frontiére de Martin et le noyau de Naim [24]. Son
travail fut ensuite généralis¢é par KUNITA au cas des diffusions [19] et
par T. KorI au cas des espaces harmoniques symétriques [18]. Une formule
analogue a été établie par SILVERSTEIN, en utilisant des méthodes proba-
bilistes (¢f. [28], 6.34, et [27] dans le cas symétrique).

(¢) En utilisant la formule (3.7), on démontre aisément le résultat
suivant :

(3.8) Xor =Sup, e nHY et Xy =sup,.apHY,
ou A4 (/:1\) désigne la famille des mesures positives définies sur D, ne char-
geant pas les polaires, et telles que

GPu<1-HM1(GPp<1—-HM1).
(d) Posons

n(f) = %H(f () =f () o™ (x, y)+ %sz (dar+da)
et X
rM(f) = a®(f=H" f, f—H" [)+n™(f).

La formule de Douglas montre que

Af () =S (»)* do,(x, y)

DxXUXXD—

(3.9) ™M(f)= f L, (D+f ; ”

Les formes bilinéaires symétriques associée a r™ et n™ sont donc des éléments
de 2 (H).
Enfin, on peut noter que

™M(f) = lim,s 4 o 7oy () pour feH.

3.2. Opérateur de Ventcel’. Dérivée normale

L’objet de cette section est de montrer comment, dans notre cadre, nous
pouvons introduire un « opérateur de Ventcel’ » permettant essentiellement
d’énoncer une « condition frontiére » pour qu’une fonction de classe C?

TOME 106 — 1978 — N° 1



MESURES ASSOCIEES 101

opére sur le domaine du générateur, dans le cas ou la mesure de base m
ne charge que l'intérieur de X (dans les travaux effectués jusqu’ici sur ce
sujet, X était une variété a bord) : c’est la proposition 3.2.3.

Dans un deuxiéme temps, on voit comment peut &tre introduit, essentiel-
lement dans le cas symétrique, un opérateur de « dérivation normale »
a M satisfaisant a la formule de Green et opérant effectivement comme une
dérivation.

3.2.1. DEFINITIONS :

(a) on note 2, (D) le cone des fonctions de H telles que f — H™ f = GP p,
ou p est une mesure positive de a-énergie finie;

(b) on appelle opérateur de Ventcel’ de M, et on note LM, I’application
définie sur 2, (D)—2,(D) et a valeurs dans (HY)' telle que V ®eHY,
vfe'@a (D)_‘@a (D)s Slf_HMf= G® K,

CLM(f), @) = a(f, ﬁM@)—JDﬁMQdu-

Remarques :
(i) si f= Gv, LM (f) s’identifie & la mesure 1,,.v;

(i) on établit aisément 1’identité :
(3.10) CLY(f), ®pe > = a(f, ‘D)—j ®dy, VOeH;
D

(iii) pour tout £, ge H¥ ( LM (HM f), g > = a™ ([, 9).

3.2.2. CALCULS FONCTIONNELS

NotaTION. — Si ge H,, on note 1(g) l'opérateur de multiplication
par g, défini sur H,.

PROPOSITIONS. — Si f est un n-uplet de fonctions de (2, (D)— 2, (D)) nH,,
si @ est une fonction de C*? (R™) nulle en 0,

(@) ©(f)e(Z.(D)—2,(D) n H,;
®) si®(f)—HMD(f) = GPp et f;—H™ f, = GP y,; pour tout

ie{l,...,n},
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on a les identités :

3.11) p—1,2(f)%a
= Zi‘I’;{(f)(lli_lDfiXa)

_Zi,jq):",j(f)Ya(fi, f;) lp—fdca(x, 2)
x[@(f N —@(f (N =L@ (f (NS —=fi( )] 16(.),

(G.12)  TMW-(f).xu
. = Zﬂ Y () —fi- %

“J[‘D(f(x))—‘D(f(-))—Z:‘Pé(f(-))(f.-(x)—fi(-))]
X (dOM(x, )= 1pxp (X, ) do,(x, .)),

(3.13) LM@()=1y(f)
= 2 (LM () ot (@ ()= Ly /() fi- %)

_lMl: 1, ;O i () va(fis fj)+jd0a(xs 2)
X ((D(f(x))—q)(f(-))_Zi(D;(f('))(fi(x)_fi(')):l;

(¢) si fy = GPv, on a lidentité

G.14) LY@~ 1y-P(f) L
= =0 (). M= Yis 1,151 ; () Ly Ya is f)

+Zi>1(LM(ﬁ)°T(<D$(f))—1M®£(f)ﬁ-xa)—1MJdGa(x, )
X[®(f () (=@(f (N =Liz1 @ (f (NS D)=L (D]

(Dans les deux identités précédentes, on considére que LM (® (f)) opére

sur HM.)

Remarque. — L’identité (3.14) justifie la terminologie employée :
dans le cas ol a est associé a une diffusion sur une variété a bord et ou les f;
sont des coordonnées d’une carte locale, elle permet d’identifier LM avec
I’opérateur frontiére introduit par VENTCEL’ [29]. Toutefois, la démarche

suivie ici est plus proche de celle de KUNITA [20].
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Démonstration. — La propriété (@) et I’identité (3.11) sont des consé-

quences directes de I’identité (2.2) et du lemme établi dans la démonstration
de 2.2.3.

Pour l’identité (3.13), il suffit, dans la définition de LM (® (f)) de
développer a en utilisant (2.2), et de développer p en utilisant 1’identité
(3.11). L’identité (3.14) est une conséquence de I’identité (3.13) et du
résultat suivant :

SifeHP, 1,,v,(f,8) =0, YgeH. En effet,

2
V@ebZ™ (X), (JM(I)dYa(f; g)) <L‘Dd¥a(f)><JM<DdYa(g)-

Le premier terme du produit est nécessairement nul, ce qui permet de
conclure.

Pour I’identité (3.12), il suffit d’utiliser 1'identité
—LM@(f), 9+a" (S, &) = jg dii™(p), VgeHM,

et en prenant g borné, de développer LM en utilisant I’identité (3.13),
et aM en utilisant les résultats de 3.1, et I’identité (2.2). Cette identité
permet de calculer, pour tout ® appartenant 2 HY, la balayée sur M de
la mesure de aP-potentiel : HM ®? —(HM ®)?, et ainsi de généraliser un
résultat de DooB (c¢f. [12], voir aussi Kunita [19]).

3.2.3. PROPOSITION (condition frontiére).

(A) Supposons que M est de m mesure nulle (en particulier, M = 0D).
Si AP désigne le générateur de G?, f € H appartient a D (A) si, et seulement si,

() f—HY fe D (4);

(i) IM(f)=0.

(B) Supposons de plus que :

(@) 1,.T,(f) < m, pour tout fc H. et

®) 1p.6a < m.

Ces conditions sont en particulier vérifiées dés que :

@) 1yyp.0,=0cet

b)) 2 (AP) N L™ (m) est une algébre.

Soit f un n-uplet de fonctions de Hy telles que f;—H™ f,e 9 (AP) (par
exemple, f; e 9 (A)) pour tout ie {1,...,n}. Soit ® une fonction de
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C? (R"), supposée nnlle en 0. Alors, ® (f) appartient @ 9D (A) si, et seule-
ment si, IM (@ (f)) =0 (cf. (3.13) et (3.14) pour une expresston déve-
lopée).

Démonstration. — La propriété (4) est une conséquence directe des
définitions.

Pour (B), le probléme est de vérifier que @ (f)—HM ® (f) appartient
a4 9 (4AP). D’aprés (3.11), et les inégalités de la démonstration du lemme
de 2.2.3, si ®(f)—H"(@(f) =GPp et si j—H"f,=Gp;, on a .
I’inégalité

Illl < Z,II‘PI “oo | ,J'il"_nsupi,jllq);",j“oo 1 2 T () +f2 %),

ce qui permet de conclure.

Démontrons enfin que les conditions (a’) et (b') entrainent les conditions
(a) et (b). Remarquons que, d’aprés (a’), pour tout ouvert relativement
compact ® tel que w S D, pour tout fe H, pour tout f’' e HP égal 4 f
sur o, on a lidentité 1,v,(f") = 1, T, (f). On a également 1, %, = %,,;
il suffit alors d’appliquer 1.4.3 & a® pour pouvoir conclure.

D’un point de vue probabiliste, la condition (a') signifie que le processus
de Markov associé a a n’a presque slirement pas de sauts partant de D.

3.2.4. DERIVEE NORMALE.

(@) Si les mesures d’énergie ne chargent pas M, nous noterons 0/on™
I’opérateur f+> LM (f)— f.1,, ¥, nous l’appellerons I’opérateur de déri-
vation normale a M associé a a. En effet, il est alors facile de voir que, en
reprenant les notations de 3.2.2 (b) :

g =% (yer (@ "
i (@U) = Tie g ()T (@i(f) sur B

cette identité justifie le terme de dérivation.
D’autre part, I’identité (3.10) peut alors s’écrire :

<iMf, gM> =J dl,(f, g)—j g(dp—f dya),
on D D
Vf,geH (formule de Green).

(b) Si la forme a est symétrique et si 1,,, .0, est nulle, on peut toujours

définir I’opérateur de dérivation normale a M : il suffit de remplacer a

par rM,
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Si fe ?,(D)—2,(D) avec f —H™ f = G® p, on pose donc :
VoeHY, <6iM(f), (I)> =rM({, HMQ)—J HM(I)dp—J‘ fHM®dy,.
n D D

On a les identités :
“ d
() VgeH, <WHMf, g|M> =n"(f, &) =rMH" [, HY g);
. 0
(i) VgeH, (—f gy )=| dl(f,9—| g(dn—fdy)
on D D
(formule de Green).
(iii) En reprenant les notations de 2.2.2,
O @ =YL (fer@(f) sur HY
6nM lanM i i b *
Les identités (i) et (ii) sont des conséquences directes de la définition.

Pour établir (iii), on appliquera I’identité¢ (2.2) a rg et l’identité (3.13).

(¢) Restriction ¢ un fermé. — Reprenons les hypothéses de (b). La
forme MM = g™ —n™ appartient 3 2 (HY) (et donc & 2 (H)). D’aprés les
résultats de 3.1, on a, pour tout fe H,

Oy = lprxpr-Oos Yo = Lpr-Xa et Yare (far) = L ¥a (f)-

On peut appeler A la restriction de @ & M.
Dans 2 (H), on a @ = rM+AM et g™ = M+ )M,
Enfin, on a l’identité

VfeP (D)=Po(D), (LU(), .= <%,(f), .>+xM<fM, ).

3.3. Un théoréme de construction

Les résultats de la section 3.2 permettent d’améliorer 1’énoncé et la
démonstration du théoréme de construction établi dans [21] (¢f. aussi

[16], [19], [27] et [281).
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I s’agit de donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’étant
donnée une forme de Dirichlet définie sur un espace fonctionnel basé sur
M, on puisse construire une forme de Dirichlet définie sur un espace fonc-

tionnel basé sur X, induisant a® et ayant H™ et H™ pour noyaux de Poisson
sur M, dont elle soit la balayée.

Dans ce paragraphe, tous les espaces de Dirichlet envisagés seront
a priori supposés réguliers et minimaux.

3.3.1. PRELIMINAIRES. — Posons
£ ={f eCx(M) tel que f (x)~f (y)e L* (©™)}.

&£, qui contient HY n Cy (M), est uniformément dense dans Cg(M).
Pour tout fe %, on pose

n(f) = %H(f ()—f (1)*dO™ + éjf 2 (A + dar)-

PROPOSITION :
(a) si fe L, HM f —HM fc HP, et on a linégalité

M (f) > i a® (H™ f— ™ f);

() soit # = HY () ® H® = H,, (£) ® H.
Pour tout fe H#, on pose
() = aP(f=H™ f, f=HY £)+n™ (fig).
Si T est une contraction de R, si fe H#,
Tfe# et ™M(Tf)<r™().

Il est & remarquer que la propriété (a) est fondamentale pour établir
le théoréme de construction dans le cas non symétrique, et qu’elle ne peut
apparemment pas étre établie a I’aide de la « formule de Douglas » démon-
trée sur H.

Démonstration :
(@) si fe#, en explicitant la positivité de ™ @ (HM f+HY f)/2),
(¢f. 3.1.2 (d)), on obtient I’inégalité

P O(f) > iab‘“’(HMf—ﬁMf),

TOME 106 — 1978 — N° 1



MESURES ASSOCIEES 107

avec
MO () = O H" 1)

= M@ (HM f) = %f (f (0)—=f (»)*dUg.,

+%Jﬁ3’f(1—oc G 1—HM 1)dm

+%ngff(1—aé£1—ﬁ:‘1)dm

et en posant

a’®(g) = ocj(g—oc GPg)gdm, pour tout geL?*(m).

Il reste alors & faire tendre o vers + co, en utilisant les identités (3.6) et
(3.7) et le résultat suivant :

Si g € L? (m) et si lim inf. a® @ (g) < + o0, alors g € H? et
lim,, , , a” @ (g) = a” (g)
(¢f- [3] dans le cas non symétriqu:e);
(b) pour tout fe L* (TIM (m)+ 1™ (m) +m), posons
PO (f) = a®O(f—H" f, f= B f)+n" ().

D’aprés l'identité (3.5), r @ est une forme quadratique sur laquelle
les contractions opérent.

Sife o, ™M@ (f) tend vers ™ (f) quand o tend vers + co.
Si T est une contraction de R, si fes#’, HM T fes#. D’autre part,

a® (T f—HYTf) =r*(Tf-HY Tf)
<2MO(Tf)+2rMOHYTS)
<2 +20M D ().
On en déduit I’inégalité
lim sup, oy 4o a°> @ (Tf—H" Tf) < + o,
ce qui montre que Tf —HY T fe H? (¢f. démonstration de (a)).

On en déduit que les contractions laissent stable #. Du fait qu’elles
opérent sur r™ @, elles opérent alors sur r™.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



108 Y. LEJAN

On pose
Dy = {f €Cx(M) tel que Iy eCx(X) tel que y—HY f eH"}
et
Dy=<LNDy.
D> qui contient I’espace des traces sur M des fonctions de Cy (X) nH,
est uniformément dense dans Cy (M).

3.3.2. PROPOSITION. — Pour qu’une forme de Dirichlet k, définie sur
un espace K basé sur M, soit la forme balayée sur M d’une forme de Dirichlet
g, définie sur un espace G basé sur X, tel que G = HP, et admettant aP
comme restriction a H?, HM™ et HM comme noyaux de Poisson sur M, il
faut et il suffit qu’elle vérifie les conditions suivantes :

(@) o, = O;

(®) % = Tar e % = Xngs

(o) K est Dy-régulier (i. e. Dy-régulier, d’aprés (a));

(d) il existe v > 1 tel que k(f) > (y/4) a® (H™ f —HM ) pour tout
fe ™ nK;

(e) si A est K-polaire, HM 1, = M 1, =0, q.p. sur D.

Remarques :

(a) ’hypothése (d) est automatiquement vérifiée pour y = 1, du fait
de I’hypothése (@) et de la proposition précédente. (d) est donc une hypo-
thése de coercivité.

Les hypothéses (a) et (b) sont les deux hypothéses « essentielles », qu’on
retrouvera, sous cette forme ou sous une autre, dans tout énoncé de ce
genre;

(b) dans le cas ol toutes les formes de Dirichlet envisagées sont symé-
triques, les hypothéses (a) et (b) peuvent étre remplacées par I’hypothése
suivante (a énoncer aprés 1’hypothése (c)) :

Les contractions opérent sur la forme k—n™ définie sur Z,, n K (on
utilise la proposition 1.5.5. La forme n™ se prolonge en un élément de

2 (K)).
Démonstration.

(A) Partie directe : (a) et (b) sont des conséquences directes des identités
(3.6) et (3.7). (e) est évidente. (c) provient du fait que Z,, N HY est la trace
sur M de Cy (X)n H.

(d) 1l existe un réel o > 1 tel que a™ (®) < o a(®), Ve H.
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En prenant ® = (HY <I)+I}3’ ®)/2, on obtient I’identité :
(a—1)a™ (@) > Z‘aD(HMcp—ﬁMcp),

ce qui permet de conclure.

(B) Réciproque : Soit ?' ’ensemble des parties de X dont la trace sur M
est K-polaire et dont la trace sur D est HP-polaire.

D’aprés I’hypothése (e), 'espace G = { f + H™ g, fe H®, geK }, muni
de la topologie de I’espace produit HP? xK auquel il est naturellement
isomorphe, est un espace fonctionnel de base (X, 2’). L’hypothése (¢) en
assure la régularité.

HM™ définit un opérateur continu sur G. HY —H™ opére continliment
de G dans HP, d’aprés la proposition 3.3.1 (a) et la régularité de K.

La forme bilinéaire g, définie sur G, par I’identité :
VS, heG,  g(f, ) =k(fy, hy)+a®(f—H" f, h—H" b)

est évidemment continue sur G.
Sa coercivité résulte de I’hypothése (d). En effet,

VieG, g(f)=k(f)+a®(f—H"f, f~H™ f) )
= k(fu)+a"(f—HY f)+a°(f—H™ f, B f—H f)

> k(fy)+a® (f—HY f)— %\/i(fM)Ja”(f—HMn
Y

>(1- 22 ikt +a - )
Nz

Montrons maintenant que les contractions opérent sur G.

H# N G étant dense dans G, et g étant coercive, il suffit (¢f. 0.1.2,
remarque) de vérifier les propriétés :

Q) Vfe#nG Tfe # nG;

(i) g(Tf) <g(f),Yfe # n G, pour toute contraction T.

(i) est évidente, d’aprés 3.3.1 (b), et du fait que

H G ={fe tel que fyeK}.

Pour vérifier (i), remarquons que g (f) = r™ (f)+k (f1) —n™ (f,)-
Les hypothéses (@) et (b) font que les contractions opérent sur k—n™.
D’autre part, elles opérent sur ™ d’aprés 3.3.1 (b). G est donc un espace

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



110 Y. LEJAN

de Dirichlet : il est facile de voir que 2’ coincide avec la famille des
ensembles G-polaires, et que G® = HP. A moins qu’on ne se place dans
le cas symétrique, il reste a vérifier que la contraction unité f— f* A 1
opére sur g et g.

Montrons tout d’abord que la contraction-module opére :

VfeG,
g(f*, fH)=a®(fT—HY 1", f_—ﬁMf—)—fjf+(x)f_(Y)d0k
= limys s, PO (fF —HY f*, f~—HM f7)

—J ) f~ () do,
=ummw[— f (F= 0GP f* 4 £+ M -
+f_Hi"f+)dm+J‘J‘f+(x)f— (J’)(dUal,a—de):l-

La négativité du premier terme est évidente. Celle du deuxiéme terme
procéde de I’hypothése (@) et de I’identité (3.6).

Pour établir que la contraction-unité opére sur g (on raisonne de la
méme fagon pour g), il suffit, d’aprés 1.3.5, de montrer que, pour tout
feCL(X)NG, si heG est tel que 0 <A <1 et h=1 sur Supp (f),
onag(hf)=0.

Or, on a

g(h, ) = k(hy, fy)+a® (h—H" b, f~H™ f)
=Jf dXﬁjjf(y)(l—h(X))de
Flimy, , @ (h—HY h, f—HM f).
Le dernier terme peut s’écrire :
1imwwaj(f—1}Mf)(h—a GP h—HM h)dm

= lima_,+wcxjf(1—oc th—H:‘h)dm—aJﬁMfu—a GP1—-HM1)dm

+afﬁ:’f(1—h)dm—f F ) A—h(x)dU,.
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Le premier et le troisiéme terme sont positifs. Le deuxiéme terme est minoré

par —J fdyy, d’aprés Pidentité (3.7). Le quatriéme est minoré par

j‘ () (A=A (x)) dO™.

La négavité de g (A, f) résulte alors des hypothéses (a) et (b) de la propo-

sition. On montre facilement que H™ et HM sont les noyaux de Poisson
associés a g. Ceci conclut la démonstration.
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