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APPLICATION DE LA SUITE SPECTRALE D'HODGKIN
AU CALCUL DE LA K-THEORIE DES VARIETES DE STIEFEL

PAR

Axpre ROUX
[Lyon]

RisumE. — Le but de cet article est de montrer que la formule de Kunneth en
K-théorie équivariante, donnée par L. HopGKIN, permet de calculer la K-théorie
complexe de certains espaces homogeénes. En particulier, on calcule la K-théorie
complexe des variétés de Stiefel réelles; les résultats étaient déja connus dans le cas
des variétés de Stiefel complexes et quaternioniques.

Dans une premiére étude, on examine la dégénérescence de la suite spectrale
d’Hodgkin, et on exhibe un cas olt I’on peut remonter de la graduation a la filtration.
Ici, on utilise essentiellement la structure multiplicative de la suite spectrale. Dans
une étude plus précise, on donne l’interprétation géométrique des edge-morphismes;
pour le premier edge-morphisme, cette interprétation était déja faite par L. HopGkIN.

Dans une partie algébrique, on explicite, sous certaines conditions, le premier
terme de la suite spectrale, qui est une algébre de la forme Tord (i, Z), oll G et s
sont des algébres de polyndmes a coefficients dans Z (la structure de g-module de ¢
étant donnée par un homomorphisme de ¢ dans #). La méthode, utilisée ici, est
proche de celle de L. SmitH; les difficultés proviennent du fait que I’anneau des
coefficients n’est pas un corps.

On montre alors que les hypothéses faites précédemment sont vérifiées dans le cas
des variétés de Stiefel complexes, quaternioniques et réelles dont on explicite entié-
rement la K-théorie.

0. Introduction

Lors des journées de topologie algébrique qui ont eu lieu a Lyon en
mars 1970, L. HopckiIN avait exposé ses travaux sur « une formule de
Kiinneth en K-théorie équivariante ». M. KarouBr proposait alors
d’utiliser cette formule pour le calcul de la K-théorie des variétes de
Stiefel réelles (avec, en vue, le calcul de la KO-théorie de ces variétés).
En fait, pour les variétés de Stiefel complexes et quaternioniques, la
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K-théorie se calcule trés simplement a I’aide du théoréme de Leray-
Hirsch ([9], p. 398-399); trés récemment, S. GITLER et KEE YUeEN Lam[5]
ont mené a bien le calcul dans le cas des variétés de Stiefel réelles, mais
leur démonstration est assez compliquée, et nous était inconnue.

Nous espérons que cet article persuadera le lecteur du trés grand intérét
de la suite spectrale d’Hodgkin. A partir de celle-ci, des considérations
purement algébriques permettent le calcul de la K-théorie d’un certain
nombre de variétés homogénes, en particulier des variétés de Stiefel.

Dans le premier paragraphe, aprés avoir cité la suite spectrale
d’Hodgkin et donné quelques explications, nous dégageons un cas « clas-
sique » de dégénérescence et exhibons un cas particulier ol nous pouvons
remonter de la graduation & la filtration.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous étudions la structure de certains Tor
et nous explicitons, & nouveau, un cas particulier oit nous pouvons appli-
quer les résultats du premier paragraphe.

Dans le troisiéme paragraphe, nous retrouvons, a titre d’exemple,
la K-théorie-des variétés de Stiefel complexes et quaternioniques; puis,
aprés quelques rappels sur l’anneau des représentations complexes
de Spin (n), nous montrons que les résultats des paragraphes précédents
peuvent s’appliquer au cas des variétés de Stiefel réelles dont nous
déterminons entiérement la K-théorie.

Dans le dernier paragraphe, nous donnons l'interprétation géométrique
des edge-morphismes; ici, nous sommes amenés a utiliser le début d’une
résolution géométrique servant a la construction de la suite spectrale
d’Hodgkin.

Je tiens a remercier MM. KarouBi, BRACONNIER et BRAEMER pour
leurs encouragements et leurs conseils durant 1’élaboration de cet article,
ainsi que M!e QUEsADA sans laquelle ce papier serait resté un manuscrit
illisible.

1. Généralités sur la suite spectrale d’Hodgkin

(1.1) Enoncé du théoréme. — Soit H un sous-groupe fermé d’un
groupe de Lie G compact, connexe et dont le groupe de Poincaré m, (G) est
sans forsion. Il existe une suite spectrale multiplicative fortement conver-
gente telle que

E. (G/H) = Torh (R (H), 2)

et que E_ (G/H) soit 'anneau gradué associé¢ a une filiration négative
de K* (G/H), compatible avec sa multiplication (i. e.

Fr K* @ F7 K* — Fr+7 K¥*),

Cette suite spectrale sera appelée la suite spectrale d’Hodgkin [6].
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(1.2) Notations et explicitations

(a) Soit ¢ = R (G) I'anneau des représentations complexes de dimen-

sion finie du groupe de Lie G. {1} S G donne w:G—>R({1})=2%,
définissant ¢ comme une Z-algébre supplémentée G =Z @ I et Z
comme un g-module.

HS G donne I’homomorphisme de Z-algébres supplémentées
9: §=R(G)>R®H =2,

définissant € comme un g-module. On note I l'idéal de #¢ engendré
par ¢ (Ie) (I Iy).

Tor¢ (4¢, Z) = @ Tord (4, Z) est bien définie comme une algébre

nxo

graduée sur Tor% (¢, Z) = s Qg Z = #¢|I, 3¢/l étant lui-méme une
Z-algeébre supplémentée.

On note Tory, (¢, Z) = @ Torg (4, Z), ou Tory, (3¢, Z) = Tord, (¢, Z).

nZo

(b) Dans lexpression E, (G/H) = Tor}¢ (R (H),Z), R(G), R(H)

et R (1) sont trivialement Z,-graduées :
R(G =g, R(G=0, R@EH=2x RHEH=0
R (1) =2, Rt (1) =0.

EZ7 est donc nul pour p > 0 et Z,-périodique en ¢, la Z,-graduation
totale correspondant a celle de K* (G/H). Explicitement, on a
Tor(; (9¢, Z) pour ¢ pair,

EpT =
; 0 pour ¢ impair.

Donc, pour ¢ impair, on a 0 = Ef'7 =...= E7 = Fr Kr+i|Fr+t Kp+q,
par conséquent :

1o Fr Kr+q9 = Fr+t Kr+7; en particulier F* K~ = Ft K- = 0.

200 = Eg;*n o+t & Epyret & Bpero=iret = 0; done B4+ = ERSY,
pour ¢ impair; d’olt Eyr = Espiy.
Remarques :
1o La filtration étant négative, on a un edge-morphisme
0°: E} >E% =F K|F'K' = F' K* S K",

20 De plus, comme F* K—' = 0, on a un quasi-edge-morphisme

0—': E;"° > E;" = F' K-F° K- = F- K— S K-,
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(1.3) Cas de dégénérescence de la suite spectrale

ProposiTioN. — Si Torg (3¢, Z) est engendrée comme algébre par

ses éléments de degré > —2, la suite spectrale d’Hodgkin dégénére
E2 Ree e RS an'

On sait déja que E,=E; (comme algébres); supposons que
E, =...= E, comme algébres. Alors E, = E, = Tory; (4¢, Z) est engen-
drée par E;> Q E;' @ E°, et on a ’

d,- (E—;? @ E;i @ E‘,}.)CE;2+I‘ @ E;1+r @ E; — 0’
car r < 2; comme d, est une dérivation sur E, (la suite spectrale étant

multiplicative), on a d, = 0, donc E,. = E,.,; et le résultat s’en déduit
par récurrence.

Remarques :

1o Dans le cas ou la suite spectrale dégénére, le edge-morphisme et le
quasi-edge-morphisme sont des isomorphismes

00 = ¢/ = Tory (¢, Z) = E; 3 EY* = F' K",
61 = Torg' (%, Z) = E;"* 3 E;"* = F-1 K-,

20 Dans les cas considérés dans la suite (variétés de Stiefel),
Torg, (4¢, Z) sera engendré par ses éléments de degré > —1, et corres-

pond au cas envisagé ci-dessous.

(1.4) CGas particulier o1 1'on peut conclure

THEOREME. — On suppose que Torg (¥, 2Z) = A @z A, ou :

A =Aglu, ...,u,] est la Z-algébre extérieure sur p générateurs
W, ..., U, chacun de degré —1,

et
A = @ A* est une Z-algébre supplémentée graduée négativement lelle
k<o

que Af =0 pour k < —1.
Alors, comme algébres Z,-graduées, on a
K* (G/H) ~ Tor} (3¢, Z).
Dans ce cas, Tory (4, Z) est engendrée, comme algébre, par la
Z-algebre supplémentée Torg (4¢, Z) = A° de degré 0, et
Torg' (56, 2) = A P A QA [u,, ..., uy]



APPLICATION DE LA SUITE SPECTRALE 349
de degré — 1; donc la suite spectrale d’Hodgkin dégénére, et on a des
isomorphismes

0: A3 F K S K,
0: APAPA IF1K+S K,

Alors, pour 0 £k < p 4 1, un élément
aeTor;,"‘ (9, 2) =A"Q A fuy, ..., u,] AT Q A [uy, ..., up]

s’écrit d’une facon, et d’une seule, sous la forme

a= E artu AN W,

0=y ...k Lp

+ 2 bi1-~vjk—l u/t /\ e /\ uik—n’

0=j1 <o < Jh—1£p

avec ai--e€A° et bt A,
Or, A° étant une Z-algebre supplémentée, on a A'C A° @ A, et on pose

04 () = ¥ 00 (@) 0 (). .. 0 (uy)

0Li;< . .<ir<Lp

+ Z go (bjg..-l'kgn) g1 (1_11-1). .0 (u/'/.»—t),

0=/ <o <Jh—Zp

les produits étant effectués dans K*.

La filtration de K* étant multiplicative, on a 0—* (a) e F—* K*, et en
filtrant Torf; (5, Z) par sa filtration naturelle

FrTork (J¢, Z) = @ Tor, (%, Z),
g rLs<£0 g

0= 2 0~* est un homomorphisme de groupes filtrés de Torg (3¢, Z)
0LkLp+1

dans K* (G/H), et 0 induit un isomorphisme sur les gradués associés.
La filtrarion K* = F-7—1 K*>...>F' K¥>F° K¥*> F' K*¥ = ( étant
finie, il est facile d’en déduire (lemme des cinq) que 6 est un isomor-
phisme :

0: Tor} (3¢, Z) > K* (G/H),
c’est-a-dire

[>) Toré" (#¢, Z) ~ K° (G/H),

k<o

@ Tory*" (3¢, Z) ~ K~ (G[H).
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Remarques :

10 On notera que 0 = 2 0—* n’est, a priori, qu'un homomor-
0ZLk<Lp+1
phisme de groupes (filtrés) et non un homomorphisme d’algébres. Le fait
que 9 préserve les structures multiplicatives ne se déduit qu’in fine,
lorsque I'on sait que 0 est un isomorphisme.

20 Cette premiére étude montre que I'important est d’expliciter la
structure d’algébre de Torf; (¢, Z). On se limitera dans la suite au cas

ol g est un anneau de polyndmes a coefficients dans Z, ce qui est toujours
le cas si m, (G) = 0.

2. Etude de Tor§ (s, Z)
(2.1) Généralités. — Soit ¢: G =2Z [y, ..., Y] > % (55 () = 0)
un homomorphisme de Z-algébres supplémentées.

Le calcul de Tor§ (3¢, Z) est théoriquement simple, grace a la g-réso-
lution libre de Z due a KoszuL. Explicitement, soit Ag [ui, ..., u.] la

G-algébre extérieure graduée sur n indéterminées uy, ..., u, de degré 1,
sur laquelle on définit une g-dérivation d, par du; =v; (i=1, ..., n).
On a alors la g-résolution libre de Z,
d
0— A [w, ..o, u] > A.é” [ag, .., un] — ...

A [ty s w] S A [, ] =G S Z 50,
Par G-tensorisation par ¢, on obtient le complexe

(1) 0 > A% [ty ooy U] > A [y, ey U] > .

d
> Al o] S Al [, - ) = 2,

ou d est alors la se-dérivation définie par du; =9 (y) (i =1, ..., n).
Tor¢ (s¢, Z) est I’homologie de ce complexe, mais le calcul en est prati-
quement impossible. Deux cas sont cependant simples :

10 4¢ est un G-module libre; (1) est alors une suite exacte, donc

( 0 pour k=0,

G (3¢ =
Tork ( ’ Z) z ge ®(f; 7 — ge/I pour k =0.

20 Le complexe (1) est trivial : du; = ¢ (7)) =0, c’est-a-dire que ¢ est
un g module trivial; alors Tor§ (3¢, Z) est la s¢-algébre extérieure graduée
Age [ty . uy].

On va pratiquer en « mélangeant » les cas 1° et 2o,
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(2.2) Idéal de Borel ([10], p. 79-93). Premiére étude de Tor% (¢, Z).
— Soit 3¢ = Z @ I, une Z-algebre supplémentée. Pour une suite by, . . ., h,,

d’éléments de I,,, on définit un homomorphisme de Z-algébres supplé-

mentées ¢’ : G' = Z[y,, ..., Ym] > 8 par ¢’ (y)) = h;, de sorte que s
devient un g’-module.

On dit que Ay, ..., h,, est une suite de Borel si 3¢ est g’-module libre;
I'idéal J, engendré par les éléments de cette suite, est appelé un idéal
de Borel de 4C et hy, ..., h, est appelée une J-suife.

Remarque. — Sous les hypothéses précédentes, #¢/J est alors un groupe
abélien libre car, si (x;);c. est une base du §’-module ¢, (T;);c . est une
base du groupe abélien 3¢/J.

ProposiTION. — Soit § = Z[Y1, ..., Yn] 5 ¢ un homomorphisme de

Z-algébres supplémentées tel que :

1o Pidéal J = (¢ (Y1) - --» @ (Yn)) S0if un idéal de Borel de 3¢;
20 {0 (V1)y «v.s @ (Ym) | soil une J-suite.

Alors, Ualgébre Tor9 (3¢, Z) est une #¢|J-algébre extérieure graduée
sur n — m indéterminées U, ..., U,, chacune de degré 1 :

Tor§ (¢, Z) = Ay [ty -+ oy Un] = 8[J @z Ag [Wnrss - -, U]

Soient §' =Z[y1, ..oy Ym)s G" = Z[Ymr1s -+ -5 Yn]. G étant un g'-
module libre et §" = g ®4. Z (= §//g’ dans la terminologie de [4],
chap. XVI-6), on a une suite spectrale réguliére

E},, = Tor§’ (TOI‘?, (3¢, Z), Z) = Tor§ (s¢, Z).
Or, #¢ étant par hypothése un g’-module libre, on a

0 si q3#0,
Qg 2L =] si g=0.

g’ —
Tor¥" (3¢, Z) =

Il en résulte que cette suite spectrale dégénere, et on a
Tor$” (#/J, Z) = E, =...= E, , = Tor§ (s, Z).

D’autre part, 4¢/J étant un G"-module trivial, on a

Torf'” (5¢)J, Z) = Adejs [@nsis - .oy U]
d’ou
Tor{ (4, Z) = Al [Umss -, Ua-
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(2.3) Deuxiéme étude de Tor9 (4, Z)

(2.3.1) Soit ¢ =Z|[ys, ..., Tn, 4] 5 ¢ un homomorphisme de Z-
algébres supplémentées. g étant un ¢’ (=Z[y,, ..., Y])-module libre
et Z[A] = g ®g - Z = G/|g’, on a une suite spectrale réguliére

E},, = Torzd (Tord’ (2¢, 2), Z) = Toré (3¢, Z).

Comme la dimension cohomologique du Z [A]-module Z est égale a 2,
onaE; , = 0pour p=0, 1. Donc la suite spectrale dégénére: E;, , = E; .
On a ainsi la suite exacte

) 0 — E; , - Tor¥ (s, Z) ~ E} ,_, 0,

E; , et E} , étant définis [voir (2.1)] par la suite exacte

9 ol d ar o
(6)) 0 — E} , — Tor? (s¢, Z) — Torf (s, Z) ~ E;, >0,
dans laquelle d est induit par la multiplication par A.

Remarque. — Si Tor9’ (5¢, Z) est un groupe (gradué) libre en tout degré,
il en est de méme du sous-groupe (gradué) E7 , [en vertu de (3)]; donc,
pour tout ¢, la suite exacte (2) est fissible, et on a

Tor§ (2, Z) = E3 , @ E;

yg—1°

(2.3.2) Premier cas particulier. — On suppose que ¢ est un g'-module
libre. On a alors

0 si ¢:%0,
Tord (3¢, Z) = H Qg Z =[],

ou J=().-,9@n) si ¢g=0;

la suite exacte (2) donne alors
0 si q#0,1,
Tor?’ (@, 2) ={ E2, si ¢g=0,
E}, si gq=1;
donc Tor? (3¢, Z) = E2 ,.

De plus, la suite exacte (3) donne

E?),o =&/l = 9€®g z, ou I=(9 (Yi)’ ces 9 (Yn)s @ (A))’
Ei,=@@):DJ, ou (9Q):J)={zek|o(d)zel|.
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En particulier, la structure de Tor% (3¢, Z) = s¢/I-module de

Tor¥ (3¢, Z) = (¢ (&) : J)/J

est donnée par
r.a==zx.a pour z€(9 (A):J)/J et aex|J.
De facon générale, on note A la Z-algébre graduée supplémentée,

définie par

A=A, =3€/I=3C®gz,

A7t =A=(3(8): N,
A+ =A; =0 pour k=*0,1, k>0,

avec
I=00) --e@)e@), J=0@G)- -9

On a dongc le résultat suivant :

LeMME. — Si € est un G’-module libre, on a

Tord (s, Z) = Ay [ou Tor}, (5, Z) = A*].

(2.3.3) Deuxiéme cas particulier. — On suppose que J est un idéal
de Borel de # dont (¢ (Y1), ..., ¢ (Y=)) est une J-suite. D’aprés (2.2),
on a alors

Tor§" (3¢, Z) =Aye )y [Wnsss + - oy Un] = 3|J @3z Az [tnsrs - . ., Us.

De plus, d’aprés la remarque de (2.2), 5¢/J est un groupe abélien
libre; il en est donc de méme de Tor% (s¢, Z). D’aprés la remarque
de (2.3.1), on a alors

Tor$ (s, Z) = E} , @ E3 ,_..

Or, de la suite exacte

0> A, — 2/J 23 se/J —~ A, >0,

on obtient, par tensorisation par le groupe abélien libre AZ [Wntsy . . ., Uy,
la suite exacte

0> A @ A% [ty -+ os ta] > Aep [ 1> Adeps[ ]

— A, ® A% [um+1, ooy un] —0;

BULL. SOC. MATH. — T. 99, FASO. 4. 23
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on a donc
q
Eﬁ,q — Ao ® Az [ullt+1’ ey un]’

q
E?,q = Al ® AZ [um+1s ceey un],
et, par suite,

Torf (s, Z) = E} , @ E} ;-1 = (A Qz Az [Untss - - ., U]y
On a donc le théoréme suivant :

TuEoREME. — Sous les hypothéses précédentes :

10 @ =2Z[v1. .., YnA] % 3¢ homomorphismes de Z-al gebres supplémentées;

20 =(@()s ---»9(yn)) est un idéal de Borel de 3¢ dont
(@ (1)s -+ -5 @ (vm)) est une J-suite.

Alors, Ualgébre graduée (négativement) Torg (3¢, Z) est égale a Ualgebre
graduée produit tensoriel A* Q®z Ag[Umyiis ..., U] sur n—m indéter-
minées U4, ..., U, de degré — 1, avec

A =%/, I=(CP (\{1)’ 9“?(7")’(.0(A»’
A= (9 Q) : NI
Remarques :

10 Tous les résultats intermédiaires, établis dans ce paragraphe, sont
des cas particuliers du théoréme ci-dessus. D’autre part, ce théoréme admet
certaines généralisations, mais sous cette forme, il nous sera tres suffisant.

20 Reprenons le cas particulier de (2.3.2), ol nous avons la suite
exacte

0> A - se/J S5 ae)J — A0 > 0.

Cette suite exacte est proche de celle donnée par Atrvan ([1], p. 105).

De facon plus précise, K étant un groupe fini opérant librement et
linéairement sur la sphére S**+! par p: K — U (n) = G, soit H le sous-
groupe fermé de U (n) engendré par K et U (n —1). On doit, alors,
pouvoir démontrer que ’on se trouve dans le cas de (2.3.2), c’est-a-dire

que I'on a #¢/J = R (K) et ¢ (A) = A_, (p), de sorte que
A = K1 (8*'[K) et A= K°(S*!/K).
3. K-théorie complexe des variétés de Stiefel

(3.1) Variétés de Stiefel complexes SU (n)/SU (m) (0 <m < n).
— Soit p, la représentation canonique de dimension complexe n
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de SU (n). On définit les représentations virtuelles m; = 7 (p,) par

i _2(— 1)~/ < ) M (on) —1 pour 1 ~<i~=n—1,

1r,~=0 pour i>. n;

explicitement

i
T =2“{i (on — n), ou v, = )\t/(l—l)-

On montre aisément que :

() melspw;

(i) R(SU (n) (= Z[* (pr)s - .., 7" (pa)]), s’identifie, comme Z-al-
gébre supplémentée, a la Z-algébre des polynomes Z[n, ..., T];

(iii) pour m < n, ¢ : R (SU (n)) — R (SU (m)) étant ’homomorphisme
induit par inclusion SU (m) S su (n), on a ¢ (1) = m, ol W; = 7 (pp).

11 résulte de ceci que l'idéal J = (¢ (my), ..., ¢ (Tr—y)) est un idéal
de Borel de R (SU (m)) admettant pour J-suite (9 (my), ..., @ (Tm_1)).

Par application de (2.2), comme R (SU (m))/J = Z, on a

TorZ¢V (R (SU (m)), Z) = Ag[Tms - ..y Thei].
Donc, d’apreés (1.4), on a le théoreme ci-dessous.
TurtorEME (CoNNOR-LAzARroV [9], p. 398-399). — En tant qu’algébres
Z,-graduées, on a (pour 0 < m < n) :
K* (SU (n)[SU (m)) ~ AZ[7" (pn), - - ., 7" (pa)];

chaque 7 (p,) étant de degré — 1.

(3.2) Variétés de Stiefel quaternioniques Sp (n) /Sp (m) (0 < m < n).
— Soit ps, la représentation canonique de dimension complexe de

Sp (0) S U @2n).
En notant Z [oy, «7', ..., @y, ;'] Tanneau des représentations du
tore maximal de Sp (n), on a

hm) =M+ +4 9

= @+ o]0+ Gk o — 2+ 0

i=1
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On définit les représentations virtuelles 7; = n! (p.,) par

D st =7 (pu) =TI+ (i + et —2)s),

i>0 i=1

ke (Pan) = (1 + D* 7 yuv g2 (P2n)-

On montre aisément que :

(i) m;€ Isp( pour i > 0, m; = 0 pour i > n,
: 2(n—j
X (o) =3, ( (l _j])) s
j=0

(i) R (Sp (n)) = Z [ (p2n)s - . .5 A" (p2n)] s’identifie, comme Z-algébre
supplémentée, a la Z-algébre des polyndmes Z [r, ..., 7,];

(ili) pour m < n, 9 : R (Sp (n)) > R (Sp (m)) étant I’homomorphisme
induit par I'inclusion Sp (m)-g Sp (n), on a ¢ (m;) = m; ou 7; = 7 (Pam).

Il résulte de ceci que l'idéal J = (¢ (), ..., ¢ (7,)) est un idéal de
Borel de R (Sp (m)), admettant pour J-suite (¢ (), ..., ¢ (7).

Par application de (2.2), comme R (Sp (m))/J = Z, on a
Tor2Srm (R (Sp (m)), Z) = Ag [Thnvts - - -5 Tn)-

Donc, d’aprés (1.4), on a le théoréme suivant :

TutorEME (CoNNOR-Lazarov [9], p. 398-399). — En tant qu’algébres
Z,-graduées, on a (pour 0 <m < n) :

K* (Sp (0)[Sp (m) ~ Az [ 7"+ (pan)s - - -, T (p2a)],

chaque n (p,,) étant de degré — 1.

(3.3) Variétés de Stiefel réelles Spin (n)/Spin (m) (0 < m < n).
(3.3.1) Notations sur les représentations complexes de Spin (n) ([8],
p. 184-195). — Pour ¢ =1 ou 0, soit p... la représentation canonique de

dimension 2 n + ¢ de Spin (2n + ¢)

(Spin 2n +¢) > SO (2n 4+ ¢) S SU (2n + ¢)).
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Comme dans le cas quaternionique, en notant Z [y, a7’, ..., as az'],
Panneau des représentations du tore maximal de Spin (2n + ¢), on a

)\t (P2n+s) = (1 + t)eH (1 —I— ] t) (1 —l— (Zl-_i t)

i=1

=1+ t)2n+sl—[[1 + (o + a7 ' —2) t/(1 +©)?).

i=1

On définit les représentations virtuelles m; = 7’ (p2n4c) par

Dimst =7 Grend) = [ 11+ @+ o' =25

>0 1=1
d’olt
A (Pante) = (1 + O Ty p g2 (Panre) 5
et on a
7€ Ispinan+e pour i > 0, m; =0 pour i > n,

i

A (Pzn+a) =2 <2n _l*——e-_—]_ 2") T; pour 0Zi<Zn.

j=0

Soit A (2 n + ¢) =l_l(ozy2 + a;*2) la représentation spinorielle cano-
i=1

nique de dimension complexe 2" de Spin (2 n 4 ¢).
(@) Lorsque ¢ =1, A (2 n 4 1) est irréductible. On pose
A=A, =A2n+1)—27

n

la relation A (2n + 1) =Z M (p2n44) S’écrit alors

i=0
A22n+ 1) =Z [Z (2(ni»—_k3c+ 1>J . =2 92n—k) ;.
k=0 i=k k=0

R (Spin 2 n 4 1)) = Z[A (Pan+1)s -+ 5 A" (P2nea), A (2 n 4 1)] s’iden-
tifie, comme Z-algeébre supplémentée, a la Z-algébre des polyndmes

Z[n,, ..., T, Al
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'(b) Lorsque ¢ =.0, A (2 n) se décompose en deux sous-représentations
de méme dimension complexe 2! : A (2n)=A+(2n)+ A= (2n).
On pose

AL =A%, =A+(2n) —27,
A_=A;, =A-(2n)—2+,
A=A++A——=A‘ln;
les relations v
(A4 @n) + (A ) @ 1) = 1 (pur) + 2[4 (o) + 2 (pa) +...],
A+ (2 n).A—(2n) = At (pan) + A% (Pan) + - . .,

s’écrivent alors

A" 2n) + Q) 2n) =7 + 2[an—2 Tu—z + s Tos +...],
A+t (2n).A~2n) = Tpy + Qs Tz +.. .,

d’ou la relation

A2 (2 n) :2 92 (n—4) g,

k=0

R (Spin 2n)) = Z[X (p2n), ..., A% (p2n), A (2n), A~ (2n)] s’iden-
tifie, comme Z-algébre supplémentée, a la Z-algebre de polyndmes

Z[my ooy Ty, A, Al =21y, oo, Taee, Ay — A, AL

Enfin, ¢ : R (Spin (2n + ¢)) - R (Spin 2 m + ¢’)) étant I’homomor-
phisme induit par I'inclusion
Spin(2m 4 ¢') S Spin(2n +¢)(2m + ¢ <£2n 4 ¢),
on a :
9 (m;) = 7, ou 7 =7 (Prmis)s
¢ (A) = 2+ A, ou A=Az (=4, + AL si ¢ =0),
?(By) =0 (A) =20t A pour 3 =0.

(3.3.2) Lemme préparatoire.

LemME. — Spin 2 n + ¢) est un Z[rn,, ..., n,]-module libre de base :
Soit {1, A} pour : =1; .
Soit {1,A,,A_, A%} ou {1,A,, A, A%} pour ¢ =0.

(a) 3 = 1. — Hest facile de voir que tout élément de R (Spin (2 n + 1))
s’écrit sous la forme :

@) P1+QA, ou P, QeZ[nm, ..., m)
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Comme m,=A*>@2n +1) —2 a; T;, on peut considérer P et Q
i<n
comme des polyndmes en A? (2 n + 1) a coefficients dans Z [r,, ..., Tr]e
En se rappelant A = A 2n + 1) — 27, (4) s’écrit

PA*@n+1)—20Q@A*@2n+ 1)+ QA2 @2n+1)A2n +1).

Si une telle expression est nulle, par raison de parité en A (2n + 1),
on a P = Q = 0; donc, R (Spin (2n + 1)) est un Z|[ny, ..., 7,]-module
libre de base {1, A }.

(b) e = 0. — 1l est facile de voir que tout élément de R (Spin (2 n))
s’écrit sous la forme

() P1+QA, - RA_+SA’, ot P,Q R, SeZ[m, ..., m]

Comme
mo= @2+ Q)R — Y am
i<n—1

et . =Av@2n).A-@n)— Y bim

i<n—1

en posant X = A+ (2n) =4, + 2", Y = A~ (2n) = A_ 4+ 2 pour
alléger les notations, on peut considérer P, Q, R, S comme des polyndmes
en X* 4 Y2 et XY & coefficients dans Z[m,, ..., T, ], et (5) s’écrit

P (X2 + ¥, XY) + Q' (X* + Y2, XY) X
+R(X:+ Y2, XY) Y + S(Xt + Y2, XY) X,
avec
Pl — P__ 211—1 Q _211———1 R + 22(n—1) S’ Q/ — Q — 272 S.

Si une telle expression est nulle, par raison de parité en X, Y, on a

P (X4 Y, XY) + S(Xt + ¥V, XY) X* =0,
QX+ Y, XY)X+R(X*+ Y2, XY) Y =0;

et par un raisonnement simple de divisibilité, ceci entraine la nullité
de P, Q, R, S, donc de P, Q, R, S. 11 en résulte que R (Spin (2 n))
est un Z[n,, ..., m,]-module libre de base {1,A,,A_, A2}, donc
(1,4, 4, A%},

N. B. — A fortiori, Spin (2 n + ¢) est un Z[n,, ..., w,,]-module libre
pour m = n.
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COROLLAIRE.
(i) Pour e =1, on a
RSpin@2n +1))[J=ZPZA,
la multiplication éfant donnée par A.A = — 27+ A,
(ii) Pour ¢ =0, on a
RSpin(2n))/J =ZDZA. DZADZA:,

la multiplication étant donnée par la table

A, A A2

A, | A2 | — 201 A A2 | A3 2n1A2
A . — onH A2

A2 2in—1 A 4 Qe+t A

En particulier, on notera que A*> = A (A, + 27).

Remarques :

10 Dans le corollaire précédent, les générateurs A, A, A2, sont d’aug-
mentation nulle pour 'augmentation canonique de R (Spin (2 n 4 €))/J,
(7, ..., T, étant d’augmentation nulle). Il est intéressant géométri-
quement de prendre comme générateurs

A+@2n), A@R@n+¢) ou ARn+eg—2"=A

[de sorte que A? = A.A, (2 n)].

R (Spin (2 n + 1))/J est I'algébre unitaire sur un générateur A (2 n 4 1)
avec comme multiplication, A (2 n 4 1) = 2",

R (Spin (2 n))/J est l'algébre unitaire sur deux générateurs A+ (2 n),
A = A (2n)— 27, avec comme table de multiplication :

A+ (2 n) A

A+(@2n) | A.A+(@2n) + 20 A+ (2n) — 220 | AA+ (2 n)

A — 1 A
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20 1] sera aussi utile de remarquer que

(a) R(Spin 2 n + 1)/(zs, ..., Tass) = Z[A],
(%) R (Spin @ n)/(xs, ..., W) = Z[AL] © Z A,

la multiplication étant donnée par la loi A,.A = A} — 21 A,
3.3.3) Calcul de K* (Spin (2 n + ¢)/Spin (2 m + ¢)). — Soit
9 : R (Spin (2 n 4 ¢)) - R (Spin (2 m + ¢'))
I’homomorphisme induit par I'inclusion Spin (2 m + ¢') S Spin (2 n + ¢),

(e, =0,1,2m + ¢ <2n + ¢). Les notations sont celles de la fin
de (3.3.1); on pose, de plus :

(s poure =1,

w=m, pour i=1,...,n—2 et Uy =1 A poure =0
\ ST = — Ve

1o Cas général : n — 2 4+ e > m. — Comme ¢ () = Opourm < i < n,
lidéal J = (¢ (), ..., ¢ (Ur—y)) de R (Spin (2 m + ¢')) est engendré par
la suite S = (9 (W) =7y, ..., ¢ (Wn) = Ty) et, d’aprés le lemme prépa-
ratoire, J est un idéal de Borel admettant S comme J-suite. On a donc

TorZ#s - ual (R (Spin (2 m + ¢')), Z) = A% [tpasy -« oy Uni]s
ol Upig, - ., Un—y sont de degré —1, et
A = R (Spin 2 m + ¢"))/J.

Le théoréme de (2.3.3) donne alors :

THEOREME :
TorZSeinez+3) (R (Spin (2 m + ¢)), Z) = A* (5, ¢') Qg Ag [Umsts « .« +5 Unai]s
olt A* (s,¢') = A°@ A~ est l'algébre graduée déterminée par la suite
exacte
0>A1>A—>A—>A"—>0,
dans laquelle la fléche centrale est la multiplication par

rm—ie A1 J = ¢ (8) J = g (A*) J

suivant que ¢ =1 ou 0.
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Explicitation de A* (3, &) :
(@ ¢ =1,0na
A (e, 1) =21 P Zpn—n—1+. A,
A~ (1) =2Z @2 + A) =2y,

la structure d’algébre étant donnée par

A — Qm+1 (modulo 2n—m—1+a) A/,
Av=v.v=0.
() ¢ =0,0na
A (0) =21 PZA, D Zpn—mnss: AP Zynm—rs A}
(=4" @A, +2m7),

A7 (0 =ZQ2 +A)YPZ2" +A)YA, +2")Y=ZvDH Zw,
la structure d’algebre étant donnée par le tableau de la multiplication
donné dans le corollaire de (3.3.2), ou 'on remplace A, A, A? et npar,
respectivement, A}, A’, A'? et m, et ou les coefficients des deux derniéres
colonnes sont pris modulo 27——1+¢,

A v=Aw=ANv=ANw=vv=ww=vw=0,
Al.v=—2""1p + w, A w=2m"1A p =271 wp— 2001 p,

20 Cas particuliers : n—2 4+ : < m.

(@) ¢ = 1,alorsn = mete = 0. On seréfére a (3.3.2), remarque 2° (b),
ce qui donne

. (0 si 0,
Tothsmenen (RSPn @MY D ={g o 7y & 270

la multiplication étant A;> = 0.

() e=0, alors p—1=m et ¢/ =1. On se référe a (3.3.2),
remarque 2° (a), ce qui donne

Torkspmenm (R (Spin n—1)), Z) = Az[A, —A]
(le cas ¢/ = 0 n’est pas un cas particulier).

De (1.4), on déduit alors :

TuEorEME. — En tant qu’algébres Z,-graduées, on a
dans le cas général :

K* (Spin (2 n + ¢)/Spin 2 m + ¢'))
= A* (2 n+4c¢ 2m-+ 8,) ®Z AZ [HM+1a Y un—i],
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et dans deux cas particuliers :

K*(Spin(2n + 1)/Spin(2n)) =ZH Z A,
K* (Spin (2 n)/Spin 2 n — 1)) = Az[A. —A_].

Remarques :

10 On peut donner la formulation suivante du théoréme précédent :
K* (Spin (2 n + ¢)/Spin 2 m + ¢)) = A o [UWnsty - -+, Un—, V]/(A]D),

avec A° = R (Spin 2m + s’))R . 1® Z; pour ¢ =0, on a alors
(Spin 2 n+¢))
w=A_.pv} 2 1p ’

20 Les deux cas particuliers correspondent & la K-théorie de S*»
et S*»~1, respectivement.

30 Soit Ky la sous-algébre de K* (Spin (2 n -+ ¢)/Spin (2 m + ¢')),
engendrée par

letv, umniry ..., Uny pour ¢ =1,

1, AL etv, Upiy .., Uny pour ¢ =0.

K} est alors un groupe abélien libre supplémentaire de la sous-algébre
de torsion K} de K*. De plus, la multiplication par A’ envoie surjecti-
vement K} sur K}.

4. Interprétation géométrique de la suite spectrale d’Hodgkin

- (4.1) L’application naturelle « ([2], p. 27-28). — Soit H un sous-
groupe fermé d’un groupe compact G; H opérant par translations & droite
dans G, G — G/H est un fibré principal de groupe structural H.

Pour une représentation p:H — U (n), soit « (p) le fibré vecto-
riel GX, G" sur G/H, obtenu par adjonction 4 G de la fibre G*, sur
laquelle H opére a4 gauche par p. Il est évident que la classe d’iso-
morphisme stable de o (p) ne dépend que de la classe d’équivalence de p
dans R (H), et que p > a (p) définit un homomorphisme de Z-algébres
supplémentées « : R (H) - K° (G/H).

Pour une représentation ¢ : G — U (n), 'application

(9, 2) = (9, 7 (9) 2

de Gx C" dans (G/H)x G" se factorise a travers G X () G* qui est ainsi
un fibré trivial sur G/H. De ceci, il résulte facilement que a se factorise
a travers R(H) QryZ sous la forme a =ap, avec p:p—>0Q®1
de R (H) dans R (H) Qr Z et «: R (H) Qry Z —~ K° (G/H).



364 A. ROUX

ProposiTiON. — Sous les conditions du théoréme (1.1), a s’identifie
au edge-morphisme 6°:R (H) Qr¢ Z-> K° (G/H) de la suite spec-
trale E, (G/H).

Ceci se déduit trivialement du lemme (7.4) de [6], qui assure la commu-
tativité du diagramme

K (G/H) @z Kb (G) ——> K3 (GIH X G)
k k
¥ oo ¥
R (H) Qr¢) Z— > K° (G/H)
olt k est le produit tensoriel externe et ol les isomorphismes verticaux
sont bien connus.

Application. — Cette proposition permet de donner une signification
géométrique aux générateurs de la Z-algébre supplémentée A° (s, ¢'),
obtenue en (3.3).

Par exemple, le générateur A, € A° (¢, 0) 5K (Spin (2 n + ¢)/Spin (2 m))
est o (A+ (2 m) — 27 ') = a (A+ (2 m)) — 2"1. De méme, le générateur
A’e A° (1, 0) est « (A (2 m)) — 2™, comme ¢ (A (2n 4+ 1)) = 2" A (2m),
on a 2" a (A(2m)) = a (¢ (A (2n + 1))) = 2" (d’aprés le paragraphe
avant la proposition); on a done 0 =2"—"[a (A (2 m)) — 2] = 2= A/,
ce qui vérifie bien la 27—-torsion de A’ dans A° (1, 0). On peut, en
fait, vérifier géométriquement (c’est-a-dire avec «) la table de multipli-
cation de A° (g, 0).

(4.2) L’application mnaturelle 3 ([2], p. 27-28; [3], p. 118-123). —
Soient ¢,¢’: G— U (n) des représentations dont les restrictions a H
sont équivalentes par un opérateur d’entrelacement 7. L’application de G
dans U (n), B(¢',0,7): g’ (9) 7o (¢! v est invariante par I’action
de H dans G, et définit donc une application de G/H dans U (n) SuU (o0).
On montre facilement que la classe d’homotopie (libre) de cette appli-
cation dans ¢ (G/H, U (o0)) (voir [8], appendice) :

(i) ne dépend pas de I'opérateur d’entrelacement choisi pour la définir
[car U (n) est connexe par arc];

(ii) ne dépend que de la différence ¢’ — o dans R (G) [car les appli-
cations gro' (1o (gt et g (9 P Po(g)P ' sont
homotopes dans € (G/H, U (0)) (voir [5], p. 76)).

Il en résulte que B est un homomorphisme de groupes de Ker ¢
dans [G[H, U ()] = K~ (G/H).
D’autre part, de la suite exacte de R (G)-modules

(6) 0->I(G)—>R(G)—~>Z >0,
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on déduit, par R (G)-tensorisation par R (H), en remarquant que
Torg;, (R (H), R (G)) = 0, la suite exacte
(@ 0 Torik (R (H), Z) > R (H) Que I (6)

— R (H) Qre R(G) = R (H),
dans laquelle la derniére fléche est donnée par p @ o > p9 (¢) (=0 si
g€ Ker 9).

I en résulte que I’homomorphisme o+>1® o de Ker¢ dans
R (H) @r I (G) est factorisé par un homomorphisme

v: Ker o — Torzls (R (H), Z).
ProposiTioN. — Sous les conditions du théoréme (1.1), B s’identifie

a 0—'v:Ker ¢ —~ K~ (G/H), ott O :Torgy, (R (H), Z) > K~ (G/H) est
le quasi-edge-homomorphisme de la suite spectrale E, (G[H).

Comme K' (G) = 0, la suite exacte de Ks-théorie de la paire (CG, G),
ou CG est le cone non réduit de G, donne la suite exacte

0-— K¢ (CG, G) > K¢ (CG) —~ K (G) — 0,
qui est la Ks-interprétation de (6), puisque
K;(G)=12 et K (CG) = K¢ (pt) = R(G);
le « mapping cone » de GSCGestla suspension non réduite SG de G

et I (G) = K (CG, G) = K;(SG) (SG est connexe).
Par R (G)-tensorisation par K; (G/H) = R (H), on a la Kg-interpré-
tation de (7),
0 — Torz{s (K¢ (G/H), K¢ (G)) ~ Ks (G/H) @r) Ke (CG, G)
— K¢ (G/H) Qr) Ko (CG) — Ko (G/H) Qe Ko (G) - 0.

D’autre part, CG étant G-contractile en son sommet, est un « basic
G-space » ([1], p. 7); donc, le produit tensoriel externe k :

K2 (G[H) Qu) K& (CG) — Ko (GIHX CG)

est un isomorphisme et, comme K;' (G/H) = K;' (CG) = 0, il en résulte
que K;' ((G/H)xCG) = 0. Donc, la suite exacte de Kg-théorie de la
paire ((G/H) x CG, (G/H) X G) donne la suite exacte

0->Kza' ((G/H)x G) > K¢ (G/H)X CG, (G/H)x G)
— Kg ((G/H) X CG) — Ko (G/H) X G).
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On a alors le diagramme de suites exactes

0— Tor! (K(;(G/H), KG(G)) — Kg(G/H) ®R(G) KG(CG, G) —> .K(;(G/H) ®1{((;) KG (CG)
®) IS |+ [
0 — K5' (G/H) X G)—— Ko((GIH)xCG, (GIH)x G) — K¢ (G/H) x CG),

ou k désigne toujours le produit tensoriel externe.

Or, dans la terminologie de ([6], p. 7), GS CG est une « basic G-map »,
c’est-a-dire que G+— (CG)* est le début d’une résolution de G ([1], p. 11);
et la construction de la suite spectrale d’'Hodgkin montre que le quasi-
edge-homomorphisme 0! est 'unique homomorphisme fermant commu-
tativement le diagramme (8).

Rappelons que, 7 :(G/H)X G— G/H étant le G-fibré principal se
déduisant de I'opération diagonale de G dans (G/H) X G, 1’1dent1ﬁcat10n
de K* (G[/H) et K% ((G/H)x G) est donnée par n*. Donc,

j: Ks'((G/H)x G) -~ K¢ (GIH)x CG, (G/H) % G)

étant un monomorphisme, la proposition sera démontrée si, pour
tout ceKero, on aju* B(s) = k(1 ® x (¢)), ol y est I'isomorphisme
canonique de I (G) dans K; (CG, G).

Un élément de Ker ¢ peut s’écrire sous la forme ¢ — n, ol ¢ est une
représentation de G dans U (n) telle que ¢ (¢) = n, B (¢ — n)e K~ (G/H)
est alors représenté par g > o (9), et n* (B (¢ — n) par le G-automor-
phisme de G-fibré vectoriel sur (G/H)X G :

(G, h,2) > (g, h,c (" g)z) de (GIH)X GXCr
(G opérant trivialement sur C7). Si on note V le G-module G* sur

lequel G opére par o, n* 3 (¢ — n) est alors représenté par le G-isomor-
phisme de G-fibrés vectoriels

(G/H) XY : (§, h,v) > (g, h,o (") z) de (G/H) X GX V sur (G/H)x Gx C~.
11 en résulte que j n* 3 (¢ — n) est représenté par le triplet
d = (G/H)xCGX YV, (GIH)xCG x Cn,
(G/HYyxy: (GIHYXGXV — (G/H)x Gx Cn.

Or, il est facile de voir que y (¢ —n)e K (CG, G) est donné par le
triplet
(CGXV,CGxQYy: GXV— GXxQr);

donc, k(1 ® z (¢ —n)) =d.
. C. Q. F. D.
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Application. — Cette proposition permet de donner une signification
géométrique aux éléments Uiy, ..., Un—y, D, W dans le cas ot G/H est
une variété de Stiefel. Nous considérons, par exemple, le cas de
Spin (2 n + 1)/Spin (2 m) :

Pour i =m 41, ..., n—1, u; s’identifie & 3 (%! (P2n+1))-

Pour v, on sait que, dans Spin (2 m), on a

m

A* (2 m) =¥ 2:0mK) 7k (py,.);

k=0

donc, en posant

g = A2 (2 Il) ——2 22(”71{) ﬁk (P‘lll)s
k=0
on a 9 (¢) = 0 et 2~ p s’identifie 4 (3 (o).

Pour w, onaw = (A, + 27") v = a (A*+ (2 m)) B8 (¢), la multiplication
étant effectuée dans K* (Spin (2 n 4 1)/Spin (2 m)). :

Remarque. — p: G — G/H étant la projection canonique, du fait de
la naturalité de (3, on a le diagramme commutatif

C

Ker ¢ > 1(G)

@l J{&

K~ (G/H) > K~ (G)

D’aprés [7] (théoréme A), 3, définit un monomorphisme de
1(G) ®rwZ=1(G)|I* (G)

dans K-* (G), qui est un groupe abélien libre. Il est facile de voir que 3
se factorise a travers Ker ¢ @z Z ~ Torg,, (Im ¢, Z); mais

Torz(e (Im @, Z) — Torz(s (R (H), Z),

induit par linclusion Im ¢ S R (H), n’est en général pas injectif, donc
B:Ker 9 Qr Z— K~ (G/H) n’est pas injectif. D’autre part, dans le cas
ou G[H est une variété de Stiefel, la restriction de p* a K;' (G/H) est
injective. Il serait intéressant de savoir si, dans le cas général, la torsion
de K—' (G/H) admet un supplémentaire canonique K;' (G/H) comme
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dans le cas de Spin/Spin, et si la restriction de p* a K; ' (G/H) est injective.
De méme, il serait intéressant de savoir si, dans le cas général,

a: R(H) Qrec Z— K° (G/H)

est un monomorphisme.
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