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Bull. Soc, math. France,
99, i97i, p. 3 à 72.

(Thèse Se. math., Paris, 1969.)

INTÉGRALES D'ENTRELACEMENT
ET FONCTIONS DE WHITTAKER

GÉRARD SCHIFFMANN (*).

§ 0. Introduction.

Soit G un groupe de Lie réel, connexe, semi-simple et à centre fini.
Choisissons une décomposition d'Iwasawa G == KAU de G avec K
compact, A abélien et U niipotent. Soit M le centralisateur de A dans K.
Si / est une forme linéaire, à valeurs complexes sur l'algèbre de Lie
de A, on lui associe le caractère exp(jH) h^ ^(H) de A, et on note <( À , a ) >
la valeur de ce caractère au point a de A. Ce caractère est unitaire si,
et seulement si, Re (À) = o. Soit alors f une fonction, définie et continue
sur G et telle que

(O.i) f(gau)=<^—^—^,a^f(g) pour aeA et uçU

(p, demi-somme des racines positives). Soit M' le normalisateur de A
dans K et soit W == M'\M le groupe de WeyL Si w e W et si w est l'un
de ses représentants dans M', on considère l'intégrale

(0.2) A (À, w) f(g) = f f(guw) du,
t/ V(\wUw—^

intégrale qui peut encore s'écrire

(0.3) A(À, w)f(g)== f __ _f{gwv)du,
v rr\w—^ uw

où V est le sous-groupe niipotent opposé à U. La fonction A (À, w) f
vérifie (O.i) où on a remplacé À par w(À). Dans le cas où Re(^) = o,

(*) Thèse Se. math., Paris, 1969.
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ces intégrales fournissent, au moins formellement, des opérateurs d'entre-
lacement des représentations de la série principale. Elles ont été intro-
duites par R. A. KUNZE et E. M. STEIN [12], et sont également consi-
dérées dans [5]. Ces intégrales divergent pour Re(À) = o, aussi, pour
leur donner un sens, doit-on procéder par prolongement analytique.
Soit S(w) le domaine de convergence des intégrales d'entrelacement
relatives à w. Au paragraphe 1, en généralisant une méthode de
KARPELEVIC et GINDIKIN [6], on montre que, si w == Ww" et si la lon-
gueur de w est la somme des longueurs de w' et de w", alors

(0.4) S(w) = S(w") n w"-1 S (M/)

et

(0.5) A(À, w) == A(i^(À), w')A(À, w").

Ceci permet de se réduire au cas où w est de longueur i, c'est-à-dire
au cas où w est la symétrie par rapport à une racine simple, ou encore
au cas où G est de rang réel i. Au paragraphe 2, on détermine S (w),
et on montre que les intégrales d'entrelacement se prolongent en des
fonctions méromorphes de À. Les démonstrations s'appuient sur deux
formules qui, dans le cas où G est de rang i, permettent de calculer
explicitement la composante suivant A de la décomposition de Bruhat
ou d'Iwasawa d'un élément de V. Certains résultats de ce paragraphe,
et notamment ces deux formules, ont été obtenus de façon indépendante
par S. HELGASON [8] ainsi que par A. W. KNAPP et E. M. STEIN [11].

Il apparaît effectivement des pôles pour Re(À) = o. Si on désire cons-
truire des opérateurs d'entrelacement dans ce cas, il convient donc de
normaliser les intégrales. De plus, on désire choisir cette normalisation
telle que (0.5) soit valable sans condition sur les longueurs. Ce choix
ne nous semble pouvoir être fait qu'en liaison avec l'étude des séries
principales normalisées au sens de R. A. KUNZE et E. M. STEIN. De toutes
façons, le choix d'une telle normalisation suppose au minimum qu'on
sache calculer le facteur qui apparaît dans (0.5) non normalisé, et nous
n'avons pu faire ce calcul que dans des cas particuliers (fonctions inva-
riantes à droite par M ou groupes déployés sur R ou G).

Soit b une représentation unitaire irréductible de K. Reprenons la
formule (0.3) en supposant que f soit à valeurs dans l'espace des appli-
cations linéaires de l'espace de b dans lui-même et qu'elle vérifie la
condition f(gm) =:f(g)ï)(m) pour mç.M. On peut prouver que, pour
presque tout élément v de V^w^Uw, on a vçVMAU; posons
v = v'~1 mau. L'intégrale (0.3) s'écrit

f _ W-1) b (m) < - À - p, a > du.
^rç^w—^vw
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SU € S(w), on en déduit qu'il existe une mesure ̂  ̂  sur V telle que

A(^ïv)f==fi,^^

L'intérêt porté dans ce travail aux mesures ̂  ^ ^ est dû à leur inter-
vention dans l'équation fonctionnelle des intégrales de Whittaker :

WO, 7i) = fb(7c.,)(g) 7r(y)<—À—p, û,.> ,̂
J/-

où TT est une représentation unitaire irréductible de V et u=k^a^u,,
la décomposition d'Iwasawa de u. Ces intégrales convergent pour 7 e S(w),
et on prouve formellement que

W(W(A), 7T) T(À, b, W) = W(À, 7r)7T(^ , ̂ ),

avec

r(À,b,w)==b(w) rb(fc)<—À—p,^>dy,
J^

En fait, a priori, aucun des deux membres n'a de sens. Au para-
graphe 3, et en supposant G de rang i, on prouve que W(7, TT) se prolonge
en une fonction entière de À, pourvu que TT soit non triviale, on donne
un sens, et on justifie, l'équation fonctionnelle précédente.

Pour terminer cette introduction, il me reste à remercier R. GODEMENT
qui a bien voulu diriger ce travail et qui y a apporté de nombreuses
améliorations. Je remercie également H. CARTAN qui m'a donné un
second sujet de thèse, ainsi que F. BRUHAT qui a accepté de faire partie
de mon Jury.

§ 1. Définition des intégrales d'entrelacement
et réduction aux groupes de rang 1.

1.1. Notations.

Soient G un groupe de Lie réel, connexe, semi-simple et à centre fini
et g son algèbre de Lie. Soient 9 = Ï © p une décomposition de Cartan
de g et a une sous-algèbre de Cartan de la paire symétrique (g, Ï), c'est-
à-dire une sous-algèbre abélienne de g, maximale parmi celles contenues
dans p. Si a est une racine de a, on note g01 le sous-espace radiciel corres-
pondant. Fixons un ordre sur les racines, et posons

u == © ^ et t) = ® g-\
a>o a>o
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Soit ûc le dual complexe de a. Un élément À de de définit un carac-
tère ^ de A == expa par la formule ^ (exp. jFf) = e^w ; on note
encore < ^ Â , a > la valeur de ^ au point a de A. Soit p la demi-somme
des racines positives.

Soient K le sous-groupe compact maximal d'algèbre de Lie ï, et U
et V les sous-groupes analytiques d'algèbres de Lie respectives u et D.
On sait que G == KAU est une décomposition d'Iwasawa de G; si g
est un élément de G, on note g == kgdgUg sa décomposition. Soit M
(resp. M7) le centralisateur (resp. le normalisateur) de A dans K, on
note W == M'IM le groupe de Weyi.

1.2. Les représentations TT:\.

Soient A e ûç et <^x l'espace vectoriel des applications f de G dans G,
indéfiniment difîérentiables et telles que

(1.2.1) f(gau)=<^—^—^,ayf(g) pour gç. G, açA et uçU.

On munit Û?A de la topologie définie par les semi-normes

(1.2.2) ^^)=sup|X*^),
gç^

où i2 est une partie compacte de G, et X une distribution sur G de support
l'origine. Muni de cette topologie, CQ\ est un espace de Fréchet.

Soit (D l'espace vectoriel des applications de G dans G, indéfiniment
difîérentiables et à support compact; on munit CD de sa topologie usuelle.
Choisissons une mesure de Haar da de A et une mesure de Haar du de U.
Si cpe^?, on pose

nto) "= / ? (^au) < 7 + P, a > dadu.
^\4 ̂  77^Xî/

La fonction o^e^A, et l'application 9 i-> OA est un homomorphisme
surjectif de cP sur o^\. Choisissons une mesure de Haar dg de G. On peut
munir canoniquement ̂  d'une forme linéaire ^, relativement bornée,
en posant

^(?p)== j ^ ( 9 ) d g
^G

(BOURBAKI, Intégration [2], chap. 7, § 2, prop. 3). Dans la suite, il sera
commode de noter

l^n-ff^d^g) pour fe^,.
•J G
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Remarquons que ^ est invariante par translations à gauche. Cette
forme linéaire permet de mettre en dualité (hermitienne) C^\ et ^L),
en posant
(1.2.3) <f\r>=^f(g)~r(g)dp.(g) pour fe^ et fe^,

II est clair que <( | y est sesquilinéaire; de plus, elle est non dégénérée.
En effet, si, par exemple, <( f \ f^ = o quelle que soit f, alors quelle
que soit ^ç.(Q, on aurait / f [ cp_y\ == o ou encore

/* /•* _____
<P / /ïff)?(ffau)<—À+p,a>dadud^(g)==o.
^G ^AxV

Comme f€^, ceci s'écrit

c'est-à-dire

(p j f(gau) 9 (gau) < 2 p, a > da du d^ (g) = o,
^G^AxU

{(/'?)? (?) ̂  (ff) = f f(g) ̂ g)dg=o.
t/ G ^ G

Or ^ est quelconque, donc f = o.
En particulier, si ^ =—I, c'est-à-dire si Re(À) = o, alors (^ est ainsi

muni d'une structure d'espace préhilbertien séparé. Soit S€\ son complété.
Pour À quelconque, on obtient une représentation continue (et même

différentiable) n\ de G dans ̂ , en posant

(1.2.4) ^(x)f(g)=f(^g).
La forme linéaire p. étant invariante par translations à gauche, on a

a.2.5) ^(^ir^fi^^ï).
Si Re (À) == o, cette égalité montre que TT), se prolonge en une repré-

sentation unitaire de G dans S€\.
En utilisant le compact maximal K, on peut décrire la situation d'une

manière légèrement différente. Tout d'abord, choisissons les mesures
de Haar dg, dk, da, du de G, K, A, U respectivement, telles que

dg = <( 2 p, a y dk da du.

On a alors, pour cpe^ et f== cpp,

F(/')= / ?(^)dff== / îp(A:au)<2p, a^dkdadu
^G ^ KxAxU

-fWdk.
^ K
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La dualité entre (D\ et <P_^ se met sous la forme

(1.2.6) < f i r > = ff^f^dk pour /-e^x et fea^.
^A'

En particulier, pour Re()i) == o, ceci nous permet d'identifier 3€\ à
l'espace des applications de G dans G qui vérifient (1.2.i), et dont la
restriction à K est de carré intégrable. La représentation n\ s'obtient
simplement en faisant opérer G par translations à gauche. Rappelons,
qu'en général, TT^ n'est pas irréductible. En effet, le centralisateur M
de A dans K normalise £7, donc opère par translations à droite dans <^,
et ces translations sont dans le commutant de TZ^. Les représentations
de la série principale s'obtiennent en « diagonalisant » ces translations
à droite; on les explicitera ultérieurement.

On fait opérer le groupe de Weyl W de G dans OQ, en posant

(1.2.7) ^w^a^^^w^awy,

où w est un représentant dans M' de l'élément w de W. Pour Re(À) === o,
on sait que les représentations TI\ et TT^) de G dans ^\ et S€^^ sont
équivalentes, et on désire construire explicitement un opérateur d'entre-
lacement.

1.3. Les intégrales d'entrelacement.

Soient wçW, et w l'un de ses représentants dans M'. Soit

(1.3.1) U^=Ur\wUw-\

Comme M normalise U, le sous-groupe U'w ne dépend pas du choix
de w. Son algèbre de Lie Uw est donnée par

(1.3.2) u'w==Q)^ pour a > o et w-'(a)>o.

Soit dû une mesure invariante sur i7/[/w. On considère les intégrales

(1.3.3) A (À, w) f(g) == f f(guw) dà pour f ç. ̂ ,
^u/u'^

Ce sont ces intégrales qu'on appelle intégrales (T entrelacement.
Remarquons d'abord que la fonction u i-> f(guw) est bien invariante

à droite par U'w- En effet, soit u' un élément de ce groupe; on a

fÇguu.' w) == f(guw w~1 u'w) == f(guw)

puisque w-^U'^w est contenu dans U et que f est invariante à droite
par U. Les intégrales considérées ont donc un sens.
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Soit S(w) l'ensemble des ^ € û c tels que

/ \f(guw)\du<+ao
J u / u ^

quels que soient gç. G et fe^\. Comme M normalise U, il est clair
que S(w) ne dépend pas du choix de w.

PROPOSITION 1.1. — Soit lçS(w). Si f€^, alors A(À, w) fe^»,^,
et A (7, w) est une application linéaire continue de CD\ dans (^(A).

En effet, comme dû est invariante par U, on a tout d'abord
A(^, w) f(gu) = A(^,w) f(g) pour ue t7. Ensuite, si aeA, alors

A (À, w) f(ga) = ^ f(gauw) dû
Ju/u^

= ^ f(gaua~1 ww~1 aw) dû.
^u/u^

Or A normalise [7 et [/;,;, donc opère sur [7/[/;p, et une variante d'un
résultat classique montre que

(1.3.4) d(a-1 ù a) == < — 2 p^-,, a > dû,

où on a posé

(1.3.5) 2 p.p-i = 1 a pour a > o et w-1 (a) < o.

Il vient
A (À» "0 f(ga) = f /'(^"«O < — 2 p -̂i, a > < — A — p, w-1 aw > dû

^u/u^

== < — 2 p^-i— w(}.) — w(p), a > A (À, w) /•(^),

et il nous suffit de noter que

(1.3.6) w(?)+ 2p^-i= p.

La fonction A^,w)f vérifie donc (1.2.i). D'autre part, soit /\
définie par

(1.3.7) f^(kau)=^—'k—o,ay pour kçK, açA et ueî7.

Elle appartient à ^. Si /'e^), alors

\f(gYi^K^(f)\h(9)\,
d'où

f | f(guw) 1 A^ ̂ ,, (/) F | /•, (^uw) | dû.
^/^ l/^/^
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Mais

f \h(guw)\dù=f^^(g) f <—Re(À)—p, a^ydù.
" u / u ^ ^ u / u ^

La dernière inégalité ci-dessus montre donc que les intégrales d'entre-
lacement relatives à f convergent uniformément sur tout compact de G,
et donc que A (À, w) f est continue. Soit X une distribution sur G de
support l'origine; la fonction X-kfG<^\, donc l'intégrale

f Xi,f(guw)dù,
^u/u^

converge uniformément pour g variant dans un compact et par
suite A (À, w)f est indéfiniment difîérentiable, et

X * A (À, w) f(g) = f X * f(guw) dû.
J u^u'^

Enfin prouvons que A(^, w) est continue. On a
\Xi,f(g)\^^(f)\^(g)\,

d'où, pour toute partie compacte ^ de G,

^, x(A (À, w) /•) ̂  sup f | X * /X^w) | dû
À-eû^c//^

^ ^A-, ̂  (f) sup / /ne (A) (guw) dû,
SGQJu/U^

ce qui prouve la continuité.
Notons qu'à l'aide des fonctions /\, on voit de suite que ÀeS(w)

si, et seulement si, Re(A)eS(w) ou encore si, et seulement si,

(1.3.8) F <—Rea)—p,a^>dû<+oo.
J v/u^

1.4. La réduction au rang 1.

Pour déterminer S(w), on va utiliser une méthode de réduction aux
groupes de rang réel i (c'est-à-dire dim A == i). Cette méthode est due
à KARPELEVIC et GINDIKIN [6], et a déjà été utilisée dans [10]. Il sera
commode d'écrire les intégrales d'entrelacement sous une forme un peu
différente. Soit
(1.4.1) U^==U^wVw-\

Son algèbre de Lie Uu- est

(1.4.2) u^ = (3) ̂  pour a > o et w-1 (a) < o.
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LEMME 1.1. — L'application (u, u') \-> un' est un isomorphisme de la
variété analytique Ua' X U'w sur la variété analytique U.

La démonstration est classique.
D'autre part, soit V^= y)-^[7^w. Pour un choix convenable de la

mesure de Haar de Vw, on a

(1.4.3) A(^w)f(g)== f f(gwv)dv.J^
Notons que

(1.4.4) Vn.= Vnw-1 Uw,

et que l'algèbre de Lie D»p de Vw est

(1.4.5) ^-^(^(p0' pour a > o et w(a) < o.

Une racine a est dite indivisible si a/2 n'est pas racine. Si wçW, on
note A(w) l'ensemble des racines positives a, indivisibles et telles que
w(cx) < o.

Rappelons que w se décompose en un produit de symétries par rapport
à des racines simples. Le plus petit entier q, tel qu'il existe q racines
simples, distinctes ou non, pi, ..., (3y avec
(1.4.6) w==s^...s^

<5^, symétrie par rapport à 3y) est, par définition, la longueur l(w)
de w. Une décomposition de la forme (1.4.6) avec q == l(w) s'appelle
une décomposition réduite de w. Notons que les éléments de longueur i
sont les symétries par rapport aux racines simples.

PROPOSITION 1.2. — Soient w e W et w = S j . . . Si^ une décomposition
réduite de w. Les racines

a/ == ̂ . . . S3^(?/) [J = I, . . ., 1(W)}

sont positives, deux à deux distinctes et
A(w) == { a.i, .. ., a/(«,){.

£71 particulier, Gard A (w) == Z(w).
(BOURBAKI, Groupes et algèbres de Lie [3], chap. 6, § 1, prop. 17, cor. 2.)

COROLLAIRE. — Soient w, w1, w" trois éléments de W tels que w == w ' w "
avec l(w) = l(w') + l(w"). On a

(1.4.7) A (w) == A (w") u w"-1 A (w').

En effet, en juxtaposant une décomposition réduite de w' et une
décomposition réduite de w " , on obtient une décomposition réduite



12 G. SCHIFFMANN.

de w, et il suffit d'appliquer la construction de A(w) donnée par la propo-
sition. Remarquons en particulier que w"-^^') est un ensemble de
racines positives.

Conservons les notations du corollaire. Comme

p^ = (^) cr3' pour a > o et w(a) < o

et de même pour w1 et M/', on a

(1.4.8) o^ = P^ ® adw'-1 (D,,/).

PROPOSITION 1.3. — L'application (V, î ) h> (w"~iv'w")v" de V.,.' xV.,,/
dans V», est un isomorphisme de variétés analytiques.

Dans cet énoncé, w" est évidemment un représentant de w" dans M''.
Supposons d'abord que l{w') == i, et soit ^ une racine simple telle

que w' == sp. Dans ce cas, on a

(1.4.9) [adw"^ (ï),̂ ), î)a'"] c x^,-.

En effet, on a A(s^) = } p j ; on doit montrer que si a^eA^), et
si w"-1^)-\-y." est racine, alors i^-1^) + ^"^.^(w"). Or A(w) est un
système clos de racines, donc si w"-1^) + ^ " est racine et n'appartient
pas à ^(w"), alors, d'après (1.4.7), on aurait

w " - 1 (p) + a" e wtf-ï^(s^,

c'est-à-dire |3 + w" (^ll) == (3, d'où o^^o, ce qui est impossible. On a
donc (1.4.9), L'algèbre de Lie niipotente D». est somme directe de deux
sous-algèbres, et l'une d'entre elles normalise l'autre. Comme Y», est
connexe, simplement connexe, la proposition est, dans ce cas, réduite
à un lemme classique sur les décompositions de groupes de Lie niipotents.
Dans le cas général, procédons par récurrence sur l(w'); supposons la
proposition établie lorsque l(w')^p—i, et soit w' de longueur p.
Soit |3 une racine simple telle que wr = sgWi avec Z ( w i ) = p — i , et
soit w.2==WjW. On a donc

W = W ' W " == S^WiW" ==S^Wî

et
l(w) =i+l(w^ l(w,wrf)=l(w,)+l(wrl) et /(s^)=i+ /(^).

Considérons le diagramme commutatif

V,,xV^xV^—>V^xV^

V^xV^————>V^
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Les flèches sont définies à l'aide des décompositions w'==spWi,
w^^w^w", w == s^Wî et w ^ w ' w " . D'après l'hypothèse de récurrence,
trois de ces flèches sont des isomorphismes de variétés analytiques; il
en est donc de même de la dernière.

Dans la suite, on suppose les mesures de Haar des sous-groupes Vçv
normalisées de telle sorte que

<1.4.io) f f(u)du== f f(w"-iufiù^ull)durc(u) du == 1 fdv"^ v ' w " v " } du'du"
/ rr ^ V i^ F'/ w w' -"»' vr"
l/^ ^^x^

chaque fois que w == w ' w " avec l(w) == l(w') + l(w11). On notera que
si (1.4.10) est vraie pour un représentant w" de w " , alors elle est vraie
pour tout représentant. On choisira ultérieurement une telle norma-
lisation.

THÉORÈME 1.1. — Soient w, w ' , vo" trois éléments de W, et y), w ' , w'
des représentants respectifs. On suppose que w ^ w ' w " et que

l(w) = l(w') + Hw").

Dans ces conditions, on a :
(a) S(w) = S(w") n w"-1 S(wf) ;
(b) si ÀeS(w), alors

(1.4.ii) A (À, w) ̂ ^(^(À), w')A(\ w").

Soit fç.<^\. D'après (1.4.io), on a

f f(gwu) du == f fÇgww"-1 urwffuf') du' du",
J r... u F...i x r..,f,' T^ ^P'w'^\

ou encore
(1.4.i2) f f(gwu)du== f f(gw'vrw!fu^)dv' du".

v ^w ~r'w'xf'w"

Supposons que '>.ç.S(w")^\w'f~lS(w!). L'intégrale

f f(xwwlru")du"
J^

converge absolument quel que soit a*, et sa somme A (7, w") f appar-
tient à ^o,). Or w"{y)^S(w'), donc l'intégrale

f A^w^Kgw'u'^du'
J^

converge absolument quel que soit g. Dans (1.4.12), l'intégrale de
droite est donc absolument convergente, donc l'intégrale de gauche
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l'est aussi et Àe5'(w). Réciproquement, supposons que ^çS(w). On a
Re(^)eS(w). Considérons l'intégrale d'entrelacement relative à la fonc-
tion /Re^), définie par (1.3.7),

/ /Re0)(5™0 du'
o' r^

Cette intégrale converge. Si, dans (1.4.12), on remplace f par /ne (A),
on voit que, g étant fixé, l'intégrale

f f^^(gw'v'w"v")dv1'
J^

converge pour presque tout i/. Donc l'intégrale

(1.4.13) A{\ w")f^(x)= f f^xw"v!l)dv"
J^

converge pour au moins un x. Or, formellement, on a

(1.4.14) A (À, w") /ne ().) (kau) = <—w'1 (^) — p, a >A (À, w^) ̂ 0 (^ (e).

Il en résulte que (1.4.i3) converge pour tout x et, en particulier,
pour x = e, ce qui donne

f <— Re(^) — p, c^> dy^ <+ oo.
J^

Ceci montre que ' X ç S ( w " ) [cf. (1.3.8)]. De plus, l'intégrale

f A^w^f^gw'v^dv'
J^'

converge. D'après (1.4.i4), ceci s'écrit

/ I <—Re(À)—p,a^>dy//|fRe(^().))(^'y/)d^<+oo.J ^w' L*7^" J
Mais

f <—Re(À)—p,^>d^o,
l/^"

donc, en prenant g = e» on a

f <— Re(w" (̂ )) — p, a,/> rfy^ <+ oo
J^

et ^çwf!-ÏS(wf). On a ainsi prouvé (a). L'assertion (fr) résulte de (1.4.12).
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Indiquons comment on peut construire des systèmes de parties de ûc
vérifiant la condition (a) du théorème. Soit B la forme de Killing de 9
et, pour toute racine a, soit H'y. l'unique élément de a tel que
a (H) === B(H, H'a) pour Hç.û; posons

Ha==2Jîa/B(Jîa,JTa).

Soit c>o et, pour tout w, soit Sc(w) l'ensemble des ^eûc tels que

Re (À (-Ha)) > c pour a e A (w).

L'égalité (1.4.7) montre que si w == w'w" avec l(w) = Z(w') + Z(w"),
alors

Sr.(w) == Sc(w") n w"-1 ScÇw').

Au paragraphe 2, on prouvera que S(w) = So(iv). Le théorème précé-
dent permet de se réduire au cas où l(w) == i.

1.5. L'adjoint des opérateurs d'entrelacement.

Soit j3 une racine simple. Pour que ?i e S (s?), il faut et il suffit que

f <—Re(7)—p,a,>dy<+oo.
J^

Or si yeV^?, alors a^eexpRJÏp, et par suite la condition ?ieS(sp)
porte uniquement sur la coordonnée Àp=À(f fp) de À. Mais

S^)(H^==-HH^)
et s^1 = sp, d'où

W)=—spS(5p).

A l'aide de l'assertion (a) du théorème 1.1, on montre alors aisément,
par récurrence sur l(w), que

(1.4.i5) SOir-^—u^w).

Rappelons que les espaces C^\ et C^_j sont en dualité hermitienne.

PROPOSITION 1.4. — Si ^çS(w), alors —w(^)çS(w~1) et U adjoint
de l'opérateur

A(^, w) : -̂̂ )̂
est l'opérateur

A(—w(À),w-1 ) : ^_^-^_^
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La première assertion résulte de (1.4.i5). Pour la deuxième, soit
fç.(^\ et f ' ^^^^) ; on doit prouver que

(1.5.1) <A(À,^) f | f>=<f |A(—^(À) , l^ ) f> .

Soit ^çCQ telle que f==4/_^. On a

<A(À,^)f|f>=(^ f A(À,^)/•(^/(^lz)<—w(À)+P,a>dadu^to).
^G' JAXU

Comme A (À, w) fe^w(À)» ceci peut s'écrire

<A(À, w)f\f^==(S f A(À, w)f(ffau)^(^u)<2p, a^dadiid^g)
^G ^ AXU

= fA(^w)f(gW(g)dg
^G

= r f(gwu)^(g)dudg
^cx^

= f f^^gv-^w-^dvdg
^Gxr^

=== 0 / /'(ôrau) î' (gciuu-1 w-1) < 2 p, a > da du dy d .̂ (̂ )
«-/G ^^^<uxr^

=é> f f(g)^t(gauu-lw-ï)^-^+o,aydadudud^(g)
^G^^xuxr^

et tout revient à prouver que

(1.5.2) ^ ^' (gauv-^ w~1) <(— À + p, a ̂  dû du dy
^AXUX^w

=A(-w(x),u)-Qr(ff).
Faisons quelques conventions relatives aux mesures de Haar. Les

mesures de Haar duw des groupes Vw satisfont la condition (1.4.io).
On a !7w==ad(u)) Vw; on prend pour mesure de Haar diiw de Uw la
mesure dUçy = ad (w) dpcp. En particulier, si on considère l'unique élément
de W qui transforme la chambre de Weyl positive en la chambre néga-
tive, alors cette convention précise le choix de la mesure de Haar du
de U. La mesure de Haar da de A est choisie arbitrairement. D'autre
part, on a vu que U = Uw U'^; soit du^ l'unique mesure de Haar de U'w
telle que du = diia'du'^. Cela étant, le premier membre de (1.5.2) s'écrit

f ^' (gaw~1 wuw~1 Uw) ̂  — ^ + p» a )> da du du^
^ÀXUXUa,
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ou encore
(1.5.3) j ^f (gaw~1 wu^-i w~1 wu^-i w~1 u^)

^^xu^xu^xu^

X ̂  — î + p, a )> da dU(p-i du -̂i dUw
Or

ad (w) [7 -̂i == Vw-i» avec d^p-i == ad (w) du^i
et

ad(w) î7w-i= Uw.
Posons

ad (w) du'w-i == cdu ,̂, avec c e R .̂

L'intégrale (1.5.3) devient

c ^ ^' (gaw~1 v^-v u^ u^) ̂ — X + p, a )> da du^-i diiw du^
^^xr^xu^xu^

=c y (gaw-1 v^-i u) <( — À + p, a )> da dy^-i du
^x^^.^^

,'3 __

= c ^ ^j/ (^w1 Vw-^ au) <( — w(X)+p, a)> dy.̂ -i da du
^^^x^xîy

==c / r (^w-l y^-1)dy^-1
•/^

W—l

=cA(-w(^,lD-l)^(ff),

et il reste à prouver que c = = i . Pour cela, le plus rapide est de noter
que si w === w-1, donc en particulier si l(w) = i, alors, par définition
même de du'w et de du^-i, on a diiw== du^-i. De plus w^eM, donc

SidÇwydUw^du^

d'où l'on tire c2 = i, donc c = i. Ceci suffit pour prouver la proposition
dans le cas où l(w) = i, et le cas général s'en déduit sans peine à l'aide
du théorème 1.1. A posteriori, on a donc toujours c = = i ; c'est une
conséquence de (1.4.io).

1.6. Le cas des fonctions K-finies.

Soit co une classe de représentations unitaires irréductibles du sous-
groupe compact maximal K. Le sous-groupe K opère dans CQ\ par trans-
lations à gauche. Une fonction fç.CQ\ est JC-fmie si le sous-espace vec-
toriel Ej- de (^\ engendré par les translatées à gauche de f par les élé-
ments de K est de dimension finie. Comme les éléments de (D\ se trans-

BULL. SOC. MATH. — T. 99, FASC. 1. 2
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forment à droite par un caractère de AU, ils sont entièrement définis
par leurs restrictions à K. En particulier, si f est E-finie, on peut consi-
dérer Ef comme un sous-espace fermé de ^(K). On dit que f est de
type &) si la représentation évidente de K dans Ef est isotypique de type ûo.
Soit ^,(0 l'ensemble des fç.(^\ de type ûû. D'après le théorème de Peter-
Weyl, (^\,o) est un sous-espace vectoriel de ^, de dimension dim(ûo)2.
Soit b un élément de la classe co, d'espace F^. Les éléments de ^,co
sont les fonctions fe,e',\ définies par

(1.6.1) fe,e',\(kau)==<—^—?,a'>(e\ï)(k)ef), avec e.e'çF^

Par abus de langage, on dira de type b pour de type &) et, par abus
de notation, on note <^> ^ pour dC^ ^.

Pour les fonctions fe,e',\, l'intégrale d'entrelacement, calculée pour
g == kçK, s'écrit

f (e | b (kwk.) e') < — ^ — p, a,> dy
t'^

de sorte qu'on voit apparaître les intégrales

(1.6.2) r (À,b , iD)==b(w)f b(Â:.)<—À—p,a,>dy.
J^

On a
A(À,w)/-e,^).=^^^b,T.).,<.(.)-

Le théorème 1.1 implique le résultat suivant :

THÉORÈME 1.2 :
(a) L'intégrale (1.6.2) converge absolument pour ^çS(w).
(b) Si w = w ' w " avec l(w) = l(w') + l(w"), et si w, w\ vb" sont trois

représentants respectifs de w, u/, w" tels que w = w ' w " , alors

(1.6.3) r(À, b, w) = T(w"(y), b, w ' ) r(Â, b, w").

1.7. La décomposition suivant M,

Soit T une représentation unitaire irréductible de M, d'espace F^.
Soit ̂  l'espace des applications indéfiniment difîérentiables à support
compact de G dans F-c. Soit (D\,^ l'espace des applications f de G dans F^,
indéfiniment difîérentiables et telles que

^ 7 ^ ( /^^^—^—P^Mm-1)/^)
( pour meM, aeA, u€Î7.
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On munit (Q\^ de la topologie définie par les semi-normes
(1.7.2) ^(f)=sup[|X*/-07)[|,

n'eu

où X est une distribution sur G, de support l'origine, et ^2 une partie
compacte de G. Muni de cette topologie, CQ\^ est un espace de Fréchet.
On munit (X^ de sa topologie usuelle.

Si <pe^T» alors la fonction cp),,^ définie par

(1.7.3) ^^(g)== ^ T(m)9(gwï(ïu)<À + p, a^dmdadu
J MX^XU

appartient à ^,r, et l'application ainsi obtenue de o^ dans ^,7 est
un homomorphisme surjectif.

On définit une dualité hermitienne entre c^\- et ^_y^ en posant

(1.7.4) <f\fr>==(f(f(g)\ff(g))d^(g) pour fe^,. et feo)^.
^ G

et, à nouveau, <J^> est non dégénérée. Si Re(À) == o, on peut ainsi
munir <^\^ d'une structure d'espace préhilbertien séparé; soit S€\^
son complété. On peut encore décrire 3€\^ comme l'espace des appli-
cations /" de G dans F^ qui vérifient (1.7.i) et dont la restriction à K
est de carré intégrable. Par translations à gauche, on définit une repré-
sentation difîérentiable TT)^ de G dans ^,r; si Re(^) == o, alors TT)^
se prolonge en une représentation unitaire de G dans ^),,T. Par défi-
nition, ces représentations unitaires constituent la série principale de
représentations de G.

Pour À quelconque, soit y une forme linéaire sur jF-, Si f^^r alors
h = y o f appartient à (^\ et satisfait à la condition
(1.7.5) h^==h,

où ÇT est le caractère de T. Soit (^\ le sous-espace de a)\ formé des fonc-
tions qui vérifient (1.7.5). On voit facilement que tout Ae<^I est de
la forme y o f pour un y et un f convenable. En particulier, si Re(À) == o,
soit S€\ == <^\. Le sous-espace ^c{ est invariant par n\, et la restriction de
TT), à ^€\ se décompose en la somme de dim(r) représentations unitaire-
ment équivalentes à TT)^.

Si weW, et si w est l'un de ses représentants, on définit w(r) par
(1.7.6) ^(.)==^ et w^)(m)=^(w-^mw).

De même que pour les représentations TT^ on a des intégrales d'entre-
lacement
(1.7.7) A(^, T, w) /'(^) = ^ /^"w) du pour /• € ̂ , r.

ty^
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Comme, à l'aide des formes linéaires sur F^, on peut se ramener aux
opérateurs A (1, w), ces intégrales ont les propriétés suivantes :

(a) Le domaine de convergence de (1.7.7) est S(w).
(b) Si ^çS(w) et si fe^r, alors A (À, T, w)fç(Q ..• .
(c) L'opérateur A(À,T,M)) est continu, et commute aux translations

à gauche, c'est-à-dire entrelace les représentations TT)^ et 7^/^^ de
G dans c^\^ et ^ /n^m respectivement.

(d) Sous les hypothèses du théorème 1.1, on a

(1.7.8) A (À, T, w) = A (^ (À), w" (ï), w') A (À, T, y)").

(e) Si À€S(w), l'adjoint de l'opérateur

A(À,T,U;): -̂̂ ^^

est l'opérateur

A(—w(À), M)(T), w-1) : ^_^),^->^_^.

1.8. Les distributions coniques généralisées.

Pour terminer ce paragraphe, on va montrer comment on peut réaliser
les opérateurs d'entrelacement comme des convolutions à droite, et
faire la liaison avec [4].

On sait que

G = = I J U^wMAU (décomposition de Bruhat).
WÇ.W

Si Wo désigne l'unique élément de W qui transforme toutes les racines
positives en racines négatives, alors Î7^== U, et UïVoMAU est un ouvert
de G dont le complémentaire est de mesure nulle. Il en est donc de même
de son translaté VMAU. Rappelons comment on peut caractériser
les éléments de UwoMAU. Soit TT une représentation irréductible
de G, de dimension finie, non triviale, d'espace jF. Soient Ff le dual
de F, et TT' la représentation contragrédiente de TT. Si ^€ûc, on
note jF^ (resp. F'^) le sous-espace des vecteurs de poids (réel) ^ dans F
(resp. F ' ) .

Il est clair que ^ est poids de TT (c'est-à-dire jF^^o) si, et seulement
si, — pi est poids de T^. De plus < F^, Fv > = o si p. + v ̂  o. Soit A
le plus haut poids de ?r; le plus haut poids de TT' est —Wo(A). Soit e\
un vecteur dominant de TT. Si gç. G, alors

<7r(y)eA,F_^(A)>^o
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si, et seulement si, gç UîVoMAU. En effet, si gç G, il s'écrit de façon
unique g == uwmau! (décomposition de Bruhat) et

< ̂ (g) e\, FI.^(A) > == < ̂ (wmau') e^, ^(U-^FL^A) >
== < TT (wmau!) ÇA, FL ̂  (A) >.

Or 'K(wmau')e\ç:F^^ donc si w^Wo, alors

<7r(^)eA, F-L^A^C^F^A), F^(A)> == o.

Si w === Wo, alors 7:(g) e\ est un élément non nul de F^(\) donc

^(g)e^FL^^^.O.

On en déduit que g appartient à VMAU si, et seulement si

(1.8.i) <7r(ff)eA,F-A>^o.

LEMME 1.2. — L'ensemble Ow des éléments v de Vw, tels que wu e VMA U,
est ouvert dans Vw, et son complémentaire est de mesure nulle.

D'après (1.8.i), Oa> est l'ensemble des vçVw tels que

<7^(wy)eA,i7-A>7z£o

et par suite, 0,v est un ouvert de Zariski de Vw (pour prouver ce lemme
on peut, sans diminuer la généralité, supposer que G est algébrique).
Il nous suffit donc de prouver qu'il est non vide. Par l'absurde, suppo-
sons que

< TT (w V^) e\, F-A > = o.
Ceci s'écrit

<7r(U^w)eA? FL\y == o
ou encore

<7r([7w)eA, -FLA>==O

puisque U == Uw U'w et que w~1 UwivcU. Mais —A est le plus bas poids
de TT', donc, TT' étant irréductible, F ' est engendré par les éléments
de ^'(L^J^LA. Or notre hypothèse s'écrit

donc implique
<7r(w)eA,^(t7)F-A>=o,

<7^(w)eA,F/>=o,

c'est-à-dire 7t(îv) e=o, ce qui est absurde.
Pour uç0w9 posons

(1.8.2) wv^z-^mau, avec zçV, mçM, açA et uç.U.
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PROPOSITION 1.5. — Soit ÀeS(w), L'application u^z de 0^ dans V
est propre pour la mesure T(m-1)^—^—p, a^du.

Dans cet énoncé, z, a et m sont définis par (1.8.2), et du désigne la
restriction à Oa> de la mesure de Haar de V^.

Soit ip une application indéfiniment difîérentiable à support compact
de V dans jF\; il suffit de vérifier que l'intégrale

(1.8.3) f T(m-i)^(z-i)<—À—p, a^du
J 0^

est absolument convergente. Or si l'on pose

^,,(p/m/a/u/)=T(m/-l)<—À—p,a/>^(y/) pour i/eV, m'eM, ....
^^(g) =o si g^ VMA U,

alors ^,T€^)^, et (1.8.3) s'écrit

/ ^\^(z~ïma)du
J 0^,

ou encore

/ ^\,-:(wu)di},
^ w

et cette dernière intégrale est absolument convergente puisque /.e S (w).
soit ^A, T, 77; l'image de T (m-1) < — / — p, a > du par l'application

y h> 2. Dans la suite, on considère ^ ^ ^ comme une mesure sur G.
Le théorème 1.1 se reformule comme suit :

THÉORÈME 1.3. — Soient ÀeS'(w) et T une représentation unitaire
irréductible de M. Si f^c^ -, alors f et ^ ̂  sont conuolables et

(1.8.4) A(À,T,W)==/-*<Ï^.

De pZu5, 51 w = w'w" ayec Z(w) = l(w') + l(w"), et si les représen-
tants w, w' et w" sont tels que w == w'w\ alors ^ ^ . ^ ^ et ̂  , ̂  sont
conuolables et

( l-8-5) <Ï>X,.„,-^,^^^(„,^(-,,,.•

Si c?eo?^, considérons l'intégrale

^À, - * ̂ A, T, ̂  (e) = / T (m) ? (wumau) < À + p, a > dm da du du,
^Mx^xuxr^
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où cp)^ est définie par (1.7.3). Par un calcul analogue à celui fait au
paragraphe 1.5, on montre que

^T*^.^^ ( îv^)(m)^(amuuw)^wCX)+^aydmdadudu
J MXÀXUXF^-Ï

Considérons la distribution

(1'8-6) S :̂ ^^^^^(é).

Pour tout gç. G, notons Zg la masse +i au point g. Il résulte des
formules précédentes que si me M, aç.A et uçU, alors

( l•8•7) £^)-.* ̂ ^-^W + P, ayw(r)(m)S,^

(1-8-8) ^^*£^==<-^+P^>S,^T(7n-0.

Les distributions S^ „ ̂  sont donc du type de celles introduites par
F. BRUHAT [4].

D'autre part, soit U l'algèbre enveloppante de g, c'est-à-dire l'algèbre
de convolution des distributions de support l'origine sur G, et soit %
le centre de 'U.

L'algèbre 'IL opère dans (Q\^ par convolution à gauche et, en particulier,
on sait que ^ opère scalairement. Posons, pour Ze^ et fç.(^\^

^*/>=X(^)/•.
Si <pe^, on a

(^*?K—^ *(?),.),
d'où

(Z * cp), , * ̂ ^(e) = ̂ (Z) ̂ ^ * ̂ ,-^(ê).
On a donc

< l•8•9) ^^-X^)^,

où Z est l'image de Z par l'application g\-> g-^. Lorsque T est la repré-
sentation triviale de M, ces distributions sont des distributions coniques
au sens de S. HELGASON [8].

§ 2. Le prolongement analytique.

2.1. Préliminaires sur les groupes de rang 1.

Dans tout ce numéro, on suppose que G est de rang i, c'est-à-dire
que A est de dimension i. Soit (3 une racine positive indivisible. On sait
que ou bien (3 est la seule racine positive, ou bien (3 et 2|3 sont les seules
racines positives. Soit Di (resp. 102) le sous-espace propre pour la racine _(3
(resp. —2(3). Soit p (resp. q) la dimension de Di (resp. de 1)2). Soit H
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l'unique élément de a tel que |3(JÏ) =2; on a donc a = Riî. On identifie
le dual complexe ûc de a à C, en faisant correspondre au nombre
complexe À la forme linéaire tH\^^t; en particulier, la demi-somme
des racines positives vaut p = p + 2 <7. Soit 9 l'involution de Cartan
associée à la sous-algèbre compacte maximale Ï de 9. Si B est la forme
de Killing de g, la forme quadratique Q, définie par

(2.1.1) Ç(X)=4B(X, Q(X))IB(H, 6(H)),

est positive non dégénérée. Remarquons que Q est invariante par Ad(JC).
Rappelons enfin que V étant connexe simplement connexe, l'appli-
cation exponentielle est un isomorphisme de x) sur V.

Soit w un représentant du seul élément non trivial du groupe de
Weyl W.

PROPOSITION 2.1. — Soit Y (resp. Z) un élément de t)i (resp. de 1)2).
Posons

y=exp(Y+Z).

(a) Soit v==k,a^u^ la décomposition d'Iwasawa de v; on a

(2.1.2) a.==exp(a;Jî/2), avec e^^ (i + Q(Y)1^+ ^Q(Z).

(b) Si v^e, il existe un et un seul élément a de A tel que wv e VMa U,
et on a
(2.1.3) a==exp(a^/2), avec e^'==. Q(Y)2!^ + 2Ç(^).

Pour (o), rappelons que
G== UwMAUuMAU (décomposition de Bruhat),

ce qui s'écrit encore
G==VMAUuwMAU.

Comme Vr^MAU==e, l'existence et l'unicité de a sont évidentes.
Ce résultat a été obtenu de façon indépendante par S. HELGASON [8].

Notre démonstration initiale consistait en une vérification cas par cas.
La démonstration qui suit nous a été suggérée par R. GODEMENT.

Pour simplifier, posons
(2.1.4) ^X)=Xr.

LEMME 2.1. — Si Xeg^ on a [X, X'] ==t(X)H avec

(2.1.5) WX)==-^H)Q(X).

En effet, on a
[X.X^—tX.XT
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et, par suite [X,X']ep. De plus [X.X'Ietg2, g-^cg0. On en déduit
que [X,X'] appartient à png°=a. Comme a est de dimension i, on
peut poser [X, X'] = t(X)H. Par invariance de la forme de Killing, on a

B([X, H], X') + B(H, [X, X']) = o,
d'où

— a(H) B(X, X') = t(X)B(H, H ' ) ,

ce qui donne (2.1.5).

LEMME 2.2. — Soit a ==±,3 et YGQ», Zeg2". On a ad(y)2Z'e1n.
En effet, (9^)'= Q-211, donc ad(y)2Z'eg('. Or dans g° l'orthogonal

de a pour la forme de Killing est m. Il suffit donc de prouver que
B(H, ad(y)2Z') = o. En utilisant à nouveau l'invariance de B, on
obtient

B(H, ad(Y)2Z') = B(ad(Y)ÎH, Z') = o

puisque ad(Y)2ff = o.
On a (ad(y)2Z'y=ad(Y)2Z' ce qui, en calculant le premier membre

donne
(2.1.6) ad(Y)2Z'=ad(y')2Z.

LEMME 2.3. — Soit Yeg-P et Zeg-2!3. On a

(2.1.7) ad(y')ad(y)Z'=—4f(Y)Z',
(2.1.8) ad(Y')2ad(y)2Z'= ^HTfV,
(2.1.9) ad(Y)tZ'= ^t^Z,
(2.1.10) ad(y);iZ'=—6f(y)[Y',Z],
(2.1.H) e(ad(y)2Z')= 24f(Y)2(3(Z),
(2.1.12) (^(yyz^ (24)2f(Y)te(Z),
(2.1.i3) Ç(ad(Y)Z')= M(Y)Q(Z).

Prouvons (2.1.7). On a

ad(Y/) aâ(Y)Z' = ad(Y') [Y, Z ' ] == [ [Y ' , Y], Z1] + [Y, [Y ' , Z']].

Or, [Y', Z'ieg3^ (o) et, d'après le lemme 2.1, on a [Y, Y ' ] = t(Y)H.
Il vient

ad(Y')ad(Y)Z'=—t(Y)[H, Z ' ] =—^t(Y)Z'.

Prouvons (2.1.8). On a tout d'abord

ad(Y')2 ad(Y)2Z' = ad(Y')2 [Y, ad(Y)Z']
= ad(y') ([ad(Y') Y, ad(Y)Z'] + [Y, ad(Y') ad(Y)Z'}).
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En appliquant (2.1.7) et le lemme 2.1, il vient

a^Y^a^^Z^a^y^—^Y)^, ad(y)Z']—4^(y)[y, Z7]).

Or ad(Y)Z'eôP donc [H, ad(Y)Z'] == 2ad(Y)Z'= 2[Y, Z'], d'où

ad(YQ2ad(Y)2Z'=—6^(Y)ad(Y /)ad(y)Z /-24/(Y)2Z / ,

en utilisant à nouveau (2.1.7).
Prouvons (2.1.9). On a

ad(Y)4Z' == ad(Y)2 ad(y)2Z\

Appliquons (2.1.6) :

ad(y)4Z/= ad(y)2ad(Y/)2Z.

Or, en transformant par Pinvolution de Cartan l'égalité (2.1.8),
on obtient

ad(Y)2 ad(y/)2Z = 24/(Y)2^
d'où

ad(y)4Z^=24f(y)^Z.

Prouvons (2.1.io). En utilisant (2.1.6), on obtient

ad(Y):ÎZ' == ad(Y) ad(Y)2Z/ = ad(Y) ad(y/)2Z = ad(Y) [Y', [Y', Z]]
== [ad (Y) Y', ad(y/)Z] + [Y', ad(Y)ad(r)Z].

A l'aide du lemme 2.1 et de l'égalité (2.1.7), transformée par Finvo-
lution de Cartan, on obtient

ad(y):!z^(y)[Jf, [y, zii^Wty', z].
Comme [Y', Z]eg-P, on a [H, [Y', Z]] ==—2 [Y', Z], d'où

ad^y)3^^--^^!:^,^.
Prouvons (2.1.ii). Comme ad(Y)2Z /eîn, on a

(ad(Y)2Z/y==ad(y)2Z',
d'où

5(ad(y)2Z', (ad(y)2Z7)=B(ad(y)2Z/, adt^Z') == B(ad(y)4Z', Z').

En appliquant la formule (2.1.9), il vient

1̂ (1̂ , (ad(Y)2Z')/) = ̂ t(YyB(Z, Z1)

ce qui, d'après la définition de Q, équivaut à (2.1.n).
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La formule (2.1.12) est une conséquence triviale de (2.1.9). Prou-
vons (2.1.i3). On a

5(ad(Y)Z', (ad(Y)Z/y) =5(ad(Y)Z', ad(y')Z)
==—.B(ad(Yr)ad(y)Z/, Z).

En appliquant (2.1.7), il vient

5(ad(Y)Z', (ad(Y)Z/y) = 4f(Y)B(Z', Z)

et cette dernière égalité équivaut à (2.1.i3).
Pour prouver la proposition 2.1, on peut, sans restreindre la géné-

ralité, supposer que G est le groupe adjoint de g. Supposons d'abord
que 2(3 soit racine, et soit y==exp(Y+Z) avec yecpi3 et Zecr-2^.
Si Z est non nul, alors Z7 est vecteur dominant pour la représentation
adjointe, et on a

v(Z')=^,a^W\
d'où

Q(u(zf))=^^a^Q(zf).
Pour la forme quadratique Ç, les sous-espaces c^ sont deux à deux

orthogonaux et les composantes de v ( Z ' ) sont
(^ : Z\
^ : adtY)^,

g° : Iad(Y)2Z /+ad(Z)Z'= ^(îy-Z'+^Z)^,

Q-P : -ad(y)3Z /+ad(Y)ad(Z)Z'==—/(Y)ad(Y /)Z+2/(Z)Y,

Ô-2? : 4 ad(Y)4^ + ' ad(y)2ad(Z)Z/ + I ̂ (T^Z^ t(Y)2Z+ 2Z(Z)Z.
2/.J. 2 2

On a donc
^(Z')) = Ç(Z') + ̂ (Y)^) + Q ̂ ad(yy-Z /+ t(Z)H)

+ e(2<(Z)Y-f(y)ad(Y /)Z) + (^Y)^ 2f(Z))2 Q(Z).

Évaluons les différents termies de cette somme. D'après (2.1.i3), on a

Q(âd(Y)Z^)=WY)Q(Z).

On sait que a et m sont orthogonaux et, d'après le lemme 2.2,
ad(Y)2Z'em, d'où

Q ( î ad(Y)2Z' + t(Z)H) = î. e(ad(Y)2Z/) + t(Z)2 Q(H).
\<" / 4
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En utilisant (2.1.n), et en notant que Q(H) = 4, on a donc

Q Qad(Y)2Z /+ t(Z)H\ == 6t(Y)2 Q(Z) + M(Z)\

Enfin, par polarisation,

6(2 t(Z)Y-t(Y) a^YQZ) = 4 t(Z)2 Q(Y) + t(Y)2 e(ad(Y/)Z)
+ 8 5(2 t(Z) Y, —<(Y)ad(y)Z/)/5(^, Jî).

Dans cette somme, le troisième terme est nul car il est proportionnel à

B(Y, ad(Y)ZQ =—B(ad(Y)Y, Z ' ) = o.

On a donc, en utilisant (2.1.i3) transformée par Finvolution de
Cartan,

Ç(2 t(Z)Y—t(Y) ad(y/)Z) = 4 t(Z)2 Q(Y) + WYY Q(Z).

Comme
t(Y)^^Q(Y) et f(Z)-6(Z),

il vient finalement

Q(v(Z'))lQ(Z) == i + 2 6(Y) + (| e(Y)2 + 4 0(Z))

+ (4Ç(Y)e(z) + ̂ e(Y)3) + (^(Y)^ ̂ e^y
=[(I+^<y))2+2^<z)]2•

Avec les notations de l'énoncé, on a donc

(^^P, a.> == Q(v(Z'))iQ(Z) = [(i + ^ e(Y)V+ 2Ç(Z)]2,

ce qui est bien le résultat cherché. Les calculs précédents supposent Z
non nul, mais l'application u \-> a^ est continue de sorte que la formule
obtenue reste valable pour Z = o. Si 2(3 n'est pas racine, alors u = exp(Y)
avec Yeg-i3, et si Y est non nul, alors Yr est un vecteur dominant pour
la représentation adjointe. On a

<^a^=Q(u(Yf))|Q(Y).
Or

v(Y') = ̂ 4- [Y, Y'] +' [Y, [Y, Y^]] =Yr+t(Y)H+ t(Y) Y.
d2

On a donc
eOW) = ̂ (yO (i + WY)IQ(Y) + t(Y)2).
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En remplaçant t(Y) par^ÇCF), il vient
2

QW))=Q(Y')(I+1_Q(Y))Î.
\ 2 /

Comme précédemment, on en déduit la formule cherchée.
Prouvons (&). Rappelons que, pour v ̂  e, on a posé wv == u'mau.

Si 2(3 est racine, on a
MW(Z') == < 2 (3, a > i/T^Z7).

La composante suivant g-2? de wv(Z') est

wî-Sid(Y)^Zf + ^ad(Y)2ad(Z)Z/+ ^ ad(Z)2Z'1

et celle de < 2(3, a>^m(Z') est <2(3, a>m(Z'). En égalant les normes
de ces composantes, il vient

^(y)2+2<(Z))e(Z)T=<2(3,a>e(Z)^
d'où

e^= <2(3, a> = J ̂ Y)^ 2Ç(Z).

Ces calculs supposent Z non nul, mais, par continuité, la formule reste
valable pour Z = o. Si 2 (3 n'est pas racine, on a cette fois

^(y^^a^z^Y')

et, en prenant les composantes suivant (pP, il vient

t{Y)Q(YY=^ayQ(T^,
d'où

^=<p,a>==^(Y).

La démonstration de la proposition 2.1 est ainsi terminée. Dans la
suite, il sera commode d'identifier t)i à R^ de sorte que

\\Y\^=^Q(Y)

et î)2 à R^ de sorte que
\\Z\^=^Q(Z),

les [| [| étant ici les normes euclidiennes dans R^ ou R^. Les for-
mules (2.1.2) et et (2.1.3) deviennent

(2.1.i4) ^^(i+IIYIiy+HZH2,
(2.i.i5) ^ ^ n y ^ + l i z i j 2 .
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Ces formules joueront un rôle essentiel par la suite. On aura également
besoin de quelques résultats élémentaires qu'on va maintenant établir.

PROPOSITION 2.2. — Soit ye V. Supposons v-^e et posons

îuv == i/mau, avec vr e V, etc.

L'application j : v \-> v1 est un isomorphisme de la variété analytique
V — { e } sur elle-même, et l'image par j de la restriction à V — { e } de
la mesure du est la restriction à V — { e } de la mesure <— 2 p, a > du.

En effet, considérons l'espace homogène X = G/MA U et soit o- : G -> X
la surjection canonique. D'après la décomposition de Bruhat, o-i/- est
un isomorphisme de la variété analytique V sur la sous-variété ouverte
X— {o-(w) } de X. Le groupe G opère analytiquement dans X par trans-
lations à gauche. Cela étant, si v ̂  e, on a o-(y') == W(j(v), et la première
assertion de la proposition est évidente. Remarquons que si v tend vers e,
alors j(u)=vr tend vers l'infini [i. e. a(u') tend vers o-(w)]. D'autre
part, si f est une fonction définie sur V, continue et à support compact,
la fonction f, définie sur G par

f(vm, ûi Ui) = < — 2 p, ûi> f(v) pour y e V, etc.,
f(g)=o si g^VMAU

est continue et vérifie

f(ga^ Ui) = < — 2 p, ûj > f(g) pour ûi e A et Ui e U.

En étendant de façon évidente aux fonctions continues les considé-
rations du paragraphe 1, n° 2, on voit que la forme linéaire

f^(£f(9)d^g)
^ G

définit une mesure sur V. Comme ^ est invariante à gauche par G, cette
mesure est invariante à gauche par V, donc est une mesure de Haar
de V. Comme il suffit de prouver la deuxième assertion de la proposition
pour un choix particulier de du, on suppose que

ff(v)du==^f(g)d^(g).
J [/ JQ

Si le support de f est contenu dans V— { e j, il en est de même de
celui de f oj. Soit f1 définie par

r(y)==A^x-2p,a>,
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et considérons la fonction f1. On a

f(^)=f00.

Comme les fonctions f et f sont toutes deux à support compact
dans VMA U et se transforment à droite par le même caractère de MA U,
on a donc

/W)= f'(9)

quel que soit gç G. Par suite,

ff(3)d^(g)^^f'(g)dp.(g),

ce qui s'écrit

f/-(o)dp=f/-("'X-2p,a>dy.
J ^r *} y

En remplaçant la fonction f par la fonction u \-> f(u) < ( — 2 p , a > ,
on obtient
(2 .1 .16) rf(y)<—2p,a>^== ff(y')dy

«y ̂  t7 /^-

(noter que wv' ç. VMa~1 U), ce qui achève la démonstration.
Si T est une représentation unitaire irréductible de M, alors, par

définition, C»^^,w est, pour ^eS(w), Pimage par l'application u i-> V'-1

de la mesure T<m-1) <— À — p, a > dy. Pour y -^ e, posons

u)-1 y === v\ mi ûi Ui, avec 1/1 e V, etc.

Comme ur^ewM, on a a == di. En particulier,

(2.1.17) w~1 v' ==v (mau)-1 e ym-1 a-1 U.

Dans (2. l.i 6) remplaçons /' par la fonction

<p: y i-^<À+p,ai> T(mi) /'(y).

D'après (2.1.17), on a

cp(^)=<_^_p,a>T(^-i)^).
Il vient donc

C^jn-^^—^—^ayf^dv^f^m^^—^a^f^du.
*y f^ »•• J/
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En modifiant les notations, on a donc prouvé le résultat suivant :

PROPOSITION 2.3. — Pour v-^-e, posons
(2. l.i 8) w^uçVm^U, avec m^çM et T^eA.

Si ÀeS(w), alors, pour toute fonction f, définie sur V, et ^,r,w inté-
grable, on a

f f(v) d^,^(v) = f T (m?) f(u-1) < À — p, /ip> dy.
J^ J p-

Remarque. — D'après (2.1.i5), la fonction < ( ^ — p , ^ p ) > est locale-
ment intégrable sur V si, et seulement si, Re(À) > o. On en déduirait
facilement que S(w) est défini par Re()i) > o. On établira complètement
ce résultat au numéro suivant.

Si u = e, posons Ap=e . Il résulte de (2.1.i5) que l'application
yi-><( i, h^ de V dans A est analytique. Soit

(2.1.19) N(y)=<i,A.>.

La fonction N va jouer sur V le rôle d'une norme. En particulier soit I-
la « sphère unité » définie par N(u) = i. C'est une sous-variété compacte
de codimension i. Si aeA, alors ad (a"1) stabilise V et

w-^a-^va == aw-^uaç. Vm^a^h^U.
On a donc

(2.1 .20) 771 -̂1 va == m^ et ha-i va = G2 h^

d'où
(2.1.2i) N(a-1 va) = < 2, a> N(u).

On dira que ad^-1)^ est l'homothétie positive de rapport < 2, a>.
Si y 7^ e, l'ensemble des a~1 va pour a e A est, par définition, la demi-
droite issue de l'origine et passant par u. Une telle demi-droite rencontre
toujours î en un point et un seul. Si on identifie V à son algèbre de Lie
D = -Di Q) D2» alors

N(exp(Y + Z)) == N(Y + Z) = [|j Y [|4 + [| Z [|T,

où t>i (resp. 1)2) a été identifié à R^ (resp. à R^) comme il a été indiqué
plus haut. La sphère ^ est donc définie par

[ I Y ^ + I I Z U ^ I
et la demi-droite issue de l'origine, passant par Y + Z, est l'ensemble
des points tY + t^Z pour t > o. Si o-el-, on pose

o- = Ya + Za, avec Yo e Di et Zo e 1)2
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puis, pour t > o,
(2.1.22) s(/,.=r)=/y<,+f^

L'application s est un difîéomorphisme de R .̂ x -2 sur t) — { o } ;
remarquons que s se prolonge en une application difîérentiable de R x ̂
sur t). Si on considère o- et s(/, a) comme des éléments de V, on a encore,
pour t > o,
(2.1.23) s (t, (7)== a-1 a a, avec t=(l,a\

\2 /

On établit aisément une formule de passage en « coordonnées sphé-
riques »; plus précisément, si du est une mesure de Haar de V, il existe
une mesure positive do- sur ^ telle que, pour toute fonction f définie et
intégrable sur V, on ait

(2.1.24) Cf(u)du=r ff(s(t,a))t^dtda.
J y JQ J^,

En utilisant (2.1.23), ceci peut encore s'écrire

(2.1.25) ff(u)du== f /•(a-^aXp^, a^dada
J r ^xS

pour un choix convenable de da. De plus, on vérifie sans peine que si f
est, par exemple, indéfiniment difîérentiable et à support compact,
alors la fonction 9 définie pour f€R, par

^(f)- ff(s(t^))da
^

est une fonction indéfiniment difîérentiable.

2.2. Convergence des intégrales d'entrelacement.

On suppose désormais que G est de rang quelconque. Soient (3 une
racine simple et sp la symétrie correspondante. Comme A(sp) = { ( 3 }, on a

(2.2.1) i^==g0®^ et t^=ô-?®9-2^.

Pour simplifier, on note up, Dp, Vp, etc. au lieu de u^, D^, V^, etc.
Soit
(2.2.2) Qp = up + x)p + [up, t)p].

La sous-algèbre 9 (3 est semi-simple. Le sous-groupe analytique Gp
d'algèbre de Lie gp est semi-simple à centre fini et si l'on pose

(2.2.3) jK:p==GpnX et Ap== GpnA,
BULL. 900. MATH. — T. 99, FASC. 1. 3



34 G. SCHIFTMANN.

alors Gp==KpApt7p est une décomposition d'Iwasawa de Gp. De plus,
Ap=expR7îp, et Gp est de rang i. Enfin on peut noter le résultat
élémentaire suivant :

PROPOSITION 2.4. — Le centralisateur Mp de Ap dons Jïp esf Mn Gp
e^ Za symétrie sp possède un représentant dans jK'p.

En effet, soient dp = RHp, et bp le noyau de (3. On a donc a = ap + bp.
D'après la définition de gp, il est clair que [gp, bp] = o, donc Gp centra-
lise dp. Soit alors meKp; si m centralise dp, il centralise a = ap®bp,
donc il appartient à M ce qui prouve que MpcMnKp. L'inclusion en
sens contraire étant évidente, on a bien Mp==MnKp. D'autre part,
soit m' un représentant dans Kp du seul élément non trivial du groupe
de Weyl de Gp. Comme m' normalise a? et centralise bp, il normalise a
donc il appartient à M'. De plus. Ad (m') induit l'identité sur bp et
l'homothétie de rapport — i sur a p. On a donc Ad(j7A^==sp et m'
représente sp.

THÉORÈME 2.1. — Le domaine de convergence des intégrales d'entre-
lacement est l'ensemble S(w) des ^€ûc tels que Re(À(Iîa)) > o pour
toute racine aeA(u;).

D'après le théorème 1.1, il suffit de le prouver lorsque l(w) = i c'est-
à-dire lorsque w est la symétrie s? par rapport à une racine simple (3.
Dans ce cas, S(sp) est le domaine de convergence de l'intégrale

(2.2.4) f <—Re(À)—p, a^dv.
v ̂

Soit p (resp. q) la multiplicité de (3 (resp. 2(3); on a

P.p= ^ ( P + a ^ P
2t

et comme 5p permute entre elles les racines positives autres que (3 et 213,
il est clair que p(^ïp) == p,p(Zîp) d'où, pour yeVp,

< — Re (À) — p, a.> = < — Re (À) — p^, a,>

et (2.2.4) s'écrit
\ < — Re (À) — p.,̂ , ap> dy.
^

On est ainsi réduit au cas du groupe Gp qui est de rang i. Utilisons
pour Gp les notations du numéro précédent. A un facteur constant près,
qui ne dépend que du choix de du, l'intégrale étudiée s'écrit

f [0 + II Y II2)2 + II Z |p]-(Re(^)-^-^)/4 ̂ y ̂
^B^XR?
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et on vérifie de suite que cette intégrale converge si, et seulement si,
Re(Àp) > o ce qui prouve le théorème. De plus, en achevant le calcul,
on obtient la formule

(2.2.5) ^-Â-^^d^-^^lL.'Û^i-
" r(^(p+?);)r(^+p))

r(^+p))
x -77—————7-T / <-2P, a^dv.^(^P+P)+^)J"

Cette formule a été obtenue indirectement par HARISCH-CHANDRA [7].
Pour toute racine positive indivisible a, soit toujours Àa= ^(Jîa), et
soit pa(resp. q^) la multiplicité de a (resp. sa). Posons

(2 2 6) CaO) = ^^a+^) ^a)/^) r((Àa+Pa)M)
r ((?a + ^a)/2) r ((Àa + pa)/2) F ((^a + Pa)/4 + (^a)/2) '

Soit

(2.2.7) c,,(À)= fJcaO).
açA(w)

PROPOSITION 2.5. — 5oif ^çS(w); on a

(2.2.8) r <_^_p,^>dy=^0) r <—2p,a,>^.
ty^ ^^

La démonstration est immédiate par récurrence sur l(w).
On peut maintenant normaliser les mesures de Haar des groupes Vw.

Dans toute la suite, on les choisit telles que

(2.2.9) f ^^^a^du==i.
J^

On doit vérifier la condition (1.4.io). Soit donc w == w'w" avec
l(w) = l(w') + l(w"). Considérons les fonctions f définies par

/\(^m)==<—À—p,a>.

La fonction f\ est invariante à gauche par K et appartient à <^.
La fonction A(À,w) / \ est proportionnelle à f^^ et, en calculant sa
valeur à l'origine, on voit que, pour la normalisation choisie,

A(^, W)/'=C^(À)/^).
D'où aussi

A(w"W, w')A(\ wf')f^= c^(y)c^(w"W)f^^.
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Comme A(w) = ^(w")uwff-i^(wf), il résulte de la définition de c^(À)
que
(2.2.io) c^ (À) = c ,̂, (À) c^ (w' (À))

et par suite
A (À, uO/^AO^À), OA(À, w")^.

En prenant les valeurs à l'origine, et en utilisant l'invariance à gauche
par K, on obtient

f /\ (y) du = f /\ (M)'-1 v' w^u") du' du".
<y^ ^^x^

Comme la fonction /\ n'est jamais nulle, et cette égalité implique (1.4. i o).

2.3. Le prolongement analytique.

Soit T une représentation unitaire irréductible de M d'espace F^.
Soit a^ l'espace vectoriel des applications (À, g)^->f\(g) de û c X G
dans F^ qui possèdent les propriétés suivantes :

(a) quel que soit ^eûc» la fonction /\€^X,T;
(b) quelle que soit la distribution X sur G, de support l'origine, l'appli-

cation (À, g) i-> X * f\(g) est continue et analytique par rapport à ^.
On munit (^ de la topologie définie par les semi-normes

(2.3.1) ^^((ft)=sup[|X*A(<7)ll»
^€Û
^eû'

où i2 est une partie compacte de G et Î2' une partie compacte de de.
D'autre part, si weW, posons

(2.3.2) I\,a)= "["I1^
aeA(w)

où, à droite, r désigne la fonction gamma usuelle.

THÉORÈME 2.2. — Soit (/\)e^tr. Soient wçW, et w Uun des ses repré-
sentants dans M'. Pour ÀeS(w), posons

(2.3.3) ^^(g) == r^)/ f\(gwu)du.

Dans ces conditions, pour tout gç G, l'application À h> ^w(\)(9) de S(iu)
dans FT est analytique, et se prolonge en une application entière de de
dans .FT. De plus, (^\)ç^w{^ et l'application (/\) \-> (^) est continue.
Enfin, si pour un ^eûc, on a f\= o, alors <ï>^)= o.
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Par récurrence sur l(w), on se réduit aisément au cas où l(w) = i.
Soit alors (3 une racine simple telle que w = sp. On peut sans incon-
vénient supposer que weMp (proposition 2.4). Si pour vçV^—{ e j,
on pose

yr-iyç Vm^h^U, avec m^eMp et Ap€Ap,

alors, d'après le théorème 1.3 et la proposition 2.3, on a

T^)^^(g)== f ^(m^f^gv-^^—o.h^dv.
J r'w

Utilisons pour Gp et VQ les notations du paragraphe 2, n° 1.
D'après (2.1.24), on a

(2.3.4) T^)^^(g) == f f T(ma)f.(gs(t, a)-1) ̂ -1 dtd^
17 o •^S

Posons, pour t de signe quelconque,

(2.3.5) ^(g, f)= l\(m^f^(gs(t, (r)-')^.
^s

LEMME 2.1. — La fonction c^ a les propriétés suivantes :
(a) elle est indéfiniment différentiable;
(b) quel que soit rentier n^o, la fonction (^/^) ̂ \(g, t) des trois

variables (^, g, t) est continue et elle est analytique par rapport à À;
(c) si î2 est une partie compacte de G et 12' une partie compacte de de,

alors il existe une semi-norme continue v sur cï^, ne dépendant que de î2
et de î2', telle que

(2.3.6) \\^(g, OH^^^))!^!-110^-^

pour \t\^ i, yeî2 et ?ie^;
(d) si Î2 est une partie compacte de G, ^f une partie compacte de ûc et n

un entier positif ou nul, alors il existe une semi-norme continue y,/ sur cl^,
ne dépendant que de ^2, i2' et de n, telle que

(2.3.7) IIW^)?^Oil^^((A))

pour 1 1 [^ i, <yeî2 et ^e^'.
Rappelons que

s^^-exp^Yo+^Za),
d'où

cp)̂ , 0 == fT(m,0/\(ffexp(—^+^o))^.
^E
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Le point (a) est évident (cf. la fin du n° 1). Calculons les dérivées
de q?), par rapport à t. Soit

,̂ t, or) = /\(ffexp(—^+ ^Zo)).
On a

W) ̂ (g, t, o-) = (Ad(^) Y, + ^Ad(g)Z<0 * A^exp(—<y,—^))

et, en itérant, on voit que (à^àt^ ̂ (g, t, o-) est de la forme

(2.3.8) (àW^(g, ̂  o-) =^ r^(<7, ̂ )X^ A(^exp(-^y,-fZ,)).
î

Dans cette formule, la somme est finie, les ^ sont des entiers positifs
ou nuls, les a, des fonctions analytiques sur Gx^ et les X, des distri-
butions sur G de support l'origine. Le second membre de (2.3.8) est
une fonction continue des quatre variables (À, g, t, a), analytique par
rapport à À. Comme

(2.3.9) WOn^, 0= ^^(à-làt-)^, t, (7)do-,
^s

le point (b) est maintenant évident. Prouvons (c). Soit v = s(t, o-)-1.
On a, pour gç^î et Àçî2', la majoration

lfA(^)IJ=IIA(^)l)<—Re(À)—p,a.>^^^^^(^))<—Re(À)—p,a.>.

Or

<—Re(À)—p, a</> = [(i + f[[ yijy+^IZIpj-Re^+pp)/^
==\t\-Re^-^[(t-^+\\ y^i2)^ vZaiiT-^^ppv4.

Posons
C = sup [(iM+ [| Y(,[|2)2+ [| Z^]-^^+W\

\GQ,'

^

On a alors, pour <7€^, ?i€^' et |<|^ i,

II hW\\ ̂  Cv^^ ,((/•,)) | ̂  |-Ke^)-p,.
Comme

Hp^^Od^fdA^fto-)-1)!!^,î;
il vient

H?)^Otl^C^^ ,((/•,)) I^I-^^-PP fdo-,
^2
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ce qui prouve (c). Prouvons (d). D'après (2.3.8) et (2.3.9), on a

\\(àW^t)\\^\i\^ r|a,(^^|.HX.*/-,toexp(-<y.-^Z.))[|do-.
'— ^2

En majorant comme précédemment \\Xi-k f\(gv)\\, on voit que,
pour f f € ^ et Àe^', on a une majoration de la forme

||(^W<n(ff, 0[I^C<-Re(À)-p, a^\t\^^^((f^).

Or si | f | ̂  i, alors c^ reste dans une partie compacte de A et, par
suite, <^—Re(À)—p, c^)> reste borné lorsque À varie dans ^/. L'iné-
galité précédente implique donc la dernière assertion du lemme.

Prouvons le théorème. On a

(2.3.10) T(^)^^(g)== f ^(g,f)t^dtlt.
t>0

D'après le point (c) du lemme 2.1, on a, pour 1 1 |^i, ^e^ et ^e^',
la majoration

^^M^t^^W^it^.
L'intégrale

(2.3.11) Ji(g)= f ï,(g,t)t\dtltJ \
est donc convergente, uniformément pour f f e^ et Àe^2'. Il en résulte
que J\(g) est une fonction continue de (g, ̂ ) et une fonction entière
de À. De plus,

(2.3.12) fl.n(ff)[|^ ((/,)) r°°t-^dtlt
J!

pour gç.^ et Àeî2'.
Soit maintenant

J ' i ( g ) - f ^(g,f)t^dtlt.
^0

Cette intégrale converge pour Re(^p) > o, et sa somme J'i(g) est
une fonction continue de (g, À), analytique par rapport à ^. Le prolon-
gement analytique de cette intégrale n'offre aucune difficulté. En effet,
soit n un entier positif. La formule de Taylor avec reste intégral s'écrit

m—ï

n(g, o == 2 <^^!)(àr^ ̂ (gf 0)
0

+ i/(n — i) ! C ' (t — ")"-1 Wàt'1) cp). (g, u) du.
JQ
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Pour Re(Àp) > o, on a donc
m— 1

(2.3.i3) Jï (<y) =^ ̂ I^ Wàf)^(g, o)

+i/(n—i)! /' A f ((—u)"-^-«(<^)^ u)du.
*-'Q J Q

Dans cette formule, l'intégrale restante peut encore s'écrire

f f (i—uY-^^^àt^^u^dudtIt.
17 0 ^0

Elle converge pour R ( À p ) > — n et sa somme est une fonction
continue de (g, À), analytique par rapport à À. Par suite J^(g)IT(^) se
prolonge en une fonction entière de À, continue par rapport à (À, g).
Dans (2.3. i3) prenons n assez grand pour que ̂ c { À | Re(Às) > —n)."
En utilisant le lemme 2.1 (d), il vient, pour gç^î et Àe^',

(//i-i)
(2.3.i4) II JWrOp) f| ̂  — ̂ ((f,)) sup(i/| (r + ̂ p) r(Âp) |)

0 ^ >'• AÇ^'

+(^f)^((f))sug(I/|^+^|).
Comme

^0)(ff) = (^(ff) + ̂ (<7))/IW

on a prouvé que, pour tout g, l'application ^ ^^0)(^) était analy-
tique pour ÀeS(w), qu'elle se prolongeait en une fonction entière de À,
et que <î^a)(^) était une fonction continue de (À, g). Déplus, les iné-^
galités (2.3.i3) et (2.3.i4) montrent que si ^ est une partie compacte
de G et ^/ une partie compacte de de, alors il existe une semi-norme
continue v' sur a^ telle que

(2-3-15) sup[l^^(^)|j^^((^)).
^eû
).eû'

Remarquons que, dans les calculs précédents, on peut remplacer (/\)
par (X * A) où X est une distribution de support l'origine. On montre
ainsi aisément que ^^ a les propriétés requises de régularité et que

(2.3. i6) sup J| X * ̂ o.)(g) |j ̂  ^((X * A)).
fî(=Q>

\<E^'

Si ÀeS(w), alors on sait que ^ooeb^),^), c'est-à-dire que

^^(^mau) =<—w(À)—p, aywÇT^m)-1^,^).
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Dans cette égalité les deux membres sont des fonctions entières de À,
donc sont égaux quel que soit À et par suite (^ ea^. La continuité
de l'application (/\) ̂  (<^) résulte de (2.3.i6) et, enfin, si pour un
^ e ûc, on a f\ == o, alors les formules explicites, données pour le prolon-
gement analytique, montrent que 0^)==o.

On donnera au paragraphe suivant une autre méthode pour faire le
prolongement analytique. Pour l'instant, on va tirer quelques consé-
quences du théorème.

Si ^çS(w), les intégrales d'entrelacement convergent et définissent
l'opérateur d'entrelacement A (À, T, w). Soit

(2.3.17) A'(\ T, w) = A(À, T, w)/r^).

On peut maintenant définir A'(^, T, w) pour tout À. En effet, soit
^Gûget ^e^T. On peut trouver (/\)e<^ tel que /^ == ^. Posons

A'(Ào, T, w)==^^,

où (0),) est défini comme dans le théorème. Il résulte de la dernière
assertion de ce théorème que ^^^ ne dépend pas du choix de (/\).
De plus, A'(Ào, T, w) ainsi défini est une application linéaire continue
de ̂ - dans ^pp^. Enfin, pour ^çS(w), on a

A'(^, T, w)7r^(y)/\= Tr^^A^À, T, w)/-),

Dans cette égalité, les deux membres sont des fonctions entières de À,
donc, par unicité du prolongement analytique, cette égalité subsiste
quel que soit À. Autrement dit, A'^.r.w) entrelace TT)^ et TT^)^-:).
Si ^ n'est pas pôle de I^(À), alors (2.8.17) permet de définir A (À, T, w).

Examinons deux cas particuliers du théorème.

COROLLAIRE 1. — Soit b une représentation unitaire irréductible de K.
L'intégrale

r^,b,w)=b(w)f b(fc)<—^—p,a,>dy
<7^

converge pour ÀeS'(w), et est une fonction analytique de À. L'application
^ h> T(À, b, u))/I\p(À) se prolonge en une fonction entière de À.

Notons d'abord que le théorème précédent reste valable pour toute
représentation unitaire T de M, irréductible ou non. Prenons T = b | ^
et, pour tout élément s de l'espace F^ de b, posons

A^^—^—P^b^)--1^
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Pour meM, aeA et ue [7, on a

f\(gmau) = f\(kgagUgmau) = f\(kgmaga)
=<—À—p, ac^b^)-^
=<-À-p,a>b(m-QA(^).

De plus, l'application (À, (y) i-> f\(g) de ûcX G dans jF^ est analytique
de sorte que (f\) e<Xr. Mais pour ÀeS(w), on a

^ f\(wv)du== j f\(wk^a^)du
v ï^w v ^w

= ^ b(^)- lb(w)- l<—À—p,a,>£dp=^(X,b,y))*£.
J^

L'application À i^ r(X, b, u))*£ de S(w) dans Fb est donc analytique
et ï(^, b, y))*£/r^(À) se prolonge en une fonction entière de À. Comme £
est arbitraire, il en est de même de ï(X, b, y))7r^(À) donc aussi de
T(À, b, w)/r^(À).

Soit à nouveau T une représentation unitaire irréductible de M,
d'espace F^ Rappelons qu'on note d^ l'espace des applications indéfi-
niment diïîérentiables et à support compact de G dans F^ et que,
pour cped^, on pose

^\,^(g) = f T (m) 9 (gmau) <( À + P» û )> dm da du.
^MX^XU

La fonction <P),,T€^,T et il est facile de voir que (^\,^)ç^. Par suite,
on a le résultat suivant :

COROLLAIRE 2. — L'application À i-> A (À, T, w)^,^) de 5(w) dans F^
est analytique et A (À, T, ïu) ̂ (g)ITw(^) se prolonge en une application
entière de ûc dans F^.

Rappelons que, pour À e S(w), on a défini les distributions coniques S\, ̂
par

&,T,o;(?) = A (À, T, w) 9x,T(e).

Cette définition conserve un sens chaque fois que À n'est pas pôle
de r^(À). On peut donc prolonger analytiquement les distributions
coniques.

Jusqu'à présent, on a considéré des fonctions qui se transforment à
droite suivant une représentation de M. En fait cette hypothèse n'est
pas essentielle. Plus précisément, soit €L l'espace vectoriel des appli-
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cations (À, g) ^> f\(g) de D c X G dans C qui possèdent les propriétés
suivantes :

(a) quel que soit À, la fonction f\ e^x;
(6) quelle que soit la distribution X sur G, de support l'origine, l'appli-

cation (À, g) \-^ X-k f\(g) est continue et analytique par rapport à ^.
On munit OL de la topologie définie par les semi-normes (2.3. i).

THÉORÈME 2.3. — Soit (f),)e<ît. Soient wçW, et w Uun de ses repré-
sentants dans M\ Pour ^çS(w), posons

^a)(g)=ÏIT^W ( f\{gwv)dv.
J^

Dans ces conditions, pour tout gç. G, l'application À \-> ^w(\}(g) de S(w)
dans G est analytique et se prolonge en une application entière de Oc dans G.
De plus, (<]>),) e d, et l'application (f\) H^ (€>),) de Ci dans a est continue.
Enfin, si pour un À, on a /\== o, alors ^^^= o.

La démonstration est entièrement analogue à celle du théorème 2.2.
Signalons le corollaire le plus important.

COROLLAIRE. — Soit (?e^(G/!7). L'intégrale

i/r^(À) ^ <p (gwva) <1 + p, a > da duJ r^xA

converge pour 1 € S(w), et sa somme se prolonge en une fonction entière de ^.

2.4. Relations entre les opérateurs d'entrelacement.

Soient ÀeDc» et T une représentation unitaire irréductible de M,
d'espace F^:.

Considérons les opérateurs d'entrelacement A^(À, T, w) définis au
numéro précédent.

Pour simplifier les notations, on pose

o-= (À, T) et w(a) = (wQ), w(r)),
puis

A^ïïî) ==A /'(À, T, w).

On a vu que si w1 et w" sont deux éléments de W tels que

(2.4. i) Z(M/<) == Z(0 + Hw"\

alors
(2.4.2) A'^w'w'1) =A/^^(w/)Ao(w'/).
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Si (2.4.1) n'est plus satisfaite, il apparaît dans (2.4.2) un certain
facteur fonction de o-; on va préciser ce point. Commençons par une
remarque.

LEMME 2.2. — Si À n'est pas pôle de T^Q), alors Aa(w) ̂  o.
En effet, soit 9 une application indéfiniment difîérentiable et à support

compact de V dans F^. Définissons cpo. par

( 2 4 3 ) i ^^vmau) = < — ^ — p,a>T (m-1) cp (v) pour v e V, etc.,
v • • / ( cp^)=o si g^VMAU.

La fonction c^ appartient à (^\,-: et on a a priori, pour tçS(w),
l'égalité

Ao(w)?o(w-1) === i/r,(À) f (p(y)rfy.
l/^

Dans cette formule, les deux membres sont des fonctions entières
de À et sont donc égaux quel que soit À. Comme on peut choisir <y telle
que son intégrale sur V,p soit non nulle, cette égalité implique le lemme.

Soient wçW, et w l'un de ses représentants. Considérons les repré-
sentations TT)^ et TT^),^) de G dans ^/,^ et ^,P(À),^(T) respecti-
vement. Supposons Re(À) == o.

La représentation TT)^ se prolonge en une représentation unitaire
dans le complété S€\,^ de (D\^. Soit ^e-?^ le sous-espace des vecteurs
X-finis; il est contenu dans (J^\^ et l'algèbre de lie g de G opère dans X;^-
par convolution à gauche.

On a une situation analogue pour w(a). Si o- est régulier, on sait que
les représentations de g dans ^°,r et ^(A),«;(T) sont .irréductibles.
La restriction à ^,r de Ay(w) entrelace ces deux représentations.
Supposons que w = w'w" et que l'on choisisse des représentants tels
que w = w ' w " . La restriction à ^C)0,- de A^^Çw^A^w") est un
deuxième opérateur d'entrelacement des représentations de g. Ces deux
opérateurs sont donc proportionnels. Comme les opérateurs d'entre-
lacement sont continus et que ̂ r est dense dans ^),,T, on voit ainsi
que, pour Re(À) == o et <r régulier, les opérateurs A a(w) et A^^iw^A'yÇw")
sont proportionnels. Compte tenu du lemme, on peut donc poser

(2.4.4) A^^WA^W") =j.(uW)A.(u;)

pour Re(/) = o, et Âa^ o pour toute racine a (ces conditions entraînent
que o- soit régulier). Dans cette formule, jo(w', w") est un nombre
complexe.

Soient m' et m" deux éléments de M. On a
(2.4.5) A'^w!m'w'lml') ==A^(wrwffw{f-imfw"mff)

= ̂ m^-1) w"(^) (m'-1) A'^w'w")
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et

A^^(<,)(w'mQAo(w'm//)=((u^m'/)(T))(m/-l)A^^(o)(w')T(m^
== ((IOW)(T)) (m'-1) ̂ (m^A^wO^A^)
== T(m"-1) w" (T) (m )̂ A^(O)(W') Aa(w").

En comparant ce dernier résultat avec (2.4.5), on voit que

jaÇw'm', ̂ "m") =j^(wfw").

La fonction j'a peut donc être considérée comme définie sur WxW.
Un calcul analogue montre que jo ne dépend que de la classe d'équi-
valence de la représentation T de M.

PROPOSITION 2.6. — L'application Ài->jo(w', w") se prolonge en une
fonction entière de À et (2.4.4) reste valable quel que soit À. De plus, on
a les égalités suivantes :

(2.4.6) jo(w',w')=i si KW'W^^HW'^+KW"),
(2.4.7) Jc(Wi, W^Wï)Ja(w^ Wî) ==Ja(WiW2, Ws)J^^(lV^ Wa),

(2.4.8) j^(w', w") ̂ ^(o)^-1, w'-1) avec CT*=(—À,T).

Considérons, pour commencer, le cas où Re(À) == o et ^07-^0 pour
toute racine a. La relation (2.4.5) résulte de (2.4.2), et la relation (2.4.7)
s'obtient en calculant de deux façons différentes A^WiWaWs). Soient
3i, ..., ^p les racines simples et $1, ..., Sp les symétries correspon-
dantes. Soit

w' = s,,... s^

une décomposition réduite de w'. En appliquant (2.4.6) et (2.4.7),
on voit que

y
(2.4.9) J'a(w', W") ==J'a(Si, . . . S^, W") =]~[ja(^, S^ . . . S^W").

k=l

La fonction j'y est donc complètement définie par ses valeurs j'y (s, w)
avec l(s) = i. Si l(sw) = i + l(w), alors j'y (s, w) = i. Sinon, on sait que
Z (sw) = — i + Z (w), ce qui peut s'écrire Z (s-1 sw) = i + ; (sw), d'où
j' (s, sw) == i. Appliquons (2.4.7) avec Ws = w et Wi = Wz == s. II vient

Jo(S, SW)J'a(s, W) ==Ja(î, w)J»>(cr)(s, $),

d'où

(2.4.io) j'a(s,w)==j^^(s,s) pour /(s)==i et l(sw)==—i+l(w).
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Le calcul de jo est ainsi réduit au calcul de fa (s, s) c'est-à-dire au
cas où G est de rang i. Cela étant, on a

(2.4. ii) A-^(^)A.(5) =j.(5, s) Id.

Si (/\) eCtr, on a donc

A^(s-QA.(-)/\(<7) =j.(5, ,)/\Q7)

pour Re(À) = o et Àa= o pour toute racine a. Choisissons (/\) et g tels
que /\((/) ne soit jamais nul. Dans l'égalité précédente, le membre de
gauche est une fonction entière de À et par suite j'^(s, s) se prolonge
en une fonction entière de ^. Les formules (2.4.9) et (2.4.10) montrent
que, plus généralement, j ' a ( yo ' , w") se prolonge en une fonction entière
de ^. Par unicité du prolongement analytique, toutes les formules précé-
dentes restent valables quel que soit ^. La formule (2.4.8) résulte de
la proposition 1.4. Remarquons que si l'on pose

(2.4.12) A^(«/)A,(^) =j,(^, w^A^w"),

alors
/Q A _q\ , /„,/ ,,,f/\ ^(^^(À)) ̂ (À)(z.4.16) j ( j { w , w ) = ———rTrj———J(7(w , w ).

Faute de pouvoir faire mieux, on suppose désormais que T est la
représentation triviale de M, et on note To cette représentation. Consi-
dérons les fonctions f\ définies par

f\ (kau) ==< — }i — p, a.y pour k ç. K, etc.

On a /\€^,T, et, de plus,
A(^To)(w)/>=^(À)/l^a)>

avec

c^C^)== <—^—p,c^>dy.
^/;r...

Notons que, dans ce cas, les opérateurs d'entrelacement sont indé-
pendants du choix du représentant w. On a, pour o- = (À, To),

A^'^Çw^A'rjÇw") f\ = c,^(À) c^(w"(y)) f^'w"(\)

d'où, par définition de ja(W, w"),

(2.4. z4) ja..,^^-)^^^^^^-
^iv'w" */l/

La fonction c^(À) est donnée par (2.2.7). Introduisons les opérateurs

B,(W)=AO^)(W)MÀ).
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Comme I\p(À)/(Cw(^) est une fonction entière de À, l'opérateur B\(w)
est défini pour tout À, et dépend « holomorphiquement » de À.

THÉORÈME 2.4. — Si Re(À) = o, a/ors B),(w) se prolonge en une
isométrie de S€\,^ sur ^tw[\}^ Cette isométrie entrelace les représentations
unitaires TT^ et TT^),^. De plus,

(2.4. i5) B^w' w " ) = B^WB^W")

quels que soient w' et w".
La relation (2.4.15) est évidente. De plus, on a A(w-1) ==—wA(w) et

^o:)= n caw,
açA(w)

d'où on déduit aisément que

c^-i(w(—À)) =c^(À).

Par conséquent, l'adjoint de l'opérateur

B\(w) : ^\,r^^(\},^
est l'opérateur

5_^œ(w-1): ^-^(i),.^^_7,To-
En particulier, si Re(À) = o, alors

^0.) (w-1) B). (w) = Id et B )̂ (w-1) = B). (w)\

L'opérateur B\(w) est donc une isométrie du sous-espace (^\,r, de ^€\,^,
sur le sous-espace ^w0),ïo de ^w(>,),ro. Il se prolonge donc en une
isométrie de ^€\,^ sur S€w(\},^,, isométrie qui entrelace les représen-
tations unitaires n\,^ et TT^(),),T,.

§ 3. Intégrales de Whittaker.

3.1. Introduction.

On conserve les notations des paragraphes précédents. Soient F un
espace de Hilbert de dimension finie et cp une application de classe C00

de G/ U dans x°(F), à support compact. On considère 9 comme définie
sur G, invariante à droite par U. Pour ^eûc, soit

(3-1 • 0 n(g) = / < ̂  + p, a> cp(^a) da.
^A
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Soit TT une représentation unitaire irréductible de V, d'espace Fr, et

(3.1.2) W^(g, À, 7;)= fn(gv)(^7:(v)dv.
J p'

L'application g\-> W^(g, ̂ , n) est donc à valeurs dans J?(F(g)F^).
Dans le cas des groupes de Chevalley, ces intégrales, appelées intégrales
de Whittaker, ont été étudiées par H. JACQUET [10]. On renvoie à son
travail pour la justification de cette étude.

PROPOSITION 3.1. — Si Re(Àa)>o, pour toute racine positive a,
alors (3.1.2) est absolument convergente,

En effet, quitte à remplacer cp par l'une de ses translatées à gauche,
on peut supposer que g == Wo est un représentant de l'unique élément Wo
du groupe de Weyl qui transforme U en V. Il suffit alors d'étudier
l'intégrale
(3.1.3) f\\n^v)[\dv.

J r
Or V == V^ et

^\(gau) == <— À — p, a > ̂ \(g).

Le domaine de convergence de (3.1.3) est donc S(Wo), ce qui est le
résultat annoncé. La convergence est d'ailleurs uniforme sur toute partie
compacte de S(wo) et, par suite, W^(g, ^, rc) est une fonction analytique
de À. Cela étant, on peut conjecturer que si TT est « non dégénérée »,
alors W^(g, ?i, TT) se prolonge en une fonction entière de À. Nous mon-
trerons que tel est le cas si G est de rang i et TT non triviale.

Le groupe G étant de rang quelconque, soit b une représentation
unitaire irréductible de K, d'espace jF^. Prenons F == F^ et supposons que

cp(^)==b(Jc)cp((7).
On a alors

(3.1.4) cp),(tou)=b(/c)<—À—p,a>9),(e).

Posons
(3.1.5) /•,,(tou)=bW<-À-p,a>.

II suffit d'étudier les intégrales

(3.1.6) W,(^,7r)= ff^(v)®^(v)dv.
»y f

Ces intégrales seront aussi appelées intégrales de Whittaker (de type b).
Notons que

(3.1.7) W^kav, À, TT) = = < p — ^ , a>b(/c)(g)7r(y-')W^, À. T^).
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OÙ

(3.1.8) ^(î^^nÇa-^d).

On va montrer comment on peut obtenir des équations fonctionnelles
pour W^. Soient w un élément du groupe de Weyl, et w l'un de ses repré-
sentants dans M'. Calculons

A^ "O/U)^) = f f^(gwu)du.J^

Cette intégrale converge lorsque \ ç. S(w), et on a

A (À. w) f^ ̂  (g) === ̂  ̂  ̂  (g) f /\ ^ (uw) dp
l/^

=/>^(^b(ff) / b(wÂ-,)<—À—p, a,>dp
t/^

^^^bCff)^^^^)-
D'autre part, si m € M, alors

f\ b^O =f\ ̂ 9)^(m).

On sait (lemme 1.2) que, pour presque tout élément v de Vw, on peut
poser

wv^z-^m^u, avec zçV, m^eM, Ap€A et uel7.

Une variante évidente de la proposition 1.5 montre que si À€S(w),
alors l'application v i-> z est propre pour la mesure

b (m?) <— À — p, 7^)> dp.

Soit ̂  ^ ^ Fimage de cette mesure. On a

A(^w)/,,b=A,b*^,b^-

En résumé, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2. — Si ÀeS(w), aZors

(3.1.9) /^),b^ ^ ^) =^,b ̂  ̂ b^-

En interprétant W^(y, ^, TT.) comme la valeur au point TT de la trans-
formée de Fourier de la fonction v h> f^ ̂  (gu), on en déduit d'une manière
purement formelle que

(3.1.10) W^(g, w(À), TT) TO, b, w) = W^g, À, 7r)7r(^^^).

BULL. SOO. MATH. — T. 99, FASO. 1. 4
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Remarquons que dans cette égalité aucun des deux membres n'a de
sens a priori. En efîet, si ^çS(w,)cS(w), alors w(>.)^S(w,), et le
premier membre ne peut être défini que par prolongement analytique
Au second membre, il faut définir 7r(<î>^) et enfin, il faut justifier
le passage de (3.1.9) à (3.1.10). On établira cette équation fonctionnelle
lorsque G est de rang i (et n non triviale).

3.2. Préliminaires sur les groupes de rang 1.

On suppose désormais que G est linéaire algébrique, défini sur R,
de rang réel i. On utilise les notations du n<> 2.1; en particulier (3 est
l'unique racine simple, p (resp. q) la multiplicité de (3 (resp. 2^), et on
identifie de à C de telle sorte que p = p + 2 q.

Comme U est un R-sous-groupe, Zariski fermé, on sait ([l], théo-
rème 5.1) qu'il existe une représentation immersive v de G, définie
sur R, d'espace F et une droite réelle D contenue dans F telle que

U=[gçG\^(g)D==D}.

Comme U est unipotent, il ne possède aucun caractère défini sur R
et donc, si Ç e J D — { o } , on a

U=={gçG\v(g)^=^}.

LEMME 3.1. — Quelle que soit la fonction <p€^(G/[7), il existe une
fonction ^çcQ(F—[o}) telle que, quel que soit gçG, on ait

?0/)=^(<7H).

En effet, examinons la structure de GÇ. Décomposons î, en une somme

S =2^' de vecteurs ^ propres pour v(A); soit À, le poids de ^-, et suppo-
sons ces poids deux à deux distincts. Comme A normalise t7, les vec-
teurs ^ sont invariants par U, donc de poids positifs. On a alors

^H==^<^>^
i

et par suite,
^(A)Ç=.(AHu{oj.

Comme G = KAU et que K est compact, il en résulte que

^(G)~S==^GHu{o}.

GS est donc une sous-variété analytique fermée de F — { o ) , d'où le
lemme. Conservons les notations précédentes.



INTÉGRALES D'ENTRELACEMENT. 51

LEMME 3.2. — II existe des applications polynomiales ru de G dans F
et des nombres entiers positifs [J-i tels que

v (aga) Ç = ̂  < 2 ̂ , a > ra{g).
i

En effet, on a
v(au)î,i==^, a>Çz

et, par suite, les poids du sous-G-module engendré par \i sont compris
entre —À; et À;. Or

^ (û^a) ̂  == < /„ a > ̂  (a) ^ (̂ ) ̂ .

Décomposons ^((7)^ en une somme de vecteurs poids

^H^S^7^'7' ^'/ de P01^ ^7)-

Les fonctions a,, y sont des fonctions rationnelles partout définies et

^(û^)S=^<^+^/,a>^/(^)E,,/.
ij

Comme ^f,y est un poids du sous-G-module engendré par Ç;, il est de
la forme ^—^j3, et il est plus grand que —^; par suite }i,+ ^i,j est
positif et pair puisque (3 == 2. Aux notations près, le lemme est donc
démontré.

LEMME 3.3 (R. GODEMENT). — Soi/ ^ une partie compacte de G.
Il existe une partie compacte ^f de V et une constante positive C telle que

aeA, vçV et auaç^U impliquent vç.^' et < i , a>^=C.

Soit TT une représentation de G, non triviale, irréductible de dimen-
sion finie.

Munissons l'espace E de TT d'une norme invariante par le centrali-
sateur M de A dans K. Soit À le poids dominant de TT et e\ un vecteur
dominant. La condition

auaç^U^
peut s'écrire

wava e w^ [7,
ou encore

a^wvaçw^îU.
Supposons u^e, et posons

wv==v'mvhvU^ y'eV, m^çM, Ap€A et u^ç.U.

On a
TT (a-1 wua) e\ = < A, 7îp)> TT (a-1 u' a) n (m^) e\.
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Soit P le projecteur sur le sous-espace des vecteurs de poids A. On a
P TT (a-1 wua) e\ == <( A, Ap)> P TT (m?) ÇA = < A, 7i^)> TT (m^) ÇA.

S'il existe co e î2 tel que
a^wuaçwwU,

alors
P TT (a-1 uwa) ÇA == P^ (w co) ÇA

ou encore, en prenant les normes

[|P7r(u)û))eAt|=<A,^>HcA[|.
On en déduit que

<A,^>[]eAH^sup [|P7r(w^)eA[|.
œeû

La formule (2.1.3) permet de calculer Ap en fonction de v et montre
que si <(A, Ap> reste bornée, alors v reste dans une partie compacte de V
ce qui prouve l'existence de i2'. D'autre part, soient toujours a et y
tels que avaç^U. On a

TT (avd) ÇA = <( 2 A, a ^> TT (auar1) e\,
d'où

P7r(apa)eA==<2A, a>CA
et par suite,

<2A,a>[leA[|^sup [|P7r(co)eA[|.
coeû

Comme <2Â, a> reste borné, il en est donc de même de <i, a>.

3.3. Le prolongement analytique des intégrales de Whittaker.

On suppose toujours G de rang i, linéaire algébrique. On utilise les
notations du n° 3.1.

THÉORÈME 3.1. — Si TT est non triviale, alors l'intégrale

(3.1.i) Wç(ff, ^, 7r)== f^(gv)®7t(v)du
Jy

converge pour Re(À)>o. Si se F et r^çF^, alors W^(g, À ,7 r ) s (g )Y3 est
une fonction analytique de À qui se prolonge en une fonction entière de À.

On a déjà vu, proposition 3.1, que l'intégrale convergeait pour
Re(?i) > o. Pour le prolongement analytique, on peut supposer que cp
est à valeurs scalaires et que g == e. On a alors

Wç (e, ^,7:)== ?(yû) < À + p, a> 7r(y) du da.
JFXA
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Changeons a en a2; il vient

Wy(e, L 7r) = 2 ^ cp(pa2) <( 2 ?i + 2 p, a> 7r(p) dp da.
^x^

Changeons y en apa-1; il vient

Wo(e, À, 7r) = 2 J <( 2 ̂ , a)> dû ^ cp(apa) 7:(aua~1) du.
Jyt J pr

Si < est un nombre positif, on note a.t l'unique élément de A tel que
t == < i, a/>. Soit y? ç. F^ et

f(0= / ^(citVa^^ÇatVa't^rïdv.J v
On a

Wç(e, \ 7r)ïi = 2 r^^mri^l.
^o

D'après les propriétés générales de la transformation de Meiïin, il
nous suffit donc de prouver le lemme suivant :

LEMME 3.4. — La fonction f est continue et son support est une partie
compacte de [o, + oo[. De plus, quel que soit rentier positif ou nul n, on a

l™f-Uf(0[|==o.

Soit Î2 une partie compacte de G telle que sup(cp)c^î7. D'après le
lemme 3.3, il existe une partie compacte ^2' de V et une constante posi-
tive C telles que

^(dtva^^o implique pe^ et t^C.

On a donc f(t) = o pour /^C et

f(t)=== ^(atUa^^ÇatUaY^rîdv.
^û'

Comme ^/ est indépendant de t, ceci montre que f est continue. Pour
étudier le comportement de f à l'origine, notons qu'il existe toujours
un élément X de t), appartenant soit à î)i = g-P soit à t)s = 9~~2^ tel que

7r(X)=cId, c^o.

En effet, comme î)a est le centre de D, il existe une forme linéaire v
sur t)s telle que

7r(Z)==iv(Z) pour Zev2 .

Si y ̂  o, on prend XeDo telle que v(X) ̂  o. Si v == o, alors TT est
triviale sur V2=exp(i)2), donc provient d'une représentation unitaire
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irréductible de V/V^. Comme V/V^ est abéUen, r. est un caractère de V.
trivial sur V^. Il existe donc une forme linéaire ^ sur D, nulle sur D/
telle que ^

7r(y)==iV(Y) pour Y€D.

Comme TT est non triviale, v ' ^ . o, et on prend Xe x)i tel que T/(X) -^ o.
Remarquons que

7r(Ad(a/) X) = d-2-, avec r == i si Xe D,, et r == 2 si Xe D,.
Soit

c?,(y)==cp(a,ya,).

La fonction cp, est indéfiniment dérivable et à support compact.
On a donc

f X- * <^(y) n(atuar1) -n du == c^-27- r<p(a<i0 7r(a,y^-1) 75 (di;,ty ^ J f
d'où

(3 •3 • 2 ) I I f(t) I I ̂  1 c I-72 ̂ r fx- * ?<(y) du.
J J.r

II nous suffit de prouver que l'intégrale figurant au second membre
de cette inégalité reste bornée quand / tend vers zéro. Or, avec les nota-
tions des lemmes 3.1 et 3.2, on a

ï^^-^^^1^^
\ i /

et par suite, X1*^) est de la forme

2W2^^)W^
y \ i )

où les a; sont des fonctions polynomiales de t et de u et les ^/ des dérivées
partielles de ^. Les fonctions ^ sont continues à support compact,
donc bornées.

Les fonctions a, se prolongent en des fonctions continues sur R x V donc

sup |ay(<, u)\ <+oo.
o-^/^c
peu'

Comme X^ * ?/ est à support compact contenu dans ^ et est nulle
pour t^C, on a

/ [X^^^Idy^supIX^^cp^^K+oo.
^ r te^

peu'
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II existe donc une constante Mn, telle que

\\f({)\\^Mn\C\-nt^\\rï\\.

ce qui prouve le lemme.

Remarque. — Dans le cas où TT est la représentation triviale de V,
la méthode précédente nous a été suggérée par R. GODEMENT. Elle
redonne le prolongement analytique des intégrales d'entrelacement.

Au paragraphe 4, on aura besoin de la remarque suivante. Supposons
que la représentation TT soit de dimension i. Il existe alors une forme
linéaire v sur t), nulle sur [D, D] telle que

TT (exp Y) == e1 v (r) pour Y e D.
Notons Ti-v cette représentation.

LEMME 3.5. — Pour v^o, l'application (À, v) i-> Wo (e, À, TT) ^
continue.

En effet si,

^ (0 == / ? (a/ ^a<) Ti-v (c^ yor1) Y? ̂
Jr

alors, pour / ̂  o, /v(f) est une fonction continue de v et de t (on intègre
sur un compact fixe). De plus

\\f.(t)\\^Mn\v(X)\-t^\\-n\\.

L'élément X de :) dépend a priori de ^, mais on peut le choisir indé-
pendant lorsque y varie au voisinage d'un point; dans ce voisinage, Mn est
alors indépendant de v. L'inégalité précédente montre alors quet^f^t,)
prolongée par o au point t === o est continue au point (v, o) pour v ̂  o.
Comme

Wç(e, À, 7r,) == 2 f t^f^d't2 ^ ^
^o«^n

et que l'intégration se fait sur un compact fixe, indépendant de (À, ^),
la somme de cette intégrale est une fonction continue de (À, v).

Revenons au théorème 3.1. Il permet de définir l'opérateur W(g, ̂ , n)
pour tout ?i. La majoration obtenue pour f, montre que cet opérateur
est borné. Examinons un cas particulier. Soit o une représentation
unitaire irréductible de K, d'espace Fb; prenons F = Fb et supposons que

?(^)=b(/c)9(y).
On a vu que

?M:ff)==^b(ff)?^
avec

^b(^) = b(Â-) < — À — p , a > si g==kau.
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On a donc le résultat suivant :

THÉORÈME 3.2. — L'intégrale

^ (g, ̂  TT) == f f^ ̂  (gu) 0 7r(p) dy
J F

converge pour Re(À) > o. Pour seF^ et -nçF^, l'application
^ ̂  W(g, ^, 7T) £ 0 Yî

^ analytique et se prolonge en une fonction entière de À.

3.4. L'équation fonctionnelle.

Rappelons que, pour Re(À) > o, on a
C3-4^) ^b^^^^^^*^^.

D'autre part, une variante de la proposition 2.3 montre que
(3-4-2) ^b^^O^W^-P
où, pour u^e, on a posé

w-1 u e Vm^ [7, m^ e M, ^ € A

et N(y)=<i,^>. Si y=exp(Y+Z) avec YeDi et Zeî)-, alors
N(vY= [1 Y 1 ^ + 1 1 ZJp,

où Y et Z sont définis comme au n° 2.1. En particulier, la fonction N(uy-^
n'est jamais intégrable sur V.

Une application polynomiale P de V dans J°(J^) sera dite homogène
de degré ^ si

P(ava-1) == < — 2 ^JL, a > P(y).

On montrera en appendice qu'il existe des polynômes P,, homo-
gènes de degré pi^ o, tels que

b(m.)=^P,(y)N(y)-^.
i

On a donc
b (m.) NQ -̂P ==^ P,(y) N(u)^-^.

i

On doit définir TT^,^) Pûur toute représentation unitaire irréduc-
tible, non triviale, de V. Formellement

(3.4.3) 7r(^,b,Tp) == fy,N(u)'>--^P,(u)^^(u)du.
^ i
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Pour Re(À) > o, on a

W- '̂ = r((p+^)/4) .T"^- '̂ ̂ w d-1.

Cette égalité peut encore s'écrire :

N(^-^^((p+^,-^)^<^-^-^^>^-N(—)4^
Posons

^)-:S«p+,̂ );4)^)-
Formellement on a

7r(^^) = r<2À, a>da [e-N^P(u)^)7:(a-iua)du.
J A J F

On va prendre cette formule comme définition de TT(^ ^-^). Soient Fr.
l'espace de TT, et Fî le sous-espace des vecteurs réguliers.

PROPOSITION 3.3. — Soit £€^ et r)çFï. Posons

(3.4.4) f(t)= fe-^^^Piv^Tt^va^^^^dv.
J/>

L'intégrale

(3.4.5) gW- r t^f(t)d-t
^0

converge pour Re(À) > o, et sa somme est une fonction analytique de À
qui se prolonge en une fonction méromorphe dont tous les pôles sont simples
et sont des entiers négatifs ou nuls.

Il suffit de faire la démonstration en remplaçant P par Pi. Posons donc

f,(f) = f e-^P^v) 0 ̂ (ar'vât) (s (g) ri) du
J^

et étudions le comportement de fi lorsque t tend vers zéro ou vers + oo.
Soit

^^p)^e-N^Pi(v)^.

Soit XeDi ou à 1)2 tel que TT(X) = c Id; c^o. La fonction X^^r ?z
est à décroissance rapide sur V et

f X71 * ?. (u) * TT (ûç-1 ya0 ̂  dy == (̂ "y f ?. (̂  0 TT (a,-1 ya<) ̂  du,
J r J r



^ G. SCHffTMANN.

où r = i (resp. 2) si XeDi (resp. à ^2). On a donc

(3.4.6) II /\.(0 fl ̂  | c |-̂ - f II X-* ?.(i0 [| ̂ .
Jr

La fonction /\ est donc à décroissance rapide à l'infini. Étudions son
comportement au voisinage de o. Posons à nouveau v == exp(Y + Z),
YeKi et ZeDo. On a

fi(t) == fe-^^Pi(v) (g) 7r(exp(t2 Y + ̂ Z)) -n du.
J r

Remarquons que cette formule à un sens pour / = o. Comme r^ e F^,
la fonction

^^(exp^Y+^Z))-/}

est de classe C30, et on voit aisément que

d^7r(exp(t2 Y + t^Z)) -n) == 7r(exp(<2 y + t^Z))7:(Qn(t, Y, Z))

où Qn est une fonction polynomiale. L'intégrale

fe-^^PiÇu) (g) dn|dtn7^:(a7iuat) rî du
J r

converge donc uniformément pour t dans une partie compacte de R.
La fonction fi est donc de classe C00 sur R. Notons qu'elle est paire et
donc que

^+1^2^-1 /•(o)==o.

La transformée de Mellin :

9W- r^t^f^d-t
•J0

est donc définie et analytique pour Re(À) > o et se prolonge en une
fonction méromorphe dont tous les pôles sont simples et entiers négatifs
ou nuls. La proposition 3.3 est donc démontrée.

Par définition, on pose, pour —^N,

^(^b^)5®^^)-

L'opérateur ^(^,b,^) a donc pour domaine de définition F^(g)Fî.
Si Re(^)>o, on déduit aisément de (3.4.6) que cet opérateur est
borné. On vérifie également que si a çA et si ^(v) == ^(a.-^vd), alors

(3.4.7) .̂b )̂ ==<-^> a>7r(<D^).
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THÉORÈME 3.3. — Si 7: est non triviale et si — À^N, alors

(3.4.8) W^(g, —À, TT) r0, b, w) = W^(<7, À, 7:)îr(^^).

Dans (3.4.8) les deux membres sont maintenant définis. Les for-
mules (3.4.7) et (3.1.7) montrent qu'il suffit de prouver (3.4.8) lorsque
g == e. Pour simplifier, on pose

W(À)=W,(^,TT); <D,=0,^;

T(À)=T(À,b,u;); A=A,b.

On doit donc prouver que

(3.4.Q) W(— ̂ ) r(À) == W(À) 7r(^)

sachant que

(3.4.io) f^r(Â)=^*^,

Nous commencerons par le cas où TT est de dimension infinie.

PROPOSITION 3.4. — Soit ^et).^ — } o j. Si YeDi ^ 51 ^([Y, X)i]) = o,
aZor5 Y == o.

En efîet, soient 0 Finvolution de Cartan et B la forme de Killing.
Il existe Zeo^ tel que

i3(0(Z),X)===^(X) pour X€D,.

Par hypothèse, on a donc

J3(0(Z),ad(Y)x)0=o
ou encore

5(ad(Y)0(Z),DO==o,
ce qui équivaut à

ad(Y)6(Z)=o.

Comme Z est non nul, la formule (2.1.13) montre que Y === o.

COROLLAIRE. — La forme bilinéaire alternée

(Y, T)^v([Y, Y7])

est non dégénérée, et 1)2 = [o, î)].
Comme T: est irréductible, il existe ^ ç D ^ telle que

Tr(expZ) = e1^^ pour Zeos.
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Soit ¥2= exp(i)2); c'est le sous-groupe dérivé de V. Si v == o, alors,
par passage au quotient, TT définit une représentation unitaire irré-
ductible de V/V2. Comme Y/¥2 est abélien, TT est de dimension i. On va
donc supposer v ̂  o. Plongeons Dg dans î^- On vérifie de suite que
A d ( V ) v = = v + D ^ et donc que l'orbite Ad(V)v est de dimension p.
D'après la théorie de Kirillov, une sous-algèbre l) de î), subordonnée à v
[c'est-à-dire telle que i^([t), I)]) == o] maximale, est de codimension p/2.
On construit comme suit une telle sous-algèbre : soit c un sous-espace
de t)i, isotrope maximal pour la forme alternée ^([Y.Y']); on a
[c © 1)2, c © Da] == [c, c] donc I) == c © î)2 est surbordonnée à ^, maxi-
male puisque de codimension p/2. Soit Jî = exp(I)) et

^(expX)^^ pour Xel).

La représentation TT est équivalente à la représentation induite par %.
On identifie ces deux représentations.

Soit
(3 .4 .11) K^(x, y) == ff^xhy-^^dh.

Jn

LEMME 3.6. — Supposons Re(^) >—p/2.
(a) L'intégrale (3.4.9) converge et sa somme K\(x, y) est une fonction

continue de (À, x, y), analytique par rapport à ^.

(b) f \\K^x,y)\\2dxdy<+ao.
J/'/H^r/H

(c) Si ^çF^Fr,, alors

(3.4.12) W(7.)'n(x) == f K^(x, y)-n(y)dy.
^r/n

Pour (c), rappelons que F^ (g) Fr. est l'espace des applications -n de V
dans F^ telles que

^(vh)=^(h-l)'n(v)
et

f |]ïî(y)|[2dy<+oo.
^r/H

Prouvons (a). Le sous-groupe H est normal, donc

f i l /Wy-1) I I dh = f[| nxy^h) I I dh.
J H J H

Mais
/\ (xy-1 h) ̂  C <— Re (À) — p, an >,
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où la constante C ne dépend que de xg~1 et reste bornée quand xy-1

reste dans une partie compacte de V. Si h == exp(Y + Z) avec Yec
et ZeDo, on a

<_Re(^)—p, a, >==[(i + I I YH2)^ HZH2]-^)^/4.

On doit donc vérifier que, pour Re(À) > —p/2, on a

f [(I+||Y||2)2+11^112]-(Re^+p)/4dY^<+oo.
CXD,

Remplaçons Z par (i + || YH^Z; il vient

f (i + [| Z [p)-(Re(^-p)/4 dZ F(i + [1 Y [l2)-^)-^/2 dY.
Os c

La première intégrale converge pour Re(À) >—p, et la deuxième
pour Re(À) >—p/2. De plus, la convergence est uniforme pour xy~1

appartenant à une partie compacte de V et t à une partie compacte
du demi-plan Re(À) > —p/2, ce qui montre que K\(x, y) est continue
par rapport à (À, x, y) et analytique par rapport à À.

Prouvons (&). Pour Yeoi, posons

g(Y)= r^(exp(Y+Z))e^dZ.
J^

En explicitant f\, on a

g(V) = f b(*exp(Y^Z))[(l + [| Y [|2)2 + II Z [p]-(^F)/* ̂ z) dZ.
J^

Changeons Z en (i + [| YH^Z; il vient

ff(Y) =(i + [| Yll2)-^4-^/2 f b(^p(y+(i4-iini-)z))
^2

x (i + [[ Z [I^-^+P)/4 e^^^-m rlll) dZ.

Dans cette formule, l'intégrale converge pour Re(À) >—p, et est
une fonction bornée de Y. En conséquence, g est de carré intégrable
sur Di pour Re(À) > — p/2. Soit c' un sous-espace de xïi isotrope maximal
pour la forme alternée ^([Y, Y7]) et tel que Di= c© c'. Posons

<y, y') = ï- v([Y, Y']) pour Y € C et Y'ec'.
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c et c7 sont donc en dualité, et on peut identifier l'un au dual de
l'autre. Cela étant, on a

Kï (x, y) = f h(xhy-1) ̂ (h) dh
J H

= f /\ (xhy-^ exp (Z)) e^ (z) (dh dZ.
^/^XDs

En explicitant, il vient

K, (exp(X), exp(Y)) = f g(X— Y + H) ̂ (i^-^i-^ î^ dH.
^c

II nous faut montrer que la fonction K).(exp(X), exp (Y)) est de
carré intégrable sur cxc' ou encore que la fonction

g ' ( X , Y) == K,(exp ̂  (X + Y)), exp ̂  (Y-X)))

est de carré intégrable sur c' x c'. Or si X et Y appartiennent à c', on a

g^X, Y)= fgÇX+IT^e^^dH.
^c

La fonction g ' est donc une transformée de Fourier partielle de g.
Comme g est de carré intégrable, il en est de même de g ' .

Prouvons (c). Soit ^ une application C°° à support compact de V
dans F^. Posons

^/(^ f?(^)zW^.
J H

La fonction cp^ appartient à F^(g) F^ et on obtient ainsi un sous-
espace dense de F^Ç^F^. Pour Re(À) > o, on a

^(A) ?%(^) = ff\(3) ?%(y-1^) dyJ r

= f h(xhg-^)^(y)^(h)dydh
J r / l I X H

== j K^(x,g)^(y)dy.
J ^IH

Par définition, pour Re(À)>o, on a W(À) == 7r(/)), donc

W(À) 9^(a:) == C K^(x, y) ̂ (y) dy.
^r/n

Comme cpy est à support compact modulo H, l'intégrale du second
membre à un sens pour Re(À) > —p/2 et sa somme est une fonction analy-
tique de À. D'après le théorème 3.2, il en est de même du premier membre
de sorte que l'égalité reste valable pour Re(À)>—p/2. D'après (b),
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K,(x,y) est de carré intégrable sur Vf H, donc définit un opérateur
borné dans F^(g)F^. Comme cet opérateur coïncide avec W(À) sur un
sous-espace dense, il lui est égal ce qui prouve (c).

Considérons maintenant l'opérateur n (€>)). Soit

(3-4-I3) ^(^ y) =- f ^(xhy-1) ̂ (h) dh.
J H

LEMME 3.7. — Supposons o<Re(À)<p/2.
(a) L'intégrale (3.4.i3) converge pour xy-^H, et sa somme est une

fonction continue.
(b) On a

^W ?%(^) == f B,(x, y) ̂ (y) dy.
17 ̂ /H

Comme
\\^\\^N(vY^-^

la démonstration de (a) est immédiate. Pour prouver (b), rappelons
que, par définition,

^WPx ==V\ 2 ̂  a> daj e-^^P^Kg) ̂ (a-^d)^ du

^ < 2 À — 2 p , a^daCe-N^a-^P(aua-ï)(S)^(u)^du.

La fonction
e-^ '̂̂ P^a-i)

est à décroissance rapide sur V, donc l'opérateur

fe-^^^-^PÇaua-1) (g) 7r(y) rfyJ^

est l'opérateur de noyau

( e-N^——^P(axhy^a-i) ̂ (h) dh.
J H

Si on pose
6(y, d)== ( e-A^^exP(z)a-l)4P(ayexp(Z)a-l)e^v(z)dZ,

J^
on a donc, pour Re(À)>o,

7^(^)?5c(^) = f < 2 ^ — 2 p , fl>da f 9(^-S à)^(y)dhdy.
A ^ H / F ^ F / H

On va voir que, pour Re(^) > o, cette intégrale triple est absolument
convergente. Pour évaluer 6 (y, a) on peut supposer que y==exp(Y)
avec yeoi. Posons / = < i , a > ; il vient, en considérant P comme
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défini sur Di x 02,
6(exp(Y), a) = f P^Y, ̂ Z^-imi^-8-!!^^-8 e^^dZ

t7^

==^ç-iiri|*<-3 rP(^y^e-||zi|«^v(ZK^
J^

II existe donc un polynôme Q, à coefficients fonctions holomorphes
de À, tel que

6(exp(Y), a) == e-"^ll4î-)!f4<?^Ç(<-2y, v^e-^lMl2/4.
D'autre part, comme | 6 [ est invariante à droite par ¥2, on a

r<2Re(À)-2p,a>dar {\Uxhy-\d)\\\^(y)\dhdy
J A ^H/^s x nn

^sup[cpy| j <2Re(À)—ap, a^da f \^(xy-lh, a)\dhdy
J A ^H/r^xr/H

=sup|^| f<2Re(À)—2p, a^da f\ 6(exp(Y), a) \ dg.
^ A ^

Remplaçant 6 par sa valeur, on doit montrer que, pour Re(À) > o,
on a

f <2Re(À)—2p,a>|Ç^-2Y, vt^)\ er^^-'-^^^dY da< + oo.
^XOi

Comme v est non nul, il suffit de changer Y en fY pour obtenir notre
assertion. En appliquant le théorème de Fubini, on a donc

^O?^^ f dy f < 2 À — 2 p , a^daf Q (xhy-\ a) ̂ (y) dh
^FI H ^ A ^ tll^t

= f dy f< 2 À — 2 p, a > da f e-A^y-ia-^
^ FIH ^ A ^ H

X P(axhy-1 a-1) cp^ (y) %(h) dh.

Pour o < Re(À) < p/2, on peut permuter les intégrations par rapport
à a et h, ce qui donne

^W ?x(^) = f B^(x, y) ̂ (y) dy,
</r/H

l'intégrale étant absolument convergente.
Prouvons maintenant le théorème. Si o<Re(À)<p/2, alors

W(— À) ̂ (x) == f K^(x, y) ̂ (y) dy = [K-,(x, y) ̂ ( y ) dy.
J r/H ^\

Mais
^T(À)=/x*^.

On a donc
K-^(x, y) T(À) == f (/). * €»).) (^y-1) xW dh,

^T/
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d'où

W(—^)T(À)cp^)=fdy Çdh ff\(xhy-ïu-ï)^(u)^(y)^(h)du.
t/ ̂  ^jy ^ r

Prouvons que cette intégrale triple est absolument convergente.
Comme H est un sous-groupe normal, on a

f [1 f^xhy-^u-1) ( | . [| O^y) [|. [ cp(y) | du dy dh
JFX-HX^

= f [\^(xy-ïhu-l)\\,\\^(u)\\.\^(y)\dudydh.
^rxHxr

Comme le support de cp est compact, il existe une constante C telle que
\Mxy~ïhu-l)\\^C\\^(hu-ï){\ pour yesupp(cp)

et il nous suffit d'étudier

f \\Mhu-^[\.[\^(u)[\dvdh.
^HXF

En remplaçant [| f\ \\ et [] <Ï^ f| par leurs expressions explicites, on
vérifie sans peine que cette dernière intégrale est finie.

En appliquant le théorème de Fubini, il vient alors

W(—^)T(À)cp^)= f f\(xhy-ïu-i)^(u)^(y)^(h)dhdydu
J^XHx^'

- f Mxhu-^^uy-^^Çy^^dhdydv
^rxHxr

== f f^xhh'-^v-^) ̂ (uh^y-1) cp(y)
^r/HxrxHxH

X^(K)dhdh'dydv

= f f^(xhu-1) ̂ (uh'y-1) 9 (y)
^r/Hx^xHxH
^'X.W^dhdh'dydu

== f K\(x, v) B\(u, y) 9 (y) dy du
^r/Hxr

= j K^(x, v) B\(u, y) cp^(y) du dy
J F III-XVI H

= K\ (x, u) TT (C^) ̂  (v) du
t yr/n

==WWnW^(x)

et comme les cp^ sont denses dans F^^F^ ceci prouve le théorème.
BULL. 800. MATH. — T. 99, FASO. 1. e
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Il nous reste à examiner le cas où la représentation TT est de dimen-
sion i. Supposons d'abord que 2(3 ne soit pas racine. Le groupe V est
donc abélien. Lorsqu'aucune confusion n'est à craindre, on l'identifie
à son algèbre de Lie o. Soit v un élément non nul du dual D* de î). Posons

7T,(exp(y))=e^1) pour Yeo.

Les représentations non triviales de V sont exactement les carac-
tères TTy. On a

[|^(y)[|=(i+[|y[p)-(Re^)^)/2.

Par conséquent f\ est une fonction à croissance lente sur D, donc
définit une distribution tempérée sur t) ; soit /^ sa transformée de Fourier
au sens distribution.

LEMME 3.8. — -Si Re(À)>—p/2, alors f\= W(^, n^)dv.
Pour Re(À)>—p/2, la fonction f\ est de carré intégrable, et par

suite f\ est une fonction. Il suffit donc de prouver que la fonction
^ i-> W(^, Tïv), v ^ o est la restriction à î ) * — { 0 } de ^. Soit donc h
une application, de classe C'0, à support compact de D* dans F^. Soit
cpe ^(D), à valeurs dans F^, telle que 9 = h. On doit vérifier que

ff.(Y)^(Y)dY^ fw(À,7:,)7i(.)^.
^0 ^0

Le second membre a un sens puisque (lemme 3.5) W(À, Tiv) est une
fonction continue de (À, ^). Par définition même de W(À, TT^), cette
égalité est exacte pour Re(À)>o, mais les deux membres sont des
fonctions analytiques de À, donc l'égalité est valable quel que soit ^.

D'autre part, on a
II ^ 1 1 = \\Y [I^-P.

Pour Re(À)>o, cette fonction est localement intégrable et à crois-
sance lente, donc définit une distribution tempérée.

LEMME 3.9. — Pour < o< Re(À) <p/2, la transformée de Fourier
de ^\ est la fonction

^t->7Tv(^), ^7^0.

Avec les notations du début du numéro, il suffit de prouver que, pour
o<Re(À)<p/2 , la transformée de Fourier de

P^IIY^-P-^
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est la fonction

- TW^W F1' (^^e-" 'lllp•(Y) ̂ "^
Or, pour o<Re(À)<p/2, la fonction P,(Y) [| Y^-P-^ appartient

à ^L<» donc sa transformée de Fourier est une fonction. Posons

g(y)= fe-il^P^e^^dY.
^0

Soit h et cp comme dans la démonstration précédente; on doit vérifier
que

fP,(Y)9(Y)[|YtP-P-^dY
^D

=Tw^.=mf..dv^''''v'w')li•'•
Or le support de h est compact et contenu dans t )*—{o} , l'intégrale

double au second membre est donc absolument convergente, ce qui
permet de permuter les intégrations et la démonstration s'achève sans
difficultés.

Pour o < Re(À) < p/2, interprétons l'égalité

f_,T(À)=/\*<ï),

comme une égalité entre distributions tempérées. On a

/L,T(r)=(/\*^r.

Mais pour les À considérées, f\ et ^/, appartiennent à CDu, et par suite :

(/\^<Ï),)-=/^ê,,
d'où

W(— À, TT,) T(À) == W(À. TT,) 7r,(<I»y)

a priori pour o < Re(À) < p/2. Par unicité du prolongement analytique,
cette égalité subsiste pour — À ^ N .

Enfin, supposons que 2 (3 soit racine et que TT soit de dimension i.
Il existe donc une forme linéaire v sur Di, non nulle, telle que

7^(exp(Y+2)=^ v ( ) ) pour Y€î)i et Ze^.

En rendant f\ et <S>\ invariantes à droite par Va, on se retrouve essen-
tiellement dans la situation où V est abélien. Nous omettrons les détails.
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APPENDICE.

Soient G un groupe de Lie réel, connexe, semi-simple, à centre fini,
et G=KAU une décomposition d'Iwasawa de G. Soient V le sous-
groupe unipotent opposé à U, et M le centralisateur de A dans K.
Si u e V, posons
(A.i) y = A ^ a ^ U p avec k^ç.K, û^eA et u^çU.

Soit w un élément du groupe de Weyl, w l'un de ses représentants
dans K. Si ye Vnur^VMAE/, posons

(A .2) wv = y' m? Ap u', avec v' e V, m? e M, Ap € A et î  € t/.

Une fonction P, définie sur V est dite polynomiale si P o exp est une
fonction polynomiale sur t).

PROPOSITION A.l. — Supposons que G possède une représentation
linéaire fidèle de dimension finie.

(a) Soient b une représentation unitaire de K et e et ^ deux éléments de
l'espace de b. Il existe des fonctions polynomiales Pi, ..., P/, sur V et
des poids dominants réels ^i, ..., ^ tels que, quel que soit vç. V, on ait

(A.3) (b(^)s|£') ==^P^)<-^, ap>.
i

(b) Soient T une représentation unitaire de M et £ et s' deux éléments
de l'espace de T. Il existe des fonctions polynomiales P[ sur V et des poids
dominants réels ^ tels que, quel que soit vç. Vrnv-1 VMAU, on ait

(A.4) (ï(7n.)£ | s') =2PKy)<-^ A.>.
i

Dans toute la démonstration, les représentations considérées de G
sont des représentations linéaires de dimension finie. Si TT est une telle
représentation, on note E son espace; lorsque TT est irréductible, on
introduit son poids dominant réel ^ et le sous-espace E^ des vecteurs
dominants. Rappelons que M stabilise E^.

LEMME A.l. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes.
(1) Le groupe G possède une représentation linéaire fidèle de dimen-

sion finie.
(2) Si m € M et si, quel que soit la représentation linéaire irréductible TT

de G, la restriction de TT (m) à £p. est l'application identique, alors m = e.
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Soit Gc (resp. Gn), un groupe de Lie complexe (resp. réel) connexe et
simplement connexe, d'algèbre de Lie 9c == 9 ® C (resp. 9). Soit

cr: GR->GC

rhomomorphisme de groupes de Lie réels déduit de l'injection de g
dans gc et soit N le noyau de o-. Soit

P ^ G^-> G

l'unique homomorphisme dont la différentielle à l'origine est l'appli-
cation identique de g. On sait (HOCHSCHILD, Thé structure of Lie
groups, [9], chap. 17) que l'intersection des noyaux des représentations
irréductibles de dimension finie de G est p(N). De plus, il existe une
représentation de dimension finie de G dont le noyau est exactement p(N).
Par suite, G vérifie la condition (i) du lemme, si et seulement si
p(N)=;e}. D'autre part, il est clair que p(N) est contenu dans le
centre de G donc dans M.

Si G ne vérifie pas la condition (i), il existe mep(N)cM, différent
de e et, pour toute représentation de dimension finie TT de G, on a
TT (m) === Id, ce qui montre que G ne vérifie pas la condition (2).

Inversement, supposons que G vérifie la condition (i). Il existe alors
un groupe de Lie complexe, connexe Gc, d'algèbre de Lie gc tel que G
puisse s'identifier au sous-groupe analytique réel de GQ d'algèbre de
Lie g. Soit Mo la composante connexe de M, et Z = exp(ia)nJC; on
sait que M=MoZ. Soit me M—{e}, et posons m=moZ. Il existe
un sous-groupe de Cartan B de Mo tel que nioçB; soit b son algèbre de
Lie. Si I ) = a © b , alors I )c==t)®C e^ une sous-algèbre de Cartan
de Qc et mç.H = exp(Ï)).

Choisissons sur a + 16 un ordre compatible avec celui choisi sur û.
Il est facile de voir que, considérés comme caractères de H, les poids
dominants des représentations holomorphes irréductibles de dimension
finie de Gc séparent les points de H. Il existe donc une représentation
holomorphe irréductible de dimension finie Ti-c de Gc, de poids domi-
nant complexe /V et un vecteur dominant complexe e\ tels que
^G(m)e\-^-e\. En considérant la restriction TT de 7:0 à G, ceci montre
que G vérifie la condition (2) du lemme.

Prouvons l'assertion (a) de la proposition. Le groupe G vérifie les deux
conditions équivalentes du lemme. En particulier, le centre de G est
fini et K est compact. Soit TT une représentation irréductible de dimen-
sion de G, d'espace E, de poids dominant réel fJ.. Soient E' le dual de jE,
et TT' la représentation contragrédiente de TT.

Considérons les fonctions

(A.5) f(9)=<^(9)e,er')> pour eç.E^ et e ' ç : E ' .
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On a f(gau) == < + p., a>/"(^) pour aeA et ue U. Soit a l'ensemble
des combinaisons linéaires finies des fonctions f obtenues en faisant
varier e, e' et TT. C'est une algèbre de fonctions définies sur G; elle est
stable par translations à gauche et par l'application f->f (considérer la
représentation conjuguée de TT).

Soit ôi l'algèbre des coefficients des représentations unitaires de K.
Par restriction, on obtient une application de a dans ^ et l'image
de €i est une sous-algèbre ai' de ^. On va voir que ̂  = <^. Comme (^J
est invariante par translations à gauche, il suffit de prouver que ôf
est dense dans (^ ou encore qu'elle satisfait aux hypothèses du théo-
rème de Stone-Weirstrass. Par construction, ôf est autoadjointe et
contient les constantes, il reste donc à vérifier qu'elle sépare les points
de K, Par invariance à gauche, il suffit de montrer que si kçK et si,
quelle que soit cpe^/, on a cp (k) = cp (e), alors k = e. D'après A. 5,
on aurait

<7r(A)e,e'>=<e,^>

et comme e' est quelconque, ceci implique TT (k) e = e pour e e E^.
Utilisons la décomposition de Bruhat. Il existe un élément w du groupe
de Weyl et un représentant w de w dans K tels que kç UwMAU. Posons
k = uwmau'. On a

<( TT (k) e y = < ^., a > TT (uwm) e.

Supposons que w^e; on peut choisir TT telle que w(^)^^.
Or 7c(îvm) eeE,,,,^) [sous-espace des vecteurs de poids w(^)], et la compo-
sante suivant E^(^) de 'K(uwm)e est T:(wm)e^o, donc 7:(k)e^-e, ce
qui contredit notre hypothèse sur A:. On a donc w == i, et k e MA Ur\K=M.
Le lemme montre alors que k == e.

Cela étant si b est une représentation unitaire de K et si s et s' sont
deux éléments de l'espace de b, alors la fonction (b(Â-)£|£ ' ) appartient
à ôi, et le résultat précédent montre qu'elle est de la forme

(b(/c)£|^/)=^<7^,?)e,^>.
i

Mais alors, si y e V, on a

(b (k) s | s') = ̂  < — ^-, a^ > < TT, (u) d, e;->.
<

Pour terminer la démonstration, il nous suffit donc de noter que les
fonctions Pi(u) === <7r;(y)e;, ^> sont des fonctions polynomiales sur V.

On va établir (b) de façon analogue. Conservons les notations relatives
aux représentations TT, et rappelons que les poids de -n1 sont les opposés
des poids de TT. On considère cette fois les fonctions de la forme

(A.6) f(g)=<^(g)e,efy pour eç.E^ et e'€£-p
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L'ensemble des combinaisons linéaires finies de ces fonctions est une
algèbre (X, autoadjointe. Elle est invariante par translations à gauche
par M. En efîet, si me M, on a

f(m-ïg)=^(m-lg)e,ery=^(g)e,7:f(m)efy

et 7T'(m)E-p.==£Lp.. Soit alors ôi l'algèbre des coefficients des repré-
sentations unitaires de dimension finie de M et (5<1 la sous-algèbre formée
des restrictions à M des éléments de ÛL. Pour prouver que ôi = ôf,
il suffit à nouveau de vérifier que ^ sépare e de tout élément m de M,
m^-e. Or, si, pour toute fonction f de la forme A. 6, on a f(m) = f(e),
alors <(7r (m)e—e,e ' )>==o. Or e1 est quelconque dans JELp.» donc
n(m)e—e est orthogonal à jE-p.. Mais 'n(m)e—e est orthogonal aux
vecteurs de poids autre que — ̂  puisqu'il appartient à £^, de sorte que
finalement TT (m) e == e. Le lemme montre alors que m = e. Soit T une
représentation unitaire de M et soient £ et £' deux éléments de l'espace
de T. La fonction O'(m)s|£') appartient à ûi, donc est de la forme

(T(m) s [ £') =^< 7r,(7n) e,, e; >.
i

Si /rip est défini par wu = y'm^ApU^, alors

(ï (m )̂ £ [£ ' )== ̂  < —— ̂ , Tlp > < 7T, (V) d, 7T;. (w-1) ̂  >.

i

Remarque. — Supposons G de rang réel i. Soit (3 l'unique racine posi-
tive indivisible. Soient p la multiplicité de (3 et g celle de 2 p. Iden-
tifions de à G de telle sorte que (3 = 2 ; la demi-somme des racines posi-
tives vaut p = p + 2 q. Un poids dominant réel est un entier positif
ou nul. Si b est une représentation unitaire irréductible de K, on a
introduit, au paragraphe 1, l'opérateur

T(À, b, w)==b(w) fb ( /Cp)<—À—p, a^du.
JF

La proposition précédente, jointe à la formule qui donne a.,, permet
d'évaluer les coefficients de cet opérateur. Par un calcul simple, on
montre que, si 2 (3 est racine, alors ces coefficients sont des combinaisons
linéaires finies, de termes de la forme

r((À + ^ + P—^)/4) r((À + ^—2^—2r) /2)
r(0 +lJ•+ p)/4) r«À + ^— 2s + p)/2) •

où pi, s et r sont des entiers positifs ou nuls tels que r + s^^i. Si 2 (3
n'est pas racine, alors les coefficients sont combinaisons linéaires finies
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de termes de la forme
r((À+^—2r)/2)
r(0+^+p)/2) '

En particulier, on constate que T(À, b, w) est une fonction rationnelle
de À si, et seulement, si q == o et p est pair. Les groupes correspondants
sont des groupes de Lorentz généralisés (un sur deux). Parmi les groupes
de rang i, ils sont caractérisés par le fait que tous leurs sous-groupes
de Cartan sont conjugués.
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