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INTEGRALES D’ENTRELACEMENT
ET FONCTIONS DE WHITTAKER

PAR

Grrarp SCHIFFMANN (*).

§ 0. Introduction.

Soit G un groupe de Lie réel, connexe, semi-simple et & centre fini.
Choisissons une décomposition d’Iwasawa G = KAU de G avec K
compact, A abélien et U nilpotent. Soit M le centralisateur de A dans K.
Si 4 est une forme linéaire, 4 valeurs complexes sur I’algébre de Lie
de A, on lui associe le caractére exp(H) > e™ de A, et on note (%, a)>
la valeur de ce caractére au point a de A. Ce caractére est unitaire si,
et seulement si, Re (1) = o. Soit alors f une fonction, définie et continue
sur G et telle que

0.1) f(gau) =<—2—p, a>f(9 pour a€A et ueU

(p, demi-somme des racines positives). Soit M’ le normalisateur de A
dans K et soit W = M'[M le groupe de Weyl. Si we W et si @ est 'un
de ses représentants dans M’, on considere I'intégrale

©.2) A0 f@=[ __ flguu)du,
unw Uw—1

intégrale qui peut encore s’écrire

0.3) AQwyf(@=| _ _[f(gwv)d,
raw—tUw

ou V est le sous-groupe nilpotent opposé a U. La fonction A(A, @) f
vérifie (0.1) ou on a remplacé A par w(A). Dans le cas ou Re(d) = o,

(*) Theése Sc. math., Paris, 1969.
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ces intégrales fournissent, au moins formellement, des opérateurs d'entre-
lacement des représentations de la série principale. Elles ont été intro-
duites par R. A. Kunze et E. M. SteIN [12], et sont également consi-
dérées dans [5]. Ces intégrales divergent pour Re(d) = o, aussi, pour
leur donner un sens, doit-on procéder par prolongement analytique.
Soit S(w) le domaine de convergence des intégrales d’entrelacement
relatives & w. Au paragraphe 1, en généralisant une méthode de
KARPELEVIC et GINDIKIN [6], on montre que, si W = w'w" et si la lon-
gueur de w est la somme des longueurs de w' et de w”, alors

©.4) Sw) =SwHnw"'Sw’)
et
(0.5) AQ, ) =A@"(}), w)AQ, w").

Ceci permet de se réduire au cas olt w est de longueur 1, c’est-d-dire
au cas ou w est la symétrie par rapport a une racine simple, ou encore
au cas o G est de rang réel 1. Au paragraphe 2, on détermine S (w),
et on montre que les intégrales d’entrelacement se prolongent en des
fonctions méromorphes de A. Les démonstrations s’appuient sur deux
formules qui, dans le cas ou G est de rang 1, permettent de calculer
explicitement la composante suivant A de la décomposition de Bruhat
ou d’Iwasawa d’un élément de V. Certains résultats de ce paragraphe,
et notamment ces deux formules, ont été obtenus de fagcon indépendante
par S. HeLcasoN [8] ainsi que par A. W. Knapp et E. M. StEIN [11].

Il apparait effectivement des poles pour Re(}) = o. Si on désire cons-
truire des opérateurs d’entrelacement dans ce cas, il convient donc de
normaliser les intégrales. De plus, on désire choisir cette normalisation
telle que (0.5) soit valable sans condition sur les longueurs. Ce choix
ne nous semble pouvoir étre fait qu’en liaison avec 1’étude des séries
principales normalisées au sens de R. A. Kunze et E. M. SteIN. De toutes
facons, le choix d’une telle normalisation suppose au minimum qu’on
sache calculer le facteur qui apparait dans (0.5) non normalisé, et nous
n’avons pu faire ce calcul que dans des cas particuliers (fonctions inva-
riantes 4 droite par M ou groupes déployés sur R ou C).

Soit D une représentation unitaire irréductible de K. Reprenons la
formule (0.3) en supposant que f soit & valeurs dans I'espace des appli-
cations linéaires de l'espace de d dans lui-méme et qu’elle vérifie la
condition f(gm) = f(g) d(m) pour me M. On peut prouver que, pour
presque tout élément v de Vnw—'Uw, on a ve VMAU; posons
v = v'~* mau. L’intégrale (0.3) s’écrit

S (@ = h—p, > .



INTEGRALES D’ENTRELACEMENT. 5
Si 2€ S(w), on en déduit qu’il existe une mesure @, ,

AQ W) f=[*% D, 5

sur V telle que

L

L’intérét porté dans ce travail aux mesures @, , — est dd a leur inter-
vention dans I'équation fonctionnelle des intégrales de Whittaker :

W, 7) =fb(k‘,)®n(v)<—k—p, > dv,

ou 7 est une représentation unitaire irréductible de V et v =k.a u,
la décomposition d’Iwasawa de v. Ces intégrales convergent pour 7 € S(w),
et on prouve formellement que

W@@®), W) T (% 0, w) =WQE, 1) 7 (P, ),

avec

T, o, E):h(iﬁ)fb(kv)<—)\—p, a> d,

En fait, a priori, aucun des deux membres n’a de sens. Au para-
graphe 3, et en supposant G de rang 1, on prouve que W (2, 7) se prolonge
en une fonction entiére de 2, pourvu que 7 soit non triviale, on donne
un sens, et on justifie, I'équation fonctionnelle précédente.

Pour terminer cette introduction, il me reste 4 remercier R. GODEMENT
qui a bien voulu diriger ce travail et qui y a apporté de nombreuses
améliorations. Je remercie également H. CARTAN qui m’a donné un
second sujet de thése, ainsi que F. BRUHAT qui a accepté de faire partie
de mon Jury.

§ 1. Définition des intégrales d’entrelacement
et réduction aux groupes de rang 1.

1.1. Notations.

Soient G un groupe de Lie réel, connexe, semi-simple et a centre fini
et g son algébre de Lie. Soient ¢ = £ @ p une décomposition de Cartan
de g et a une sous-algébre de Cartan de la paire symétrique (g, f), c’est-
a-dire une sous-algébre abélienne de g, maximale parmi celles contenues
dans p. Si « est une racine de a, on note g* le sous-espace radiciel corres-
pondant. Fixons un ordre sur les racines, et posons

u= @ g* et V=P g

a>0 >0
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Soit ag le dual complexe de a. Un élément 2 de ag définit un carac-
tére y, de A =expa par la formule y,(exp. H) =¢™; on mnote
encore < 4, a > la valeur de y, au point a de A. Soit p la demi-somme
des racines positives.

Soient K le sous-groupe compact maximal d’algébre de Lie ¥, et U
et V les sous-groupes analytiques d’algébres de Lie respectives u et .
On sait que G = KAU est une décomposition d’'Iwasawa de G; si ¢
est un élément de G, on note ¢ = kya,u; sa décomposition. Soit M
(resp. M’) le centralisateur (resp. le normalisateur) de A dans K; on
note W = M'/M le groupe de Weyl.

1.2. Les représentations m,.

Soient i€ ag et ) I'espace vectoriel des applications f de G dans G,
indéfiniment différentiables et telles que

(1.2.1) f(gau) =<—2r—p, a>f(9) pour g€ G, acA et uel.
On munit @; de la topologie définie par les semi-normes

(1.2.2) vo,x(f) =sup [ X x f(9) ],

g€

ou £2 est une partie compacte de G, et X une distribution sur G desupport
Iorigine. Muni de cette topologie, @, est un espace de Fréchet.

Soit @ I’espace vectoriel des applications de G dans G, indéfiniment
différentiables et a support compact; on munit @ de sa topologie usuelle.
Choisissons une mesure de Haar da de A et une mesure de Haar du de U.
Si oe®, on pose

n@=[ ¢gaw){?+p, a>dadu.

AXU

La fonction ¢, €®;, et I'application ¢ +> ¢; est un homomorphisme
surjectif de @ sur @;. Choisissons une mesure de Haar dg de G. On peut
munir canoniquement @, d’une forme linéaire ., relativement bornée,
en posant

i (90) = f 2(g) dg

(BourBaxkl, Intégration [2], chap. 7, § 2, prop. 3). Dans la suite, il sera
commode de noter

+(f) =g§f(g) dpe(9)  pour fem,.
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Remarquons que p est invariante par translations a4 gauche. Cette
forme linéaire permet de mettre en dualité (hermitienne) @, et @_-

2
en posant

(1.2.3) <f|f'>=550f<g>ﬂ?f)du<g> pour fed et ['ed ;.

11 est clair que <{ | est sesquilinéaire; de plus, elle est non dégénérée.
En effet, si, par exemple, < f|f"> = o quelle que soit f’, alors quelle
que soit 9 €®, on aurait {f|¢_; > = o ou encore

ﬂﬁfj #Uf(g)@(yau)<—x +p, a> dadudp.(g) = o.

G

Comme fe®,, ceci s’écrit

D[ rga)7Gaw<ap > dadudu(g) =o,
G Y AxU
c’est-a-dire

5§ (f3)e () dp-(g) = f 1(9) ¥(g) dg = o

Or ¢ est quelconque, donc f = o.

En particulier, si A =— 4, c’est-a-dire si Re(1) = o, alors @ est ainsi
muni d’une structure d’espace préhilbertien séparé. Soit 4¢) son complété.

Pour 2 quelconque, on obtient une représentation continue (et méme
différentiable) =, de G dans @), en posant

(1.2.4) ™) f(9) =f@x g).
La forme linéaire p. étant invariante par translations & gauche, on a
(1.2.5) m@)fIf'> = f|m_5@Df>.

Si Re () = o, cette égalité montre que 7 se prolonge en une repré-
sentation unitaire de G dans 3¢.

En utilisant le compact maximal K, on peut décrire la situation d’une
maniére légérement différente. Tout d’abord, choisissons les mesures
de Haar dg, dk, da, du de G, K, A, U respectivement, telles que

dg =<2p, a>dkdadu.

On a alors, pour 9€® et f= ¢,

b= [ +@dg= o (kau) < 2p, @ dk dadu

Kx<d4x<U

= [ fk) dk.
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La dualité entre @), et ®@_5 se met sous la forme
(1.2.6) <fff’>=ff(k)f’(k)dk pour fe®; et f'ed ..
K

En particulier, pour Re(}) = o, ceci nous permet d’identifier ¢; a
Iespace des applications de G dans G qui vérifient (1.2.1), et dont la
restriction 4 K est de carré intégrable. La représentation m, s’obtient
simplement en faisant opérer G par translations a4 gauche. Rappelons,
qu’en général, m; n’est pas irréductible. En effet, le centralisateur M
de A dans K normalise U, donc opére par translations & droite dans 4¢;,
et ces translations sont dans le commutant de m;. Les représentations
de la série principale s’obtiennent en « diagonalisant » ces translations
a droite; on les explicitera ultérieurement.

On fait opérer le groupe de Weyl W de G dans ag, en posant
1.2.9) <w@), a>=<{r w'taw),

ol w est un représentant dans M’ de I'élément w de W. Pour Re(2) = o,
on sait que les représentations = et m, ) de G dans 3¢, et 3¢, sont
équivalentes, et on désire construire explicitement un opérateur d’entre-
lacement.

1.3. Les intégrales d’entrelacement.

Soient we W, et @ I'un de ses représentants dans M’. Soit
(1.3.1) U,=UnwUw'.

Comme M normalise U, le sous-groupe U, ne dépend pas du choix
de w. Son algébre de Lie u;, est donnée par

(1.3.2) u, = P g* pour «a>o0 et w'(2)>o.

Soit dit une mesure invariante sur U/U,,. On considere les intégrales
(1.3.3) AR, ) f(9) = f(quw) di pour fe,.
U/,

Ce sont ces intégrales qu’on appelle intégrales d’entrelacement.

Remarquons d’abord que la fonction u > f (quw) est bien invariante
a droite par U,. En effet, soit u' un élément de ce groupe; on a

f(guu’ w) = f(guw W~ u'w) = f(guw)

puisque w—' U, w est contenu dans U et que f est invariante a droite
par U. Les intégrales considérées ont donc un sens.
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Soit S(w) I'ensemble des A€ ag tels que
[ fgumy | di < +o0
v/,

quels que soient ge G et fe®,. Comme M normalise U, il est clair
que S(w) ne dépend pas du choix de .

ProposiTiON 1.1. — Soit A€ S(w). Si fed, alors A(}, W) f€®@,. 2y,
et A(A, W) est une application linéaire continue de @) dans @, ).

En effet, comme di est invariante par U, on a tout d’abord
A, ) f(gu) = A2, W) f(9) pour ue U. Ensuite, si a€ A, alors

AC.0)fgd) = | flgaud) d

= f(gaua— wiw—' aw) dir.
u/u,

Or A normalise U et Ui, donc opere sur U/U,, et une variante d’'un
résultat classique montre que
(1.3.4) d(atia) = {—2pa—, aydi,
oll on a posé

(1.3.%5) 201 = 20 pour o >o et w—(x) < o.

Vv

11 vient

AG,wf(gd) = [ [(gum)(—2pumy @) {—h—p, B a0 di

vy,
= {—2ppr—w (@) —w(p), a> A4, ) f(9),

et il nous suffit de noter que

(1.3.6) w(?) + 2pw— = p.

La fonction A, @) f vérifie donc (1.2.1). D’autre part, soit fi
définie par

1.3.9) fritkau) ={—h—p,a> pour keK, acA et uel.

Elle appartient 4 ®;. Si fe®, alors
(@) < v (D) A9
d’olt

S, @ ) [ figum | di

u/us,
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Mais
. 1gud) it = frewin(@) [ < —Re()—p, a i
u/ug,

u/u,

La derniére inégalité ci-dessus montre donc que les intégrales d’entre-
lacement relatives a f convergent uniformément sur tout compact de G,
et donc que A (2, @) f est continue. Soit X une distribution sur G de
support Yorigine; la fonction X fe®,, donc l'intégrale

X % f(guw) di,
U/,

converge uniformément pour g variant dans un compact et par
suite A(}, @) f est indéfiniment différentiable, et

X % AQ, B)f(g) = f Xk Tguo) di.

Enfin prouvons que A (2, i) est continue. On a

| X f(9) | < vi,x(N I 1.(9) s

d’oli, pour toute partie compacte Q2 de G,

va.x(40, M) f) Zsup f | X flguo) | d

Zvg,x(f) Sugf fre o (guw) diz,
v/,

sEL
ce qui prouve la continuité.

Notons qu’a I'aide des fonctions f5, on voit de suite que 2eS(w)
si, et seulement si, Re(2)€ S(w) ou encore si, et seulement si,

(1.3.8) (—Re(h) —p, aus > dit <40,

uyu,

1.4, La réduction au rang 1.

Pour déterminer S(w), on va utiliser une méthode de réduction aux
groupes de rang réel 1 (c’est-a-dire dim A =1). Cette méthode est due
a4 KArPELEVIC et GINDIKIN [6], et a déja été utilisée dans [10]. Il sera
commode d’écrire les intégrales d’entrelacement sous une forme un peu
différente. Soit

(1.4.1) U,.=Un V.
Son algebre de Lie u,, est

(1.4.2) = P g* pour «>o et wi(@)<o.
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LemME 1.1. — L’application (u, u’) v uu’ est un isomorphisme de la
variété analytique U, X Uy, sur la variété analytique U.

La démonstration est classique.

D’autre part, soit V, = w—!U,w. Pour un choix convenable de la
mesure de Haar de V,,, on a

(1.4.3) AQ, ) f(g) = f f(giv) do.
Vo
Notons que
(1.4.5) Vo= Vnw Un,

et que l'algébre de Lie v, de V,, est
(1.4.5) v.=Pg* pour x>0 et w()<o.

Une racine a est dite indivisible si «/2 n’est pas racine. Si we W, on
note A(w) I'ensemble des racines positives «, indivisibles et telles que
w(x) < o.

Rappelons que w se décompose en un produit de symétries par rapport
a des racines simples. Le plus petit entier g, tel qu’il existe g racines
simples, distinctes ou non, 3,, ..., 3, avec

1.4.6) w=sg,...S8,

(ss;» symétrie par rapport a 3;) est, par définition, la longueur I(w)
de w. Une décomposition de la forme (1.4.6) avec q = [(w) s’appelle
une décomposition réduite de w. Notons que les éléments de longueur 1
sont les symétries par rapport aux racines simples.

ProposITION 1.2. — Soient we W el w = s,. .. Sy une décomposition
réduite de w. Les racines

%)= Syye - - 53,,(B)) [j=1,...,1(w)]
sont positives, deux a deux distinctes et
A) = {0y, ...y Ay}
En particulier, Card A(w) = [(w).
(BourBaKl1, Groupes et algébres de Lie [3], chap. 6, § 1, prop. 17, cor. 2.)

COROLLAIRE. — Soient w, w', w" trois éléments de W tels que w = w'w"
avec l(w) = l(w') 4+ l(w"). On a

1.4.7) A@W) = A@") U™ AW').

En effet, en juxtaposant une décomposition réduite de w' et une
décomposition réduite de w", on obtient une décomposition réduite
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de w, et il suffit d’appliquer la construction de A (w) donnée par la propo-
sition. Remarquons en particulier que w”—'A(w’) est un ensemble de
racines positives.

Conservons les notations du corollaire. Comme

vw=Eg* pour a>o0 et w@)<o

et de méme pour w' et w’, on a
(1.4.8) D, = Dy D adw" " (0,01).

ProrosiTioN 1.3. — L’application (v, v") = (@"'v'w")v" de V.. X Vi
dans V., est un isomorphisme de variétés analytiques.

Dans cet énoncé, w" est évidemment un représentant de w” dans M'.

Supposons d’abord que I(w') =1, et soit 3 une racine simple telle
que w' = sg. Dans ce cas, on a

(1.4.9) [adw"™ ' (vs,), Dur] C O

En effet, on a A(sg) = {3); on doit montrer que si z"€A(w"), et
si w"'(B) + «” est racine, alors w"—'(3) + 2" € A(w"). Or A(w) est un
systéme clos de racines, donc si w"—*() 4 «” est racine et n’appartient
pas a A(w"), alors, d’aprés (1.4.7), on aurait

w' (B) + «" €w' A(ss),

c’est-a-dire 3 + w"(2") =3, d’'olt «"= o, ce qui est impossible. On a
donc (1.4.9). L’algeébre de Lie nilpotente v, est somme directe de deux
sous-algébres, et 1'une d’entre elles normalise I’autre. Comme V,, est
connexe, simplement connexe, la proposition est, dans ce cas, réduite
4 un lemme classique sur les décompositions de groupes de Lie nilpotents.
Dans le cas général, procédons par récurrence sur [(w’'); supposons la
proposition établie lorsque I(w')~p—1, et soit w’' de longueur p.
Soit 3 une racine simple telle que w'= ssw, avec I[(w,)) =p—1, et
soit w,=w,w”". On a donc

w=ww"=sgww"=s3w,
et
lw) =14 l(w,); l(ww)=1lw)+1w") et I(ssw) =14+ l(w).

Considérons le diagramme commutatif

Vi X Vi, X Vi —> Vi, X Vi,

v

&
Vi X Vyr————>V,,,
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Les fléches sont définies & l'aide des décompositions w'= sgw,,
w,=ww', w=sgw, et w=w'w". D’apreés 'hypothése de récurrence,
trois de ces fléches sont des isomorphismes de variétés analytiques; il
en est donc de méme de la derniére.

Dans la suite, on suppose les mesures de Haar des sous-groupes V,,
normalisées de telle sorte que

(1.4.10) f f@)dv = f f@" o' &"") dv' dv"
Vo Pt XV g

chaque fois que w = w'w" avec l(w) = Il(w') + l(w"). On notera que
si (1.4.10) est vraie pour un représentant @w” de w”, alors elle est vraie
pour tout représentant. On choisira ultérieurement une telle norma-
lisation.

TaEoREME 1.1. — Soient w, w', w" trois éléments de W, et w, W', w"
des représentants respectifs. On suppose que W =w'w" ef que

l(w) =1lw") 4+ Lw").
Dans ces conditions, on a :

(@) Sw)y=SWHnw™Sw’);
(b) si e S(w), alors

(1.4.11) AQ, w) =A@" ), 0')AQ, B").

Soit fe®,. D’aprés (1.4.10), on a

f(gwv) dv = f(gww"—v'w"v") dv" dv”,
P

Pt S F st

ou encore

(1.4.13) f f (giow) dvo = f f (g v'D"0") dv’ dv".
Ve Fopr X T pn .
Supposons que A€ S@")Nnw''S(w'). L’intégrale

f (xww"v") dv”

F o
converge absolument quel que soit z, et sa somme A(?, w") f appar-
tient & ®,p). Or w"(A)e S(w'), donc I'intégrale

AQ, B") f(g'v') dv'

Ver

converge absolument quel que soit ¢g. Dans (1.4.12), lintégrale de
droite est donc absolument convergente, donc l'intégrale de gauche
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Iest aussi et 1€ S(w). Réciproquement, supposons que 2€ S(w). On a

Re(2) € S(w). Considérons l'intégrale d’entrelacement relative a la fonc-
tion frepn, définie par (1.3.7),

f fre ) (gW00) dv.
Vw

Cette intégrale converge. Si, dans (1.4.12), on remplace f par fren»
on voit que, g étant fixé, 'intégrale

fRe N (gwl v wllvll) dv”
Fon

converge pour presque tout »'. Donc l'intégrale

1418 AGEV @ = fun @)’
P

converge pour au moins un z. Or, formellement, on a

(1.4.14) AQ, D") frepy(kau) = <{—w" () —p, a>A R, ©") frepy(€).

Il en résulte que (1.4.13) converge pour tout x et, en particulier,
pour x = e, ce qui donne .

f (—Re(t)—p, a>do" <+ 0.
Ve

Ceci montre que A€ S(") [cf. (1.3.8)]. De plus, lintégrale
A2, @") fren (g'0") dv'
Vot

converge. D’aprés (1.4.14), ceci s’écrit

Il [ [ <—Re—s, av">dv”]fnewm(gﬁ)’v’)dv’<+00-
Vr Vn

Mais
f {—Re 0‘) —p, aydv" o,
P

donc, en prenant g = e, on a
f {—Re@"(M))—p, ap dv' <+ 0
Vot

et Aew"* S(w'). On a ainsi prouvé (a). L’assertion (b) résulte de (1.4.12).
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Indiquons comment on peut construire des systémes de parties de ag
vérifiant la condition (a) du théoréme. Soit B la forme de Killing de g
et, pour toute racine «, soit H, l'unique élément de a tel que
a(H) = B(H, H,) pour Hea; posons

H. == 2H,|B(H%, H%).
Soit ¢>o et, pour tout w, soit S.(w) I'ensemble des A€ ag tels que
Re(A(Ha))>c¢ pour a€A(w).

L’égalité (1.4.7) montre que si w = w'w” avec I(w) = l(w') + I(w"),
alors

S/: (w) = Sc (w,’) N u)”—1 Sc (wl).
Au paragraphe 2, on prouvera que S(w) = S, (w). Le théoréme précé-

dent permet de se réduire au cas ou I (w) = 1.

1.5. L’adjoint des opérateurs d’entrelacement.

Soit 3 une racine simple. Pour que A€ S (s3), il faut et il suffit que
f (—Re()—p, a.>dv < + oo.
”"ﬁ

Or si ve V,,, alors a,€exp RHpg, et par suite la condition A€ S(sg)
porte uniquement sur la coordonnée Ag= A(Hg) de 1. Mais

s3(1) (Hp) =—4(Hp)
et s3' =sg, d’olt
S(sg") =—s3S(sp).

A T'aide de I'assertion (@) du théoréme 1.1, on montre alors aisément,
par récurrence sur l(w), que

(1.4.15) Sw) =—wSw).
Rappelons que les espaces @) et ®_s5 sont en dualité hermitienne.

ProposITION 1.4. — Si A& S@w), alors —w(3)e Sw—) et I’adjoint
de Uopérateur

A, ) : D — Dy,
est Uopérateur

A(—W(i), ll)_i) . @_wm»@_r
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La premiere assertion résulte de (1.4.15). Pour la deuxiéme, soit
feom et f'ed_ ;)5 on doit prouver que

—w

(1.5.1) CAG I > =<{flA(—w(@), ™) ).

Soit V' €® telle que f'={"_ On a

(v(i)'

Aoy =P [ AGDI@F @) —w0)+p 0> dadudp (o).
Comme A (4, W) f€ @,y ceci peut s'écrire
caemyir=¢ [ AG D) (ga) ¥ (gaw) <2, @) dadudy ()
= [40. 1 @¥ @y

= f(gww) ¢’ (9) dv dg

GV

= f(@Y (g~ ) dvdg

GX T

=<éJA f(gau)§’ (gauv—w—")< 2 p, a ) da du dvdp.(g)

KUXT

= [ 1@¥ (gaww X it p,0> dadudo dp(g)
G Y AXUXF
et tout revient a prouver que

1.5.2) f Y (gauv— ) {— A+ o, a > dadu dv
AXUXF

= A(—w(), 5) f'(9)-

Faisons quelques conventions relatives aux mesures de Haar. Les
mesures de Haar dv, des groupes V, satisfont la condition (1.4.10).
On a Uy=ad (@) Vu; on prend pour mesure de Haar du, de U, la
mesure du,, = ad (@) dv,,. En particulier, si on considéere 'unique élément
de W qui transforme la chambre de Weyl positive en la chambre néga-
tive, alors cette convention précise le choix de la mesure de Haar du
de U. La mesure de Haar da de A est choisie arbitrairement. D’autre
part, on a vu que U = U, U, ; soit du,, 'unique mesure de Haar de U,
telle que du = du,.du;,. Cela étant, le premier membre de (1.5.2) s’écrit

f Y’ (gaw— wuw—u,,) { — A + p, a da du du,,
AXUXUy
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ou encore
1.5.3) f U (T Dl es 0 ULy 5" 1)
AXU,, XU, _ XU,
X —2+ p, ayda du,— du,— du,,.
Or
ad@) Up—1= Vi, avec dv,— = ad (@) du,—
et
ad(®@) Ui = Us,.
Posons

ad (w) du,,— = cdu,,, avec ce€R?.

L’intégrale (1.5.3) devient

¢ f (G Dortly U) {— T+ p, @ > da v, du,, du,
AXV, XU XU,

=c ¢ (gaw— v, ) { — A + p, a > da dv,— du

AXV,_ XU

w—

q

= / Y (g v a)  —w (1) + p, a) dv,— da du
V. XAXU

w

=cA(—w(X), ) f'(g),

et il reste 4 prouver que ¢ =1. Pour cela, le plus rapide est de noter
que si w = w—!, donc en particulier si I(w) =1, alors, par définition
méme de du,, et de du,—, on a du,, = du;,—. De plus w*e M, donc

ad(w)? du;, = du.,,

d’ou l'on tire ¢*=1, donc ¢ =1. Ceci suffit pour prouver la proposition
dans le cas out [(w) =1, et le cas général s’en déduit sans peine a 'aide
du théoréme 1.1. A posteriori, on a donc toujours ¢ =1; c’est une
conséquence de (1.4.10).

1.6. Le cas des fonctions K-finies.

Soit » une classe de représentations unitaires irréductibles du sous-
groupe compact maximal K. Le sous-groupe K opére dans @, par trans-
lations 4 gauche. Une fonction fe®, est K-finie si le sous-espace vec-
toriel E, de @, engendré par les translatées a gauche de f par les élé-
ments de K est de dimension finie. Comme les éléments de @, se trans-

BULL. SOC. MATH, — T. 99, FASC. 1. 2
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forment 4 droite par un caractére de AU, ils sont entiérement définis
par leurs restrictions & K. En particulier, si f est K-finie, on peut consi-
dérer E; comme un sous-espace fermé de L*(K). On dit que f est de
type o sila représentation évidente de K dans E, est isotypique de type .
Soit @y, ., I'ensemble des fe @, de type w. D’aprés le théoréme de Peter-
Weyl, @, ., est un sous-espace vectoriel de @;, de dimension dim(w)2.
Soit b un élément de la classe o, d’espace F,. Les éléments de @,
sont les fonctions f. .,) définies par

(1.6.1) fee(kauy)y=<{—i—p,ay(e|d(k)e’), avec e, e'€F,.

Par abus de langage, on dira de type d pour de type o et, par abus
de notation, on note @, , pour @, .

Pour les fonctions fe,.,), lintégrale d’entrelacement, calculée pour
g = ke K, sécrit

f (e| b (kwk,) €') { — h— o0, @,> dv
o
de sorte qu’on voit apparaitre les intégrales

(1.6.2) T, 0, ) =d@) [ d(k){—r—p, a,>dv.

yW
On a

A (X’ w) fe, eHN= fe, T(Chy Dy ) ety (1)°
Le théoréme 1.1 implique le résultat suivant :

THEOREME 1.2 :

(a) L’intégrale (1.6.2) converge absolument pour A€ S(w).
(b) Siw=uww" avec l(w) = lW') + L(w"), et si v, W', " sont frois
représentants respectifs de w, w', w" tels que w = w'w", alors

(1.6.3) T(, b, B) = T@" (), o, B') T(A, , B").

1.7. La décomposition suivant M.

Soit 7 une représentation unitaire irréductible de M, d’espace F-.
Soit @. I'espace des applications indéfiniment différentiables & support
compact de G dans F:. Soit @), I’espace des applications f de G dans F-,
indéfiniment différentiables et telles que

f(gmau) = —2r—p, ay=(m~") f(g)
(1.7.1) { pour meM, ac€A, uel.
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On munit @, : de la topologie définie par les semi-normes
(1.7.2) vo,x(f) = §lelgll XK f(9)[ls

ou X est une distribution sur G, de support I'origine, et £ une partie
compacte de G. Muni de cette topologie, @), est un espace de Fréchet.
On munit @; de sa topologie usuelle.

Si ¢ € @-, alors la fonction ¢, . définie par

(1.7.3)  o5:(9) = t(m) 9 (gmau) { A + o, a >dmdadu

MX<AXU
appartient a @, ., et 'application ainsi obtenue de ®. dans @, . est
un homomorphisme surjectif.

On définit une dualité hermitienne entre @, . et @_-

nT

(1.7.4) <f|f’>=§g(f(g)lf’(g))d(*(g) pour fed,: et f'ed ;.

en posant

et, 4 nouveau, <|> est non dégénérée. Si Re(X) = o, on peut ainsi
munir @, . d’'une structure d’espace préhilbertien séparé; soit ¢, -
son complété. On peut encore décrire ¢;,. comme l'espace des appli-
cations f de G dans F. qui vérifient (1.7.1) et dont la restriction a K
est de carré intégrable. Par translations a gauche, on définit une repré-
sentation différentiable m; . de G dans @), :; si Re(d) = o, alors m
se prolonge en une représentation unitaire de G dans 3¢ .. Par défi-
nition, ces représentations unitaires constituent la série principale de
représentations de G.

Pour 2 quelconque, soit ¢ une forme linéaire sur F-.. Si f€®,, - alors
h = of appartient a ™, et satisfait 4 la condition

(1.7.5) hxi.=h,

ol £ est le caractére de 7. Soit @5 le sous-espace de ; formé des fonc-

tions qui vérifient (1.7.5). On voit facilement que tout he®; est de
la forme §of pour un ¥ et un f convenable. En particulier, si Re() = o,

soit #¢; = @;. Le sous-espace #¢; est invariant par 7, et la restriction de

7 A 96 se décompose en la somme de dim(7) représentations unitaire-
ment équivalentes a ;.

Si weW, et si @ est I'un de ses représentants, on définit @(z) par
(1.7.6) F F; et () (m) = T (W' m).

W

De méme que pour les représentations m;, on a des intégrales d’entre-
lacement

(1.7.79)  AQ, <, D) f(g) = f, f(gwv)dv  pour fed ..
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Comme, a l'aide des formes linéaires sur F., on peut se ramener aux
opérateurs A (A, w), ces intégrales ont les propriétés suivantes :

(a) Le domaine de convergence de (1.7.7) est S(w).

(b) Si e S(w) et si fed,:, alors AQA, 7, W) feD,; = e

(c) L’opérateur A(2, 7, w) est continu, et commute aux translations
a gauche, c’est-d-dire entrelace les représentations m,; et © de
G dans ;. et @ respectivement.

(d) Sous les hypothéses du théoréme 1.1, on a
(1.7.8) A, w)=AW"Q), " (), ) A, 7, B").

w(N), ®(T)

w (K), w (T)

(e) Si e S(w), I'adjoint de I'opérateur
AQr,b): @, —D 5 =0
est 'opérateur

A(-———w(i), (), o) Oy mm " Py, e

1.8. Les distributions coniques généralisées.

Pour terminer ce paragraphe, on va montrer comment on peut réaliser
les opérateurs d’entrelacement comme des convolutions & droite, et
faire la liaison avec [4].

On sait que

G= U U,wMAU (décomposition de Bruhat).

wew

Si w, désigne I'unique élément de W qui transforme toutes les racines
positives en racines négatives, alors U,,, = U, et U, MAU est un ouvert
de G dont le complémentaire est de mesure nulle. Il en est donc de méme
de son translaté VMAU. Rappelons comment on peut caractériser
les éléments de Uiw,MAU. Soit m une représentation irréductible
de G, de dimension finie, non triviale, d’espace F. Soient F’ le dual
de F, et n' la représentation contragrédiente de w. Si p€ag on
note F (resp. F,) le sous-espace des vecteurs de poids (réel) . dans F
(resp. F').

I1 est clair que @ est poids de 7 (c’est-a-dire F,5% o) si, et seulement
si, —p est poids de n’. De plus {Fy, F,>=o0 si 4 v 2o, Soit A
le plus haut poids de m; le plus haut poids de ©’ est —w,(A). Soit ey
un vecteur dominant de =. Si g€ G, alors

{m(g)en, FLy,n)>#0
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si, et seulement si, g€ Uw,MAU. En effet, si ge G, il s’écrit de fagon
unique ¢ = uiwmau’ (décomposition de Bruhat) et
<{m(g) ens Fluw,p)> = {m(@man’) e, 7' (u™") FLowyn) >
= m(@mau') ep, F_ .,z .

Or n(wmau') ey € F,, Ay donc si w2 w,, alors
{m(9) ers FLuwy ) ) Furp Fluw,n > =o.
Si w = w,, alors m(g) ey est un élément non nul de F,, \, donc
{m(g)ens F_wyp) > # o,
On en déduit que g appartient & VMAU si, et seulement si
(1.8.1) {m(g)en, F_A>F o.

LemME 1.2. — L’ensemble O, des éléments v de V., tels quewve VMAU,
est ouvert dans V., et son complémentaire est de mesure nulle.

D’aprés (1.8.1), 0., est I'ensemble des ve V,, tels que
{m(wv)er, F.A>FZ 0

et par suite, O,, est un ouvert de Zariski de V., (pour prouver ce lemme
on peut, sans diminuer la généralité, supposer que G est algébrique).
Il nous suffit donc de prouver qu’il est non vide. Par I’absurde, suppo-
sons que

{n(@Vy)er, F_A>=o.
Ceci s’écrit
{mn(Usw)er, F_A>=0
ou encore
(m(Uw)ep, F_.A>=0

puisque U = U.,, U, et que w—' U, wc U. Mais — A est le plus bas poids
de 7', donc, 7' étant irréductible, F’ est engendré par les éléments
de 7' (U)F_ . Or notre hypothése s’écrit

{n(@)es, m'(UYF_A> =o,
donc implique
{m(w)ep, F')=o,

c’est-a-dire m(w)e = o, ce qui est absurde.
Pour ve€ 0., posons

(1.8.2) wv = z'mau, avec zeV, meM, aeA et uel.
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ProrosiTioN 1.5. — Soit A€ S(w). L’application v+>z de O, dans V
est propre pour la mesure T(m=*){—A—p, a>d.

Dans cet énoncé, z, a et m sont définis par (1.8.2), et dv désigne la
restriction 4 O, de la mesure de Haar de V,,.

Soit Y une application indéfiniment différentiable & support compact
de V dans F:; il suffit de vérifier que l'intégrale

(1.8.3) [r M) (1) {— h—p, a> dv

est absolument convergente. Or si 'on pose

Gy mdu)y=(m' ) {—r—p,a'>Y@) pour v'eV, meM, ...,
Uy -(9) =0 si g& VMAU,

alors ¢, -€®, -, et (1.8.3) s’écrit

f by, z(z7'ma) dv
Ow
ou encore

[ @) ao,

Fu

et cette derniére intégrale est absolument convergente puisque 4 € S(w).
Soit @, _— Timage de <(m'){—7%-—p,aydv par lapplication

v~z Dans la suite, on considére @, - comme une mesure sur G.
Le théoréeme 1.1 se reformule comme suit :

TutoreME 1.3. — Soient . S(w) ef v une représentation unitaire
irréductible de M. Si fe®, _, alors f et ®, __ sont convolables et

(1.8.4) AR, 0)=fx®, .

De plus, si w=ww" avec l(w)=Ilw')+ l(w"), et si les représen-
tants w, w' et W" sont fels que w = w'w", alors ¥, T (10, et (I).L: - sont
convolables et
(1 8. 5) (D)\, LW (I))., AT * (I)w"().),._..u(—,), et

Si 9 €@, considérons l'intégrale

9 Kk D, () = 7(m) ¢ (wvmau) { » + p, a > dmdadudv,

M AXRUXT
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ou ¢, . est définie par (1.7.3). Par un calcul analogue & celui fait au
paragraphe 1.5, on montre que

%,k Py (0= w (7) (m) ¢ (amuvw){w (3) + p, a>dmdadudv

M AX UX/’W._i
Considérons la distribution
(1.8.6) S).,:,m: o9, Kk @X,T’;(e).

Pour tout ge G, notons ¢, la masse 41 au point ¢g. Il résulte des
formules précédentes que si meM, a€ A et ue U, alors

(1.8.7) S maws X Sy =< W@ + 0, ADBE) (MS, _ o,
(1.8.8) S, cm K g =C—2+p,a>S, St(m™).

"W mau

Les distributions S, _ - sont donc du type de celles introduites par
F. Brunar [4].

D’autre part, soit U I’algébre enveloppante de g, c’est-a-dire I’algébre
de convolution des distributions de support l'origine sur G, et soit %
le centre de ‘U.

L’algébre L opére dans &, ; par convolution & gauche et, en particulier,
on sait que % opére scalairement. Posons, pour Z€% et fed, .,

Zx f=xD)f.
Z % n-=2Z% @x,7)s

(Z % %), .k @, () =2x(2)9, . %D, (o).
On a donc

(189) Z*S7K,T,E=X(Z)S)\,r,$’

ou Z est 'image de Z par I’application g+ g—'. Lorsque 7 est la repré-
sentation triviale de M, ces distributions sont des distributions coniques
au sens de S. HeELGcason [8].

Si ve®,, on a

d’olt

§ 2. Le prolongement analytique.

2.1. Préliminaires sur les groupes de rang 1.

Dans tout ce numéro, on suppose que G est de rang 1, c’est-a-dire
que A est de dimension 1. Soit 3 une racine positive indivisible. On sait
que ou bien {3 est la seule racine positive, ou bien {3 et 23 sont les seules
racines positives. Soit v, (resp. v,) le sous-espace propre pour la racine — 3
(resp. —2f3). Soit p (resp. ¢) la dimension de v, (resp. de v,). Soit H
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Tunique élément de a tel que 3(H) = 2; on a donc a = RH. On identifie
le dual complexe ag de a & G, en faisant correspondre au nombre
complexe A la forme linéaire {H v Af; en particulier, la demi-somme
des racines positives vaut p=p + 2¢. Soit 0 l'involution de Cartan
associée 4 la sous-algébre compacte maximale ¥ de g. Si B est la forme
de Killing de g, la forme quadratique Q, définie par

@.1.1) Q(X) = 4B(X, 0(X))/B(H, 8 (H)),

est positive non dégénérée. Remarquons que Q est invariante par Ad(K).
Rappelons enfin que V étant connexe simplement connexe, I'appli-
cation exponentielle est un isomorphisme de v sur V.

Soit @ un représentant du seul élément non trivial du groupe de
Weyl W.

ProposiTioN 2.1. — Soit Y (resp. Z) un élément de v, (resp. de v.).
Posons

v=-exp(Y + Z2).
(a) Soit v = k,a.u, la décomposition d’Iwasawa de v; on a
(2.1.2) a,=-exp(zH/2), avec e**=(1+ Q(Y)/[2)*+ 2Q(2).

(b) Siv#e, il existe un et un seul élément a de A tel que wve VMaU,
et on a

(2.1.3) a=exp(x'H/2), avec e = Q(Y)*4 + 2Q(2).
Pour (b), rappelons que
G=UwMAUUMAU (décomposition de Bruhat),

ce qui s’écrit encore
G=VMAUVwWMAU.

Comme VNMAU = e, D'existence et I'unicité de a sont évidentes.

Ce résultat a été obtenu de fagon indépendante par S. HELGAsoN [8].
Notre démonstration initiale consistait en une vérification cas par cas.
La démonstration qui suit nous a été suggérée par R. GODEMENT.

Pour simplifier, posons

(2.1.4) 0X)=X"
LemMmE 2.1. — Si Xeg?% on a [X, X'| =t(X)H avec
@.1.5) 41(X) =—a(H) Q(X.

En effet, on a
X XT=—[X, X'}
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et, par suite [X, X'lep. De plus [X, X']€[g* g~*]cg’. On en déduit
que [X, X'] appartient & png°=a. Comme a est de dimension 1, on
peut poser [X, X'] = #{(X) H. Par invariance de la forme de Killing, on a

B([X, H}, XY+ BH, [X, X']) = o,
d’ou
—a(H)B(X, X")=t(X) B(H, H'),

ce qui domne (2.1.5).

LEMME 2.2. — Soit a ==+3 ef Yeg* Zeg*® On a ad(Y)Z'em.

En effet, (§°*)'= g—**, donc ad(Y)*Z’'€g’. Or dans g° l'orthogonal
de a pour la forme de Killing est m. Il suffit donc de prouver que
B(H, ad(Y)*Z') = o. En utilisant & nouveau linvariance de B, on
obtient

B(H, ad(Y)*Z") =B(ad(Y)*H, Z') = o

puisque ad(Y)*H = o.
On a (ad(Y)*Z') =ad(Y)*Z' ce qui, en calculant le premier membre
donne

(2.1.6) ad(Y)2Z' = ad(Y")*Z.

LemME 2.3. — Soit Yeqg—F ef Zeg—P. On a

2.1.7) ad(Y")ad(Y) Z' =— 41(Y) Z',
(2.1.8) ad(Y')2ad(Y)2Z' = 24{(Y)2Z,
2.1.9) ad(Y)Z' = 24{(Y)Z,
(2.1.10) ad(Y)* Z' =— 6 {(Y)[Y", Z],
2.1.11) Q@d(Y)Z)= 241(Y)Q(2),
(2.1.12) Q@d(Y)'Z')= (24)*1(Y)'Q(2),
(2.1.13) Q@d(Y)Z)= 4U(Y)Q(D).

Prouvons (2.1.7). On a
ad(Y)ad(Y)Z'=ad(Y")[Y, Z'] =[[Y’, Y], Z'1 +[Y, [Y', Z']).

Or, [Y', Z'|€ g°# = (o) et, d’aprés le lemme 2.1, on a [Y, Y] ={(Y)H.
Il vient

ad(Y)ad(Y)Z'=—UY)[H, Z'l =— 4 1Y) Z'.
Prouvons (2.1.8). On a tout d’abord

ad(Y")?ad (Y)2Z' = ad(Y')*[Y, ad (Y)Z']
= ad(Y") ([ad(Y") Y, ad(Y) Z'] +[Y, ad(Y") ad(Y) Z']).
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En appliquant (2.1.7) et le lemme 2.1, il vient
ad(Y'y ad(Y)*Z' = ad (Y") (— (V) [H, ad(Y) Z'] — 4 (V) [Y, Z')).
Or ad(Y)Z'eg® donc [H, ad(Y)Z'] = 22ad(Y)Z' = 2[Y, Z'], d’on
ad(Y")ad(Y)*Z' =—6t(Y)ad(Y")ad(Y)Z' = 24 {(Y)* Z',
en utilisant & nouveau (2.1.7).
Prouvons (2.1.g). On a
ad(Y)*Z' = ad(Y)?ad(Y):Z'.
Appliquons (2.1.6) :
ad(Y)'Z'=ad(Y)*ad(Y")*Z.

Or, en transformant par linvolution de Cartan I'égalité (2.1.8),
on obtient

ad(Y)*ad(Y')*Z = 241(Y)* Z,
d’ou
ad(Y)'Z' = 24{(Y)*Z.
Prouvons (2.1.10). En utilisant (2.1.6), on obtient
ad(Y)*Z' =ad(Y)ad(Y)*Z' = ad(Y) ad(Y')Z =ad(Y)[Y', [ Y, Z]]
=[ad(Y)Y’, ad(Y')Z] +[Y’, ad(Y) ad(Y") Z].

A T'aide du lemme 2.1 et de I’égalité (2.1.7), transformée par I'invo-
lution de Cartan, on obtient

ad(Y)yZ'=t(Y)[H, Y, Zl— 4 (V) [Y', Z].
Comme [Y’, Zleg=P, on a [H,[Y', Z]] =—2[Y", Z], d’ou
ad(YyZ'=—6t(Y)[Y', Z].
Prouvons (2.1.11). Comme ad(Y)*Z'em, on a

(ad(Y)*Z')' = ad(Y)*Z',

d’out
B(ad(Y)*Z', (ad(Y)*Z")") = B(ad(Y)*Z', ad(Y)*Z") = B(ad(Y)'Z', Z').
En appliquant la formule (2.1.9), il vient
B@d(Y):Z', (ad(Y)Z")) =24t(Y)* B(Z, Z')

ce qui, d’aprés la définition de Q, équivaut a (2.1.11).
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La formule (2.1.12) est une conséquence triviale de (2.1.9g). Prou-
vons (2.1.13). On a
B(ad(Y)Z', (ad(Y)2")) = B(ad(Y)Z', ad(Y") Z)
=—DB(ad(Y")ad(Y)Z', Z).
En appliquant (2.1.7), il vient
B(ad(Y)Z', (ad(Y)Z')) = 41(Y) B(Z', Z)

et cette derniére égalité équivaut a (2.1.13).

Pour prouver la proposition 2.1, on peut, sans restreindre la géné-
ralité, supposer que G est le groupe adjoint de g. Supposons d’abord
que 2f3 soit racine, et soit v =exp(Y +Z) avec YegPB et Zeg—b.
Si Z est non nul, alors Z' est vecteur dominant pour la représentation
adjointe, et on a

v(Z') =28, a. > k(Z'),
d’oul

Q@(Z) =<{4p, a. > Q(Z).

Pour la forme quadratique Q, les sous-espaces g* sont deux 4 deux
orthogonaux et les composantes de v(Z') sont

g Z,
g® : ad(Y¥)Z,

o ¢ lad(¥yz+ad@7 = lad(V2Z + 12 H,

1

aB: 6 ad(Y)yZ'+ad(YV)ad(2)Z' =—t(Y)ad(Y)Z + 21(2) Y,
g2 2i4 ad(Y)» Z' + % ad(Y)2ad(2)Z' + éad(Z)ZZ’= Y)Y Z +2t(Z)Z.
On a donc
Q@) = 0(Z) + QAW Z) + 0 ;ad(V) 7'+ H2)H)
+ Q(1(2)Y —1(Y)ad(Y")Z) + ((Y)* + 2 1(2))* Q(Z).
Evaluons les différents termes de cette somme. D’aprés (2.1.13), on a
Q@d(Y)Z) = 41(Y) Q(2).

On sait que a et m sont orthogonaux et, d’aprés le lemme 2.2,
ad(Y)*Z'em, d’ou

0(Xad(¥yz + z(zm) = 7 Q@A(Y)Z) +1(2)* Q.
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En utilisant (2.1.11), et en notant que Q(H) =4, on a donc
0(;2d(¥)2' + (D H) = 61(Y) 0(2) + 4 1(2)"

Enfin, par polarisation,

QG 1(Z)Y —1(¥) ad(Y")Z) = 4 1(2)* Q(¥) + {(¥)* Q(ad (¥") Z)
+8B(4(2)Y, — (Y)ad(Y) Z')/B(H, H).

Dans cette somme, le troisiéme terme est nul car il est proportionnel &
B(Y, ad(Y)Z') =—B(ad(Y)Y, Z') = o.

On a donc, en utilisant (2.1.13) transformée par l’involution de
Cartan,

QeHZ)Y —1(Y)ad(Y')Z) = 41(2)* Q(Y) + 4U(Y) Q(2).
Comme
() =20(Y) et 1(2)=Q(©),
il vient finalement

Q@@ =1+20M + (20 +40@)
+(1eme@+ o)+ (e +20@)
—|(i+iem)+200]
Avec les notations de I’énoncé, on a donc
e =48, 0> = Q@M@ = | (14 10M) +20@ |

ce qui est bien le résultat cherché. Les calculs précédents supposent Z
non nul, mais I'application » = a, est continue de sorte que la formule
obtenue reste valable pour Z = o. Si 23 n’est pas racine, alors v = exp(Y)
avec Yegb, et si Y est non nul, alors Y’ est un vecteur dominant pour
la représentation adjointe. On a

(28, a.) = Q(Y)/Q(Y).
Or
(V) =Y +[Y, Y]+ [V, [V, V]]= Y+ (V) H+ (V) Y.

On a donc

Q@) = QYY) (1 + 41(V)[Q(Y) + {(Y)).
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En remplagant #(Y) paré Q(Y), il vient
00 =) (1+1em)

Comme précédemment, on en déduit la formule cherchée.
Prouvons (b). Rappelons que, pour v ;2e, on a posé wv = v’ mau.
Si 23 est racine, on a

wv(Z") =<2B, a>v'm(Z").

2
.

La composante suivant g—*% de wv(Z’) est
w[?:'l ad(Y)'Z' + Lad(Y)yad(2) 2 + X ad(zyzz']

et celle de {28, a>v'm(Z') est {28, a> m(Z'). En égalant les normes
de ces composantes, il vient

t(Y)* + 24(2)) Q(2)

1
z

=<26, a>Q(2)*

1
2
d’oul

22! I

e = (2B, a) =7 Q(¥)'+2Q(2).

Ces calculs supposent Z non nul, mais, par continuité, la formule reste
valable pour Z = o. Si 23 n’est pas racine, on a cette fois
wo(Y") =<{B,a>v'm(Y")

et, en prenant les composantes suivant g—8, il vient

HY)Q(Y): =<B, a>Q(Y),

d’olt
e'={B ay=20(Y).

La démonstration de la proposition 2.1 est ainsi terminée. Dans la
suite, il sera commode d’identifier v, & R? de sorte que

IYIr=2Q()

et v, & R7 de sorte que

1 Z]*=2Q(2),

les || || étant ici les normes euclidiennes dans R” ou R7. Les for-
mules (2.1.2) et et (2.1.3) deviennent

2.1.14) er=(+|Y[P)+( 2]
(2.1.15) e = Y[+ [ Z].
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Ces formules joueront un roéle essentiel par la suite. On aura également
besoin de quelques résultats élémentaires qu’on va maintenant établir.

ProrosiTioN 2.2. — Soit ve V. Supposons v == e et posons

wv = v'mau, avec V' eV, elc.

L’application j:vvr>v' est un isomorphisme de la variété analytique
V —{ e} sur elle-méme, et I'image par j de la resiriction ¢ V—{e} de
la mesure dv est la restriction a V—{e} de la mesure {— 2p, a > dv.

En effet, considérons I’espace homogéne X = G/MAU etsoitog: G—- X
la surjection canonique. D’aprés la décomposition de Bruhat, o, est
un isomorphisme de la variété analytique V sur la sous-variété ouverte
X—{o(w)} de X. Le groupe G opére analytiquement dans X par trans-
lations a gauche. Cela étant, si v ;2 e, on a o(v’) = wa(v), et la premiére
assertion de la proposition est évidente. Remarquons que si v tend vers e,
alors j(v) = v’ tend vers linfini [i.e. o(v') tend wvers o(w)]. D’autre
part, si f est une fonction définie sur V, continue et & support compact,
la fonction f, définie sur G par

fomia,u)) =< —2p, a,> f(v) pour veV, etc,
fl9) =0 si g&VMAU

est continue et vérifie
fgau) =<{—2p, a,>f(g) pour a,€A et u,eU.

En étendant de fagon évidente aux fonctions continues les considé-
rations du paragraphe 1, n° 2, on voit que la forme linéaire

fir gﬁ £(g) dp(9)

définit une mesure sur V. Comme p. est invariante a gauche par G, cette
mesure est invariante & gauche par V, donc est une mesure de Haar
de V. Comme il suffit de prouver la deuxiéme assertion de la proposition
pour un choix particulier de dv, on suppose que

J o= figan .

Si le support de f est contenu dans V—{e}, il en est de méme de
celui de foj. Soit f’ définie par

f'@) =f@){—2p, a,
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et considérons la fonction f’. On a
f@w) =F' ).

Comme les fonctions f et f " sont toutes deux a support compact
dans VMAU et se transforment a droite par le méme caractére de MAU,

on a donc . .
f@g) =1"(9)

quel que soit g€ G. Par suite,

gé flg) dp(9) = 56 F(9) s (g),
ce qui s’écrit
fo@)dv =fo(v'><—29,a>du.

En remplacant la fonction f par la fonction v+ f(v) (— 2p, a>,
on obtient

@.1.16) fyf(v)(—-zp,a}dv:fp_f(v’)dv

(noter que wv' € VMa— U), ce qui achéve la démonstration.

Si 7 est une représentation unitaire irréductible de M, alors, par
définition, @) . est, pour Ae S(w), 'image par l'application v~ v'—!
de la mesure t(m~') {— A —p, a > dv. Pour v ;% e, posons

wy =0 mau,, avec v, €V, etc.

Comme w—*€wM, on a a = a,. En particulier,
2.1.17) w1y = v(mau)~t€vmtatU.

Dans (2.1.16) remplacons f par la fonction

o: v><{A+4p, a>7(m)f(v).
D’aprés (2.1.17), on a
¢() =<{—2A—p, apr(m™) f(').

11 vient donc

L (1) {—A—p, a> f() db =fV () {h—p, @ > f(0) .



32 G. SCHIFFMANN.

En modifiant les notations, on a donc prouvé le résultat suivant :

ProrosiTION 2.3. — Pour v e, posons
(2.1.18) w've Vm,h U, avec m,€M et h.€A.

Si e S(w), alors, pour toute fonction f, définie sur V, et @, - inté-
grable, on a

f,’ ) d®, -5 () = fV < (m) fo) A —p, b db.

Remarque. — D’aprés (2.1.15), la fonction {2—p, h, > est locale-
ment intégrable sur V si, et seulement si, Re(1) > o. On en déduirait
facilement que S(w) est défini par Re(}) > o. On établira complétement
ce résultat au numéro suivant.

Si v =e, posons h,=e. Il résulte de (2.1.15) que l'application
v>1,h,» de V dans A est analytique. Soit

2.1.19) N@) =<1,h>.

La fonction N va jouer sur V le role d’'une norme. En particulier soit =
la « sphére unité » définie par N(v) = 1. C’est une sous-variété compacte
de codimension 1. Si a€ A, alors ad(a—) stabilise V et

w'la'lva=awtvace Vm,a’h,U.

On a donc
(2.1.20) Mg—1p0=m, et he—1vo= a®h,,
d’ou
(2.1.21) N(a'va) =<2, a> N({).

On dira que ad(a');» est I’homothétie positive de rapport { 2, a>.
Si v £ e, 'ensemble des a—'va pour a€ A est, par définition, la demi-
droite issue de 'origine et passant par v. Une telle demi-droite rencontre
toujours X en un point et un seul. Si on identifie V a son algébre de Lie

v = v, P v., alors
1
o

N(exp(Y+ Z2) =N +2)=[| Y[+ [ Z[1"

ou v, (resp. v,) a été identifié & R~ (resp. & R7) comme il a été indiqué
plus haut. La sphére 2 est donc définie par

1Y+ 1Z]P=1

et la demi-droite issue de l'origine, passant par Y -+ Z, est I’ensemble
des points {Y + £#Z pour { > o. Si o€ 2, on pose

g = Yo-'l‘ Za-, avec Yceni et Zae Dy



INTEGRALES D'ENTRELACEMENT. 33

puis, pour ¢ > o,
2.1.22) s(t,o)=tYs+ 12 Z,.

L’application s est un difféomorphisme de R} X X sur » —{o}

§3
remarquons que s se prolonge en une application différentiable de Rx =
sur v. Si on considére ¢ et s(f, ) comme des éléments de V, on a encore,
pour ¢t > o,

@2.1.23) s(bd) = a-ca, avec t=<§,a>.
On établit aisément une formule de passage en « coordonnées sphé-
riques »; plus précisément, si dv est une mesure de Haar de V, il existe

une mesure positive do sur 2 telle que, pour toute fonction f définie et
intégrable sur V, on ait

-+
@.1.24) f f(o) dv = f f f(s(t, @)t dt do.
v 0 z
En utilisant (2.1.23), ceci peut encore s’écrire

@.1.25) ff(v)dv: flatca)< o, a>dads
v AxE

pour un choix convenable de da. De plus, on vérifie sans peine que si f
est, par exemple, indéfiniment différentiable et a support compact,
alors la fonction ¢ définie pour t€R, par

@®=Lm¢mw
est une fonction indéfiniment différentiable.

2.2. Convergence des intégrales d’entrelacement.

On suppose désormais que G est de rang quelconque. Soient 3 une
racine simple et sg la symétrie correspondante. Comme A(sg) = {3}, ona

2.2.1) U, =@ et v,=g PP g

Pour simplifier, on note ug, vg, Vg, etc. au lieu de uy, 05, Vi, etc.
Soit
(2.2.2) g = ug + vg + [ug, vg.

La sous-algebre gg est semi-simple. Le sous-groupe analytique Gg
d’algébre de Lie gg est semi-simple & centre fini et si I'on pose

(2.2.3) Kg=GsnK et  Ag= GgnA,

BULL. SOC, MATH. — T. 99, FASC. 1. 3
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alors Gg= KgAgUp est une décomposition d’Iwasawa de Gg. De plus,
Ag=-exp RHg, et Gg est de rang 1. Enfin on peut noter le résultat
élémentaire suivant :

ProrosiTioN 2.4. — Le centralisateur Mg de Ag dans Kg est M n Gg
et la symétrie sg posséde un représentant dans Kg.

En effet, soient ag = RHpg, et bg le noyau de 8. On a donc a = ag+ bg.
D’aprés la définition de gg, il est clair que [gg, bg] = o, donc Gg centra-
lise ag. Soit alors me Kg; si m centralise ag, il centralise a = ag@® b,
donc il appartient & M ce qui prouve que Mgc M n Kg. L’inclusion en
sens contraire étant évidente, on a bien Mg= M NnKg. D’autre part,
soit m’ un représentant dans Kg du seul élément non trivial du groupe
de Weyl de Gg. Comme m' normalise ag et centralise bg, il normalise a
donc il appartient & M'. De plus, Ad(m’) induit l'identité sur bg et
I'homothétie de rapport — 1 sur ag. On a donc Ad(’"')]a: sg et m’'
représente sg.

TuEoREME 2.1. — Le domaine de convergence des intégrales d’entre-
lacement est Uensemble S(w) des Ae€ag fels que Re(A(H,)) > o pour
toute racine aeA(w).

D’aprés le théoréme 1.1, il suffit de le prouver lorsque I(w) = 1 c’est-
a-dire lorsque w est la symétrie sg par rapport a une racine simple f3.
Dans ce cas, S(sp) est le domaine de convergence de I'intégrale

2.2.4) {—TRe(})—p, a,> dv.
£
Soit p (resp. q) la multiplicité de 3 (resp. 2(3); on a
I
Prp = E(P +2¢9)8
et comme sg permute entre elles les racines positives autres que 3 et 23,
il est clair que p(Hp) = p,,(Hg) d’ou, pour ve Vg,
(—Re()—p, a> =<—Re()—pqp .
et (2.2.4) s’écrit
{—Re(})—py ar) dv.
I'p

On est ainsi réduit au cas du groupe Gg qui est de rang 1. Utilisons
pour Gg les notations du numéro précédent. A un facteur constant pres,
qui ne dépend que du choix de dv, I'intégrale étudiée s’écrit

/. [(1 + “ Y ”2)-2 + “ Z |]‘2]—-(Re()~;)+p+2([)/‘ dY dZ
RP<XRY
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et on vérifie de suite que cette intégrale converge si, et seulement si,
Re(Ag) > o ce qui prouve le théoréme. De plus, en achevant le calcul,
on obtient la formule

L __Tp+9 TG(M))
020 et e )

r(;0+p)
F(i(ls+p)+ 4

X

>fV<—2p, a,>dv.

Cette formule a été obtenue indirectement par HariscH-CHANDRA [7].
Pour toute racine positive indivisible «, soit toujours A,= A(H), et
soit pa(resp. ¢.) la multiplicité de « (resp. 2«). Posons

 Tatg) T Tt pll)
2:2.6) el = 10, T 0.3/2) IO+ o3 T+ phs + @15)

Soit
(2.2.7) cw@®= [T ex®.

agA (w)

ProrosiTiON 2.5. — Soit A€ S(w); on a
2.2.8) (—A—p, a‘.>du=cw(l)f (—2p, a>do.
P Ve

La démonstration est immédiate par récurrence sur I(w).

On peut maintenant normaliser les mesures de Haar des groupes V..
Dans toute la suite, on les choisit telles que

2.2.9) fV (—ap,a>do=1.

On doit vérifier la condition (1.4.10). Soit donc w = w'w” avec
l(w) = l(w') 4+ l(w"). Considérons les fonctions f définies par

frlkau) ={—21—p, a>.

La fonction f3 est invariante & gauche par K et appartient & m,.
La fonction A (A, w) f) est proportionnelle & f.(, et, en calculant sa
valeur a l'origine, on voit que, pour la normalisation choisie,

A w)f=co®)fw.
D’olu aussi

A@" (@A), w) AR, 0") fr= cur () Cwr @" () fow e
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Comme A(w) = A@")uw"*Aw’), il résulte de la définition de c..(2)
que
(2.2.10) Cw(A) = cun(A) cor (" (1))
et par suite
AR, w)fr=A@"@), ') AR, B") fr.

En prenant les valeurs & l’origine, et en utilisant I'invariance 4 gauche
par K, on obtient

H()do = HL@—v'w"v")dv' dv".
Fw Vot XV ot

Comme la fonction 5 n’est jamais nulle, et cette égalité implique (1.4.10).

2.3. Le prolongement analytique.

Soit 7 une représentation unitaire irréductible de M d’espace F-.
Soit @, l’espace vectoriel des applications (A, ¢)—>fi(9) de agx G
dans F: qui possédent les propriétés suivantes :

(a) quel que soit A€ ag, la fonction fr€ ) <;

(b) quelle que soit la distribution X sur G, de support 'origine, I’appli-
cation (3, ¢) » X % f1.(g) est continue et analytique par rapport a A.

On munit @ de la topologie définie par les semi-normes

(2.3.1) vo,ax((N) = sup 1 X % (@),
fear

ol  est une partie compacte de G et Q' une partie compacte de ag.
D’autre part, si we W, posons

@.3.2) Lo () = [ [ T (),

aeA(w)

ou, 4 droite, I' désigne la fonction gamma usuelle.

TutorEME 2.2, — Soit (fi)€ A.. Soient we W, et w 'un des ses repré-
sentants dans M'. Pour A€ S(w), posons

(2.3.3) @00 (g) = i“':(—x) f, £ (givw) do.

Dans ces conditions, pour tout g€ G, Uapplication A - ®,,(9) de S(w)
dans F: est analytique, et se prolonge en une application entiére de ag
dans F:. De plus, (®))€ Q5 ), et Uapplication (fi) — (®;) est continue.
Enfin, si pour un A€ ag, on a f\= o, alors ®,,)= o.
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Par récurrence sur [(w), on se réduit aisément au cas ou l(w) = 1.
Soit alors 3 une racine simple telle que w = sg. On peut sans incon-
vénient supposer que we Mg (proposition 2.4). Si pour ve Vg—{e},
on pose

w-tve Vm,h, U, avec mye€Mg et h.€Ag,

alors, d’aprés le théoréme 1.3 et la proposition 2.3, on a
Tu) ®uin(@) = | ) falgr) <h—p, > do.
T

Utilisons pour Gg et Vg les notations du paragraphe 2, no 1.
D’aprés (2.1.24), on a

—+
(2.3.4)  Tu@®) Pup(g) = f fz T(mo) f(gs (t, o)) " dt do.
0
Posons, pour ¢ de signe quelconque,

2.3.5) o (g, ) = jv ©(ms) fr(9s (L, 2)~') do.

LemMmE 2.1. — La fonction ¢y a les propriétés suivantes :

(a) elle est indéfiniment différentiable;

(b) quel que soit Uentier n> o, la fonction (9*/dt") v:(g, t) des trois
variables (3, g, t) est continue et elle est analytique par rapport & 2;

(c) si Q est une partie compacte de G et Q' une partie compacte de ag,
alors il existe une semi-norme continue v sur .., ne dépendant que de £2
et de Q', telle que

(2.3.6) lon(gs DIl < v () | £ —22

pour |[t|> 1, geQ el 1€Q;

(d) si L est une partie compacte de G, &' une partie compacte de ag et n
un entier positif ou nul, alors il existe une semi-norme continue v, sur ¢,
ne dépendant que de 2, Q' et de n, telle que

@2.3.7) | (97[9t7) 9.9, D) [| < v ((F))

pour || <1, geQ et 1€Q'.

Rappelons que
s(t, o) =exp(tYs+ 2 Z,),
d’ou

(9.0 = [ *mIf(gexp(— 1Y, + £22) do.
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Le point (a) est évident (cf. la fin du n° 1). Calculons les dérivées
de ¢ par rapport a £ Soit

bi(g, 1, 0) = fr(gexp(— 1Yo+ £2Z0)).
On a

(919t (g, L, o) = (Ad(9) Y + 21 Ad(8) Zo) k fr(gexp(—1Yo—1Zs))

et, en itérant, on voit que (07/dt") I (g, , o) est de la forme

2.3.8) (9%t (g, L, o) = 2 tria;(g, o) Xikx Hr(gexp(—tY— P Z5)).

1A

Dans cette formule, la somme est finie, les r; sont des entiers positifs
ou nuls, les «; des fonctions analytiques sur Gx X et les X; des distri-
butions sur G de support l'origine. Le second membre de (2.3.8) est
une fonction continue des quatre variables (A, g, {, ¢), analytique par
rapport a A. Comme

2.3.9) ("9t (9, 8) = fz 7(m) (9[9t7) (9, 1, o) do,

le point (b) est maintenant évident. Prouvons (c). Soit v = s(f, o).
On a, pour ge L et A€ L', la majoration

I~ (gv) | =1l fr(9k) | <—Re(@) —p, a. > = v o, , () {—Re@)—p, a. ).
Or

(—ReM)—p, a> = [(1 + £ Y[+ ]| Z |00 +ear,
= |t[~RePD—Pa[(t2 + || Yo [|2)2 + || Zo||2]~Re o)+ pars,
Posons
C = sup [( + || Yo*)* + [| Z [P}~ e eors,
el

[21>1
ceX

On a alors, pour g2, 1€’ et |{|>1,

([ Fulg)] < Cyg g ., (H)) | E] 7R~
Comme

I (0. D11 = [ 1 fa(gst D) do.
il vient

199 011 = Crapa, (D100~ | as,
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ce qui prouve (c). Prouvons (d). D’aprés (2.3.8) et (2.3.9), on a
1@y o (g, Ol =D £ fz |2(9,9) || Xk [ (gexp (—1 Yo— 1 Z,)) | dov

En majorant comme précédemment | X;% fi(gv)|, on voit que,
pour ge Q2 et A€ Q’, on a une majoration de la forme

1| (0719t 91(g, B) | £ C<—ReW) —p, a> D 1E v 4 g 5, (F)-

Or si | 1| £ 1, alors a, reste dans une partie compacte de A et, par
suite, ( — Re(A) —p, a, > reste borné lorsque A varie dans £’. L’iné-
galité précédente implique donc la derniere assertion du lemme.

Prouvons le théoréme. On a

@.3.10) POp) Purs@= [ (g, O Prdl.

D’aprés le point (¢) du lemme 2.1, on a, pour [#|>x1, geQ et A€,
la majoration

[ on(gs DIl [EROD v ((F)) | [P
L’intégrale

(2.3.11) Ji(9) =f+m o.(g, D) Pedift

est donc convergente, uniformément pour ge Q et 1€ Q'. Il en résulte
que J+(g) est une fonction continue de (g, ) et une fonction entiére
de . De plus,

(2.3.19) EACY Gy Y

pour ge et 1€ Q.
Soit maintenant

Ji (9) =f o (g, 0) Podift.

Cette intégrale converge pour Re(ig) > o, et sa somme Jj(g) est
une fonction continue de (g, 1), analytique par rapport a A. Le prolon-
gement analytique de cette intégrale n’offre aucune difficulté. En effet,
soit n un entier positif. La formule de Taylor avec reste intégral s’écrit

m—1

9u(g, ) = Y, (tIr!) ("]0t) 9(g, o)

il [ (t—uy = (07jorr) 91 (g, w) du.
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Pour Re(2g) > o, on a donc

m—1

(2.3.13) Ji(g)=2, ,T(r{l—_l_p) (97[ot)yor(g o)

1 t
+1/(n—1)! f dt f (t — uy— {51 (07017 03, (g, u) du.
0 0
Dans cette formule, 'intégrale restante peut encore s’écrire
1 1
f f (1— a1t (0] 07) 91, (g, uf) dur L.
0 0

Elle converge pour R(3g) > —n et sa somme est une fonction
continue de (g, 2), analytique par rapport & A. Par suite J5(g)/T (Ag) se
prolonge en une fonction entiére de A, continue par rapport a (3, g).
Dans (2.3.13) prenons n assez grand pour que Q'c{A|Re(Ag) > —n}.
En utilisant le lemme 2.1 (d), il vient, pour ge 2 et A€ &/,

(m—1)

@-3.18) 1T5@T 0 | <, 572 (D SRl + 39 T 0g) )

+ (1/n!) v ((f)) ggg( 1/| A3+ n).
Comme

Du0)(9) = (J3.(9) + T3 (9T (Rs)s

on a prouvé que, pour tout g, I'application A > ®,(g) était analy-
tique pour A€ S(w), qu’elle se prolongeait en une fonction entiére de 2,
et que @,.,(9) était une fonction continue de (2, g). De plus, les iné-
galités (2.3.13) et (2.3.14) montrent que si Q est une partie compacte
de G et Q' une partie compacte de ag, alors il existe une semi-norme
continue v’ sur A telle que

(2.3.15) sup || @ (9) | Z ¥ ((F2))-
fss

Remarquons que, dans les calculs précédents, on peut remplacer (f>)
par (X % f2) ou X est une distribution de support I’origine. On montre
ainsi aisément que @), a les propriétés requises de régularité et que

2.3.16) sup | X 4 Buin(9)| < (X % 1)
ren
Si A€ S(w), alors on sait que @, )€ D), w1 C'est-a-dire que

Pu ) (gmav) = {—w@) —p, a> W (?) (M)~ @u(9)-
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Dans cette égalité les deux membres sont des fonctions entiéres de 2,
donc sont égaux quel que soit A et par suite (9;) € @5 5. La continuité
de Tapplication (f) -~ (®;) résulte de (2.3.16) et, enfin, si pour un
A€ag, on a f= o, alors les formules explicites, données pour le prolon-
gement analytique, montrent que @, )= o.

On donnera au paragraphe suivant une autre méthode pour faire le
prolongement analytique. Pour Iinstant, on va tirer quelques consé-
quences du théoréme.

Si e S(w), les intégrales d’entrelacement convergent et définissent
I'opérateur d’entrelacement A (2, 7, w). Soit

(2.3.17) A'(\, 5, W) = A, 7, D)L ().

On peut maintenant définir A’(A, 7, w) pour tout A. En effet, soit
heag et bem,, . On peut trouver (fi)ed, tel que f5, = ¢. Posons

Al (ho, 7, W) = Py

o (®,) est défini comme dans le théoréme. Il résulte de la derniére
assertion de ce théoréme que ®,(, ne dépend pas du choix de (f)).
De plus, A’(o, 7, i) ainsi défini est une application linéaire continue
de @, - dans ®,.,,~. Enfin, pour A€ S(w), on a

A, 7, W) W) r=Twpwm A’ (R, 7, )

Dans cette égalité, les deux membres sont des fonctions entiéres de 2,
donc, par unicité du prolongement analytique, cette égalité subsiste
quel que soit A. Autrement dit, A’(, 7, W) entrelace m,: et mu ()5
Si A n’est pas pole de T, (2), alors (2.3.17) permet de définir A (3, 7, W).

Examinons deux cas particuliers du théoréme.
CoroLLAIRE 1. — Soif d une représentation unitaire irréductible de K.
L’intégrale

T, b, B) = b(w)f b (k) —A—p, a,>dp

converge pour A€ S(w), et est une fonction analytique de A. L’application
A>T, d, W)/T..(}) se prolonge en une fonction entiére de A.

Notons d’abord que le théoréme précédent reste valable pour toute
représentation unitaire v de M, irréductible ou non. Prenons = =bd 4
et, pour tout élément ¢ de I’espace F, de d, posons

fi(g) ={—A—p, a;>d(ky) 'z,
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Pour me M, ae A et ue U, on a

fr(gmaw) = fr(k; agu;mav) = f(k;ma, a)
={—A—p, aa;) d(kp)'e
=<{—A—p, apd(m)fi(9).

De plus, I'application (4, g) = fi(g) de agXx G dans F, est analytique
de sorte que (f5)€ @.. Mais pour A€ S(w), on a

fV (@) dv = fV fu@k.a,) do

=[ dk)d@) ' —A—p,a>edv=T(} d, D) .

Ve

L’application A +> T (%, b, @)*c de S(w) dans F» est donc analytique
et T (2, b, @)*¢/T,(2) se prolonge en une fonction entiére de 2. Comme &

est arbitraire, il en est de méme de T(2, d, )*T.(2) donc aussi de
T @, d, W)/Tw(3).

Soit a nouveau 7 une représentation unitaire irréductible de M,
d’espace F.. Rappelons qu’on note @. l’espace des applications indéfi-
niment différentiables et & support compact de G dans F: et que,
pour 9 € @;, on pose

9, 7(9) =f 7(m) 9 (gmau) { } + p, a >dmda du.
M AXU

A

La fonction ¢),. € ®, - et il est facile de voir que (¢, ) € &;. Par suite,
on a le résultat suivant :

COROLLAIRE 2. — L’application A > A (A, 7, W)¢y,-(g) de S(w) dans F-
est analytique et A(}, 7, w) 91,:(9)/T'w(2) se prolonge en une application
entiére de ag dans F-.

Rappelons que, pour A € S(w), on a défini les distributions coniques S, -, =
par

S)\, T,IB(CP) = A()" Ty l—ﬁ) (P)\’T(e)'

Cette définition conserve un sens chaque fois que A4 n’est pas pdle
de T,(2). On peut donc prolonger analytiquement les distributions
coniques. .

Jusqu’a présent, on a considéré des fonctions qui se transforment a
droite suivant une représentation de M. En fait cette hypothése n’est
pas essentielle. Plus précisément, soit & I'espace vectoriel des appli-
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cations (A, 9) > . (g) de vgxX G dans G qui possédent les propriétés
suivantes :

(a) quel que soit A, la fonction f) € My ;

(b) quelle que soit la distribution X sur G, de support I'origine, I’appli-
cation (4, ¢9) » X % fi(g) est continue et analytique par rapport a A.

On munit @ de la topologie définie par les semi-normes (2.3.1).

TatorEME 2.3. — Soit (fr)eA. Soient we W, et W l'un de ses repré-
sentants dans M'. Pour 1€ S(w), posons

D.00(9) =1/Tu (@) [ fr(gv) do.

Ve

Dans ces conditions, pour tout g€ G, Uapplication A > @, (g) de S(w)
dans G est analytique et se prolonge en une application entiére de vg dans C.
De plus, (?))€ @, et Uapplication (f2) = (P)) de @ dans & est continue.
Enfin, si pour un 4, on a fy= o, alors @)= o.

La démonstration est entiérement analogue a celle du théoréme 2.2.
Signalons le corollaire le plus important.

CoroOLLAIRE. — Soit 9 € @(G/U). L’intégrale
1T () f o (gwva) A -+ p, a>dado
P o<d

converge pour A € S(w), et sa somme se prolonge en une fonction entiére de A.

2.4. Relations entre les opérateurs d’entrelacement.

Soient A€wvg, et v une représentation unitaire irréductible de M,
d’espace F..

Considérons les opérateurs d’entrelacement A’(A, 7, ) définis au
numéro précédent.

Pour simplifier les notations, on pose
e=(,7) et (o) =w@®), (),
puis
As(w) = A", 7, ).

On a vu que si w’ et w" sont deux éléments de W tels que
2.4.1) (ww")=Iw)+lw"),
alors
(2.4.2) As(@'w"y = A'G o) (W) Ag (D").
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Si (2.4.1) n’est plus satisfaite, il apparait dans (2.4.2) un certain
facteur fonction de o; on va préciser ce point. Commengons par une
remarque.

LeEMME 2.2, — Si A n’est pas péle de T, (}), alors Aq(W) 2 o.

En effet, soit ¢ une application indéfiniment différentiable et & support
compact de V dans F.. Définissons ¢, par

9s(vmau) = {—Ar—p, a>t(m") ¢(v) pour veV, etc.,

2.4.3
( ) 9:(9) =o si g¢ VMAU.

La fonction ¢, appartient & ®,. et on a a priori, pour 2€S(w),
I’égalité

AL (@)% () = 1/, () f 9 () db.

Dans cette formule, les deux membres sont des fonctions entiéres
de 2 et sont donc égaux quel que soit . Comme on peut choisir ¢ telle
que son intégrale sur V,, soit non nulle, cette égalité implique le lemme,

Soient weW, et w I'un de ses représentants. Considérons les repré-
sentations m;: et m,p,5r de G dans @y: et @,z respecti-
vement. Supposons Re(}) = o.

La représentation m): se prolonge en une représentation unitaire
dans le complété #¢,. de @);. Soit 3¢y : le sous-espace des vecteurs
K-finis; il est contenu dans @;,; et I'algébre de lie g de G opére dans #¢; -
par convolution a gauche.

On a une situation analogue pour w(s). Si o est régulier, on sait que
les représentations de g dans €0 . et 4¢},)w« sont .irréductibles.
La restriction & 2¢7 . de As(w) entrelace ces deux représentations.
Supposons que w = w'w” et que I'on choisisse des représentants tels
que = w'w". La restriction a ¢} de A;::.,(,,)(H)')A,’,(ii)”) est un
deuxiéme opérateur d’entrelacement des représentations de g. Ces deux
opérateurs sont donc proportionnels. Comme les opérateurs d’entre-
lacement sont continus et que #¢) - est dense dans @, :, on voit ainsi
que, pour Re (1) = o et o régulier, les opérateurs A (w) et Aﬁ,,(a)(w')A;(w”)
sont proportionnels. Compte tenu du lemme, on peut donc poser

(2.4.4) AGr 0@ A@") = jo ', ") A;(w)

pour Re(2) = o, et 232 o pour toute racine « (ces conditions entrainent
que o soit régulier). Dans cette formule, js(@', ") est un nombre
complexe.

Soient m' et m” deux éléments de M. On a
2.4.5) As@'mw"'m")y=As;@w"w"*m'w"m")
=t(m" )" (x) (m' ) As (' ")
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et

Al )@ M) A (B m") = (" ") ()) (') A e (@) 7 (1) A (")
= (@"m") (@) (') < (") A0 (@) A5 (@")
= T(m") D" (5) (') Al (') A ().

En comparant ce dernier résultat avec (2.4.5), on voit que
je@'m', w"m") = j;(@'w").

La fonction j; peut donc étre considérée comme définie sur WxW.
Un calcul analogue montre que j; ne dépend que de la classe d’équi-
valence de la représentation = de M.

ProrosiTiON 2.6. — L’application A+ js(w’', w") se prolonge en une
fonction entiére de X et (2.4.4) reste valable quel que soit A. De plus, on
a les égalités suivantes :

2.4.6)  ji@,w)=1 si l@w")=Il@w)+Il®",
(2.4. 7) j{,(wl, wzwa)j{,(wz, wa) =jé:(w1 w-, w;;)j:v,(a)(wu w2)9

2.4.8) jo@', ") =ji wrioy(@"t, w'Y) avec o*=(—1,1).

Considérons, pour commencer, le cas ot Re(d) = o et Ay o pour
toute racine «. La relation (2.4.5) résulte de (2.4.2), et larelation (2.4.7)
s’obtient en calculant de deux fagons différentes Ag(W,ip.ws). Soient
Bis ..., By les racines simples et s, ..., s, les symétries correspon-
dantes. Soit

w=s;,... Si,

une décomposition réduite de w’. En appliquant (2.4.6) et (2.4.7),
on voit que

q
@2.4.9) jo@', w") =jo(sy ... sy w") =] LisCsus sss - - 51,07

k=1

La fonction j; est donc complétement définie par ses valeurs j,(s, w)
avec I(s) =1. Si l(sw) =1+ [(w), alors js(s, w) =1. Sinon, on sait que
l(sw) = —1+4 l(w), ce qui peut s’écrire I(s—'sw) =1+ l(sw), d’ou
J' (s, sw) = 1. Appliquons (2.4.7) avec w; = w et w, = w,=s. Il vient

Jo (8, sw) js (s, w) = jo (1, W) ju (S, 9)s
d’ou

(2.4.10) js(s,w)=j.(5(s,8) pour I(s)=1 et I(sw)=—141(w).
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Le calcul de js est ainsi réduit au calcul de js(s, s) c’est-a-dire au
cas oit G est de rang 1. Cela étant, on a

2.4.11) A (57 AG(3) = o (s, 9) 1d.
Si (fi)e@;, on a donc
A5 ) A () 1(9) =Jo(s, ) [1.(9)

pour Re(2) = o et Ao = o pour toute racine a. Choisissons (f3) et ¢ tels
que f5(g9) ne soit jamais nul. Dans I’égalité précédente, le membre de
gauche est une fonction entiére de 2 et par suite j5(s, s) se prolonge
en une fonction entiére de A. Les formules (2.4.9) et (2.4.10) montrent
que, plus généralement, j;(w’, w") se prolonge en une fonction entiére
de A. Par unicité du prolongement analytique, toutes les formules précé-
dentes restent valables quel que soit A. La formule (2.4.8) résulte de
la proposition 1.4. Remarquons que si I'on pose

(2.4.12) A;,,(c)(ﬁz’)Ac(w”) =js(w', w") As (W' "),
alors
2.4. 13) jo(w', w") = Ty (wrg‘()%)rw’()‘)j’a(wl’ w").

Faute de pouvoir faire mieux, on suppose désormais que 7 est la
représentation triviale de M, et on note 7, cette représentation. Consi-
dérons les fonctions f définies par

frtkau) =<{—Ar—p, a> pour keK, etc.
On a fLem,, ., et, de plus,

Ap, oy (@) = € (R) fwpns
avec

e () =f (—A—p, a,>dv.
Ve
Notons que, dans ce cas, les opérateurs d’entrelacement sont indé-
pendants du choix du représentant w. On a, pour ¢ = (3, 1),
Awrio) @) A5 @") fr= cwr () Cr@" (R)) farwr )
d’ou, par définition de j,(w', w"),

(2.4.14) o ey (@', w7y = S ) G @7 @)

cw’w" ()\)

La fonction c.(2) est donnée par (2.2.7). Introduisons les opérateurs

B‘,\ (ll)) = A()\,r.,)(w)/cﬂ'(x)‘
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Comme I, (A)/(cs(2) est une fonction entiére de A, 'opérateur By (w)
est défini pour tout 2, et dépend « holomorphiquement » de A.

TutoriME 2.4. — Si Re(d) = o, alors By (w) se prolonge en une
isométrie de €y, sur ), . Celle isomélrie entrelace les représentations
unitaires m, -, et Ty, De plus,

(2.4.15) By(w' ") = Bury (') Br(w")

quels que soient w' et w".

La relation (2.4.15) est évidente. De plus, on a A(w—) =—wA(w) et

w®= T
GEA(w)
d’olt on déduit aisément que

cos(W(—12)) = cu (D).
Par conséquent, I’adjoint de 1’opérateur

By(w) 1 0y, c,> Py,
est I'opérateur
B_,m@™): @

—w(R), 7

>0+

A To®
En particulier, si Re(1) = o, alors
Byoyw) By(w) = 1d et B,y (W) = By.(w)".

L’opérateur B; (w) est donc une isométrie du sous-espace @, ., de ¢ -,
sur le sous-espace @,):, de 3¢, . Il se prolonge donc en une
isométrie de 3¢ ., sur ¥C.p)c, isométrie qui entrelace les représen-
tations unitaires m,;, et ), .

§ 3. Intégrales de Whittaker.
3.1. Introduction.
On conserve les notations des paragraphes précédents. Soient F un
espace de Hilbert de dimension finie et ¢ une application de classe C”

de G/U dans £(F), & support compact. On considére ¢ comme définie
sur G, invariante & droite par U. Pour A€ag, soit

(3.1.1) 9.(9) =j:<x+p,a><p<ga>da.
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Soit 7 une représentation unitaire irréductible de V, d’espace F; et
(3.1.2) Wo(g, &, 7) = f o (g9) ® 7 (v) do.
.

L’application g+ Wy(g, A, m) est donc & valeurs dans £(F Q Fy).
Dans le cas des groupes de Chevalley, ces intégrales, appelées intégrales
de Whittaker, ont été étudiées par H. JacQuer [10]. On renvoie & son
travail pour la justification de cette étude.

ProrositioN 3.1. — Si Re () > o, pour loute racine positive «,
alors (3.1.2) est absolument convergente.

En effet, quitte & remplacer ¢ par I'une de ses translatées a gauche,
on peut supposer que ¢ = W, est un représentant de I'unique élément w,
du groupe de Weyl qui transforme U en V. Il suffit alors d’étudier
I'intégrale

(3.1.3) S i@

Or V=YV, et
o(gau) = {—2A—p, a> e (9)-

Le domaine de convergence de (3.1.3) est donc S(w,), ce qui est le
résultat annoncé. La convergence est d’ailleurs uniforme sur toute partie
compacte de S(w,) et, par suite, W, (g, A, ) est une fonction analytique
de A. Cela étant, on peut conjecturer que si w est « non dégénérée »,
alors Wq(g, A, @) se prolonge en une fonction entiére de A. Nous mon-
trerons que tel est le cas si G est de rang 1 et m non triviale.

Le groupe G étant de rang quelconque, soit d une représentation
unitaire irréductible de K, d’espace F,. Prenons F = F, et supposons que

¢ (kg) = d (k) ¢(9)-

On a alors

(3.1.4) o (kau) = o (k) {— 2 —p, ad> (o).
Posons

3.1.5) s p (kau) = d (k) (— 2 —p, a.
11 suffit d’étudier les intégrales

(3.1.6) W,y (g, X, 7) =f,_fx,b(v)®7r(v)dv-

Ces intégrales seront aussi appelées intégrales de Whittaker (de type d).
Notons que

B.1.7) Wylkav, \, 7) ={p—2, a>d (k) @ T (v~") Wy (e, A, 79),
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ou
(3.1.8) 72 (v) = mw(atva).

On va montrer comment on peut obtenir des équations fonctionnelles
pour W,. Soient w un élément du groupe de Weyl, et i I'un de ses repré-

sentants dans M’. Calculons

AG. D)@ = [ i,y (gww) do.
Ve
Cette intégrale converge lorsque A€ S(w), et on a

AQy D) frn (@) =Fups ) fV i @) do

= Loans@ | D@k)(—2—p, a>do
=fw,s (@ T, d, D).

D’autre part, si me M, alors
fr.5(gm) = f, 5 (9) D (m).

On sait (lemme 1.2) que, pour presque tout élément v de V., on peut
poser

wy = z'm,h.u, avec z€V, m.eM, h,eA et uel.

Une variante évidente de la proposition 1.5 montre que si A€ S(w),
alors 'application v+ z est propre pour la mesure

o (my){—A—p, h,>dv.
Soit @, , ;; 'image de cette mesure. On a
AR D) fr5=1F15%k Py p 5
En résumé, on a la proposition suivante :

PropositioN 3.2. — Si A€ S(w), alors
@8.1.9) Fwpn s TR D, W) =fi 5 k @y 4 5

En interprétant W, (g, A, @) comme la valeur au point n de la trans-
formée de Fourier de la fonction v ~ f, , (gv), on en déduit d’une maniére
purement formelle que

(8.1.10) Wy(g, w(d), ) T, b, w) = Wy (g, &, 7) (P, 5)e

BULL., S00. MATH, — T. 99, FASC. 1. 4
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Remarquons que dans cette égalité aucun des deux membres n’a de
sens a priori. En effet, si AeS(w,)cSw), alors w(2)¢S(w,), et le
premier membre ne peut étre défini que par prolongement analytique.
Au second membre, il faut définir 7(®, , ;) et enfin, il faut justifier

le passage de (3.1.9) 4 (3.1.10). On établira cette équation fonctionnelle
lorsque G est de rang 1 (et = non triviale).

3.2. Préliminaires sur les groupes de rang 1.

On suppose désormais que G est linéaire algébrique, défini sur R,
de rang réel 1. On utilise les notations du n® 2.1; en particulier 3 est
Punique racine simple, p (resp. q) la multiplicité de 3 (resp. 2f3), et on
identifie ag & G de telle sorte que p = p + 24.

Comme U est un R-sous-groupe, Zariski fermé, on sait ([1], théo-
réme 5.1) qu’il existe une représentation immersive v de G, définie
sur R, d’espace F et une droite réelle D contenue dans F telle que

U={geGlv(9)D=D|.

Comme U est unipotent, il ne posséde aucun caractere défini sur R
et donc, si €D —{o}, on a

U={geGlv(9Et=El.

LemME 3.1. — Quelle que soit la fonction ¢ € @(G[U), il existe une
fonction €@ (F —{o}) telle que, quel que soit g€ G, on ait
9(9) =4 (9) 8-

En effet, examinons la structure de G. Décomposons § en une somme
&=ZE, de vecteurs £; propres pour v(A); soit A, le poids de £;, et suppo-

sons ces poids deux & deux distincts. Comme A normalise U, les vec-
teurs §; sont invariants par U, donc de poids positifs. On a alors

(@ =D <k adk
v(A)E=v(A)Eu{o].

Comme G = KAU et que K est compact, il en résulte que
V(@) E=v(G)Eu(o}.

G: est donc une sous-variété analytique fermée de F—{o}, d’ou le
lemme. Conservons les notations précédentes.

et par suite,
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LemMEe 3.2. — I existe des applications polynomiales n; de G dans F
el des nombres entiers positifs p; tels que

v(aga)E = Y <2, @) ni(g).

En effet, on a

v(aw) &= {4, a) i

et, par suite, les poids du sous-G-module engendré par &; sont compris
entre —4; et 4, Or

v(aga) ti= <t ayv(a) v(g) &

Décomposons v(g)s; en une somme de vecteurs poids
(@)= D@9 (s de poids k).
Les fonctions «; ; sont des fonctions rationnelles partout définies et

v(aga) s =Dt by > 25 (9) e
Lj

Comme 2; ; est un poids du sous-G-module engendré par ¢, il est de
la forme A,— k3, et il est plus grand que — A;; par suite 2;+ 1;, ; est
positif et pair puisque 3 = 2. Aux notations preés, le lemme est donc
démontré.

LemMe 3.3 (R. GODEMENT). — Soif Q une partie compacte de G.
11 existe une partie compacte &' de V et une constante positive C telle que

acA, veV e avaclU impliqguent ve Q' ef {1,a)>=C.

Soit = une représentation de G, non triviale, irréductible de dimen-
sion finie.

Munissons I'espace E de ©= d’'une norme invariante par le centrali-
sateur M de A dans K. Soit A le poids dominant de 7 et ey un vecteur
dominant. La condition

ava€ Q U,
peut s’écrire
wava € wQ U,
ou encore
a‘'‘wvacwQU.

Supposons v = e, et posons
wv = v'm,hyu,, VeV, meM, he€A et uel.

On a
w(a—'wva) e = { A, h,> n(a'v'a) 7 (m,) e\.
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Soit P le projecteur sur le sous-espace des vecteurs de poids A. On a
Pr(a—twva) ex =< A, h,> Prn(m,) epn =< A, h,> 7 (m,) ea.

S’il existe w e Q tel que
a'wvaewo U,
alors
Pr(a—twva) en = Pr(Ww)ea

ou encore, en prenant les normes
[ Pr@w)enl] =<A, bl eall.
On en déduit que
CAshoplleall< sup | Pm(@w)eall

La formule (2.1.3) permet de calculer h, en fonction de v et montre
que si ( A, h,> reste bornée, alors v reste dans une partie compacte de V
ce qui prouve lexistence de Q. D’autre part, soient toujours a et v
tels que avacQU. On a

w(ava) ex =< 2 A, a) w(ava) e,
d’ou
Pr(ava)en=<2A,a>en
et par suite,
(ad, ayfeal] = sup || Pr(a)eall
we

Comme {2 A, a) reste borné, il en est donc de méme de <1, a).

3.3. Le prolongement analytique des intégrales de Whittaker.

On suppose toujours G de rang 1, linéaire algébrique. On utilise les
notations du n° 3.1.

TutoreME 3.1. — Si © est non triviale, alors Uintégrale
G.1.1) We(g, A ) =f<px(gv)®1r(v)dv
vV

converge pour Re(d) >o. Si c€F et neFx, alors Wo(g, A, m)e @ n est
une fonction analytique de A qui se prolonge en une fonction entiére de A.

On a déja vu, proposition 3.1, que lintégrale convergeait pour
Re(2) > o. Pour le prolongement analytique, on peut supposer que ¢
est 4 valeurs scalaires et que ¢ = e. On a alors

Wo(e, A, ™) = 9(@a)< A+ p, a>m(v)dvda.

Vx4
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Changeons a en a?; il vient

Wole, 2, 7) = 2f o (o) {2 d+ 20, a>7(v) dv da.

V<4

Changeons v en ava—!; il vient
Wole, A, m) = 2/( 22, a>dafcp(ava) n(ava—) dv.
14 v

Si £ est un nombre positif, on note a; 'unique élément de A tel que
t =<1, a;>. Soit neF; et

£ = f o (ava) 7 (awa;*yn do.
On a

+o
Woe, & m)n =2 f £rfnd't.

0

D’aprés les propriétés générales de la transformation de Mellin, il
nous suffit donc de prouver le lemme suivant :

LemME 3.4. — La fonction f est continue et son support est une partie
compacte de [o, 4 oo[. De plus, quel que soit Uentier positif ou nul n, on a

lim £ f@ || = o

Soit € une partie compacte de G telle que sup(9)cQU. D’apreés le
lemme 3.3, il existe une partie compacte &' de V et une constante posi-
tive C telles que

o(a:va;) Z o implique veQ’ et tZC.

On a donc f(f) = o pour {>C et
f@ =f o (a:va;) T (a:va;*) n dv.
Qr

Comme Q' est indépendant de ¢, ceci montre que f est continue. Pour
étudier le comportement de f & l'origine, notons qu’il existe toujours
un élément X de v, appartenant soit 4 v, = g—® soit 4 v.= g8 tel que

n(X) = cld, cZo.
En effet, comme v, est le centre de v, il existe une forme linéaire v
sur v. telle que
n(Z) =iv(Z) pour Ze»,

Si v £ o0, on prend Xe€v, telle que v(X) £ o0. Si v = o, alors 7 est
triviale sur V.= exp(v.), donc provient d’une représentation unitaire
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irréductible de V/V,. Comme V|V, est abélien, = est un caractére de V,
trivial sur V.. Il existe donc une forme linéaire v’ sur v, nulle sur v.,
telle que

(YY) =iv'(Y) pour Yen.

Comme 7 est non triviale, v/ 32 o, et on prend X e v, tel que v/ (X) £ o.
Remarquons que

m(Ad(a) X) =ct>, avec r=1 si Xev, et r=2 si Xev..

Soit
o (0) =¢(a:vay).

La fonction ¢, est indéfiniment dérivable et & support compact.
On a donc

f X% 9,(v) w(a:va;?) ndv = ¢t f o (a:va;) m(a,va;*) 7 (dv,
I Vid

d’ou
(3.3.2) NfONLlel e | X% 0.(v) do.
-

Il nous suffit de prouver que l'intégrale figurant au second membre
de cette inégalité reste bornée quand f tend vers zéro. Or, avec les nota-
tions des lemmes 3.1 et 3.2, on a

20) = ¢< 3 tﬁtlini(v))
i
et par suite, X" ¢,(v) est de la forme

A7 <2 tw"”i(v)) a;(t,v),

ol les «; sont des fonctions polynomiales de ¢ et de v et les ¢; des dérivées
partielles de ¢. Les fonctions ¢, sont continues a support compact,
donc bornées.

Les fonctions «; se prolongent en des fonctions continues sur R X V donc

Comme X" % ¢, est & support compact contenu dans Q' et est nulle
pour {>-. C, on a

SIxK 0@ do £3p | Xk 2:0)| <o
» et

vel)
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11 existe donc une constante M,, telle que

IfON<=M.|c|t |[n].

ce qui prouve le lemme,

Remarque. — Dans le cas o 7 est la représentation triviale de V,
la méthode précédente nous a été suggérée par R. GopemenT. Elle
redonne le prolongement analytique des intégrales d’entrelacement.

Au paragraphe 4, on aura besoin de la remarque suivante. Supposons
que la représentation w soit de dimension 1. Il existe alors une forme
linéaire v sur v, nulle sur [v, o] telle que

n(expY) = ¥ pour Yevo.

Notons 7, cette représentation.

Lemme 3.5. — Pour v3o, Uapplication (A, v) > Wy(e, A, m) est
continue.

En effet si,
fv(® = | 9(ava) ny(a;va;*) nd,
,f

alors, pour f > o, f,(f) est une fonction continue de v et de { (on intégre
sur un compact fixe). De plus

IO =My [v(X) [t [,

L’élément X de o dépend a priori de v, mais on peut le choisir indé-
pendant lorsque v varie au voisinage d’un point; dans ce voisinage, M, est
alors indépendant de v. L’inégalité précédente montre alors que £2*f,(t,)

prolongée par o au point { = o est continue au point (v, o) pour v 3 o.
Comme

Wele, %, ) = 2 f paf, () d't

et que l'intégration se fait sur un compact fixe, indépendant de (2, v),
la somme de cette intégrale est une fonction continue de (3, v).
Revenons au théoréme 3.1. Il permet de définir I'opérateur W (g, 4, 7)
pour tout 2. La majoration obtenue pour f, montre que cet opérateur
est borné. Examinons un cas particulier. Soit v une représentation
unitaire irréductible de K, d’espace F»; prenons F = F» et supposons que

¢ (kg) = d (k) 9(9)-

22(9) = £3,5(9) 9, (9

On a vu que

avec
fur(g) =d(k) <—1r—p, a> si g = kau.
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On a donc le résultat suivant :

TutorEME 3.2. — L’intégrale

Wy (g A7) = fV .0 (g%) ® () dv

converge pour Re(}) >o. Pour ¢€F, ef n€F_, Uapplication
AW A 1e®mn

est analytique et se prolonge en une fonction entiére de A.

3.4. L’équation fonctionnelle.

Rappelons que, pour Re() > o, on a
(3.4.1) [, T 0, W) = fy k Py 5

D’autre part, une variante de la proposition 2.3 montre que
(3.4.2) @, , = =0(m,) N(v)'—°
ou, pour v ;2 e, on a posé

w've Vm,h, U, m,eM, he€A
et No)=<{1,h>. Si v=-exp(Y + Z) avec Yepn, et Ze€v., alors
N@'=[Y[+(1Z[,

ol Y et Z sont définis comme au n° 2.1. En particulier, la fonction N (v)*—*
n’est jamais intégrable sur V.

Une application polynomiale P de V dans £ (F,) sera dite homogéne

de degré . si
P(ava—) ={—ap, a>P(v).

On montrera en appendice qu’il existe des polynémes P; homo-
geénes de degré ;> o, tels que

b(m,) = ¥, Pi(v) N (v) .
On a donc i
d(m,) N (@)~ =, Pi(v) N (o).

On doit définir m(®,, ;) pour toute représentation unitaire irréduc-
tible, non triviale, de V. Formellement

3.4.3) 7 (@ 55) = f 3 N@)=#-+Py(0) @ 7 (0) do.
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Pour Re(X) > o, on a

N@)—rti= —N/8) g—tNWF g* £

1 o
r«9+m—x)/4>fo e

Cette égalité peut encore s’écrire :

N(D)X—P-l"i = < 2 A—o P — 2 a> e—-N(m:a—:y da.

8
T (o + ta—2)/4) j,;

Posons o
P(U) =§ m Pi(v).

Formellement on a

7 (@) = f,, (ah a>da fy e~ VOr P (o) @ 7 (a-va) do.

On va prendre cette formule comme définition de (QM’;). Soient F
I’espace de =, et F; le sous-espace des vecteurs réguliers.

ProrposiTiON 3.3. — Soit e€ F, et neFz. Posons

(3.4.4) 1O = [ e POY@ (e va) (- @ ) do.
L’intégrale
3.4.5) g() = f £ f(b)d L

converge pour Re(}) > o, et sa somme est une fonction analytique de A
qui se prolonge en une fonction méromorphe dont tous les péles sont simples
et sont des entiers néqatifs ou nuls.

11 suffit de faire la démonstration en remplacant P par P.. Posons donc
fi® =f e NOFPy(0) @ m (a7 vay) (E® n) dv
/4

et étudions le comportement de f; lorsque £ tend vers zéro ou vers 4 co.
Soit
9:(v) = e~V Py(v) e.

Soit X ev, ou 4 v, tel que 7(X) =cId; ¢Zo. La fonction X" % o;
est a4 décroissance rapide sur V et

f X7 3 9:(0) % 7 (ar10ar) 7 do = (e f 0:(0) @ 7 (ar vay) n do,
¥V V
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our =1 (resp. 2) si Xep, (resp. & v,). On a donc

(3.4.6) @ < et | (| X2 % 9:(v) || do.

La fonction f; est donc 4 décroissance rapide a 'infini. Etudions son
comportement au voisinage de o. Posons a nouveau v = exp(Y + 2),
Yev, et Z€v,. On a

fi) = f/ e NP,) @ m(exp(BY + t Z)) ndv.

Remarquons que cette formule & un sens pour {= o. Comme v € Fz,
la fonction

t>n(exp@Y +tZ)n
est de classe C”, et on voit aisément que
drjdirm(exp(BY + tZ)) 1) =n(exp(BY + #2)) n(Q.(¢, Y, Z))
ot Q. est une fonction polynomiale. L’intégrale
f e~ V' P;(v) ® dr/dtr (a7 tva,) v dv
.-

converge donc uniformément pour { dans une partie compacte de R.
La fonction f; est donc de classe C* sur R. Notons qu’elle est paire et
donc que

dxr+i[dt2r+ f(o) = o.

La transformée de Mellin :
o= [ efodt

est donc définie et analytique pour Re(X) > o et se prolonge en une
fonction méromorphe dont tous les pdles sont simples et entiers négatifs
ou nuls. La proposition 3.3 est donc démontrée.

Par définition, on pose, pour — A& N,
n(d);‘,b,;) e@n=g®).

L’opérateur n(tl))\)b, &) a donc pour domaine de définition F,® Fx.
Si Re(d) > o, on déduit aisément de (3.4.6) que cet opérateur est
borné. On vérifie également que si a€ A et si n?(v) = n(a—'va), alors

3.4.7) T, 5 5) ={—2h adT(Dy ;).
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THEOREME 3.3. — Si 7 est non triviale ef si — A& N, alors

3.4.8)  Wy(g,—A m)T@A, b, w)=Wy(g, A 7) T( Dy, 5,7)-

Dans (3.4.8) les deux membres sont maintenant définis. Les for-
mules (3.4.7) et (3.1.7) montrent qu’il suffit de prouver (3.4.8) lorsque
g = e. Pour simplifier, on pose

W@) =W, (e, 4, 7); 0=, ,%;
TM=T@Gdw);  fr=Ff,.
On doit donc prouver que |
3.4.9) W—N)TR)=W(@QR) n(dy)
sachant que
(3.4.10) faT@®)=[fr % .
Nous commencerons par le cas ou @ est de dimension infinie.

ProposITION 3.4. — Soit vev; — {o}. Si Yev, et si v([Y, 0,]) = o,
alors Y = o.

En effet, soient 0 I'involution de Cartan et B la forme de Killing.
Il existe Zev. tel que

B((2), X) =v(X) pour Xe€nv..
Par hypothése, on a donc

B(0(2), ad(Y)v)) = o
B(ad(Y) 0(2), v)) = o,
ad(Y) 0(Z) = o.

Comme Z est non nul, la formule (2.1.13) montre que ¥ = o.

ou encore

ce qui équivaut a

COROLLAIRE. — La forme bilinéaire alternée
(Y, Y) (Y, Y]
est non dégénérée, et v, = [v, v].
Comme = est irréductible, il existe vev; telle que

w(expZ) =€’  pour ZE€D..
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Soit V.= exp(v.); c’est le sous-groupe dérivé de V. Si v = o, alors,
par passage au quotient, m définit une représentation unitaire irré-
ductible de V/V,. Comme V|V, est abélien, = est de dimension 1. On va
donc supposer v = o. Plongeons v; dans »*. On vérifie de suite que
Ad(V)v=v +p] et donc que l'orbite Ad(V)v est de dimension p.
D’apreés la théorie de Kirillov, une sous-algébre f) de v, subordonnée a v
[c’est-a-dire telle que v([h, h]) = o] maximale, est de codimension p/a.
On construit comme suit une telle sous-algébre : soit ¢ un sous-espace
de v,, isotrope maximal pour la forme alternée v([Y, Y']); on a
[c ® v: ¢ P ] =], ¢] donc § = ¢ P v, est surbordonnée a v, maxi-
male puisque de codimension p/2. Soit H = exp(p) et

72 (expX) = ev® pour Xebh.

La représentation m est équivalente & la représentation induite par y.
On identifie ces deux représentations.

Soit
(3.4.11) K (z, y) = fH f@hy=) x (h) dh.

LemMmeE 3.6. — Supposons Re(}) > — p/a.

(a) L’intégrale (3.4.9) converge et sa somme K(z, y) est une fonction
continue de (A, x, ), analytique par rapport a A.

(®) [ K@y dedy <.
'/ HX<V/H

(¢) Si neF,QF, alors
(3.4.12) W) n(x) = K. (z, y) n(y) dy.

V/H

Pour (c), rappelons que F, & F est 'espace des applications » de V
dans F, telles que

n(vh) = x (") 1 (v)
et

[ i@ ko <-oo.
VIH
Prouvons (a). Le sous-groupe H est normal, donc

fH | fr@hy—) || dh = fH | fxy~t k) || dh.

Mais
f7\ (xy—lh) = c <_ Re()‘) — P, r >s
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ol la constante C ne dépend que de zy—* et reste bornée quand zy—*
reste dans une partie compacte de V. Si h =exp(Y + Z) avec Ye¢
et Zev., on a

{(—Re(A)—p, & >=[(1+ || Y|+ || Z |[2]-Re M +0)/5,

On doit donc vérifier que, pour Re(d) > — p[2, on a

[T+ | Z w0 a¥ az <+

<D,

Remplagons Z par (14 || Y||*) Z; il vient

[ G+l zpyetendz [ Y [ irenr dy.

La premiére intégrale converge pour Re(}) > — p, et la deuxiéme
pour Re(A) > — p/2. De plus, la convergence est uniforme pour xy—!
appartenant 4 une partie compacte de V et 2 & une partie compacte
du demi-plan Re(}) > — p/2, ce qui montre que K(x, y) est continue
par rapport a (A, z, y) et analytique par rapport a A.

Prouvons (b). Pour Y €v,, posons

9(¥) = [ flexp(Y + 2)) e dZ.

En explicitant f, on a
9(Y) =f D(kexpy+2) [(1 4[| Y [[2)2 4[| Z[P] -+t VA dZ,
D,

Changeons Z en (1+ || Y[|*) Z; il vient
9O =+ DY+ [ Dlkanirairing)
DZ
< (14 || Z [P +evs gv@a+YI g Z,
Dans cette formule, I'intégrale converge pour Re(d) >—p, et est
une fonction bornée de Y. En conséquence, g est de carré intégrable

sur v, pour Re(A) > — p/2. Soit ¢’ un sous-espace de v, isotrope maximal
pour la forme alternée v([Y, Y']) et tel que v,= ¢ ¢’. Posons

<Y, Y'>=§v([y, Y]) pour Yec et Y'ec.
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¢ et ¢’ sont donc en dualité, et on peut identifier 'un au dual de
Pautre. Cela étant, on a

K (x,y) = | fr(xhy=) x(h)dh
H

- f fi (why " exp (2)) ¢\ (dh dZ.

H/7; 0,

En explicitant, il vient

K3 (exp(X), exp(¥)) = [ (X— ¥ -+ H) ¢35 dH,
c

II nous faut montrer que la fonction K (exp(X), exp(Y)) est de
carré intégrable sur c¢><c¢’ ou encore que la fonction

¢ (X, V) =K exp (é (X + Y)>, exp (é (Y—X)>>
est de carré intégrable sur ¢’ xc¢'. Orsi X et Y appartiennent a ¢’, on a

g%, Y) = [ (X + H)ye<r?>dH.

La fonction ¢’ est donc une transformée de Fourier partielle de g¢.
Comme ¢ est de carré intégrable, il en est de méme de ¢'.

Prouvons (c¢). Soit ¢ une application C* a support compact de V
dans F,. Posons

9, () = fH o (oh) 7. (k) dh.

La fonction ¢, appartient & F,® F5 et on obtient ainsi un sous-
espace dense de F,® Fx. Pour Re(A) > o, on a
P b

7(£) 7 (@) = fy f(0) o, (' 2) dy

= fi@hy) 95 () x.(h) dy dh

P/I< H

= | K )o@ dy.

V/H

Par définition, pour Re(2) > o, on a W(A) = n(f;), donc

W) o, @)= | Kz y)9,@)dy.
v
Comme ¢, est & support compact modulo H, l'intégrale du second
membre 4 un sens pour Re(X) > — p/2 et sa somme est une fonction analy-
tique de A. D’aprés le théoréme 3.2, il en est de méme du premier membre
de sorte que I'égalité reste valable pour Re(d) >-— p[2. D’aprés (b),
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K, (z, y) est de carré intégrable sur V/H, donc définit un opérateur
borné dans F,® F,.. Comme cet opérateur coincide avec W(2) sur un
sous-espace dense, il lui est égal ce qui prouve (c).

Considérons maintenant I'opérateur = (®;). Soit

(3.4.13) B.(, y) = f O, (@hy)  (h) dh.

LemMe 3.7. — Supposons o < Re() < p/e.

(a) L’intégrale (3.4.13) converge pour xy—'¢ H, et sa somme est une
fonction continue.

(b) On a
7(P2) ¢ () = V/HBx(x, ) ¢y (y) dy.

Comme
1| = Nyt

la démonstration de (a) est immédiate. Pour prouver (b), rappelons
que, par définition,

n((bl)cp;(:fA(z?x, a>dafye—N(“)‘P(v)[® n(a~'va)9, dv

= [ <ar—ap, ayda | e Nt Plawa) @ 7(@) 9y .
A V

La fonction
e~ N@a™) P(apa—)

est 4 décroissance rapide sur V, donc 'opérateur
f Nl P(ava—) @ = (v) dv
»
est 'opérateur de noyau

f st Pazhyta~ (8 dh
H
Si on pose
0 (v, a) =/ e~ Navex» 2= P (ap exp(Z) a—) ¢*(?) dZ,
D,

on a donc, pour Re(d) > o,

(D) 95 (T) =f< 2l—a2p,a> daf 0 (xhy—, a) 9, (y) dhdy.
4 H/Vy< V/H
On va voir que, pour Re(2) > o, cette intégrale triple est absolument
convergente. Pour évaluer 6(v, @) on peut supposer que v =exp(Y)
avec Ye€v;,. Posons {=<{1, a>; il vient, en considérant P comme
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défini sur v, X D,,
0 (exp(Y), a) =f P(2Y, t*Z) e Y=l ZIre giv(Z) 4 Z
o,

=twe—llYH‘t—"fp(t—2Y’ Z) e 121k v @t g7,
DZ

Il existe donc un polyndéme Q, & coefficients fonctions holomorphes
de A, tel que

0(exp(Y), a) = e 1Y 7 Q(2Y, vi¥) e~ 11V IIVA,

D’autre part, comme |0 | est invariante & droite par V,, on a

JaRe—sna>daf 0@k a6, dhy

A H/Vy<XV/H
= Re(A) —2p, d 0 (xy— h, dhd
<o [CReM—ap>daf [0y h o)l dhdy
= sup 9y | (aRe(@) —2p, a>da | |0(exp(¥), 0| dy.

Remplagant 0 par sa valeur, on doit montrer que, pour Re() > o,
on a

f ¢aRe()—ap, a>| QE2Y, vi)| eIV —=1vIA JY dg < + oo.
A%,

Comme v est non nul, il suffit de changer Y en #2Y pour obtenir notre
assertion. En appliquant le théoréme de Fubini, on a donc

() 9, (@) = V/deL<2l—2p, a>da | O@hy, a)o,(y) dh

H/V,

= dyf<2)\—2p, a>dafe—N(‘”‘"]—‘a—t)‘
VIH A .
X P(axhy—a a~1) oy (y) X(h) dh.
Pour o < Re(?) < p/2, on peut permuter les intégrations par rapport
4 a et h, ce qui donne

m(P2) ¢y (2) = B.(z, y) 94 (y) dy,

VIH
Iintégrale étant absolument convergente.
Prouvons maintenant le théoréme. Si o < Re(}) < p/2, alors

W(—2) 9, @) = L HK—x(w, y) oy () dy = f K_ ) (z, y)o(y) dy.

/
Mais
f_)\ T()\) = f)\ * (l))\,
On a donc

K (@ y) TO) = f (i % ®,) (hy~) 1 (h) dh,
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d’out
WD T® e @ = [ dy [ db [ fulehy—0) 0,00 90) 20 do.
v H 14

Prouvons que cette intégrale triple est absolument convergente.
Comme H est un sous-groupe normal, on a

fy . yllﬁ(xh o) 1 2@ [.19@) | dv dy dh

= | iy~ ho=) [|.[| @r@)[|.] ¢ (y) | dv dy dh.

VXHXV
Comme le support de ¢ est compact, il existe une constante C telle que
I fily— =) | < ClIfitw=) [ pour yesupp(y)

et il nous suffit d’étudier
f (I fuCo=) [|.[| ®2(v) [| dv dh.
HXF

En remplacant [ fi[| et [|®:[ par leurs expressions explicites, on
vérifie sans peine que cette derniére intégrale est finie.

En appliquant le théoréme de Fubini, il vient alors

W0 TR o) = fi(@hy='v=") @3(2) 9 (v) 2 (R) dh dy dv

V<XHXV

= fi(xho=) @,.(vy~) 9 (y) 1 (h) dh dy dv

V<XHXXV

= fi(xhh'—v=") @, (k' y~*) ¢ (¥)

VIH XTI >< Hx H

X y (h) dh di' dy dv

= fuzhv=) @r(vh'y~) 9 (y)

F/H < V< Hx<H

x y (h) % (k") dh db’ dy dv
= Ky\(z, v) Br(v, y) 9 (y) dy dv

VIHXV

= K (z, v) By (v, y) 94 (y) dvdy

V/H X< V/H

= K (x, v) m(®)) 9y (v) dv

V/H
= W@ 7(®) 9,(2)
et comme les ¢, sont denses dans F,® F,, ceci prouve le théoréme.

BULL. SO0, MATH. — T. 99, FASC. 1. 5
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Il nous reste 4 examiner le cas ou la représentation © est de dimen-
sion 1. Supposons d’abord que 23 ne soit pas racine. Le groupe V est
donc abélien. Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre, on l’identifie
a son algébre de Lie v. Soit v un élément non nul du dual v* de v. Posons

ny(exp(Y)) =€V} pour Yeno.

Les représentations non triviales de V sont exactement les carac-
téres m,. On a

=0+ Y ”2)—(36(7\)-6-,0)/2‘

Par conséquent f5 est une fonction & croissance lente sur v, donc

définit une distribution tempérée sur v; soit f; sa transformée de Fourier
au sens distribution.

LemME 3.8. — Si Re(d) >—pf2, alors f,=W(}, m)dv.

Pour Re(}) >—p/2, la fonction f, est de carré intégrable, et par
suite f, est une fonction. Il suffit donc de prouver que la fonction
ve>W(@Q, ), viZo est la restriction & v*—{o} de f.. Soit donc h
une application, de classe C”, a support compact de »* dans F,. Soit
@€ 5 (v), & valeurs dans F,, telle que & = h. On doit vérifier que

fo (V) o(Y)dY = f W, m) k() dv.

Le second membre a un sens puisque (lemme 3.5) W(a, m,) est une
fonction continue de (3, v). Par définition méme de W(A, m,), cette
égalité est exacte pour Re(}) > o, mais les deux membres sont des
fonctions analytiques de A, donc I'égalité est valable quel que soit A.

D’autre part, on a

AR

Pour Re(}) > o, cette fonction est localement intégrable et & crois-
sance lente, donc définit une distribution tempérée.

LemME 3.9. — Pour < o< Re(d) < pf2, la transformée de Fourier
de @, est la fonction

v > m, (D)), v 3£ o.

Avec les notations du début du numéro, il suffit de prouver que, pour
o < Re(d) < p/2, la transformée de Fourier de

Py(Y) || Y [
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est la fonction
8 f*““ . ,
> t”\d*tf —IYI Py (Y) ei?v N dY,
S X (CEE=y A A € ™

Or, pour o <Re(}) <p/2, la fonction P;(Y)[ Y [*¢* appartient
4 @y, donc sa transformée de Fourier est une fonction. Posons

96) = [ e I'P(Y) &) aY.
D

Soit h et ¢ comme dans la démonstration précédente; on doit vérifier
que

[P oMY [ppdy

8 b 2A 27/ y %
RN CERT=TA) D*d”fo £ g(£v) h(v) d't.

Or le support de h est compact et contenu dans »*—{ o}, I'intégrale
double au second membre est donc absolument convergente, ce qui
permet de permuter les intégrations et la démonstration s’achéve sans
difficultés.

Pour o < Re(?) < p/2, interprétons I'égalité
[ T() =fix @,

comme une égalité entre distributions tempérées. On a
foT0) =k @)
Mais pour les 2 considérées, f; et @, appartiennent a ®;., et par suite :

(i x @) = fix &,
d’olt
W(—2, ) TR) = W@, ny) 7y (D)
a priori pour o < Re(1) < p/2. Par unicité du prolongement analytique,
cette égalité subsiste pour —A¢N.

Enfin, supposons que 23 soit racine et que m soit de dimension 1.
Il existe donc une forme linéaire v sur v;, non nulle, telle que

n(exp(Y + Z) =€) pour Yev, et Zev,

En rendant f, et @, invariantes & droite par V,, on se retrouve essen-
tiellement dans la situation ou V est abélien. Nous omettrons les détails.
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APPENDICE.

Soient G un groupe de Lie réel, connexe, semi-simple, 4 centre fini,
et G=KAU une décomposition d’Iwasawa de G. Soient V le sous-
groupe unipotent opposé a U, et M le centralisateur de A dans K.
Si ve V, posons

(A1) v=kau, avec k€K, ac€A et uecl.

Soit w un élément du groupe de Weyl, @ 'un de ses représentants
dans K. Si ve Vnw—*VMAU, posons

(A.2) wv=v'mhu, avec v'eV, meM, h.e€A et u,el.

Une fonction P, définie sur V est dite polynomiale si Poexp est une
fonction polynomiale sur ».

ProrosiTioN A.l. — Supposons que G posséde une représentation
linéaire fidéle de dimension finie.

(a) Soient d une représentation unitaire de K ef ¢ et ¢’ deux éléments de
Uespace de d. Il existe des fonctions polynomiales Py, ..., P, sur V et
des poids dominants réels p., ..., . tels que, quel que soit ve 'V, on ait

(A.3) (O (k)| e) =X Puv) {— s @

(b) Soient T une représentation unitaire de M et ¢ et ¢’ deur éléments
de lespace de <. Il existe des fonctions polynomiales P; sur V et des poids
dominants réels p; tels que, quel que soit ve Vnw—*VMAU, on ait

(A.5) ((m)e|e) =Y Pi@) < — s B>

Dans toute la démonstration, les représentations considérées de G
sont des représentations linéaires de dimension finie. Si 7 est une telle
représentation, on note E son espace; lorsque m est irréductible, on
introduit son poids dominant réel 1. et le sous-espace E, des vecteurs
dominants. Rappelons que M stabilise E,.

LemMmE A.1, — Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Le groupe G posséde une représentation linéaire fidéle de dimen-
sion finie.

(2) Si me M et si, quel que soit la représentation linéaire irréductible
de G, la restriction de = (m) a E,, est Uapplication identique, alors m = e.
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Soit Gg (resp. Ggr), un groupe de Lie complexe (resp. réel) connexe et
simplement connexe, d’algébre de Lie gg= g ® G (resp. g). Soit

g GR—> Gc

I'homomorphisme de groupes de Lie réels déduit de l'injection de g
dans gq et soit N le noyau de o. Soit

0: Gr—>G

P'unique homomorphisme dont la différentielle a l’origine est I'appli-
cation identique de g. On sait (HocuscuiLp, The structure of Lie
groups, [9], chap. 17) que l'intersection des noyaux des représentations
irréductibles de dimension finie de G est p(IN). De plus, il existe une
représentation de dimension finie de G dont le noyau est exactement p(N).
Par suite, G vérifie la condition (1) du lemme, si et seulement si
p(N) ={e}. D’autre part, il est clair que p(NN) est contenu dans le
centre de G donc dans M.

Si G ne vérifie pas la condition (1), il existe mep(N)c M, différent
de e et, pour toute représentation de dimension finie = de G, on a
n(m) = Id, ce qui montre que G ne vérifie pas la condition (2).

Inversement, supposons que G vérifie la condition (1). Il existe alors
un groupe de Lie complexe, connexe Gg, d’algébre de Lie g¢ tel que G
puisse s’identifier au sous-groupe analytique réel de Gg d’algébre de
Lie g. Soit M, la composante connexe de M, et Z =exp(ia)nK; on
sait que M =M,Z. Soit meM —{e}, et posons m =myz. Il existe
un sous-groupe de Cartan B de M, tel que m,€ B; soit b son algébre de
Lie. Si h=a@Db, alors hg=5H @ G est une sous-algébre de Cartan
de g¢ et me H = exp(h).

Choisissons sur a + ib un ordre compatible avec celui choisi sur a.
Il est facile de voir que, considérés comme caractéres de H, les poids
dominants des représentations holomorphes irréductibles de dimension
finie de Gg séparent les points de H. Il existe donc une représentation
holomorphe irréductible de dimension finie ng de Gg, de poids domi-
nant complexe A et un vecteur dominant complexe ey tels que
ng(m) ean2 ean. En considérant la restriction = de ng & G, ceci montre
que G vérifie la condition (2) du lemme.

Prouvons I'assertion (a) de la proposition. Le groupe G vérifie les deux
conditions équivalentes du lemme. En particulier, le centre de G est
fini et K est compact. Soit = une représentation irréductible de dimen-
sion de G, d’espace E, de poids dominant réel .. Soient E' le dual de E,
et 7’ la représentation contragrédiente de =.

Considérons les fonctions

(A.5) fl@ =<n(g)e, &> pour ecE, et e'€F'.
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On a f(gau) =<+ &, a)> f(g) pour ac A et ue U. Soit @ I’ensemble
des combinaisons linéaires finies des fonctions f obtenues en faisant
varier e, ¢’ et m. C’est une algébre de fonctions définies sur G; elle est

stable par translations 4 gauche et par I'application f— f (considérer la
représentation conjuguée de 7).

Soit R T'algebre des coefficients des représentations unitaires de K.
Par restriction, on obtient une application de @& dans ® et I'image
de @ est une sous-algébre ®’ de ®. On va voir que R’ = R. Comme R/
est invariante par translations a gauche, il suffit de prouver que R’
est dense dans R ou encore qu’elle satisfait aux hypothéses du théo-
réme de Stone-Weirstrass. Par construction, /' est autoadjointe et
contient les constantes, il reste donc & vérifier qu’elle sépare les points
de K. Par invariance a gauche, il suffit de montrer que si k€ K et si,
quelle que soit ¢e®’, on a ¢(k) =¢(e), alors k=e. D’aprés A.5,
on aurait

{nk)e, e >=<e € >

et comme e' est quelconque, ceci implique n(k)e=e pour ecE,.
Utilisons la décomposition de Bruhat. Il existe un élément w du groupe
de Weyl et un représentant v de w dans K tels que k€ UwMAU. Posons
k = uwmau'. On a

{n(k)e> =<, a)w(uvm)e.

Supposons que wi;Ze; on peut choisir 7 telle que w(w)Z .
Or n(wm) e€ E.. , [sous-espace des vecteurs de poids w(y)], et la compo-
sante suivant E.,, ) de w(uwm)e est m(m)e=o, donc w(k)esZe, ce
qui contredit notre hypothése sur k. Ona doncw =1,et ke MAUNK =M.
Le lemme montre alors que k =e.

Cela étant si d est une représentation unitaire de K et si ¢ et ¢’ sont
deux éléments de ’espace de b, alors la fonction (b(k)¢|<¢") appartient
a4 R, et le résultat précédent montre qu’elle est de la forme

(ke &) =D k) en €.

Mais alors, si veV, on a

(ke |e) =< —p @ > < mulv) € €.

Pour terminer la démonstration, il nous suffit donc de noter que les
fonctions P;(v) = m;(v) e, e;»> sont des fonctions polynomiales sur V.

On va établir (b) de facon analogue. Conservons les notations relatives
aux représentations m, et rappelons que les poids de ©’ sont les opposés
des poids de m. On considere cette fois les fonctions de la forme

(A.6) f(9 =<n(g)e, &> pour ecE, et e €E.,.
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L’ensemble des combinaisons linéaires finies de ces fonctions est une
algébre @, autoadjointe. Elle est invariante par translations 4 gauche
par M. En effet, si meM, on a

f(m=g) = n@mg)e, e'>=m(g)e n'(m)e'>

et n'(m) E_,= E’,. Soit alors R T’algébre des coefficients des repré-
sentations unitaires de dimension finie de M et ]’ la sous-algébre formée
des restrictions 4 M des éléments de @. Pour prouver que R = R/,
il suffit 4 nouveau de vérifier que R’ sépare e de tout élément m de M,
m 3 e. Or, si, pour toute fonction f de la forme A.6, on a f(m) = f(e),
alors {m(m)e—e, e¢'>=o0. Or ¢ est quelconque dans E_,, donc
m(m)e—e est orthogonal & E_,. Mais n(m)e—e est orthogonal aux
vecteurs de poids autre que — i puisqu’il appartient a E,, de sorte que
finalement m(m)e =e. Le lemme montre alors que m =e. Soit 7 une
représentation unitaire de M et soient ¢ et ¢’ deux éléments de I’espace
de 7. La fonction (tr(m)c|c¢’) appartient & ®, donc est de la forme

(F(m)e|e) =Y m(m) e, €.

Si m, est défini par wv =v'm,h,u,, alors

((m)e|e) =¥ < —pis b > < mi0) € T (@) €.

i

Remarque. — Supposons G de rang réel 1. Soit 3 'unique racine posi-
tive indivisible. Soient p la multiplicité de 3 et ¢ celle de 23. Iden-
tifions ag &4 G de telle sorte que 3 = 2; la demi-somme des racines posi-
tives vaut p = p + 2¢9. Un poids dominant réel est un entier positif
ou nul. Si d est une représentation unitaire irréductible de K, on a
introduit, au paragraphe 1, I'opérateur

T(, d, B) =d(@) [ d(k){—r—op, a,>db.

La proposition précédente, jointe & la formule qui donne a,, permet
d’évaluer les coefficients de cet opérateur. Par un calcul simple, on
montre que, si 203 est racine, alors ces coefficients sont des combinaisons
linéaires finies, de termes de la forme

LA+ p+p—29)/4) T((A+p—25—2r)2)
L +p+0/b) T +p—25+p))

ol i, s et r sont des entiers positifs ou nuls tels que r 4+ s < /2. Si 23
n’est pas racine, alors les coefficients sont combinaisons linéaires finies
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de termes de la forme
(0 + p— D))
I'((A + &+ p)/2)

En particulier, on constate que T'(2, d, @) est une fonction rationnelle
de 2 si, et seulement, si ¢ = o et p est pair. Les groupes correspondants
sont des groupes de Lorentz généralisés (un sur deux). Parmi les groupes
de rang 1, ils sont caractérisés par le fait que tous leurs sous-groupes
de Cartan sont conjugués.
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