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UNIFORMISATION DE LA SOLUTION
DU PROBLEME LINEAIRE ANALYTIQUE DE CAUCHY
PRES DE LA VARIETE QUI PORTE LES DONNEES DE CAUCHY

(Probléme de Cauchy I);

Par

JEAN LEeray

( Paris).

INTRODUCTION.

Nous nous proposons d’étudier globalement le probléme linéaire de
Cauchy dans le cas complexe, puis dans le cas réel et hyperbolique, en
supposant les données analytiques. Notre principal but est la proposition
suivante : les singularités de la solution appartiennent aux caractéristiques
issues des singularités des données ou tangentes @ la variété qui porte les
données de Cauchy. C'est I'extension aux équations aux dérivées partielles
de la propriété fondamentale des solutions des équations différentielles
ordinaires, linéaires et analytiques : leurs singularités sont des singularités
des données.

Le sens de la proposition précédente devra étre précisé; sa démonstration
sera longue, mais révélera diverses propriétés intéressantes du probléme de
Cauchy; elle nécessitera plusieurs articles.

Ce premier article étudie la solution u () du probléme de Cauchy preés
de la variété S qui porte les données de Cauchy. On suppose que S n’est pas
caractéristique. Si S n’est caractéristique en aucun de ses points, alors u(x)
est holomorphe prés de S, vu le théoréme de Cauchy-Kowalewski, et nos
théorémes n’énoncent rien de neuf. Mais nous admettons que S soit carac-
téristique en certains de ses points : il s'agit d’'un cas sans analogue en
théorie des équations différentielles ordinaires; en théorie des équations aux
dérivées- partielles ce cas joue un réle fondamental, parce qu'il est celui
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ou u(x) présente les singularités les plus simples : u(x) peut étre unifor-
misé (théorémes 1, 2 et 3, n° 5) et, sauf dans des cas exceptionnels, est
algébroide (théorémes & et 5, n° 6 et 7).

Nous nous limitons .au cas d’une équation : I'’extension & un systéme
d’équations est banale.

1. Notations. — Soit X" une variété analylique complexe, de dimension
complexe /; x désigne un de ses points, dont les coordonnées locales sont

notées (&4, ..., x;). Soit a(x, ‘% ) un opérateur différentiel holomorphe
d’ordre m :
d 9/
a<x, %>~ Z ai;...il(x) dx{‘...dx/’,

Jitee +j1=j<m

2

les aj, . ;(x) étant des fonctions holomorphes, & valeurs numériques
complexes. Soit S une sous-variété analytique complexe réguliére, de
dimension complexe / — 1 : localement S a pour équation

S: s(z)=o,

s(z) étant une fonction holomorphe, & valeurs numériques complexes, telle
que sz3Z o sur S;

Js
== 3z
désigne le covecteur (c’est-d-dire vecteur covariant) de composantes
s — Js s — 0s
Xy — dxl LR} ap— d.’c,
On suppose que S n’est pas une variété caractéristique (n° 2), c’est-a-dire
que S a des points non caractéristiques. Soit b(a:, 95 ) U opérateur diffé-

rentiel d’ordre 1, holomorphe prés de S et pour lequel S n’est caractéristique
en aucun de ses points. Soient ¢(x) et w;(x) des fonctions, a valeurs
numériques complexes, respectivement holomorphes sur X et sur §;
J=0,...,m—1.

Le probléme de Cauchy s'énonce
a(x, d%:) u(z)=v(z);
d
(1.1) u(z) = wo(x), b(x,Tr)u(m):wi(x), ceey

[b(x, %)]m—i u(zx) = wmn_(z) sursS.
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3

Son inconnue u(x) est une fonction, a valeurs numériques complexes,

holomorphe prés des points non caractéristiques de S; notre but est
d’étudier, prés de .S, son prolongement analytique.

o . o . J

11 est évident qu'on peut modifier arbitrairement le choix de & <a:, 32 )

a condition de modifier convenablement les choix des w;(x).

2. Rappel de la définition des caractéristiques et bicaractéristiques de

oz
coordonnées homogénes (z, p) : p est un covecteur d’origine z, défini au
produit prés par un nombre complexe. La variété S, d’équation s(z)=o,
posséde I’élément de contact (2, p) si

Vopérateur a(x, i) — Un élément de contact d’ordre 1 de X a les

s(x)=o, p est paralléle a s..

Un vecteur dx d’origine x appartient i cet élément de contact si

p.dz—=o,
p.dx =pidzi+ ...+ pdz;

désignant le produit scalaire d’'un vecteur dz et d’'un covecteur p. Notons
h(z, p) le polynome en p, homogeéne de degré m,

(2.1) h@,p)= Y, @.;(@)Ph-- P}

i.+...+j1=rr_1
ya14 . .. d
I’élément de contact (z, p) est dit caractéristique pour a<x, 5;)
si h(z, p)=o. Un point # de S est dit caractéristique si I'élément de
contact de S en x est caractéristique, c’est-a-dire si

(2.2) h(z, sx) =o.

S est dite variété caractéristique si tous ses éléments de contact sont
caractéristiques, c’est-a-dire si (2.2) a lieu quand s(z) =o.

Les bandes caractéristiques de I'équation du premier ordre (2.2) des
variétés caractéristiques sont nommées bandes bicaractéristiques : une bande
bicaractéristique est une famille d’éléments de contact ayant des coordonnées
vérifiant le systéme différentiel

—=——4, h(z, p)=o

dont I'une des équations différentielles est superflue. On choisit le paramétre
complexe ¢, dont dépendent ces éléments de contact, tel que le systéme
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précédent s’écrive
(2.3) dz=h,(z, p)dt, dp = — h.(x, p) dt, h(z, p) =o.

L’élément de contact de paramétre ¢t — o s’appelle l'origine de la bande; on
dit que la bande en est issue.

Le lieu du point x(¢) s’appelle courbe bicaractéristique.

La direction h,(x, p) associée par (2.3) a I'élément de contact carac-
téristique (z, p) s'appelle direction bicaractéristique de cet élément; elle
lui appartient, vu la formule d’Euler relative aux fonctions homogeénes :

(2.4) pP-hp(z, p)—=o.

Toutes ces notions sont invariantes relativement aux changements de
coordonnées analytiques.

La théorie des équations aux dérivées partielles, non linéaires, du premier
ordre fournit les trois théorémes classiques que voici :

THtorEME. — La bande bicaractéristique issue d'un élément de contact
d’une variété caractéristique appartient i cette variété.
Ce théoréme est une conséquence aisée des définitions (2.2) et (2.3).

THEOREME. — dp.dx est une forme invariante pour le systéme différentiel
(2.3) des bicaractéristiques.

Voir [2], n°s 11 et T9.

Ce théoréme fournit la réciproque du précédent :

TrtoreME. — Nommons caractéristique 1'ensemble des éléments de
contact (z, p) des bandes caractéristiques issues d’une famille analytique
d’éléments de contact (z (o), p(o)) vérifiant

p(o).dz(o)=o;
sur toute caractéristique
p.dxz =o.

Donc, la ou les points z d’une caractéristique constituent une variété
analytique réguliére de dimension complexe I —1, cette variété a pour
élément de contact (, p) et est donc une variété caractéristique.
En particulier les bicaractéristiques issues d’un point donné x constituent
une caractéristique; on la nomme conoide caractéristique de sommet z.
Nous noterons 7" ’ensemble des points caractéristiques de S :

(2.5) T: s(x)=o, h(z, sz) =o.

Nous noterons K la caractéristique tangente a S, c’est-d-dire le lieu des
courbes bicaractéristiques issues des éléments de contact caractéristiques de S.

3. Les voisinages de S au-dessus de X. — Une homéomorphie ana-
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lytique de deux variétés analyliques complexes est une correspondance
biunivoque entre les points de ces deux variétés telle que les coordonnées
de I'un de ces points soient des fonctions holomorphes des coordonnées de
I'autre : ces deux variétés doivent avoir méme dimension; le déterminant
fonctionnel de la correspondance ne peut s'annuler, vu un théoréme
classique : [1] (chap. VIII, § 10, p. 179).

DerviTioN 3.1. — Un voisinage de S au-dessus de X est constitué par :

1° une variété analytique complexe de dimension égale & la dimension /
de X’; on la note ®;

2° une sous-variété analytique complexe réguliére de @, ayant la dimen-
sion / —1; on la note 3;

3" une application, de ® dans .Y, appelée projection, notée x(¢) et ayant
les propriétés suivantes :

(@) est holomorphe;;

la restriction de z(9) & X est une homéomorphie analytique de X sur §;

D(z)

D(¢)
Si ce déterminant s’annule, c’est donc sur un ensemble analytique A, de

dimension /—1, distinct de Z. La projection de A sur X est notée = (A).
Nous identifions S a X, g€ X d x(¢) € S; nous disons que ® est ramifié

au-dessus de x (A).

le déterminant fonctionnel differe de o en certains points de 2.

Nore. — Soit @ un voisinage de S au-dessus de X'; sa projection z(®)
peut ne pas étre un voisinage de S : voir au n° 30 un exemple trés simple.
Soit @' un second voisinage de S au-dessus de .X’; il existe au plus une
homéomorphie analytique de ® et @' appliquant .S sur elle-méme et telle que

z(¢9)==z(9');

cette relation définit en effet une homéomorphie analytique d'un voisinage
de y dans @ sur un voisinage de y dans @', quand y€ S, y¢A, y¢A'. Si
cette homéomorphie analytique de ® et @' existe, nous convenons qu’elle
identifie ® a @'; elle identifie alors A a4 A', z(¢) & x(¢’).

DeriNiTiON 3.2. — Si @' est un voisinage de S dans @ et si nous choisissons
pour projection de @’ dans X" la restriction a @' de celle de ®, alors nous
disons que le voisinage caractéristique @' appartient 2 @ et nous écrivons

' cd.

Dervimion 3.3. — Etant donnée une fonction u[ ¢ ], nous nommons pro-
Jection de u[¢] la fonction u(x) qui résulte de I'élimination de ¢
entre [ 9] et z(9).

En général u () est multiforme.
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Pour exprimer qu’une fonction u(z) est la projection d’une fonction «[¢]
holomorphe sur @, nous dirons : u(x) est holomorphe sur ®.

k. Les voisinages caractéristiques de S. — Soit g(z, p) une fonction,
a valeurs numériques complexes, vérifiant les conditions suivantes :

1° g(x, p) est, par rapport & p, homogéne de degré 1;
g0 8(% P)
h(z, p)

s’annule en aucun d’eux.

est holomorphe prés de chaque élément de contact de S et ne

. 7} 7} .
Par exemple, on chmsxtb(‘”’ d_x) homogeéne en 55’ puis

&(z, p) = h(z, p)[b(z, p)]'™.

Soit ¢ un paramétre numérique complexe ; nommons équation différentielle
de la projection caractéristique le systéme différentiel ordinaire

(b.1) dz =gy (z, p) dt, dp =— g (z, p) dt.

Le n° 22 établira que ce systéme admet lintégrale premiére g(x, p) et la
forme différentielle invariante p.dx — g dt. C'est d’ailleurs le seul systéme
laissant cette forme invariante.

Les solutions de (&.1) vérifiant g(z, p) =o s'identifient aux bicarac-
téristiques, c’est-d-dire aux solutions de (2.3), par un changement du
parameétre ¢; en effet g — o implique que

h=o (hp, hz) est proportionnel & (g5, gx)-

Notons z (¢, y), p(¢, y) la solution de (4. 1) issue de I’élément de contact
(¥, sy) de S. On a g(z, p)=o0 si y€ T. Modifier le choix de I'équation
locale s(¥)=o a pour seul effet de multiplier p(¢, y) par une fonction
de y; x(t, y) n'est pas altéré. Nous nommerons x(¢, y) projection
_caractéristique; elle est définie et holomorphe pour

(b.2) YES, | <pe(y)

p(y) étant une fonction positive, continue de y.

Notons ¢ tout couple (¢, y) vérifiant (4.2) ou une condition plus stricte
du méme type; soit ® I'ensemble des ¢; z (¢, y) est noté z ().

@ est une variété analytique complexe; la projection caractéristique x(9)
la projette sur X, en appliquant identiquement S sur lui-méme;
D(x)
D (%) .
c’est-a-dire sur § — 7. Donc @ est un voisinage de S au-dessus de X

% o en les points y de S ou E% =gp(¥, Sy) n’est pas paralléle a S,

DerivitioN k. — Un tel voisinage de S au-dessus de X sera nommé
voisinage caractéristique de S.
Le théoréme 2 (n° 5) justifiera cette dénomination.
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5. Uniformisation de la solution du probléme de Cauchy. — Le
principal théoréme de cet article est ['uniformisation que voici de u(x) :

TutorkME 1. — La solution u(x) du probléme de Cauchy (1.1) et ses
dérivées d'ordre <<m sont holomorphes sur un wvoisinage caracté-
ristique ® de S. Ce voisinage ® ne dépend que de X, S, et h.

Ce théoréme sera établi au n°® 25.

Le théoréme suivant justifie la dénomination « voisinage caractéristique »
en prouvant qu'un tel voisinage est ramifié au-dessus de la caractéristique K
tangente & S :

TueoreME 2. — Soit ® un voisinage caractéristique de S. Prés de S,
1 D(x) . L
———— === est une fonction holomorphe ne s'annulant pas. La variété
Rrs) Dty e P P
de ® ou f)((’:s; =o est donc l'ensemble A des points ¢ = (t, y) tels
queyeT.

Fibrons A par les fibres
el <e(¥) y = Cte;

T sera donc la base de cette fibration. Vu le n® b, chaque fibre de A se
projette dans une bicaractéristique tangente a S.
A se projette donc dans la caractéristique K tangente o S.

Ce théoréme sera établi au n° 23.
Bien que § ait plusieurs voisinages caractéristiques, le théoréme 1 n'est pas
ambigu, vu le

THtOREME 3. — Soient ® et ®' deux voisinages caractéristiques de S; il
en existe un troisiéme ®" tel que

¢// C (D, (D// C ml.

Vu le n° b, chaque fibre de A" appartient a une fibre de A et a une fibre
de A';
A’chd,  A'cA.

Ce théoréme sera établi au n° 25.

6. Caractére algébroide de u(z) en les points ordinaires de S. — Le
n° 30 montrera que la projection d’un voisinage caractéristique de .S peut ne
pas étre un voisinage de S, que la projection caractéristique o (¢) peut avoir
une infinité d’inverses, que la solution du probléme de Cauchy peut ne pas
étre définie sur tout un voisinage de S et avoir une infinité de détermina-
tions; mais le théoréme que voici montre que de telles singularités sont
exceptionnelles.
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Nous nommons exceptionnels des points xz de S tels que le conoide
caractéristique de sommet x touche S le long d’une courbe passant par z;
plus précisément :

Dermmirion 6. — Le point  de S est exceptionnel quand il posséde un
élément de contact caractéristique (z, p(¢)), fonction holomorphe de ¢,
tel que S possede 'élément de contact de paramétre ¢ de la bicaractéristique
issue de (z, p(t)); ¢ est voisin de o.

ExempLe 1. — Le point 2 de S est exceptionnel si, en ce point, 2 (z, p) = o

implique %,(z, p) = o. En effet toute courbe bicaractéristique issue de z se
réduit a z.

Exempre 2. — Si S posséde une bande bicaractéristique, tous les points de
cette bande sont exceptionnels.

En général, S n’a pas de point exceptionnel.

Nous nommons ordinaires les points de S non exceptionnels; en ces
points, la projection caractéristique est algébroide :

TntoreMe k. — Remplagons X par un voisinage suffisamment petit d’un
point ordinaire de. S. Alors :

1°* K est un ensemble analytique; dim K —=dim X —1; c’est-d-dire :
K peut étre défini par une seule équation : k(x) = o (k holomorphe).

2° @ est un revétement fini de X, ramifi¢ au-dessus de K : chaque
point z de X — K est la projection d’'un nombre constant, fini, non nul de
points de ®, toujours distincts, fonctions holomorphes multiformes de x. Ce
nombre est appelé le degré de la ramification.

3° Une fonction u(x) holomorphe sur ® est une fonction algébroide
de z, dont le degré est égal au degré de ramification; c'est-a-dire : il
existe un polynome en u, P[u, ],  coefficient principal égal a 1, & coeffi-
cients fonctions holomorphes de x, de degré en u égal au degré de rami-
fication et tel que

Plu(z),z]=o.

Ce théoréme sera établi au n° 28.
Les deux types les plus simples de points ordinaires sont ceux que nous
étudierons d’abord, aux paragraphes 1 et 2 :

1° Les points non caractéristiques de S, ou le degré de ramification
est 1;
2° les points caractéristiques réguliers (n° 7), ou ce degré est 2.

7. Les points caractéristiques réguliers de S. — Rappelons que
Pensemble T des points caractéristiques de S a pour équations (2.5) :

T: s(z)=o, h(z, sx) =o.
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Un points caractéristique x de S est dit régulier quand sa direction
bicaractéristique h,(zx, s.), qui appartient 3 S (n°2), n'appartient pasa T.
Plus précisément :

DerisiTion 7.1. — Le point caractéristique x de S est dit régulicr quand
en ce point la variété d’équation A(z, s;) = o est réguliére et ne contient
pas la direction caractéristique %, (z, sx).

Autrement dit : l'ensemble U des points caractéristiques irréguliers
(c’est-d-dire non réguliers) de S a pour équations :

s(z)=o, h(x, sx) =o,
(7.1) U: [Z hxshps'*"z,sxsr;hpahpi] —o.
i ij P=Sz
Le n° 12 prouvera que la définition précédente équivaut & la suivante :

DeriniTiON. 7.2, — Le point caractéristique x de S est irrégulier quand
la courbe bicaractéristique issue de I’élément de contact (z, s.) de S est
osculatrice & S en 2.

En un tel point, le degré de ramification est 2; plus précisément, les
n°* 13, 14 et 24 prouveront le

TutoriMe 5. — Remplacons X par un voisinage suffisamment petit d’un
point caractéristique régulier de S. Alors :

1° T est une variété analytique complexe, réguliére, de dimension I — 2.

2° K est une variété analytique complexe, réguliére, de dimensionl —1,
ayant avec S, le long de T un contact d’ordre 1 exactement. On peut
donc définir K par une équation

k(x)=o,

k(z) étant une fonction holomorphe, a valeurs numériques complexes,
telle que k7 o.

3° Un voisinage caractéristique de S est constitué par la variété ® ayant

dans Uespace de coordonnées (xy, x4, . .., x1) 'équation
®: 2! —=k(x), ou = (&1, ..., Z1);
la projection de (zy, 1, ..., x/)ED est (zy, ..., x;) €X; A est la variété

réguliére de ® d’équations

A: zy=k(x)=o0;
les points de ® se projetant sur S constituent deux variétés réguliéres,
dont l'une X est celle qu’on identifie a S.

4° Une fonction u(x) holomorphe sur ® est une fonction a deux déter-
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minations, du type

u(x)=u(x) £ Vk(z)u,(x),

u,(z) et u,(x) étant holomorphes.

8. Sommaire. — Le chapitre 1 étudie le cas ou S n’a pas de point
caractéristique. C’est celui qu’ont traité Cauvchy et Mm™e KOWALEWSKI;
ScuaupEr [T] et PETROWSKY [6] ont complété leurs conclusions en prouvant
que la solution u(x) du probléme de Cauchy est holomorphé dans un
domaine dépendant seulement de X, S, %; leur méthode reste celle des
fonctions majorantes de Cauchy. Nous reproduisons ce raisonnement de
ScHAUDER et PETROWSKY en le précisant, pour en déduire « le procédé de la
variété mobile »; c’est un procédé de prolongement analytique assez puissant,
sauf au voisinage des singularités de la solution.

Le chapitre 2 étudie le voisinage d’un point caractéristique régulier
de S : on remplace X par un voisinage suffisamment petit de ce point, qu'on
prend pour origine. Le procédé de la variété mobile montre la convergence
d’un développement en série de u () sur une partie du voisinage de I'origine;
Ies termes de cette série sont solutions de problémes de Cauchy trés simples,
qu'on résout par quadratures; ils sont holomorphes sur un voisinage
caractéristique ® de S; plus précisément : u(z) est la projection d’'une
fonction u[¢], somme d’une série, uniformément convergente sur l'aréte
d’un polycylindre centré en o, de fonctions holomorphes sur tout ce poly-
cylindre; la propriété du maximum du module des fonctions holomorphes
prouve que cette série converge sur tout ce polycylindre, ot u[¢] est donc
défini et holomorphe : u(x) est la projection d’une fonction «[ ¢ | holomorphe
en o; le théoréme 5 est ainsi étabti.

Le chapitre 3 énonce les conclusions des chapitres 1 et 2 comme suit :
soit @ un voisinage caractéristique de S; u(x) est holomorphe sur ®
au voisinage de S — U. Donc u(2) est holomorphe sur ®, au voisinage de S,
dans le cas général ou dimU<LdimX — 3. Le fait que deux voisinages
caractéristiques de S sont identiques prés de S résulte de la définition des
voisinages caractéristiques qu'on emploie; mais cette définition suppose
dimU LdimX — 3 et n’est pas la définition 4. On montre son équivalence
a cette définition &, ce qui établit 'existence de voisinages caractéristiques de S
et permet de supprimer la restriction : dimU < dim_¥ — 3 : les théorémes
1, 2 et 3 sont établis. L’emploi de la définition & repose sur l'intégrale
premiére et la forme différentielle invariante de I'équation différentielle des
projections caractéristiques.

Au chapitre & cette méme forme invariante permet d’étudier, prés d'un
point ordinaire de S, la caractéristique K tangente 4 S, la projection carac-
téristique et la projection d'une fonction holomorphe sur un voisinage
caractéristique de S : le théoréme I est établi.

Le chapitre 5 précise les particularités qui se présentent quand 'ordre
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d - . o
de a<x, 3a ) estm=1;en utilisant ces particularités, il donne un exemple

trés simple de point exceptionnel n’ayant pas les propriétés des points
ordinaires qu’énonce le théoréme %.

CHapitre 1. — Le probléme de Gauchy en un point
non caractéristique de S.

9. Le complément de Schauder-Petrowsky au théoréme de Cauchy-
Kowalewski. — Le théoréme de Cauchy-Kowalewsky a été complété par
J. Scuauber [T ] (p. 229), dans le cas des équations linéaires d’ordre 2, puis
par 1. Perrowsky [6] (p. 840) dans le cas des équations linéaires d’ordre m
quelconque; précisons encore leurs conclusions :

LemMe 9.1. — Particularisons comme suit le probléme de Cauchy (1.1) :
A contient le polycylindre de centre x —o :

|zj| <R J=1,...,0);
S contient le polycylindre
x, = o, j x| Lr;
s(z) =z, Sx= (1,0, ...,0).

Alors la solution u(x) de ce probléme est holomorphe sur la boule

1
12lm

(9.1) 2]l < qinf(qR, r)
ou
g=1h(0, sz)|[sup|h(z, p)|]7*  pour |zj|=R, |pj|=r.

PREUVE. — 1° Notations. — Nous supposons A (o, s;) 7 o0, sinon le lemme
est banal; nous divisons a(x, d—(."ac> et v(z) par le nombre % (o, s.), ce qui
n’altére pas u(2) : nous voici ramenés au cas ou

h(o, sx) =1;
alors
1
1=

en notant

(9.2) H—=sup|h(z, p)| pour |z;|=R, |pjl=r1.

Si r > R, les hypothéses restent vérifiées et la conclusion n’est pas altérée
quand on remplace r par R, car g <Z1; il nous suffit donc de traiter le cas
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r Z R. Nous poserons
R
N==-2X1.
r=
Nous supposerons

b<$, %) = dix,; w;(x) indépendant de z,;

nous remplacerons l'inconnue u () par

u(z)—wo(z)—ax,w,(2)— ... — (rfi——l)_' Wm_ ()
et ¢(x) par
d ;n—l
v(x) — a(:v, %> [wo(x) + zywy(2) + ... + m—1)1 Wt (2)]

Nous voici ramenés au cas ou les données de Cauchy sont

wo(x) =o, ceey. Wmoy(x)=o0;

¢ (z) n’est plus nécessairement holomorphe sur .X'; mais ¢ () est holomorphe
pour
| x| <Lr (J=1,...,0).

2° La méthode des fonctions majorantes de Cauchy est classique; voir,
par exemple : E. Goursat [4]; chap. XIX, §1, calcul des limites; chap. XXI11,
théoréme général d’existence. Elle fournit les résultats suivants : introduisons
une constante 6 (o << 0 <<1) et la variable

=2
._—ﬁ R RIS ﬁ,
4

v(z) admet une majorante Py 1 (V==_Cte);

a(z, p) — p7 admet une majorante A4 (¢, p) qui est un polynome en p de
degré m; soit U(¢) la solution de 'équation différentielle ordinaire

dnU " d 14
o = (OR) [*4("1“3;) v+ ,Tm]
(9.3) o

11 I
pz(ﬁ’ﬁ""’ ﬁ)’
qui vérifie les conditions initiales

_ dm—1 U .

(J(t):..._——‘W—O pour (=o;
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. L. . . dm
on suppose inférieur a 1 le coefficient de — - dans
dem

d
(BR)"A (o,p m);

alors u (x) a pour majorante U(t); donc, si p est le rayon de convergence
de U(t) au point t = o, u(x) est holomorphe pour

(9.4) ——lgc;i,l —|————|;’| —|—...+—|ZI| <ep.

La théorie des équations différentielles ordinaires donne la valeur de p,
une fois A4 (¢, p) choisi.

3° Choiz de A(t, p). — On sait que a(z, p) — h(x, p) admet une

majorante 14111—(1)‘) » Ay (p) étant un polynome de degré << m; de méme A (x, p)
admet pour majorante
H H ;
=G =) l_té(pl+...+p,)/,
donc B

2 (pi o p,

puisque A(x, p) est homogéne en p de degré m; H a la valeur (9.2).
Donc a(z, p) a la majorante

m A'(p)
I_t(P1+---+Pl) -+ 1—-_7

Donc a(z, p) — pi*, dont le développement de Taylor n'a pas de terme
en p' puisque A (o0, s.) =1, admet la majorante

H A
(9.5) A(t’P):I—_t(p‘+“’+P1)""HP1"l+ A.(p),

1—¢’
rappelons que A, (p) est de degré << m.

4° Calcul de p. — Ce choix de A (¢, p) permet d’expliciter les conclusions
de 2° : on suppose

(9.6) [1+(—0)0"H—H<1;
d’aprés la théorie des équations différentielles linéaires ordinaires (E. GOuRsaT

[&], chap. XIX), les singularités de U(¢) font partie des singularités des
coefficients de son équation (9.3) et des zéros du coefficient principal de
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cette équation : vu (9.5), U(¢) ne peut avoir de singularités autres que

1 H

t=ru, t:/_V’ t:I_T-ﬁI'[I+(Z_I)e]"’-
La condition (9.6) signifie que ces trois valeurs sont positives; la plus petite
d’entre elles est le rayon de convergence p de U(¢) au point £ = o. Puisque

1 r 1
= = 51 5 —
N"RrR BT

la conclusion de 2° s’énonce donc ainsi : u(x) est holomorphe pour

9.7) |@| + 8@ +...+ 0|z <ORinf] = _’_[1+(1—1)e]m},

ﬁ’ I— +g¢
quel que soit 6 vérifiant
001

5° Choiz de 6. — La convexité de la fonction exp donne

[1+ 0] <L exp(ImB);
choisissons
imb :log[(x '+q)<1 — g)]’
on a donc
187 = (1 9) (1= §);
d’ou
(9-8) I—I_:q[l—i—(l—l)e]'">g'

De ce choix de 0 et de ce que log[(l +q) (1 — (—;)] est une fonction concave

de g, atteignant son maximum pour ¢ —1, résulte que

qlog%élrneélogg pour o<Lq1;
a fortiori
(9-9) 1-58q<lm6<§ pour o=q1;

d’ou en utilisant la formule de Schwarz :

Viey ..

(9.10) |z + 0|z +...+ 0|z <Y1+ 10| z| < 5

En portant dans (9.7) ces inégalités (9.8), (9.9) et (9.10), on voit que u(x)
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est holomorphe quand

ol < e gint{r, 2},

12 Im

donc quand (9.1) est vérifié : C. Q. F. D.

Effectuons dans le lemme 9.1 le changement de coordonnées locales qui
transforme la variété z; — o en une variété arbitraire; il vient :

LewMe 9.2. — Soit S* une partie compacte d’une variété analytique
complexe, réguliére, de dimension /—1, appartenant a . Il existe un
nombre ¢ > o, fonction continue de S* et de A(x, p), ayant la propriété
suivante : si SCS* la solution u(x) du probléme de Cauchy (1.1) est
holomorphe a I'intérieur de toute sphére de centre x € S et de rayon

(9.11) clh(z, p)|inf[| h(z, p)|, r(z, S)];

(z, p) désigne des coordonnées homogénes, telles que || p || =1, de I'élément
de contact de S en x; r(x, S) désigne la distance de z, au bord de S.

10. 'Holomorphie de u(x) prés de S — 7. — Le paragraphe 3 utilisera
la conséquence simple que voici du lemme 9.2 :

ProrositioN 10. — La solution u(x) du probléme de Cauchy (1.1) est
holomorphe sur un voisinage de S — T qui dépend seulement de X, S et
h(x, p).

Ce voisinage est indépendant des choix de ¢ et des w;, qui sont respec-
tivement holomorphes sur X" et S. Rappelons que S — T est ’ensemble des
points non caractéristiques de S.

Cette proposition 10 est évidemment un cas particulier du théoréme 1.

11. Le procédé de la variété mobile est le procédé de prolongement
analytique de u(x) qui résulte de (9.11); le paragraphe 2 fera un emploi
trés simple de ce procédé, que voici.

NotaTioN (pour les n° 11 et15). — WS, c]désigne le voisinagede S — T’
que constitue la réunion des boules de centre z € S, de rayon (9.11).

LemMe 11. — Soit 0 un paramétre numérique réel; 0 <0 1. Soit une
variété analytique complexe, réguliére, dépendant contintiment de 6 et
appartenant a .X; soit S*(0) une partie compacte de cette variété, dépendant
continument de 0. 1l existe un nombre ¢ > o, indépendant de 6, fonction de
S*(0) et i(z, p), tel que la solution u(z) du probléme de Cauchy (1.1) se
prolonge analytiquement & I’ensemble S(0) — 7'(0), si S(0) vérifie les
conditions suivantes :

S§(0) est une variété analytique complexe, de dimension / — 1, dépendant
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contintiment de 0;
S(o)cS, S(0)cS*(9);

A tout nombre 0,, tel que 0 < 0, <1, est associé un nombre 0, tel que
0, <0,=1; S(6)cW[S(0y), c] pour 0,-<6_<0,.

Note. — Une fonction est dite holomorphe sur un ensemble quand elle
est holomorphe sur un ouvert le contenant.

NoTe. — u(x) peut étre multiforme sur la réunion des S(0) — 7°(0).

Prevve. — Nommons LEMME 9.3 la proposition que voici : Si u(x) est
holomorphe sur S(8) — 7'(8), alors u(x) est holomorphe sur W[S§(90), c],
quand c est petit. Pour déduire ce lemme 9.3 du lemme 9.2, il suffit de
vérifier que

inf[| (2, p)|, (2, S — T)]x Cte inf[| k (=, p) |, r(=, S)],

c’est-a-dire que la distance de « & T est minorée par Cte|h(z, p)|; cela
résulte de ce que A (z, p) —=o sur 7.

'Choisissons ¢ indépendant de 0, fonction seulement de S*(0) et A(z, p).
Notons O le plus grand intervalle, d’origine 9 = o, tel que u(x) se prolonge
analytiquement 4 S(0) — 7'(0) quand 0 parcourt @. Le lemme 9.3 prouve
que O est ouvert a droite. 11 prouve aussi que @ est fermé : puisque
WS, c] est un voisinage de § dépendant continiment de S, tout point

de S(0) appartient 3 W[S(0'), c] dés que 0’ est suffisamment proche de 8.
Donc O est tout l'intervalle : 0 0 <Z1.

CHapPITRE 2. — Le probléme de Gauchy
en un point caractéristique régulier de S.

12. Deux définitions des points caractéristiques réguliers furent don-
nées au n° 7; prouvons leur équivalence :

Preuve. — Considérons la bicaractéristique issue d’'un élément de contact
caractéristique (z, s;) de S : elle est définie par le systéme différentiel (2.3);
donc le long de cette bicaractéristique

ds__ dz

zz = Sz "E’
d’s dz; dz;
O =52 Tt X

i,j

dx d x
at =hp(z, p); —Z(hpr,h hpp, z,)-
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Or, d’aprés le théoréme d’Euler sur les fonctions homogeénes,
P lpe,—=mh,, Plpp=(m —1)hy,,.
Donc, le long de cette bicaractéristique
d*x
PgE = by

En particulier, en son origine ou p = sz,

dis N
= [ PRIEDY ‘rm’%’lm]
P =Sz

i ij

Donc les équations (7.1) signifient que la courbe bicaractéristique issue de
(z, sz) est osculatrice & S en 2. C. Q. F. D.

14. Propriétés de 7" en un point caractéristique régulier. — Le lemme
suivant constitue le 1° du théoréme 5 (n° 7).
NotaTION (pour les n% 13 et 1%). — V désignera la variété d’équation
V: h(x,sz)=o0;

elle dépend évidemment du choix de 1'équation s(z) = o de S.
Les équations (2.5) de 7 s’écrivent

T=S8nYV.

Rappelons la définition 7.1 des points caractéristiques réguliers : en un
point caractéristique régulier, V est une variété réguliére; elle ne contient
pas la direction bicaractéristique 4,(z, sx), qui appartienta S. Donc Set V'
ne se touchent pas; d’otr le

LemyE 13. — En un point caractéristique régulier, 7" est une variété ana-
lytique complexe, réguliére, de dimension / — 2.

14. Coordonnées caractéristiques régulidres. — Construisons des coor-
données analytiques locales, adaptées & I'étude du voisinage d'un point
caractéristique régulier donné :

Lewme 14. — En un point caractéristique régulier, on peut définir des
coordonnées locales, dites coordonnées caractéristiques réguliéres, avec
lesquelles

(1k.1) K: z,—o; S: zy=ax;
(1k.2) h(z, p) =p7~" p:+ ki (2, p),
le degré de %, en p, étant < m — 2. On choisira dans (1.1) :

b(“’, %) = dixi; w; () indépendant de z;.
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Nota. — Ce lemme implique évidemment le 2° du théoréme 5 (n° 7).

PRrEUVE. — Le point caractéristique régulier donné est choisi pour origine
des coordonnées. Soit k() la solution du probléme de Cauchy non linéaire,
du premier ordre :

(1h.3) { h(x, kz) =0

k(z) =s(x), kx—==5sx sur V.
Les équations des caractéristiques de (1%.3) sont les équations (2.3) des

bicaractéristiques de a<x, d%c) et, vu (2.4), I'équation

dk:o;

k est donc constant sur les caractéristiques de (14.3).

Le probléme de Cauchy (14.3) a une solution unique, analytique, puisque
la direction bicaractéristique de (o, sz(0)) n’appartient pas a V.

De ces deux propriétés résulte que K a pour équation

k(z)=o.

Nous choisissons comme suit de nouvelles coordonnées :

la 1™ coordonnée est k(x);

les 3¢, ..., l'*me coordonnées sont constantes sur chaque caractéristique
de la solution k(x) de (14.3);

la 2¢ coordonnée s’annule sur V, qui ne contient pas la direction bicarac-
téristique, sur laquelle les autres coordonnées sont constantes.

Avec ces nouvelles coordonnées, on a
(14.4) h(z,p)=o pour p= (1,0, ...,0),
(1%.5) Ay (z, p)=...=h,(z, p)=o0 pour p=(1,0, ...,0);
et les équations de K et V sont
K: z,—o; V: xy—=o.
Puisque (n° 13)
TcKnV et dim7 =1— 2,

les équations de 7 sont
T: xy,—x3—o0.

S est une variété réguliére, qui touche K le long de T; elle a donc pour
équation
S: x— f(x)x}=o,

Jf(x) étant holomorphe.
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La bicaractéristique issue.de: (0, s;:(0)) a les équations
Xy=&3=...=x;=0;

vu la définition 7.2 d’un point caractéristique régulier, cette bicaractéris-
tique n’est pas osculatrice 4 S; donc

f(0) #o.

Or la seconde coordonnée n’a été choisie qu'au produit prés par une
fonction holomorphe ne s’annulant pas pour « — o; précisons son choix en
prenant pour seconde coordonnée

L’équation de S devient

Explicitons enfin les relations (1%4.4) et (14.5) : A(x, p) a un seul terme
en piip;(j=1, ..., I); c’est p*~* p,. Son coefficient n’est pas nul pour
x =o0; en effet A, (0, sx(0)) 2 0, vu la formule (7.1), qui définit les points
caractéristiques irréguliers. Nous n’altérons pas le probléme de Cauchy (1.1)

en divisant a(x, %) et v () par ce coefficient de p”~! p,; il vient (14.2).

15. Prolongement analytique de u(x) par le procédé de la variété
mobile. — Ce procédé donne le

Lemye 15. — En un point caractéristique régulier de S, ou I'on emploie
des coordonnées caractéristiques réguliéres, la solution u(x) du probléme
de Cauchy (1.1) est une fonction de

logxy=log| @, | + {argx,, logz,—=log| x.| +iargax,, x;, .... @

qui est holomorphe sur ’ensemble fermé

15.1) oLargx L4, 0 LZargx, < 2w (argx, = 2argx, sur S),
.1
| 2y | = €2, |y | =...=| & | =5,

dés que le nombre ¢ > o est choisi assez petit. Ce choix de ¢ est fonction
de X, Set h(x, p).

Preuve. — Soit
|z | <Le;

un polycylindre contenu dans .I'; appliquons le procédé de la variété mobile
(lemme 11) en choisissant pour S*(0),
(15.2) S*(0): xy=axexp(4mih), | z;| Le¢;.

Soit
s(x, 9) =2, — z} exp(4mib);
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nous avons
se=[1, —2x,exp(4mif), 0, ..., 0],
h(z, s2) = — 22, exp (47i0) + Ay (2, 55, ou |h|<Cte|,|?,

car by (x, p) est homogéne en p de degré m et est en p; de degré == m — 2.
Nous pouvons donc choisir €, assez petit pour avoir

(15.3) |h(2, p)|>|®s| quand p= ”;:“.
Choisissons pour S(0) :
15.4) S(9): xy=—x}exp(4mib), |2 24+ | & |2 << p2(0),

ou
prlo)<e, plo)<eg (=2, ..., 1),

p(0) est continue décroissante.

Le choix de p(8) sera précisé plus loin.

Vu la définition de W (n° 11) et I'inégalité (15.3), W[S(0,), ¢] contient
les points z tels que

|2y — @ exp(47id) | < c|x|inf[|2a ], p(0)) — V@2 F +- ..+ |2 )
Si 6,0, on a donc
(15.5) S(B)c W[S(8y), c]
a condition que

|exp(4mi0) — exp(4mif,) | < cinf[l, M—)J

| s |

ou |z, | < p(0); cette condition est vérifiée si

— in 9(91)_ "
4m(0—0,)<c f[x, 5(0) x],

donc si 6 — 0, est assez petit et
9(01) .
p(8)’

cette derniére condition exprime la décroissance de

o (0) exp(470);

c

4m(6—0,)<<clog

nous la satisfaisons en choisissant

(15.6) p(0)=p(0) exp(— ?0)-

Les conditions que le lemme 11 impose & S(9) sont ainsi vérifiées; de ce
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lemme résulte que u(x) est holomorphe sur S(6) — 7" pour 0 =<6 <1;
(T : 2y=ax,=o0). En particulier :

Quand ¢, est assez petit, u(z) est holomorphe sur I’ensemble, qui

appartient 4 S pour 6 —=o :
15.7) PP P

xZ
[areZ=ims,  Jal=imbzo, loit. o+ labLe

rappelons que
001,

En changeant dans le raisonnement précédent 4mi6 en — 4mif, on
constate que la proposition (15.7) vaut aussi pour
—1Z0Lo0.
Cette proposition (15.7) vaut donc pour
—1Z0Z0,

ce qui entraine le lemme 15.

16. Développement de u(x) en une série, dont les termes se définissent
par une suite de problémes de Cauchy s’intégrant par quadratures. — Le
lemme précédent donne le

LemMe 16. — Sur Pensemble (15.1), dés que le nombre ¢ > o est assez
petit, il y a convergence uniforme du développement

(16.1) u(z)=u(x) +u(z)+...+uj(xz)+...,

dont les termes sont définis par la suite de problémes de Cauchy :

9™ u, Y
0T oz
(16.2) T
()u‘) d’"—’uo
Uy= Wy, d_x::w" ceny dT,‘T:W"'_’ sur S;
d"’u, . ad
w0z — o\ ™ 5z )y
(16.3) b omn
. -4 =T : .
u,(x)_dxl_..._ P —=o surS (>o);
on a posé
d om /]
160 w(=53) = awrom — (35
Note. — Vu le lemme 1%, a1<w, d_dx.') est un opérateur d’ordre m sans
dm
terme en

m}(‘]:l, ...,l).
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Preuve. — Envisageons le probléme de Cauchy, qui dépend du paramétre
numérique complexe ¢ et qui se réduit & (1.1) pour £ =1:

0"u(x, t) d \
m —ta1<x, a;)u(x, t) -+ V(@),
_ du(z,t) _
(16.5) u(z, t)y =wy(x), —()T._wi(x), ceey
w = Wu—1(x) pour x;—z}.

dz?
Appliquons le lemme 15 & ce probléme, en prenant
] <o
Il est évident que cette limitation de |¢| permet de choisir ¢ indépendant
de ¢t et que u(z, t) est holomorphe aussi en ¢; pour le prouver explicite-

ment, il suffirait de considérer ¢ comme une (/—+ 1)'*me coordonnée. Donc
u(x, t) est une fonction de

lOg.Z], logxg, Xy, ceey XY, 13
qui est holomorphe sur I’ensemble fermé

(16.6) oLargx L4, oLargx, L 27 (argx; = 2argx, sur S),

| &y | =¢2, |2 | =...= | z1| =, t] <L 2,

dés que le nombre & > o est assez petit.
Développons u(x, t) en série de Taylor par rapport 4 ¢: quand (=, t)
vérifie (16.6), on a

(16.7) u(z, t)y=up(x) + tuy(z) +...+u;(x) +...;

ce développement a pour majorante

oM
2 —1

ou
M=sup|u(z,t)|;

si z vérifie (15.1) et £=1, il y a donc convergence uniforme de la série
(16.7), qui s'identifie a (16.1). D’autre part, en substituant le développe-
ment (16.7) dans (16.5) et en ordonnant par rapport & ¢, on obtient les
relations (16.2) et (16.3), qui déterminent les u; ().

L’étude de ces relations exige la considération des voisinages caractéris-

tiques de S.

17. Les voisinages caractéristiques de S, en un point caractéristique
régulier. — Remplacons X" par un voisinage du point caractéristique régu-
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lier étudié; choisissons ce voisinage simplement connexe et assez petit pour
qu’on puisse utiliser des coordonnées caractéristiques réguliéres : 'équation
de K étant

k(z)=o [k(x) holomorphe sur X'; k.5 o sur K],

on a
k(z) ==z f(x),

ou f(z) est holomorphe et ne s’annule pas sur £.
Construisons dans I'espace de coordonnées (z,, i, ..., 2;) la variété @
d’équation
®: zi=k(x), ou z= (x4, ..., xy).

Nommons projection du point
(p:(.:l)o, ey :L‘[)E(D
le point
z(¢)= (24 ..., x)) €L,

D(x)

La variété A de @ ou
D(9)

= o0 a pour équations
A: zy=k(z)=o.

Sa projection est z(A) = K.
Les points de @ se projetant sur S sont ceux qui vérifient z; = x} ; puisque
x5 =z, f(z) sur @, ce sont donc les points tels que

xy=t 2, \/ f(2), x =z

V f(z) est holomorphe puisque f(x) ne s’annule pas et que X est simple-
ment connexe; ces points constituent donc deux variétés de ®. Nommons =
I'une d’elles; par exemple, choisissons une des déterminations holomorphes
de \/f(z) et

3 zy=ay\/f(2), x = zxl.

La projection z(¢) est un homéomorphisme analytique dé 2 sur S. Donc
[{®@, z(¢), 2] constitue, au sens du n° 3, un voisinage de S au-dessus de .X';
ce voisinage est ramifié au-dessus de la caractéristique K tangente a S.

DermviTion 17. — Un tel voisinage est nommé voisinage caractéristique
de S.
Note. — Provisoirement, la définition & des voisinages caractéristiques

de S n’est pas utilisée : le 3° et le 4° du théoréme 5 sont vrais par définition.

Lemme 17. — Deux voisinages caractéristiques @ et @' de .S sont iden-
tiques, au sens de la définition 3.2 (¢f. théoréme 3).
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PreuvE. — On a
D: =2z f(x); Y zi=ax f(x);
zy=z, \ f(z), z, =2 3 zy=ay\/f(x), x, = x;.

4

11 existe donc un homéon‘orphisme analytique de ® sur @' tel que
z(9')=x(9) et que X' soit l'image de % : c'est celui qui applique

(2)

Norarions. — Nous utilisons sur X des coordonnées caractéristiques
réguliéres; comme le lemme 17 nous y autorise, nous prenons

(20, 24y - -, 1) €D sur (.z'o\\//f (a:)’ Zyy ..., ) ED.

k(x) = ;.
Nous utilisons sur ® les coordonnées
(Q1y v vvy Q1) = (20oy 22y ...y Z1);
la projection de ® sur ¥ est
(A7.1)  2(9): ¢=(¢u -+ 1) > Z=(9% 92, -+ s 91);
les équations de A et 2 sont

(17.2) A: gy=o0; 2 gi= ¢,

Note. — A et 2 ne se touchent pas, alors que leurs projections K et S se
touchent le long de 7.

18. Allure des termes du développement (16.1) de u(x). — Les nota-
tions qui précédent permettent I'énoncé du lemme suivant :

LemMMe. — Supposons ¢ holomorphe sur le polycylindre de & :

(18.1) gl Le J=1,2, ..., 0.

Supposons les fonctions w;(z) indépendantes de x, et holomorphes sur le
polycylindre

(18.2) | x| Le J=2, ..., 0).

Alors le probléme de Cauchy
Jmu

—_—
(18 3) dx;’“‘dxz )
' du e T s.
U= W, d—.xl:W“ ey W—W”,_i SUr -,
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a une solution unique, u, holomorphe sur ®. Ses dérivées en x d’ordres < m,

sauf

omu
oz sont holomorphes sur ®.
1

Preuve. — Notons g‘]—g = u;); décomposons le probléme de Cauchy (18.3),
1

qui est d’ordre m, en une suite de m problémes de Cauchy d’ordre 1

7
o, Uim—1) =V} Um—1)= Wpn—y sur X;
Jd .
Ru(i):u(iﬂ,; wj—=w; surZX (J=m—2,...,0).

Puisque ;= ¢}, £,= ¢, ..., 1= ¢, ces problémes s’énoncent encore :

7}

(18.4) d—% Uim—1) =V} Uim—1) == Wm—y pour ¢y= @a.

(18.5) %; U= 2(?1”(1'_’_1); ‘u(j): w(j) pour ¢,=— P2

(J=m—2,...,0).

Chacun des problémes (18.4) et (18.5) s’intégre immédiatement par une
quadrature; on constate ainsi que ’holomorphie de ¢ et des w; sur les poly-
cylindres respectifs (18.1) et (18.2) entraine I’holomorphie, sur le polycy-
lindre (18.2), des u; et de toutes leurs dérivées en ¢,, ..., ¢;, donc
en Ty, ..., & - , C. Q. F. D.

En appliquant le lemme précédent aux probléemes de Cauchy (16.2) et
(16.3) on constate que leurs solutions u; et leurs dérivées en = d’ordres << m
sont holomorphes sur le polycylindre (18.1) de ®; le lemme 16 se précise
donc comme suit :

LemMe 18. — Prés de 2, sur l'aréte

ICPIIZE ' (j:Iv"')l)
du polycylindre
o lLe =1, ...,

la solution « du probléme de Cauchy (1.1) est égale a la somme de la série
W+ U +...+u; +.... Gette série converge uniformément sur toute cette
aréte; chacun de ses termes est holomorphe sur ce polycylindre. Il en va de
méme pour les dérivées de u en x d’ordres << m. ‘

Le nombre ¢ > o est choisi assez petit. Ce choix de ¢ est fonction de ¥,
Seth(z, p).

19. Allure de u(«) en un point caractéristique régulier. — Un raison-
nement simple et classique compléte le lemme 18 :
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Lemme 19. — La série uy+ u,+. ..+ u;+... converge uniformément sur
tout le polycylindre

|CP/|é5 (=1,...,1

elle y est holomorphe et égale a la solution « du probléme de Cauchy (1.1).
Les dérivées de u en « d’ordres <C m sont elles aussi holomorphes sur ce
polycylindre.

Preuve. — Une fonction holomorphe sur un polycylindre fermé atteint
son module maximum sur I'aréte de ce polycylindre. La convergence uniforme
sur l'aréte d'un polycylindre fermé d’une série de fonctions, holomorphes
sur ce polycylindre, entraine donc la convergence uniforme de cette série sur
tout ce polycylindre; elle y est holomorphe : la série uy+ w,+. ..+ u;+. ..
converge uniformément et est holomorphe pour | ¢; | ZLe(j =1, ..., {). Elle
est égale & la solution u de (1.1) prés de X, pour [¢;|=c¢; elle est donc
égale & u quel que soit ¢ : en effet deux fonctions analytiques d’une variable
qui sont égales sur une ligne sont identiques.

Nous ne retiendrons de ce lemme 19 que ceci :

ProrosiTioN 19. — Remplagcons X par un voisinage asses petit d’un point
caractéristique régulier. Alors la solution u(z) du probléme de Cauchy (1.1)
et ses dérivées d’ordres << m sont holomorphes sur un voisinage caractéris-
tigue de S. Ce voisinage ne dépend que du point caractéristique régulier
étudié, de X, de S et de h(x, p).

Cette proposition est évidemment un cas particulier du théoréme 1 (n° 5).
Rappelons que le théoréme 5 est établi, mais que nous utilisons la défi-
nition 17 des voisinages caractéristiques de S, au lieu de la définition k.

CHAPITRE 3. — Le probléme de Gauchy prés de S.

Le chapitre 3 prouve les théorémes 1, 2 et 3 (n°5); il prouve que le
théoréme 5 (n° 7) vaut quand on utilise la définition & des voisinages carac-
téristiques.

20. Prolongement analytique d’une fonction holomorphe prés de
S — U. — Le chapitre 1 a construit prés de S — 7' la solution du probléme
de Cauchy (1.1); le chapitre 2 I'a prolongée analytiquement prés de
chaque point de 7"— Uj; le n° 21 poursuivra ce prolongement analytique en
employant les lemmes suivants :

LemMe. — Soit D un domaine d’holomorphie, étalé dans un espace vecto-
riel complexe @ de dimension / (c’est-a-dire : D recouvre un point de ® un
nombre de fois quelconque > 0); soit S I'intersection de D par une variété
plane de @, de dimension complexe / — 1. Alors chaque composante connexe
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S, de § est un domaine d’holomorphie ou le revétement d’'un domaine
d’holomorphie.

Prevve. — Nous nous référons au Mémoire classique [3] de H. CaRTaN
et P. ThuLLeN. Vu [3] (Satz 5, p. 634), le domaine d’holomorphie D est
convexe relativement a la classe des fonctions holomorphes sur D. D’ou, vu
la définition de la convexité [3] (p. 629) : si ¢ et I' sont un point et un com-
pact de D tel que la distance de ¢ aubord de D soit moindre que celle de T,
alors il existe au moins une fonction f, holomorphe dans D, 4 valeurs numé-
riques, telle que

[f(¢)| > sup|f(T)].

Choisissons

€S, I'cs.

Appliquons le Beweis von Statz &.1 (p. 631-632) de [3], en y remplacant 8
par la composante connexe .S, de S et en choisissant pour classe & celle des
restrictions 4 S, des fonctions holomorphes sur D : on obtient une fonction

== 141

qui est holomorphe sur S, et qui n’est holomorphe en aucun point d’un
systéme canonique de points frontiéres de S;; vu le Satz 1.a (p. 623) de[3],
S, est donc ou bien le domaine d’holomorphie de f, ou bien un revétement
de ce domaine.

Lemme 20. — Soient une variété ®, une sous-variété S de @ et un sous-
espace Ude S; supposons-les analytiques complexes; supposons ® et S régu-
liers, dimS — dim® — 1 ; supposons U défini dans S par deux équations :
fi=fo=o, fi et f, étant des fonctions holomorphes a valeurs numériques;
supposons que

dimU L dim® — 3,

c’est-a-dire que f; et f; n’ont de facteur commun en aucun point de U. Alors
tout domaine d’holomorphie contenant un voisinage de S — U dans @
contient un voisinage de S dans ®.

Preuve. — Il suffit de prouver le lemme prés de chaque point de U. Effec-
tuons donc un changement de coordonnées locales réalisant les hypothéses
du lemme précédent : @ est un espace vectoriel; S est une partie ouverte
d’une variété plane de @. Ce lemme réduit le lemme 20 au théoréme de
Riemann que voici : toute fonction holomorphe sur § — U est holo-
morphe sur S; woir le trait¢ d’Osgoop [5] (t. II, 1, p. 191). La
démonstration d’0OsGoop ne suppose pas uniforme la fonction en jeu.)

21. Holomorphie de la solution du probléme de Cauchy sur des voisi-
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nages caractéristiques de S. — Jusqu'au n° 2% nous devrons nous limiter
au cas :

dim U < dim ¥ — 3.

Précisons le sens de cette hypothése : U est défini par les trois équations (7.1);
elles signifient que U est I’ensemble des points de S ou s’annulent deux fonc-
tions holomorphes sur S; nous supposons qu’en chaque point de U ces deux
fonctions sont sans facteur commun, au sens d’'Oscoop [5] ou de BocuNER et
MarTiv [1] (chap. IX, § 2).

Bien entendu, U peut étre vide.

DeriniTioN 21. — Supposons dim U < dim X — 3; nous nommons voisi-
nage caractéristique de S tout voisinage ® de S au-dessus de X' qui posséde
les deux propriétés suivantes :

1° prés de chaque pointde S— 7', dc ¥
2° prés de chaque point de T'— U, ® est un voisinage caractéristique de S
au sens de la définition 17.

Notgs. — Nous n’utilisons pas encore la définition & des voisinages carac-
téristiques. — Tout voisinage caractéristique au sens de la définition 17 P'est
au sens de la définition 21. — Nous ignorons pour linstant si S posséde
toujours un voisinage caractéristique.

La définition 3.1 des voisinages caractéristiques de S, le fait que toute
intersection de domaines d’holomorphie est domaine d’holomorphie
(H. Cartan et P. TruLLEN [3], Satz 6) et le lemme 20 ont pour conséquence
immédiate le

LemMe 21.1. — Soit @ un voisinage caractéristique de S. Toutes les fonc-
tions holomorphes sur I'un des voisinages de S — U dans @ sont holomorphes
sur un méme voisinage caractéristique de S.

Ce lemme 21.1 a les deux conséquences suivantes, qui serviront a prouver
les théorémes 1 et 3 :

Leune 21.2. — Supposons que S ait des voisinages caractéristiques. Alors
la solution u(x) du probléme de Cauchy (1.1) et ses dérivées d’ordres << m
sont holomorphes sur I'un d’eux; celui-ci ne dépend que de X, S, A(z, p).

Preuve. — Soit @ un voisinage caractéristique de S; les propositions 10,
19 et le lemme 17 prouvent que u« et ses dérivées d’ordres << m sont holo-
morphes sur un voisinage de § — U dans @ ; ce voisinage ne dépend que de .Y,
S, k(z, p). Le lemme 21.1 achéve la preuve.

Lemme 21.3. — Si @ et @' sont deux voisinages caractéristiques de S, alors
il en existe un troisiéme ®” tel que

¥cop, dcd.
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PreUVE. — Les projections z(¢) etz(¢') de ® et @ sur X sont des homéo-
morphies analytiques prés de S — 77; la relation z(9) = x(¢') définit donc,
prés de S — 7', une homéomorphie analytique ¢'(¢) de @ et @'. Le lemme 17
prolonge cette homéomorphie & un voisinage de S — U. Le lemme 21.1 et
I'emploi de coordonnées locales la prolonge enfin & un voisinage de S.

Il est maintenant essentiel d’introduire la définition 4 des voisinages carac-
téristiques : elle montrera que .S a toujours un voisinage caractéristique; elle
rendra superflue la restriction : dim¥U.<dim X — 3. Il nous faut étudier
préalablement la projection caractéristique x (¢, ¥) que définit le n° k.

22. Propriétés de I’équation différentielle de la projection caractéris-

tique. — Rappelons que nous nommons ainsi le systéme différentiel ordi-
naire
(b.1) Cdr=g,(x, p)dt, dp =— g«(x, p)dt.

LemMe. — Le systéme (4.1) a I’intégrale premiére g(z, p).

Note. — Ceci signifie que g(z, p) est constant sur chaque courbe z(¢),
p(t) vérifiant (&.1).

Prevve. — De (%.1) résulte dg = o.

LemMe. — Le systéme (%.1) admet p.dx — g dt comme forme invariante;
il est le seul a laisser cette forme invariante.

Nore. — Ceci sighiﬁe quefp.dx — g dt est un invariant intégral du sys-

téme (%.1), c’est-d-dire ne change pas de valeur quand on déplace chaque
point (z, p) de la courbe v le long d’une courbe vérifiant (%.1). Autrement
dit: p.dx — g dt s’exprime a 'aide d’intégrales premiéres du systéme (&.1).

Preuve. — Notons
w=p.de—gdt;

notons dw la différentielle extérieure de w, que E. CARTAN note ' et w Aw le
produit extérieur, qu'il note [w, w]. E. CARTAN nomme systéme caractéris-
tique d’une forme w de degré 1 le systéme qui s’obtient en annulant et les
dérivées premiéres de dw par rapport aux différentielles des variables indé-
pendantes; il prouve que w est invariante pour un systéme différentiel si et
seulement si ce systéme différentiel implique le systéme caractéristique de  :

[2] (n° 65 et 78, p. 58 et 74). Ici
do =Y, dp; \ dz;— ¥, gz da; \ dt — X gy, dp; \ dl,
j 7 i

le systéme caractéristique de w est donc

dz;=gp,dt, dp;=— g;dt, dg—o, p.dx —gdt—=o;
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il est bien équivalent au systéme différentiel (k. 1), car
§=DP-8p
d’aprés une formule d’Euler, puisque g est homogene de degré 1.

Les nes 23, 26 et 27 utiliseront les deux lemmes précédents, sous la forme
que voici : '

Lemme 22. — Soit (¢, y, q), p(¢, ¥, q) la solution du systéme (&. 1) issue
de ’élément de contact
z(0,y,9) =y, p(0,),9)=q
Ona
g(z,p)=¢g(y,9), p.de=gdt+q.dy.

23. Ramification de la projection caractéristique. — Le n° & a défini la
projection caractéristique z (¢, y) a4 l'aide du systéme (%.1). Prouvons le
lemme suivant, dont le théoréme 2 (n° 5) résulte immédiatement :

. D(=x)
Lemme 23. — SOltI)—(l,_y)

caractéristique z (¢, y). La fonction de (¢, y)
1 D(x)
h(y, sy) D(¢, ¥)

est holomorphe et ne s’annule pas, quand ¢ est suffisamment petit.
P pas, q P

le déterminant fonctionnel de la projection

PrEUVE. — Quand on applique le lemme 22 aux fonctions z (¢, y) et p (¢, y)
qu’utilise le n° &, les particularités suivantes se présentent

s(r)=o, g=s(¥), q.dy=sy.dy=o0;
les conclusions de ce lemme deviennent donc
g(x, p) =gy, sy), p.-dr=gdt;

ox ox
(23.1) Py =8 sy)s Pogy =0

d’ou

Utilisons des coordonnées locales telles que
s(z) = z4;

le point y de S a les coordonnées (ya, ..., y1); vu (23.1)

0z Ox, ox;
P‘?[— W PP —d_t
oz Oz, dxy
D@ _ | Po 5, s | = y D s, ..., 1)
POEy T T D6,
9z, 9=
p.dyl d T n
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donc
(23.2) I D(z) _ 1 80y, sy) D(zy, ...,y Z)
k(.}"s!) D(t’y) P h()’,sr) D()’h-",yl)
Or%’—‘:—y-% est holomorphe et ne s’annule pas, d’aprés la définition méme
y Sy

D((Ez, ey .Z'[)
D(yg, ooy y[)
elles valent 1 pour £ = o. Par suite la fonction (23.2) est holomorphe et ne
s’annule pas quand ¢ est petit. : :

~deg,n°l; p,et sont des fonctions holomorphes de (¢, y);

2h. Comparaison des définitions & et 21 des voisinages caractéristiques.
— Continuons a utiliser les définitions 17 et 21 des voisinages caractéris-

tiques et & supposer
dim U £ dim X" — 3.

Notons W la variété analytique que constituent les couples (¢, y) véri-
fiant (&.2); la projection caractéristique (¢, y) projette W sur I en appli-
quant identiquement S sur lui-méme : W est un voisinage de S au-dessus
de X (la définition & nomme caractéristique un tel voisinage). Nous allons
prouver que c’est un voisinage caractéristique de .S (au sens de la défini-
tion 21).

Lemme. — En chaque pointde S — 7, Wc X.

Prevve. — En un point de S — T, h(y, s,) # o par définition; donc
D (z)
D(¢, y)

Lemme. — En chaque point de 77— U, W est un voisinage caractéristique
(au sens de la définition 17).

# 0, vu le lemme 23 : (¢, y) est une homéomorphie analytique.

Preuve. — Choisissons un point de 7' — U, c’est-d-dire un point caracté-
ristique régulier de S; remplacons X par un petit voisinage de ce point. La
caractéristique tangente & .S est une variété analytique réguliére (théoréme 5,
2°, n°1h)

K: k(z)=o (kzZ o sur K);

d’apres le n° 2, les éléments de contact de K sont ceux des bicaractéristiques
tangentes 4 S; ce sont donc, vu le n° 4, les éléments de contact

z(t y), p(t,y) telsque A(y,sy)=o.

Au point z (¢, y) de K, k, est donc paralléle a p(¢, y); par suite les for-
mules (23.1), oul g = o puisque kA = o, s’écrivent

ox ox
kx.W.—.O, k_r.—d—}—/;.—_o sur K.
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D’ou
ket ) =0, Sk@(t,y)=0 ——k(z(ty)=o
(2. 1) ' T ot ’ "0y ’
pour A(y,sy)=o.
Utilisons des coordonnées caractéristiques réguliéres (lemme 1%) :
k(z)=z; s(z) =z — x3;

5,1— k(y, sy) est une fonction holomorphe, ne s’annulant pas, de y € S.
2

Sur §, utilisons (ys, ..., y:) comme coordonnées du point y.
Les relations (2%.1) et le lemme 23 s’énoncent maintenant

ox, ox,

2h.2) xzy=o, 9 =% E:o pour y,=—o, (j=2,.,1),
(2%.3) i l%z}l/j est une fonction holomorphe, ne s’annulant pas, de (¢, y).

D’autre part, puisque z (o, y) €S,

(2h.4) Z1(0,y) =y3
De (24.2) résulte ‘

z (6, y) =23 F (8 5),
F(t, y) étant holomorphe; vu (2k.4)

F(o,y)=1;
soit f(¢, y) la fonction holomorphe telle que

S y)=VF(, y), J(o,y)=1;
on a donc
(4 y) =y f(&, y)]*

Par suite l'application z(¢, y) résulte de la composition des deux sui-
vantes, ol ¢ =(@, ..., ¢;) désigne un point de lespace vectoriel de
dimension / :

e, )= (22 f (&, )y (&, ¥)y o vy (8 Y))s
x(?):( ?:1 P2y ey 2 )7

ces deux applications sont holomorphes; ¢ (¢, ¥) applique la variété ¢t —=o,
¥ € S sur la variété de @ :

2 9= ¢y
xz(¢) applique Z sur S.
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Enfin, d’apreés (2%.3),
D) 1 D(z) __ 1 D)
D(t,y) 20 D(t,y) ~ 20:f(t,y) D(¢, y)

9 (¢, y) est donc une homéomorphie analytique.
®, 2 et z(9) constituent un voisinage de S au-dessus de .X'; vu la défini-
tion 3.2, I'existence de ’'homéomorphie ¢ (¢, ) s’énonce

Yco.

FZ0;

D’autre part ® est un voisinage caractéristique de S (au sens du n° 17) :
voir (17.1), (17.2).

Donc W est bien un voisinage caractéristique de S, prés de l'origine.

Des deux lemmes précédents résulte que W est un voisinage caractéris-
tique de S, au sens de la définition 21. Donc

Lemse 2. — Si dim U < dim X — 3, tout voisinage caractéristique de S, au
sens de la définition 4, est un voisinage caractéristique de S, au sens de la
définition 21.

Ce lemme 24 achéve la preuve du théoréme 5, dont les 3° et 4° valaient par
définition depuis le n° 17, et dont le 1° et le 2° ont été établis aux n°s 13
et 1h.

25. Preuve des théorémes 1 et 3. — Ce méme lemme 24 permet
d’énoncer comme suit les lemmes 21.2 et 21.3 :

LemMe 25.1. — Les théorémes 1 et 3 valent quand on utilise la définition &
des voisinages caractéristiques, @ condition que dimU < dim X" — 3.

Cette condition était nécessaire & I'énoncé des définitions 17 et 21 des voi-
sinages caractéristiques; abandonnons ces définitions, n'utilisons plus que la
définition & et montrons que cette condition devient superflue. Nous le ferons
par une méthode de descente, c’est-a-dire en appliquant le lemme 25.1 & un
espace de dimension supérieure a celle de .¥. Commencons par remplacer la
condition précédente par une condition indépendante de S :

Lemue 25.2. — Les théorémes 1 et 3 valent @ condition que la fonction
h(z, p) n’ait, en aucun de ses zéros, de facteur divisant toutes les fonc-
tions &, (z, p).

PreuvE. — Supposons d’abord que X soit une boule ouverte d'un espace
vectoriel et que

1 I
$(x) =20+ 521+ ..+ BT+ Sz“xf+z,2x1x,+. co+ ;zux,’;

S, T, ®, u(x), que nous noterons S(z), 7'(z), ®(z), u(z, z) dépendent du

paramétre z = (2o, 21, ..., 3l, 511y B12, - - ., 2u) qui décrit un domaine Z ne
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contenant pas (o, 0, ..., 0). On suppose a<x, d%:) indépendant de z;

X et Z assez petits pour qu’on puisse choisir indépendante de z la fonc-
tion g(x, p) qui sert au n° & a définir le voisinage caractéristique @ (z)
de S(3).

La fonction u(z, z) est solution du probléme de Cauchy qui s’obtient en
remplacant dans (1,1) X par I'espace produit X x Z et en définissant S
dans X < Z par I’équation s(z, z) = 0; nous utiliserons les notations S,
T, U, ® pour ce probléme de Cauchy posé dans X x Z.

Les définitions de S, 7, ® (n° 1, 2 et &) montrent immédiatement que
S(z), T(z), ®(z) peuvent étre identifiés aux parties de S, 7, ® dont la
projection sur Z est le point z. Par suite les théorémes 1 et 3 valent pour X’
quand ils valent pour X" < Z; donc, vu le lemme 25.1, quand

(25.1) dimULdim X x Z — 3.
Or, dans X" < Z, S a pour équation
Bo+ B X1+ ...+ :—z T} =o0
et, dans S, U a pour équation
k@, p) =0, X hahy+ D sihp ko= o0,
i /)

ou

Pi= Zx—i—Zijwj.

J

L'inégalité (25.1), dont le début du n° 21 explique le sens, a donc lieu
quand %k (z, p) n’a, en aucun de ses zéros, de facteur divisant

D Feaiho+ X 30 iy,
J UJ

quels que soient les z;;; c’est-a-dire, quand A(x, p) n’a, en aucun de ses
zéros, de facteur divisant tous les 4, (z, p).

Supposons cette condition remplie : les théorémes 1 et 3 valent donc
quand s(z) est un polynome du second degré. Mais cette condition n’est pas
altérée par un changement de coordonnées; ces deux théorémes valent donc
prés de chaque point de S, quel que soit S; ils valent donc quel que soit S.

C. Q. F. D.

Supprimons enfin la condition qu’énonce le lemme 25.2 :

FIN DE LA PREUVE DES THROREMES 1 ET 3. — Dans I'espace produit X x C,
ou C est un espace vectoriel de dimension 1, de coordonnée 2., envisageons
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le probléme de Cauchy :

oo )+ (52) o=

u(x) =w;(x), . [b(.r, %)]m—iu(x)=wm_i(w)

pour s(x)=—o;

(25.2)

= (21, ..., &y Xipg); (), v(x), wi(2), a(x, (—%), b(x, %) sont indé

pendantes de ... La solution u(z) de (1.1) est évidemment la solution
de (25.2), qui est donc indépendante elle aussi de ;.

Appliquons le lemme 25.2 au probléme (25.2) : A(x, p)+ p/*, ne
peut avoir de diviseur divisant les %, (, p) et pji;*; cé serait en effet p;
qui ne divise pas k(z, p). Les théorémes 1 et 3 s’appliquent donc au pro-
bléme de Cauchy (25.2).

Pour ce probléme (25.2), limitons-nous aux voisinages caractéristiques
que fournissent (n° &) les fonctions g(z, p) indépendantes de ziy et priy;
I'examen de la projection caractéristique x (¢, ) montre immédiatement que
ces voisinages sont les produits @ x C, @ désignant les voisinages caracté-
ristiques de S au-dessus de .X. Donc, puisque u (z) est indépendant de x4,
les théorémes 1 et 3 s’appliquent aussi au probléme (1.1).

CHapITRE k. — Le probléme de Cauchy en un point ordinaire de S.

Le chapitre & prouve le théoréme k; rappelons que les théorémes 1, 2,
3 et 5 ont été établis.

26. Préliminaires. NoTaTions (pour le chapitre 4). — Donnons-nous
un point caractéristique de S; prenons-le pour origine des coordonnées
locales, choisissons pour premiére coordonnée

xy =s(z)

et remplacons X par un petit voisinage de I'origine. »
Notons = = f(¢, y) la solution du systéme (%.1) issue de 1'élément de
contact
yed, q=(1,0, ...,0).

Puisque f(o, y) =y, le systéme d’inconnue y
fy)==
a, quand ¢ est petit, une solution unique

y=F(t, 2);
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évidemment

F(o, z) =, F(o,0)=o0;

nous notons Fy, ..., F;les coordonnées de F.
La forme différentielle invariante qu’admet (&.1) (lemme 22) donne

p.dx=gdt+q.dy,
ou

g=g(z,p)=¢g(¥ q), g=(,0,...,0), y=F(, x);

c’est-a-dire
oF, (¢, =
(26.1) g(F(t, ), g)=— 20 2),
Points pE @ SE PROJETANT EN z€.X. — D’aprés la définition & du voisi-

nage caractéristique @, les points (t, y) de ® qui se projettent au point z
de X sont les points vérifiant le systéme

(26.2) F,(t, x)=o, y2=F,(t, x), . yi=F(t, z).
Equations pE K. — Par définition (n° 2), K est le lieu des courbes bica-

ractéristiques issues des éléments de contact caractéristiques de S; les

équations de K s’obtiennent donc en éliminant (¢, y) des équations

(26.3) z=[f(y, ), Y1=0, h(y, q)=o,
c’est-d-dire en éliminant ¢ des équations
(26.4) F(t, x)=o, h(F(t, x), q)=o.

Or, d’aprés la définition de g (n°k%), h—=o équivaut a g=—o; donc,
vu (26.1) : les équations de K résultent de U’élimination de t entre

(26.5) Fi(t, 2)=o, oHib®)_
at
Pour prouver que K 7 ¥, nous utiliserons le

Lemme 26. — 1l n’existe pas de fonction ¢(x) holomorphe sur un domaine
de X et vérifiant le systéme (26.5).

PReUVE. — Supposons qu’une telle fonction ¢(zx) existe; elle satis-
~ fait (26.4), donc (26.3), ou

y(z)=F(t(z), z);

ce systéme (26.3) signifie ceci : x est le point de paramétre £(x) de la bica-
ractéristique issue de ’élément de contact (y (), ¢) de S; la forme différen-
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tielle invariante qu'admet (%.1) (lemme 22) donne
p-dx=gq.dy;
or g.dy =o; donc p.dz = o; mais dz est arbitraire; donc p = o, ce qui

n’est pas, car p est voisin de ¢ = o.

27. Introduction de 1’hypothése que le point étudié est ordinaire. —
Supposons ordinaire le point caractéristique de S que le n° 26 a choisi pour
origine des coordonnées.

LemMe 27. — On a 'identité
(27.1) Fi(t, z)=P(¢, ) Q(¢, x),

P et Q ayant les propriétés suivantes :

P(t, x) est un polynome en t; son coefficient principal est 1; ses autres
coefficients sont des fonctions holomorphes de x, qui s’annulent avec z;
Q(¢, x) est une fonction holomorphe;

Q(o, 0) Z 0.
Preuve. — D’aprés le Vorbereitungsatz de Weierstrass ([1] ou [8]), il
suffit de prouver qu’on n’a pas
(27.2) Fi(t,0)=o0 quel que soit ¢.

La relation (27.2) signifie que I'élément de contact
(27.3) y(t)=F(t, o), q=(1,0,...,0)

appartient & §; la définition de F signifie que le point 2 — o est le point de
paramétre ¢ de la solution de (%.1)issue de cet élément de contact. La forme
différentielle invariante qu’admet (%.1) (lemme 22) donne

p.dr=gdt+q.dy
ou

x=o, dt # o, q.dy =o;

donc g =o : I’élément de contact (27.3) est caractéristique. Ainsi l'origine
est le point de paramétre ¢ de la bicaractéristique issue de I'élément de
contact (27.3) de S. L’origine est donc un point exceptionnel de S. Nous
Pavons au contraire supposée ordinaire. Donc (27.2) n’a pas lieu.

28. Preuve du théoréme 4 (n° 6). — 1° Les équations de K résultent de
Pélimination de ¢ entre les équations (26.5), c’est-a-dire, vu le lemme 27,
entre les équations

P(t, z)=o, P,(t, z)=0o0.



426 JEAN LERAY.

Soit k(x) le discriminant du polynome P (¢, z) de la variable numérique ¢;
k(z) est holomorphe; vu le lemme 26, k(x) n’est pas identiquement nul;
donc K est un ensemble analytique, défini par une équation unique

k(x)=o,

c’est-d-dire de dimension complexe | — 1.
2° D’aprés (26.2) et le lemme 27, les points (¢, y) de @ se projetant au
point z de X sont les points vérifiant le systéme

P(t, z)=o, yo=F,(¢, ), ceey yi=F(¢, z).

Si k(z) £ o, ces points sont distincts; leur nombre est le degré de P (¢, x)
en t; ils sont fonctions holomorphes multiformes de z € ¥—K

Donc ® est un revétement fini de X, ramifié¢ au-dessus de K.

3° La projection u(x) sur X d’une fonction u[¢] holomorphe sur @
s’étudie par un raisonnement classique : voir [1] (chap. IX, § &). Répétons-
le : u(x) est holomorphe, multiforme, bornée sur X — K; le nombre de ses
déterminations est fini : c’est le degré du polynome P (¢, x). Les fonctions
symétriques de ses déterminations sont donc holomorphes, uniformes,
bornées sur X — K; donc sur X; en vertu d’un théoréme de Riem ann : [5]
(t. II, 1, p. 180) ou [1] (chap. VIII, th. 5). Il en résulte que u(x) est
algébroide.

CHapriTE 5. — Exemples.

29. Equation du premier ordre. — Indiquons rapidement les particula-
rités de I'équation du premier ordre. Le probléme de Cauchy s’énonce :

du(w) du(x)

ay(x) ——

+.oot+a(x)

@9.1) +ay(2) u(2) =9(2),

u(z)= w(x) sur S.
L’équation des caractéristiques est

dk (a:) dk(x)

a(z) +...-+a(z)

Les courbes bicaractéristiques sont définies par le systéme

dx dxl
29. —_— = .= =dt
-2 a(2) a(@)

Parmi les voisinages caractéristiques ® de S il y en a un dont la définition
est particuliérement simple : celui qui correspond au choix g=~%. Nous
n’emploierons que celui-la.

La projection x(t, y) de @ sur X est la solution de (29.2) définie par les



PROBLEME DE CAUCHY I.
conditions initiales
z(o, y)=ye€S.
La fonction u s’obtient sur ® par une quadrature :
du
(29.3) = +a(z(t, y))u=v(2(t,y)); w=w(y) pour

Les équations de S, 7', U sont

S: s(zx)=o;
T: s(x)=o; a,(x)dd—; +...+a1(x)di;:o;
ds os
s=o; ays— +...+aj~— =o;
24 dz;

Os

(a0t 0l 95\ _
a‘d.z'l —+... a[d—‘x[ aid—‘ti +...+a[%; = 0.

427

Par chaque point passe une courbe bicaractéristique, appartenant 4 une
infinité de bandes bicaractéristiques; donc les points exceptionnels de S sont
les points des courbes bicaractéristiques contenues dans S; précisons que, si
une courbe bicaractéristique est dans S, la bande, que constituent les élé-
ments de contact de .S le long de cette courbe, n’est pas bicaractéristique en

général.

Tout point 2 ot a,(x)=...=a;(x) =o0 est exceptionnel; si /=2, ces
points sont évidemment les seuls points exceptionnels. L’exemple le plus

simple de point exceptionnel est donc le suivant.

30. Exemple de point exceptionnel. — Choisissons pour X" I'espace

vectoriel de dimension complexe 2 et pour probléme de Cauchy :

du(x du(x
Z, dd(’/‘l)+z2 o, =v(x); u(x)=w(x) pour zy,=ax};
prenons
S: z==xi; K: zs=o:

Vorigine est un point exceptionnel.
La projection x (¢, y) de @ sur X est

—_ —_— a2 .
i =)y.€,  ;y=Yyiel

les points de @ se projetant au point z de & sont les points :

z? z
t =log =%, Y= —.

v 2% —1'1
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La fonction u (¢, y), dont u(x) est la projection, est
t
u(t, ) =w(y)+ [ o(ne, yier) drs
0
par exemple, si ¢y =1 et si le domaine d’holomorphie de w(y,) est |y, | <1,

alors u (¢, y) = w(y1) -+ ¢ est holomorphe dans le domaine de @ :

(30.1) Iyl <rt;

u(z)= w(%) -+ log<’2—§>

est holomorphe multiforme dans le domaine de X" projection du précédent :
(30.2) |2s | <| 24|, Xy 70

et ne peut étre prolongée hors de ce domaine; ce domaine n’'est pas un
voisinage de l'origine; prés de V'origine u(x) a une infinité de détermina-
tions et n'est pas borné.

Les affirmations du théoréme I sont donc en défaut en le point excep-
tionnel qu’est I'origine.

Note. — La frontiére du domaine d’holomorphie (30.2) de u(.z') se com-
pose de K et de I'hypersurface

(30.3) | @ | = | 24 |.
Celle-ci est le lieu des bicaractéristiques
Zy= cxy, le]=1
issues des singularités de w (x) :
2

o=}, |2y =1.

D’autre part le plan tangent a I'hypersurface (30.3) :
Re(p.dx)=0o (Re, partie réelle)

vérifie l'équation des caractéristiques

’ h(z, p)=o,
puisque
p=(Zy, — @), h(z, p) =21 p1+ Z2p2 (%4, imag. conj. de z,).
Ce sont la deux propriétés générales des singularités des solutions du pro-

bléme linéaire analytique de Cauchy : les théorémes du présent article nous
permettront de les démontrer ultérieurement.



PROBLEME DE CAUCHY I. ' 429

BIBLIOGRAPHIE.

[1] S. BocuNeErR et W. T. MARTIN, Several complex variables, Princeton, Princeton
University Press, 1948.

[2] E. CARTAN, Legons sur les invariants intégrauz, Paris, Hermann, 1g22.

[3] H. CARTAN et P. THULLEN, Zur Theorie der Singularititen der Funktionen mehrerer
komplexen Verdnderlichen (Math. Ann., t. 106, 1932, p. 617-647).

[4] Ep. Goursat, Cours d’Analyse mathématique, t. 2, 7* édition, Paris, Gauthier-
Villars, 194g.

[5] W. F. Osaoop, Lehrbuch der Funktionentheorie, Zweite Auflage, Berlin, B. G.
Teubner, 1929 (Math. Wiss., Band 20, n° 2).

[6] I. PetRowsky, Uber das Cauchysche Problem fiir Systeme won partiellen
Differentialgleichungen [Recueil math. (Mat. Sbornik), 2° série, t. 44, 1937,

© p. 815-868].

[7] J. ScHAUDER, Das Anfangswertproblem einer quasilinearen hyperbolischen Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung in beliebiger Anzahl von unabhdngigen
Verdnderlichen (Fund. math., t. 24, 1935, p. 213-246). '
Le présent article a été résumé dans :

[8] J. LEray, C. R, Acad. Sc., t. 245, 1957, p. 1483.

Manuscrit regu le 7 octobre 1957.



