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SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS. II (!);

PAR

JacQues DixMier.

(Paris).

INTRODUCTION

Soit T un groupe localement compact séparable et unimodulaire. On peut
décomposer la représentation réguliére de I' en intégrale hilbertienne de
représentations unitaires factorielles Uy, ou y parcourt un certain ensemble Q
muni d’une mesure positive p. Soit f une fonction intégrable et de carré
intégrable pour la mesure de Haar dy sur I'. Pour tout y €, soit Uy (f)
I'opérateur correspondant a f dans la représentation Ux Alors, on a

f 1f(y) Py = f w(Uy () Uy (f)) dia (),
G Q

ou tr désigne la trace (finie ou infinie) au sens de MURRAY et VON NEUMANN.
Cette égalité constitue la « formule de Plancherel » pour I. On renvoie
a [20] et [26] pour cette théorie générale (les chiffres entre crochets
renvoient i la bibliographie a la fin de l'article).

Pour des classes particuliéres de groupes, différents auteurs ont précisé la
structure de l'ensemble Q et de la mesure p. Pour les groupes de Lie
connexes semi-simples, ¢f. par exemple [10] et [1k]. Pour les groupes de
classe finie, cf. [12]. Il faut aussi mentionner les structures boréliennes sur £
introduites dans [19].

Dans ce Mémoire, on étudiera le cas ou I' est un groupe de Lie réel
connexe nilpotent. On sait [8] que les représentations unitaires factorielles
de I sont alors de type I, de sorte que la formule de Plancherel fera inter-

(1) Cet article a été rédigé en partie avec l'aide de I’'United States Air Force ( Contract
No. A. F. 18 (600)-1383 monitored by A. F. Office of Scientific Research, Air Research
and Development Command).
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venir seulement des représentations irréductibles de T' et 1a trace au sens
usuel. Nous verrons qu’une représentation unitaire irréductible de T' est
déterminée « en général » par son caractére infinitésimal (théoréme 1), que Q
s'identifie & une partie d’un espace affine ouverte pour la topologie
de Zariski, et que la transformation de Fourier posséde des propriétés trés
voisines des propriétés usuelles (théorémes 2, 3, &). En particulier, la
mesure [ intervenant dans la formule de Plancherel est définié par une forme
différentielle rationnelle sur Q. Les démonstrations sont indépendantes de la
théorie générale citée plus haut.

Les principaux résultats de cet article ont été résumés dans une Note aux
Proceedings of the National Academy of Sciences of U. S. 4 (t. 43, 1957,
p- 985-986).

CHAPITRE I.

NoOTATIONS. RAPPEL DR RESULTATS.

Tous les résultats indiqués dans ce chapitre sont trés connus. Mais on
éspére que ces rappels seront utiles A certains lecteurs.

‘Soient f une application d'un ensemble A dans un ensemble B, 4’ un
sous-ensemble de 4. On note f| A’ la restriction de fa A'.

Soient A4 une algébre & unité sur un corps K, a,, a,, ..., a, des éléments
de A, A’ une partie de 4. On note K[a,, a,, ..., a,, A’] la sous-algtbre
de A engendrée par 1, a,, @y, ..., an, A'.

Le corps des nombres réels sera désigné par R, celui des nombres com-
plexes par C. Dans tout le Mémoire, la lettre i désigne exclusivement le
nombre complexe habituel.

* Soient ¥ un espace localement compact, p une mesure > o sur X', £ un
espace de Banach, p un nombre réel tel que 1 << p < —+.On note L5 (X, p)
I'espace de Banach des fonctions définies sur X, & valeurs dans E, de puis-
sance p'*™° intégrable pour p. (on identifie deux fonctions égales presque
partout). On note || ||, la norme dans cet espace. Si X est un groupe loca-
lement compact et si @ est une mesure de Haar invariante & gauche, on
emploie simplement la notation L% (.X'). D’une maniére générale, on renvoie
a [3] pour les notions d’intégration utilisées.

Tous les espaces hilbertiens considérés sont supposés complexes. Soit §
un espace hilbertien. On note (z|y) le produit scalaire de deux éléments
de $. On note (%) I'ensemble des opérateurs linéaires continus dans $.
Pour tout 7€ £($§), la trace tr(7*7) de 7*7 a un sens : c'est un
nombre X o, fini ou non.

Toutes les algébres de Lie considérées sont de dimension finie sur le corps
de base K. Si g est une algébre de Lie, on désigne par M (g) son algébre
enveloppante universelle, par 3 (g) le centre de W (g), par ¥,(g) 'ensemble
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des éléments de U (g) de filtration =< n; on a W,(g) U/ (g) W, (8). Sia
et b sont deux éléments de U (q), on pose (@, b] = ab — ba; en particulier,
'sia€g et bEg, on retrouve le crochet dans g. Si (2, s, ..., z,) est une
base de g, les monomes 271 2%:... 2P~ (ol py, pa, ..., P, sont des entiers > o)
forment une base de I'espace vectoriel U (g). Si a et b sont deux éléments
non nuls de U (g), ab est non nul; en particulier, on pourra donc considérer
le corps des fractions de 3(g). Soient g’ une autre algébre de Lie, ¢ un
homomorphisme de g dans ¢'; alors ¢ se prolonge de maniére unique en un
homomorphisme de I'algébre U (g) dans 'algébre U (g'); en particulier, si ¢’
est une sous-algébre de g, l'injection canonique de g’ dans g se prolonge en
un homomorphisme injectif de U (g’) dans U (g), par lequel on identifie U (g')
a une sous-algébre de U (g). Toute dérivation de g se prolonge de maniére
unique en une dérivation de 1'algébre U (g); en particulier, si z€ g, la déri-
vation de U (g) qui prolonge adgz est la dérivation intérieure ady(g)z
de U (g) définie par x, et 3(g) est 'enserble des éléments de U (g) annulés
par ces dérivations; si g est nilpotente, ady(,) z est nilpotent pour tout n,
et exp adyg) est I'unique automorphisme de W (g) prolongeant I'automor-
phisme expadgz de g; les automorphismes de g de la forme expadgz
(ou £ € g) sont appelés automorphismes intérieurs de g. '

Si ¥ est un espace vectoriel sur K, on désigne par S (V') l'algébre symé-
trique de V. Soit g une algébre de Lie sur K. Si K est de caractéristique o,
il existe une application linéaire canonique de 5(g) dans Y (g) qui, pour
tout systéme x,, &, ..., £, d'éléments de g, transforme le produit z, x;...z,

[calculé dans B(g)] en ;%Zqu(i)xq(g). .. Zgy [calculé dans U (g)], ou o

parcourt le groupe symétrique de {1, 2, ..., n}. Cette application est bijec-
tive. Soit U”(g) I'image par cette application de I’ensemble des éléments
homogénes de degré n de 5(g). Alors, U(g) est somme directe des U (g)
et U,(g) =2, ., U (g). Les éléments de U"(g) sont appelés les éléments
homogénes de degré n de W(g). On prendra garde qu'on n’a pas
U~ (g) U™ (g) c U™ (g), de sorte que U(g) n’est pas une algébre graduée
par les U (g). Si ¢ est un homorphisme de g dans ¢', et si ¢' est son prolon-
gement 2 U (g), ona ¢'(U*(g))cU"(g¢') pour tout n; on a un résultat
analogue pour le prolongement & U (g) d’une dérivation de g.

" Tout endomorphisme de V se prolonge de maniére unique en dérivation
de $(V). En particulier, toute dérivation D de g se prolonge en dérivation
de S(g). Cette dérivation, transportée a U (g) par la bijection canonique
de S(g) sur U(g), n’est autre que la dérivation de U (g) qui prolonge D. En
particulier, les éléments de $(g) annulés par les dérivations de 5(g) pro-
longeant les ady z (x € g) correspondent, par la bijection canonique de 5(3g)
sur U(g), aux éléments de B(g). Voir [13] en ce qui concerne les trois
derniers alinéas.

Soit g une algébre de Lie. Soit § I'algébre de Lie qui a méme espace vec-
toriel sous-jacent que g, mais ot le crochet est 'opposé du crochet calculé
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dans g. Appelons linéarisation d’une algébre de Lie une application linéaire
de cette algébre de Lie dans une algébre associative compatible avec les
crochets. Alors, les linéarisations de § dans une algébre associative XA ne
sont autres que les linéarisations de g dans I'algébre associative opposée a A.
D’apreés la caractérisation universelle de ¥ (g), il en résulte que U (§) s’iden-
tifie & I'algébre associative U~ (g) opposée a X (g). D’autre part, I'applica-
tion £ - — x est un isomorphisme de g sur §. Cet isomorphisme se prolonge
de maniére unique en un isomorphisme de ¥ (g) sur U(F). Ce dernier iso-
morphisme peut étre considéré comme un antiautomorphisme A4 de W (g) :
on l'appelle I'antiautomorphisme principal de ¥ (g); il transforme un élé-
ment Z,Z; ...z, de M (g) (ou =y, x,, ..., 2,€¢) en (—1)'x,Zp—y...2;. On
a A?=1. Un élément a€ WU (g) est dit symétrique si 4 a = a, antisymétrique
si Aa=— a. On note Y+ (g) 'ensemble des éléments symétriques, ¥—(g) 'en-
semble des éléments antisymétriques. Supposons K de caractéristique o. On
a U (g) cU+(g) pourn pair, U (g) CU-(g) pour n impair; WU (g) est somme
directe de U+ (g) et U—(g). Toute dérivation de U (g) prolongeant une déri-
vation de g commute 3 4 et laisse stables U*(g), U—(g). En particulier,
B(g) est stable pour A, et est somme directe de ses intersections 3+(g),
3—(g) avec U+(g), U—(g). On a

3+(3)3*(9)c3*(9), 3+(3)3(8)c37(3), 37(9)37(3)C3*(9);
en eflet, si par exemple a€ 3+(g) et be3+(g), on a
A(ab) =A(b)A(a) = ba = ab.

Si K=R, on appelle caractére de 3(g) un homomorphisme de la
R-algebre U (g) dans la R-algébre G transformant 1 en 1. Un tel caractére
est dit hermitien si ses valeurs sont réelles sur 3+(g), imaginaires pures

sur 3—(g); il revient au méme de dire que 3 (4a) = y(a) pour touta€ 3(g).

Par « groupe de Lie », on entendra toujours « groupe de Lie réel connexe ».
On appelle représentation unitaire d’'un groupe topologique I' dans un
espace hilbertien § un homomorphisme algébrique de I' dans le groupe des
opérateurs unitaires de #, continu pour la topologie forte des opérateurs.
Deux telles représentations U et U’, opérant dans des espaces $ et $', sont
dites équivalentes s'il existe un isomorphisme isométrique W de § sur §'
tel que U(y)=W—U' (Y)W pour tout yel. Supposons I' localement
compact, et choisissons une mesure de Haar invariante a gauche dy sur I';

alors, pour fe Lg(I'), on pose U( f) :ff(y)U(y) dy. L’application f— U( f)
r
est un homomorphisme de L§(T) dans £($). Plus généralement, si p est
une mesure bornée sur I', on pose U(u) :[U(Y) ap(y).
JT

Une représentation unitaire irréductible d’'un groupe de Lie opére néces-
sairement dans un espace hilbertien a4 base dénombrable.
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Soient I' un groupe de Lie, g son algébre de Lie, U une représentation
unitaire de I' dans . Soit ' 'ensemble des éléments de $ sommes finies
d’éléments de la forme U(f)E, ou £ € § et ou f est une fonction indéfiniment
différentiable a support compact sur I. Le sous-espace ' s’appelle sous-
espace de Girding de U; il est partout dense dans §. Un élément £ de $ est
dit indéfiniment différentiable pour U si I'application y —U(y)E de T dans $§
est indéfiniment différentiable pour la topologie forte de $. Soit §” le sous-
espace des vecteurs indéfiniment différentiables; on a ' C §". Soit a€ U (g);
il existe un endomorphisme, qui sera noté U(a), de l'espace vectoriel §’,
tel que, pour € §", U(a)¥ s'obtienne en appliquant a la fonction y — U(y)%
la distribution ponctuelle 4 laquelle s’identifie a. L’application a — U(a) est
une représentation de I'algébre U (g) dans I'espace $’, qui laisse stable §'.
Pour zegette$’, ona

U(z)t =limA-1[U(expAz)t —E].
A>0

Soit  un homomorphisme continu (donc analytique) d’un autre groupe de
Lie I" dans T'. Alors, y'—>U(RY') est une représentation unitaire U2 de I".
Size % est indéfiniment différentiable pour U, § est indéfiniment différen--
tiable pour UL. Soit ® ’homomorphisme de I’algébre de Li¢ g’ de IV dans g
correspondant & Q; notons encore w son prolongement & U(g'); pour
acMU(g) et t€H’, on a UL(a)t=U(w(a))f; il suffit de le vérifier
pour a& ¢/, et c’est immédiat en utilisant par exemple la formule ci-dessus
et le fait que V'application exponentielle commute aux homomorphismes. En
particulier, si I" est un sous-groupe fermé de T, et si U’ désigne la restriction
de U a I, U(a) est, pour a€U(g'), un prolongement de U(a). Comme
autre cas particulier, soient Q un automorphisme continu de I', » 'automor-
phisme correspondant de ¥ (g); alors les vecteurs indéfiniment différentiables
pour U et U2 sont les mémes, et U2 (a) = U(w(a)). Plus particuliérement
encore, si Q est I'automorphisme intérieur défini par un élément y de T, et
sia€B(g), onaw(a)=a, donc U(y)U(a)U(y)~'= U(a); autrement dit,
U(a) commute aux U(y); il en est de méme de U(a) | §'. Voir [4] sur le
dernier alinéa.

Conservons les notations T', g, U, $, $§', §". Si z€4g, iU(x) est hermi-
tien, c'est-a-dire que (iU(x):|%) = (£|iU(x)Y) pour ¢, £'€H’; en effet,

(U(2)z]¥) =limi (Uexpha): — | ¥)
= lim 3¢ |U(expia)~2) — (5]2)]
= lim 1 (2| Ulexp(— A)E — %) = (2| U(— 2)E).

Désignant toujours par A I'antiautomorphisme principal de U (g), on a

(U(a)E]E)=(E|U(4a)t)  pour %, €%, aeM(y);
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en effet, cette égalité est vraie d’aprés ce qui précéde si a€ g; il suffit alors
de raisonner par récurrence sur la filtration de a : si la formule est vraie
pour a;€U(g) et a,€WU(g), on a

(U(aran)E|Z) = (U(a,) Uas) 2 |E') = (U(an)E | U(Aay)E')
= (E|U(day) Uday)%) = ( |U(Aas. Aa,)E)
= |U(A(a1a0))E),

d’ou notre assertion. En particulier, si a est symétrique (resp. antisymé-
trique), U(a)[resp. iU(a)] est hermitien, et 'on peut considérer 'opérateur
fermé U(a)*[resp. (iU(a))™] qui est hermitien; il commute & tout opérateur
linéaire continu dans § qui commute aux U(y) pour y€T.

Soit @ un élément symétrique de 3(g). Alors, 7= U(a) est essentiel-
lement autoadjoint. En effet, il suffit de montrer que (7 +i.1)($") et
(T'—i.1) (%") sont partout denses dans $; montrons par exemple que le

“sous-espace X orthogonal & (7"+i.1) ($") est réduit a o. L’opérateur 7
permute aux U(y) (Y€T'), donc il en est de méme du projecteur Pyg; donc,
si f€H’, on a b= Pyte $’. Alors, Tt est défini, et (TE + it |E') =0,
‘donc (T'E'|E') =—i(£'|E') est & la fois réel et imaginaire pur, donc nul;
donc £'=o0 quel que soit £€ §" et par suite £—=o0. Un raisonnement ana-
logue montre que, si a est un élément antisymétrique de B(g), (U(a) est
essentiellement autoadjoint. La méme démonstration s’applique en rem-
placant §" par §'.

Si U(a) est scalaire pour a€3(g), on a U(a)=yx(a).1 pour a€ 3(3),
ol y est un caractére hermitien de 3(g). On dit alors que U admet le carac-
tére y. Avec les notations employées plus haut, le caractére de U2 (Q étant
un automorphisme de I') est yow. En particulier, si U est irréductible,
U admet un caractére; car, pour a € 3+(g), U(a)* estautoadjoint et commute
aux U(y), donc est scalaire; donc U(a) est scalaire pour a€ 3+(g), et de
méme pour a€ 3—(g), donc pour a€ 3(g). Voir [22] et [23] pour les trois
derniers alinéas.

CHAPITRE II.

PREMIERS RESULTATS SUR B (g) (g, ALGEBRE DE LIE NILPOTENTE).

Lenng 1. — Soient g une algébre de Lie, §' un idéal de g, x un élément
de g, ay, @y, ..., a, des éléments de WU(g). On suppose a;—= x pour les
indices Ji, Jay vvy Jo(J1<Ue<<...<Jp), €t a;€W(q') pour les autres
indices (soient ki, ks, ..., k, ces indices, avec k<< ks <<...<< ky). Alors

L4y .. Qp— TPy a, ... Ak,

est une somme de termes de la forme xz”'b, ou be W (¢') et p'< p.
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DEMONSTRATION. — Le lemme est évident pour p = o. Supposons-le vrai
pour p —1. S8iji=1, jy,=2, ..., /,=p, le lemme est encore évident. Sinon,
il existe un entier / tel que l€{ ki, ky, ..., ks} et I-1€1J1, Joy ooy I -
Alors

a\dy...dp==0y...QU_ 1 QX Al4>...U,

e PR TSR 2771, TH S S v TR, TN 77 ) I S

et [a;, z]€eU(g') parce que g' est un idéal, de sorte que I'hypothése de
récurrence s’applique & a, ... @[ @, z]ar ... a,. 1l suffit donc de prouver
le lemme pour @, ... ajyx @414 . . . @p. En recommencant ce raisonnement,
on se raméne de proche en proche au cas ou tous les facteurs x sont en téte
du produit.

LemMe 2. — Soient g une algebre de Lie sur un corps K de caractéris-
tigue o, §' un idéal de codimension 1 dans g, x un élément de g n’appar-
tenant pas a §', d'un ensemble de dérivations de g [ qui se prolongent en
dérivations de WU(g)]. On -suppose D(g)Cg' pour toute Debd. Soit
U, (g) [resp. Wy (9')] la sous-algébre de W(g) [resp. U(g')] formée des élé-
ments annulés par ». On suppose W,(q) contenu dans le centre de WU(g)
[de sorte qu’on peut former le corps des fractions de Y, (g)], et I'on sup-
pose Uy (g) EU(g').

(1) Il existe des éléments a,€ Wy (g'), a,€ WU (g') tels que a, 7 o et tels
que a = za,+ a, soit un élément symétrique ou andisymétrique de U, (3g).

Dans (ii) et (iii), on suppose a, a,, a, choisis de maniére a vérifier (i).

(i1) WMy(g) est contenu dans Ualgébre K[ a, a;*, W,(g')] engendrée par a,
att, Mo (9') dans le corps des fractions de WU, (g).

(i) Le corps des fractions de W,(g) est le corps engendré par a
et Uy(g'), et a est transcendant sur U, (g').

DEMONSTRATION. — Prouvons (i). Soit 2™b,, 4+ 2™ 1by1~+. . .+ by, OU by,
bty «.oy boeU(g') et m> o, b, 52 0, un élément de U, (g) n’appartenant
pas a U(g'). Pour toute Ded, on a Db,,, Db,,_, ..., Db,€ U (g') puisque D
laisse stable ¢’. D’autre part

D(z") = " (Dz) + 2" 2 (Dx)x—+. ..+ (Dx)z"!
et Dxeg'. En utilisant le lemme 1, on voit que

D(xn) —_— nx"‘i(.Dx) —+ ‘Tn_gcn,n—2+' ot xc"-i_‘_c"'o

Ol Cy n—2y - +y Cnyo sONt des éléments de W (g'). Ceci posé, on a
0= D(2Mbp—+ 2" by, ...+ by)
= .’I‘"I(Dbm) —+ mgm! (.D.Z‘) bm -+ xm—2 Cm, m—?bm+ et cm, obm
+ 2" (Dbypy) + (m — 1) 22 (D2) bfppoy + 2" 3 Cpy s Om—a =+ - -

-+ cm—l,ob/n—1+ ...+ Db,.
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D'aprés ce qu'on a dit au chapitre I des bases de M(g), ceci entraine
notamment

(1) Db,,— o,
(2) m(Dx)b,,+ Db,, = o.
Compte tenu de (1), (2) s’écrit
(3) D(’nxbm'i‘ bm—l) =o0.
Done mzxb,,+ b,—.€WU,(g) et b,eU,(g'). Comme les dérivations D
commutent 4 I'antiautomorphisme principal 4 de U (g), les composantes
symétrique et antisymétrique de mxb,,~+ b, appartiennent & WU, (g). Or,
ces composantes sont

= (M@byu+ buy -+ m A(bn) A() + A(bus))

— ”; bm - f(bm) x —+ bm—l -+ f(bm—i) ,

é (mxi’bm"l‘ blh—-l —-—m A(bm) A(:L‘) - A(bm-i))

—m bm‘hf(bm) w4 bm-—( - ;4(6171-1) .

tOn s'est servi du fait que A(b,)eW,(g') est dans le centre de U(g).]
Comme b, 0 et que K est de caractéristique o, I'un des deux éléments

mb'"_f (b"'), mbm-H:(b'"). est = 0. D'ou (i).

Dans la suite de la démonstration, on suppose a, a,, @, choisis de maniére
a wérifier (i). Prouvons (ii). Soit d=a?d,+ 2F~'d, , +...+ dy, 0OU
dp, dpy, ..., do€M(g') et dp£ 0, un élément de M, (g). Nous allons mon-
trer qu'il appartient & K[a, a7*, ,(g')]. Cest évident pour p = o. Suppo-
sons-le établi pour les entiers < p. On a vu dans la démonstration de (i)
que d, € U,(g'). Donc daf — d,a?» €W, (g). Or

daf —dyar = (2P dj+ 2P dp 4.+ do) &) — dp (T +a)P =2, 2P d'pr,

avec d, € U(g'), d’aprés le lemme 1. D’aprés l’ﬁypothése de récurrence,
daf — d,a? € K[ a; a7', Wy(g')]- Donc
da} e K[a, 7', Uo(3)],  deK[a ai', Ua(g)].
D'ou (ii).
Prouvons (iii). Comme a, € ¥,(g’), (ii) entraine aussitdt que le corps des

fractions de ¥,(g) est engendré par @ et U,(g'). D’autre part, supposons
qu’il existe une relation de la forme a%e,+ a’~'e,_, +...4+ =0, OU
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egy €1, - ., ¢,€ Uy (9'), e, 0. Remplacant « par zw ,+ a,, on en déduit,
utilisant le lemme 1, »

ziale, 4+ x1'€, _1+...+¢,=o,
- avec €,_,, ..., €, €U(g’). D'ou afe,= o, ce qui est absurde. D’ou (iii).

LemMe 3. — Soit g une algébre de Lie sur un corps K de caractéristique o.
Soitgy, 81, ..., 8 unesuite d'idéaux de g tels que 0 = §,C 9, C ... Cgr=2¢g et
dim g;/g; 1=1 pourj=1,2,..., n. Pour j =1,2, ..., n, soit x; un élément
de g; n'appartenant pas d ;. Soit d un ensemble de dérivations de g tel
que D(g;)Cgj—y pour j=1,2, ..., n quelle que soit Dev. Soit U,(g) la
sous-algebre de W (g) formée des éléments annulés par ». On suppose Y, (g)
contenue dans le centre de W(g). Soient j, < j,<...<j, les indices j 1
tels qu'il existe dans WU(g;) un élément de Wy(g) n'appartenant pas a
U(gj-1)- '

(1) Pour j€{ji, Jay -« +» Jq }» il existe ajs € Uo(8) N U(8)1) €t ajy € U(gj—1)
tels que aj 7 o et tels que a;= x;a; + a;, soit un élément symétrique ou
antisymétrique de Uy (g) N U (g;).

Dans (ii), (iii), (iv), on suppose les a;, a;, aj» choisis de fagon a
vérifier (i).

(ii) Wo(9) K@y, - .., a;, @iy ooy a5

(iii) Le corps des quotients de W,(g) est le corps engendré par les élé-
ments algébriquement indépendants a,, ..., a;.

(iv) D'aprés (iii), on a au=0b.bT", ..., aj,=0bsb;", ot b, b}, ...,
by, by€K[ay, a, ..., a;_,] Posant b=">.b, ... b, on a

“o(g)CK[al-‘, a,',, ey a/'v, b_1].

DEMONSTRATION. — L’énoncé (i) résulte du lemme 2(i) appliqué a g;
et g; .

Supposons (ii) démontré quand la dimension de g est << n, et envisageons
la situation du lemme. On a U,(g) CK[a;, aj}, Uo(3) NWU(g; )] d'aprés
le lemme 2(ii), et M,(g)NWU(y;—1)CK[a;, ..., aj_,, ajl, ..., a5l
d’aprés hypothése de récurrence. D’ou (ii).

On démontre (iii) de maniére analogue, par récurrence sur la dimension
de ¢, en utilisant le lemme 2 (iii).

On a aj{ =b,071b,b;...0,€K][a;, .... aj,_,, b~'], et de méme pour
ajiy ..., aj}, de sorte que (iv) résulte de (ii).
Lemse k. — Soient g une algébre de Lie, ¢' un idéal de ¢, x un élément

de g n'appartenant pas d ¢, a, et a, des éléments de W(g'). Si za, + a,
appartient o 3(g) et est symétrique (resp. antisymétrique), a, est anti-
symétrique (resp. symétrique), et a, est symétrique (resp. antisymétrique).
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DeMONSTRATION. — Comme on I'a va dans la démonstration du lemme 2 (i),
on a a,€3(g). Soit A I'antiautomorphisme principal de ¥ (g). Supposons -
x a,+ a, symétrique pour fixer les idées. Alors

a\x + a,—=xa;+ az':A(.za"" ag)
=A(a)A(z) + A(a)) = — A (a))x + A (a),
d’Ol‘l &= —A (a‘), Ay — A (az).

ProrosiTION 1. — Soit § une algébre de Lie nilpotente sur un corps K de
caractéristique o. Le corps des fractions de B (g) est une extension trans-
cendante pure de K.

DenMoNsTRATION. — 11 existe une suite g, g4, ..., g, d'idéaux de g tels que
0=¢,C$:C...C9,—=3 et dim g;/g;_, — 1. Il suffit alors d’appliquer le
lemme 3 (iii') en prenant pour » I'ensemble des dérivations intérieures de g.

Le résultat suivant serait évident si 'on savait que 3(g) est I'algeébre
engendrée par un nombre fini d’éléments. [Si le 14° probléme de Hilbert
admettait une réponse positive, on pourrait facilement prouver que 3 (g) est
engendré par un nombre fini d’éléments.]

ProrosiTioN 2. — Soit g une algébre de Lie nilpotente sur un corps K de
caractéristique o. Soient a, a,, ..., a, des éléments de 3 (g) engendrant le
corps des fractions de 3 (3). 1l existe un élément non nula€ K|a,, a,, ..., a,)
tel que 3(g)cK[ay, ay, ..., a; at].

DEMONSTRATION. — D’aprés le lemme 3 (iv), il existe by, b,, ..., b,, by € 3 (3)
tels que b,y Zoet B(g)CcK[by, ..., by, b74,]. On a

bj=Bj(ai, ..., ag) Bj(ay, ..., a;)™,
ou Bj, B sont des polynomes. Posons
‘a= B (ay, ..., ag)By(ay, ..., ag)...B.(a, ..., ag) By (ay, ..., ay).

Alors, pour 1éjé'r, on'aabjeK[ay, ..., a,],donc bj€ K[ay, ..., a;, a'];
et ab;l,€K[ay, ..., a4], donc b7}, €K|ay, ..., a;, a—]. Donc
B(8)CK([by, ..., b, b7 ]CK[ay, ..., ag at].
Dernimion 1. — Soit g une algébre de Lie nilpotente sur un corps K de
caractéristique o; solent ai, ..., a; des éléments de 3(g) engendrant le
corps des fractions de 3(g). Un élément non nul a€ K[a,, ..., a;] tel que

3(s)cKlay, ..., ag a') sera appelé un élément affine relativement
aay, ay, ..., a,.

Soit b un autre élément non nul de K[a,, ..., a;]. Alors,
at=(ab)'be(ab)*K[a,, ..., a;],

donc K[ay, ...,a4,a']CK[ay, ..., a;, (ab)~']. Donc ab est encore affine
relativement a a, a@,, ..., a,. .
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CHAPITRE III.

COMPARAISON DE 3 (g) ET 3(g') (¢, IDEAL DE CODIMENSION 1 DANS ).

Les lemmes 5 a 10 n'ont pour but que de préparer la proposition 3, et ne
seront plus utilisés dans la suite du Mémoire (exception faite de la démons-
tration du lemme 12).

Soient V' un espace vectoriel sur un corps commutatif, B une forme
bilinéaire alternée sur V. Nous noterons /Vg I'ensemble -des € V tels que
B(x, y) = o pour tout y € V. Alors, B définit par passage au quotient une
forme bilinéaire alternée non dégénérée sur V/Np.

LemMe 8. — Soient V' un espace vectoriel de dimension finie n sur un
corps commutatif, W un sous-espace de dimension n—1 deV, B une
Jorme bilinéaire alternée sur V, B' sa restriction ¢ W. Deuz cas sont
possibles :

(1) ou bien Ngd& W; alors Ngn W —= Np, et Ny est de codimension 1
dans Ng;
(1) ou bien Ny W ; alors NgC Ny, et Npest de codimension 1 dans Ny .

DEMONSTRATION.: — Supposons qu'il existe un élément 2z de Np tel que
‘z¢W. Si yeNg, y est orthogonal 3 W pour B' donc pour B, et y
est orthogonal a4 x pour B, donc y € /Ng. Donc Ny Ngn W. Par ailleurs,
il est clair que Ngn WC/Ny. Donc NgnW=~Np. On a par suite
dim NVp/Np < dim V/W =1, et Np= Ny, d’ou (i).

Supposons maintenant VpC W. Alors, il est clair que VpC Np. Soit z un
élément de ¥ n’appartenant pas & W. Comme /Vp est formé des éléments de
Vg orthogonaux a s pour B, on a dim /Vp/Ng<1. Reste & montrer que
Np# Np. Passant au quotient par /N, on est ramené au cas ou B est non
dégénérée. Alors, n est pair, donc n — 1 est impair, donc B’ est dégénérée,
c’est-a-dire que Vp 7 o.

LeMME 6. — Soient g une algébre de Lie de dimension n, ¢' un idéal de
dimension n — 1 de g, (zy, &3, ..., &,) une base de g telle que (xs, ..., x,)
soit une base de g', L le corps des fractions de B(g), L' le corps des
fractions de 3(¢'). On suppose que les relations

22 (@, zj]pi=o0 (k=1,2, ..., n)

entre éléments p,, ps, ..., p, de L, entrainent p,— o. Dans ces conditions,

le rang sur L' de la matrice ([ Zi, ;])1cken,2jcn €St €gal au rang sur L'
de la matrice ([, Z;))szkon,2zjcn augmenté de 1.



336 JACQUES DIXMIER.

DimoNsTRATION. — Soit V I'espace vectoriel L" de dimension n sur L.
Pour 12k Zn, 17 Zn, soit uy; =[xy, x,]€9CS3(g)C L. La matrice
alternée (u4j)izten,1zjen définit sur V' (qui posséde une base canonique) une

forme bilinéaire alternée B. Soit W I'ensemble des éléments (¢4, ¢, ..., L)€ V
tels que ¢, —o. Un élément (¢, ¢, ..., t,) de V est dans /Vp si et seulement
sil'on a

0= B((l,n t’-zv LR} l,n)) (81 2y o vy 80)) = 23, (2’;:1 ukl'tl')t,k
quels que soient ¢, ¢,, ..., t,€ L, c’est-a-dire si et seulement si
2 wmiti=o (k=1, 2, ..., n).

D’aprés I’hypothése du lemme, ceci entraine £, = o. Ainsi, NgC W. D’aprés
le lemme 5, il existe un élément (o, s, s3, ..., s,) € W possédant les deux
propriétés suivantes : .

(a) B((O) sl‘_la S;, ety Sln)a (07 Say S35 c ey S,,)) =0

quels que soient s,, s, ..., s, €L, c’est-d-dire

(4) Z?ZQUkISjiO (/ﬁ: 2, 3, ey Il)1
(b) B((I)O1 o, "',0)1 (0, Sy Szy o0 ey S,,))#O,
c’est-a-dire

2%, w8 F 0.

Soient r, r' les rangs sur L (donc sur L') des matrices (ii)ctcn,2zjcn €t
(4kj)2cken,2zjen- Ce qui précéde montre que r > r'. Mais il est clair que
r=r' +1.Dou le lemme.

Lemme 7. — Soient K un corps commutatif de caractéristique o, V un
espace vectoriel de dimension finie sur K, L le corps des fractions de 3(V),
g une algébre de Lie algébrique d'endomorphismes de V qu’'on prolonge
en dérivations de L, L, le sous-corps des éléments de L annulés par g, d le
degré de transcendance de L, sur K. Soient (ey, e, ..., e,) une base de V
sur K, (zy, s, ..., 2;) une base de g sur K, r le rang sur L de la matrice
(®1€))s212q,12jzn- Alors, d=n —r.

DEMONSTRATION. — Soient V'* I'espace vectoriel dual de V, ‘g I'algébre de
Lie dans V* formée des transposés des éléments de g, I' le groupe algébrique
irréductible d’automorphismes de V* d’algébre de Lie ’g. Nous identifierons
L au corps des fonctions rationnelles sur V'*. Les éléments de L, sont alors
les éléments de L invariants par I' ([5], p. 31).

Supposons d’abord K algébriquement clos. D’aprés [6], il existe :

1° une partie non vide U de V*, ouverte pour la topologie de Zariski, et
stable pour I';



REPRESENTATIONS UNITAIRES. 337

2° une variété algébrique affine irréductible Z, n’ayant que des points
simples; .

3° un morphisme ¢ de U sur Z, de rang constant sur U, tels que les fonc-
tions rationnelles sur ¥* invariantes par I' soient exactement les fonctions
f© 9, ou fest une fonction rationnelle sur Z.

Par suite d =n — s, s étant la dimension (constante) de I'espace tangent
aux orbites de T'. D’aprés [5], p. 192, proposition 2, cette dimension est
égale 4 la dimension sur K de ‘g z* pour tout z* € U. Posons z,e; = Z7_, Az ek
avec A€ K. Soit (e}, €3, ..., e,) la base de V* duale de (e, €, ..., €,).
On a ‘zief=Z}_, hy;er; donc, si ay, @y, ..., 2, €K, ona

try(oge) + drey +...+azey) =32, rhy;a e = Zi,k)\[jkake;-

Ainsi, s est égal au rang sur K de la matrice (ZA;jx ¥k )12129,12j20, toutes les
fois que a,, @, ..., @, sont choisis de maniére a ne pas annuler un nombre
fini de polynomes par rapport & @, @, ..., &, Ce rang est aussi le rang
sur K (X, Xy, ..., X}) de la matrice (Zpd 0 Xi)izicqizjon (X1, Xy ooy Xy
désignant des indéterminées), ou encore le rang sur L de la matrice
(Zk)\ljkek)1é,é,,,,éjé,,), c’est-a-dire r. Le lemme est donc démontré lorsque X
est algébriquement clos.

Passons au cas général. Soit K’ une cloture algébrique de K. Etendant le
corps de base 4 K’ dans V et g, on obtient V4, et gx). Soit L' le corps des
quotients de B (V). Comme K’ est la cloture algébrique de K, tout élé-
ment de L’ peut s’écrire p'q'—!, ou p'€ 3(V i) et ¢ € 3(V). D’autre part,
tout élément de B(V(k,) est combinaison linéaire a coefficients dans K'
d’éléments de S (V). Dong, si (3,).c; est une base de A’ sur K, tout élément
de L' s'écrit de maniére unique sous la forme 2,3, f,, ou f,e€ L. Si cet
élément est annulé par g, les f, sont annulés par g, c’est-a-dire appar-
tiennent & L,; la réciproque est évidente. Ainsi, le corps des éléments de L’
annulés par g4, est engendré par A’ et L,. Donc son degré de transcendance
sur K’ est égal a celui de L, sur K (car L et K’ sont algébriquement disjoints
sur K). Par ailleurs, la dimension de V4, sur K’ est égale a la dimension
de V sur K, et le rang de la matrice (2:€)212q,12j<n €St le méme sur L et
sur L'. Il suffit donc d’appliquer le résultat obtenu lorsque K est algébri-
quement clos.

Lemme 8. — On conserve les notations du lemme 7. Si py, psy ..., Pa
sont des éléments de L tels que X7_, (xie;)pj=o0 pour l=1,2, ..., q, U
existe des éléments f, g, ..., h de L, et des éléments a, b, ..., c de L tels
que

’

pr=af., +bg. +...+ che,,
p=af,, +bg.,+...+ch,
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DinoNsTRATION. — Conservant les notations du lemme 7, il existe d élé-
ments de L, algébriquement indépendants sur K, que nous désignerons par
f. & .., k. Alors, chacun des éléments

F=(fe), feu -+ Jeu)s
G =(8e,» Ber -+ +» Ben)s

H—= (hltm h’fg’ sy k,e,.) ’
de L” constitue une solution du systéme d’équations
(5) zl;:l(xle/)qizo (l:ly 2y ceey 9)

par rapport aux inconnues ¢y, ¢s, ..., ¢» de L. Puisque f, g, ..., h sont
algébriquement indépendants sur X, les vecteurs F, G, ..., H de L” sont
linéairement indépendants sur L. Comme d—n —r (lemme T), toute
solution de (5) est combinaison L-linéaire de F, G, ..., H. C’est exacte-
ment ce qu'exprime le lemme 8.

LemMe 9. — Soient K un corps commutatif de caractéristique o, § une
algébre de Lie nilpotente sur K, § un idéal de codimension 1 de g,
L (resp. L') le corps des quotients de 53(g) [resp. 3(9')], Lo (resp. L})
lensemble des éléments de L (resp. L') annulés par la représentation
adjointe de g (resp. ¢'). On suppose LyC L'. Alors, L, contient L, et son
degré de transcendance sur L, est égal a 1.

DEMONSTRATION. — Il est clair que L,C L),. Soit (z;, %3, ..., Z,) une base
de g telle que (23, z;, ..., x,) soit une base de ¢'. Soient py, ps, ..., pa
des éléments de L tels que

2 (@, zj]pj=o0 (I=1,2,...,n).
D’aprés le lemme 8, il existe des éléments f, g, ..., & de L, et des éléments
a, b, ..., cde L tels que p,=af, + bg.+...+ ch,. Comme L,cL’, on
a fo,—=ge,—...—=h,,— 0, donc p,= o. Ainsi, on est dans les conditions d’ap-

plication du lemme 6. Donc le rang sur L’ de la matrice ([(1,Z;])1zizn 22 jzn
est supérieur d’une unité au rang de la matrice ([2, %;])sztzn,2zjzn- 11 suffit
alors d’appliquer le lemme 7.

Lemne 10. — Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de
dimension finie sur K, L le corps des fractions de 3(V'), g une algébre de
Lie d’endomorphismes nilpotents de V. Tout élément de L annulé par g
est quotient de deux éléments de 3 (V') annulés par g.

DEMONSTRATION. — Soit f—=pg—t€L,avec peS(V),q€B(V), petq étant
premiers entre eux. Supposons f annulé par g. Pour tout z€g, on a
(z.p)g — (z.q)p=o0. Donc p divise z.p. Comme deg (z.p) < degp, on
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voit que z.p =A(z)p avec A(z)€ K. Le sous-espace Kp de dimension 1
de B (V) est stable par g. D’autre part, les endomorphismes définis par g
dans ¥V, donc dans chaque composante homogéne de F(V), sont nilpotents.
Donc A(z) = o, de sorte que p, et par suite ¢, sont annulés par g.

Prorosition 3. — Soient g une algébre de Lie sur un corps de caracté-
ristique o, §' un idéal de codimension 1 de g.

(i) SiB(3)dU(g'), B(3) contient strictement 3(g') =3 (g)nU(g').
(ii) SiB(g)cVU(g') et si g est nilpotente, 3(g') contient strictement 3(g).

DEMONSTRATION. — Supposons 3(g)¢¥(g’'). Soit a€3(g') et montrons
que a€3(g). Soit £ un élément de g n’appartenant pas 4 g'. Comme a
commute aux éléments de g’ il suffit de montrer que a commute 3 z. Or
[lemme 2(i)] il existe a;€3(g)NWU(g') et a,€M(g') tels que a,20 et
za,+ a,€38(g). On a a(zai+ a,) = (za,+ as)a. Comme aa,=a,a et
aa,—= asa, on déduit de la que (az — za)ay=o, dou ax—za=o
puisque a;20. On a donc: prouvé que 3(g')c3B(g) et par suite que
3(3')=3(3)nU(g'). Comme 3(g) ¢ U(g"), on a aussi B(g) = B(g').

Supposons B(g)cU(g') et g nilpotente. Il est clair que B(g)c3(g').
Pour montrer que B(g) et 3(g") sont distincts, il suffit de montrer que leurs
images canoniques ¥ et ¥ dans B(g) sont distinctes. Or, J est I'ensemble
des éléments de 5(g) annulés par g, et ¥ est I'ensemble des éléments de
$3(g') annulés par g'. Nous sommes dans le cas ou I S (¢'). Notre assertion
résulte alors des lemmes 9 et 10.

CHAPITRE 1V.

CoMPARAISON DE B(gy), 3(8:), ..., B(4.)
(81, 825« - -y §n, SUITE CROISSANTE D’IDEAUX).

11 nous faut pour la suite analyser de fagon plus détaillée chacune ‘des
deux situations décrites dans la proposition 3.

‘Lewme 11. — Soient g une algébre de Lie nilpotente sur yn corps de
caractéristique o, (80, 81, ..., $n) une suite d'idéaux de g tels que
0=g,C§:C...C8,—=g et dimg;/g, =1 pour 1LjLn. On suppose
3(8)EU(gn—1), de sorte que 3(gn—1) = 3(3) NM(3,—1) d’aprés la propo-
sition 3. Pour 1Zj<n, soit x; un élément de g; n'appartenant pas
a g;_. Solent ji<<Ji<...<Jg—1 les indices je€{1, 2, ..., n—1} tels
qu'il existe dans W (g;) un élément de 3 (y,—,) n’appartenant pas a ¥ (g;—y).

(i) Les indices j€ 1, 2, ..., n} tels qu'il existe dans M(g;) un élément
de 3(g) n'appartenant pas a W (g;_) sont jy, jay, - .., Jg—1 €t Jo=n.
(ii) Pour k=1, 2, ..., q, il existe an€3(3)NM(g;,_,) et ars€M(g),)
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tels que a2 o et tels que ar—= x;, ar, +ay: soit un élément symétrique ou
antisymétrique de 3 (g)nW(g,).

(iii) Il existe un élément de 3 (3,-,) affine relativement d. (ay, as, ..., @g—s)
et affine relativement d (a,, a,, ..., ag).

DEMONSTRATION. — On a 3(g)NU(g;) = 3 (gn—1) NVU(g,) pour j =1, 2, ...,
n—i, et 3(g)¢U(gn—y), d'ou aussitét (1). L’assertion (ii) résulte du
lemme 3 (i) ou 'on prend pour » I'ensemble des dérivations intérieures de g.
Alors [lemme 3 (iii)] le corps des fractions de 3(g) [resp. B (g.—1)] est engen-
dré par a,, as, ..., a; (resp. a,, @z, ..., Gg—y). Soient @, = bbTt, ...,
ag=2>byb;' ou by, b\, ..., by, b,€K[a,,as, ...,a,;,]. Alors [lemme 3 (iv)]
b,b,...b, est affine relativement a a,, a,, ..., a4, et byb,...b,, est affine
relativement A a,, a,, ..., a;_,, donc b:b,... b, est affine relativement a
Ay, Qgy «o.y ag_y. Do (idd).

LemMe 12. — Soient g une algébre de Lie nilpotente sur un corps K
de caractéristique o, (8o, $1, ..., 82) uUne suite d’idéaux de g tels que
0=90C9:C...Co,—=4g et dimg;/g; =1 pour 1LjZn. On suppose
B3(3) C3(9n—1). Pour 1.Ljn, soit x; un élément de g; n'appartenant
pas @ ;. Soient J, < o <...<Jgys les indices je {1, 2, ..., n—1} tels
qu'il existe dans W (g;) un élément de 3 (g,_,) n’appartenant pas a WU (g;_,).

(1) Les indices j€ {1, 2, ..., n} tels qu'il existe dans WU (g;) un élément
de 3(g) r’appartenant pas & W(g;—1) SONL Ji, ...y Jrosy Jraty ooy Jott
(r étant un certain entier de {1, 2, ..., g +1}).

(i) 3(8)NU(g;_,) =3 (8.-1) NU(g;,,).

(iii) Pourk=1,2,...,q+1,il existe ar, € 3 (8) N U (g;,_,) et ar. € U (g;,—1)
tels que ay 7 o et tels que ar— xj, ay, + a, soit un élément symétrique ou
antisymétrique de 3 (3) "W (g;,) pour k Z r, de 3(g.—.) nWU(g;,) pour k =r.

(iv) Soit b = (adx,).a,. On a

bo,be3(g)nU(y;,_,),

et
(expaddz,).a,= a,—+ Ab pour Are€K.
(v) 1l existe un élément de 3 (g) affine relativement . (a,, @, ..., Gy,
Qryyy « ooy A1) et affine relativement a (a,, a,, ..., a;).
DEMONSTRATION. — Prouvons (i). Les indices je{r1, 2, ..., n—1} tels
qu'il existe dans $(g;) un élément annulé par la représentation adjointe
de g, et n'appartenant pas & 5(g,—) sont ji, Ja ..., Jg+1, COmme le

montre l'application canonique de W (g,—1) sur B (gn—1). Soient L et L' les
corps des fractions de 5(g) et F(gn-). Soit L, (resp. L,) 'ensemble des
éléments de L (resp. L’) annulés par la représentation adjointe de g
(resp. $n—1). Puisque 3(9)CB(9n—1), on a Ly, L;. D'aprés le lemme 9,
L est de degré de transcendance 1 sur L,, Le degré de transcendance de
L sur K est g +1, d’aprés le lemme 10 et le lemme 3 (iii) (dans lequel on
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prend pour g 'algébre de Lie abélienne sous-jacente & I'algébre de Lie g,
du présent lemme, et pour ¥ I'ensemble des dérivations intérieures de g, ).
De méme, le degré de transcendance de L, sur K est égal au nombre des
indices j€ {J1, Ja, - .-, Jg+1 ] tels qu'il existe dans 5(g;) un élément annulé
par la représentation adjointe de g et n’appartenant pas 4 5(g,;—). Le
nombre de ces indices est donc g, et nous pouvons les désigner par j, ...,
Jr=1y Jra1y ««+y Jg+1. Ge sont aussi les indices je {1, 2, ..., n} tels qu'il
existe dans U (g;) un élément de 3(g) n’appartenant pas 2 U(g,_,), comme
le montre 'application canonique de ¥ (g) sur F(g). D’ou (i).

D’aprés le lemme 3 (i) appliqué a g, il existe pour k=1, ..., r—1,7r+1, ...,
g—+1 des éléments ay, €3 (3)NU(g;,_,) et ara€ WU (g, 4) tels que a2 o et
tels que ay— x; ax, + az, soit un élément symétrique ou antisymétrique de
3(g)n(g;,). D’aprés le lemme 3 (i) appliqué a g,,, il existe des éléments
a1 € B(an-1) NU(g,,_) et a,, € U(g;,,) tels que a, ;70 et tels que =z ar +ars
soit un élément symétrique ou antisymétrique de 3 (g,—,)NU(g;). Ceci
prouve (iii) a4 I'exception de la relation a,, €3 (g)NnW(g;_,) qui sera une
conséquence de (ii). .

Prouvons (ii). On a évidemment 3 (g)NU(g;_)C3(g.—)NU(g;_,).
Réciproquement, soit a€ 3 (g,—1) N U (g; _,). D’'apres le lemme 3 (ii) (appli-
qué a g;,_, et aux dérivations définies dans g;_, par les éléments de g,_, on
a, pOﬁl‘ des exposants sy, $,, ..., s,—, convenables

aay ap ... aimt  €K[ay, ayy oo Groyy Gy Gy ey @]
Donc, pour tout x€ g, on a

o=z, aa} ay, ...ay =, | =[x, alay, ayy ... &,
donc [z, a] = o, et finalement e € 3(g). On a ainsi prouvé (ii) et (iii).

Soit b = (adx,).a,. Comme a, commute & g, , mais n’appartient pas a
3(¢), @ ne commute pas a x,, donc b £ o. Pour tout z€ ¢,,, on a

[z, b]=[[=, z4], @] + [2n, [z, ar]]=0 car [z, £, € §o—y €t ar € B (g,—1),

donc b€ 3(gn—1). Par ailleurs, b =[x, x;.]ar + x;.[ Zny Q1]+ [Zny Ar2];
on a [&, a,]=o d'aprés (iii), et [, x;,]€ g;,—1 puisque g est nilpotente;
donc be U (g;,—,). Ainsi,

beB(9n1)NU(Yj,—1) =3B (9n-1)NWU(g;,_,) =B (3)nU(g;_,)

d’aprés (ii). Enfin, (adz,)?.a,= (adxz,).b =0 d’aprés ce qui précéde,
donc (expaddz,).a.= a,+ Ab pour A€ K. On a ainsi prouvé (iv).

D’aprés (iii), on a @, = b,b", ..., @iy, 1= bor1 b avec by, by, ..., by,
by €K[ay, ... 01, @, ..., agyq ). D'aprés le lemme 3 (iv), 16, . . . bgyy
est affine relativement & (ay, @y, ..., @g;1). De méme, by ... b1 bryy.. .04y
est affine relativementa (@, ..., @1, @ryy, « -, @gy1), donc byby . .. by, q st
affine relativement & (a,, ..., @i, @ry1, ..., Ggyq). Do (V).
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ReMARQUE 1. — Avec les notations des lemmes 11 et 12, I'idéal g, est
contenu dans le centre de g. En multipliant au besoin a;, et az par un
élément non nul de g,, on voit qu'on peut toujours supposer les a; symé-
triques (par exemple).

PRroposSITION k. — Soient g une algébre de Lie nilpotente sur un corps K
de caractéristique o, n sa dimension, n, le degré de transcendance de 3 (g)
sur K.

(1) »n — n, est un nombre pair.

(ii) Sin—=n,, g est abélienne.

DemoNsTRATION. — Supposons la proposition établie pour les algébres de
dimension << n. Soit ¢’ un idéal de codimension 1 dans g, n), le degré de
transcendance de B(g’) sur K. D’aprés 'hypothése de récurrence, n — 1 — n,
est pair. Si 3(g)>B(g'), on a ny=n)+1 d’aprés le lemme 11, donc
n—n,—n—1—n) est pair. Si 3(g)C3B(g¢'), on a ny=n —1 d’aprés le
lemme 12, donc n — ny=n +1— n; est pair. D’ou (i). Si n =n,, ce qui
précéde montre que n —1=—n (car on ne peut avoir n +1=n,). Donc,
d’une part ¢’ est une algébre abélienne d’aprés ’hypothése de récurrence,
d’autre part il existe a,€3(g'), a.€WU(g'), et z€ g, tels que a,Z o, x &g/,
et za,+a,€B(g). Alors, si y€g, on a o=y, xa,+a]=[y, z]a
(compte tenu du fait que ¢’ est abélienne), donc [y, x]=o0. Donc g est
abélienne, ce qui prouve (ii).

. L. .o
DerINITION 2. — Avec les notations de la proposition &, Uentier 5 (n —ny)

s'appelle le défaut de commutativité de g.

Pour la suite, il est commode d'utiliser la représentation graphique sui-
vante. Soit g une algébre de Lie nilpotente sur un corps de caractéristique o.
Soit go, g1, ..., §o une suite d’idéaux de g tels que 0 = g,C 9, C ... Cg, =3
et dimg;/g;, =1 pour 1 L j < n. Tracons un réseau triangulaire a4 n lignes
et n colonnes (n=—17 sur la figure ci-dessous). Disons que le sommet du
réseau situé au croisement de la jitme ligne (& partir du haut) et de
la kitme colonne (a partir de la gauche) est distingué s'il existe dans U (gz) un
élément de 3(g;) n’appartenant pas & W (gx—s). (Sur la figure, on a.mis en
évidence ces sommets par des points.) Le passage de la j'me ligne a
la (j + 1)ime ligne s’effectue alors de la maniére suivante. Ou bien le sommet
le plus & droite de la (j + 1)'™ ligne est distingué; les autres sommets dis-
tingués de la (j + 1)ime ligne sont alors exactement sur les mémes colonnes
que dans la j*me ligne [lemme 11 (i)]. Ou bien le sommet le plus & droite de
la (j+1)ime ligne est non distingué; les sommets distingués de Ia
(J + 1)'*me ligne sont alors sur les mémes colonnes que dans la ji¢me ligne,
a ’exception d’une colonne qui porte un sommet distingué dans la jiéme ligne
mais n’en porte plus dans la (j 4+ 1)®¥m° ligne [lemme 12 (i)]. Si un sommet
du réseau est non distingué, tous les sommets de la méme colonne situés
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plus bas sont donc non distingués. On dira qu'un indice j€ {1, 2, ..., n}
est distingué si tous les sommets de la ji*m colonne sont distingués, autre-
ment dit s'il existe dans 3(g) un élément de W(g,;) n’appartenant pas
a U(g;—1); le nombre d'indices distingués est le degré de transcendance
de 3(g) [lemme 3 (iii)]; I'indice 1 est toujours distingué puisque g, C 3(g).
On dira qu'un indice j€{1, 2, ..., n} est libre si aucun sommet de
la jime colonne n’est distingué, mizte s'il n’est ni distingué ni libre.

Fig. 1.

Leume 13. — Le nombre d’indices libres et le nombre d’indices miztes
sont'égaux au défaut de commutativité de g.

DEMONSTRATION. — Admettons le lemme pour les algébres de dimension < .
SiB(g)EU(gn—1), le défaut de commutativité de g est égal a celui de g, ;
d’autre part, si I'on supprime la derniére ligne de notre réseau, le nouveau
réseau a les mémes colonnes libres et les mémes colonnes mixtes que le
réseau initial d’aprés ce qu'on a dit plus haut; il suffit donc d’appliquer
Ihypothése de récurrence. Si 3(g) C WU (gr_y), le défaut de commutativité
de g est égal a celui de g,—,, augmenté de 1; d’autre part, si 'on supprime la
derniére ligne de notre réseau, le nouveau réseau a une colonne libre et une
colonne mixte en moins que le réseau initial d’aprés ce qu’on a dit plus
haut; la encore, il suffit d’appliquer '’hypothése de récurrence. D’ou le
lemme.

Soit j un indice non libre. On appellera profondeur de j le plus grand
entier p tel que, sur la j*me colonne, la p'*me ligne porte un sommet dis-
tingué. En particulier, les indices distingués sont de profondeur n. Nous
conviendrons d’autre part que les indices libres sont de profondeur o.

LewMe 14. — (i) Deux indices mixztes distincts ont des profondeurs
distinctes.

(ii) Soient j un indice mixte, p sa profondeur. Soit » une algébre de
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Lie de dérivations nilpotentes de ¢ laissant stables ¢,, 85, - . ., $n—y. Il existe
un élément a de 3(3,) N WU (g;) n'appartenant pas a W(g;—.) et possédant
la propriété suivante : pour toute De», on a Dae3(3,)NWU(g;-,).

DEMONSTRATION. — Si deux indices mixtes distincts avaient méme profon-
deur, cela signifierait que, dans le passage d'une certaine ligne a la ligne
suivante, deux colonnes qui portaient des indices distingués cessent d'en
porter; ceci est absurde, d’ou (i).

Soit V,, I'ensemble des éléments de B(g,)NWU(g;) de filtration =Zm.
Soit ¥V, =V, nM(g;—,). Puisque j est de profondeur p, on a

B(9,) nU(2;) 7 3(85) NU(gj—1),

donc V,, =V, pour m bien choisi. Les dérivations Db opérant dans U (g)
laissent stables ¥V, et V,,, et sont nilpotentes dans V,,. D’aprés le théoréme
d’Engel, il existe un élément a de V,, tel que ag V,, et tel que Da€ V,, pour
toute Dev. D'ou (ii).

CHAPITRE V.

RESULTATS PRELIMINAIRES SUR LES CARACTERES.

Les lemmes de ce chapitre n'ont qu’un intérét technique. Les algébres
de Lie envisagées seront supposées réelles parce que nous nous intéressons
aux caractéres hermitiens. Il serait facile, par les mémes raisonnements,
d’obtenir des résultats analogues sur les caractéres quelconques lorsque le
corps de base est un corps de caractéristique o.

DetriNiTioN 3. — Soient g§ une algébre de Lie réelle, a un élément non
nul de 3(g). On notera A.(g) l’ensemble des caractéres hermitiens de 3 ()
non nuls en a.

LewMe 18. — Soit g une algébre de Lie nilpotente réelle. Soient a,,
as, ..., a, des éléments algébriquement indépendants de 3(g), symé-
triques ou antisymétriques, engendrant le corps des fractions de 3(g)
[ef. lemme 3 (iii)]. Soit a = P(ay, a,, ..., a;) (od P est un polynome) un
élément affine relativement d a,, a,, ..., ag. L'application y - (y (1), - .-, X (@g))
est une bijection de A,(g) sur ’ensemble des systémes de nombres (14, ..., A;)
tels que : :

(1) A; est réel si a; est symétrique, imaginaire pur si a; est antisy-
métrique;

(il) P(dy, - -+, Ag) Zo.
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DEMONSTRATION. — Soient x, x' deux caractéres (hermitiens ou non)
de 3(3) tels que y (@) =y (1), -, x(ag) =/ (aq), x(a) #Z o, ¥/ (a) #Z o.
Soit A la sous-algebre de 3(g) engendrée par ay, ..., a,. Les caractéres y
et 3’ coincident sur A. Soit b€3(g). On a ba*€ A pour un exposant s
convenable. Donc y(ba®) =1y'(ba®) et par suite y(b)=1y'(b) puisque
(@) =y (a) Z o. Donc y ='.

11 est clair que si y € A.(8), x(@;) est réel pour a; symétrique, imaginaire
pur pour a@; anlisymétrique; et I'on a P(x(ai), ..., x(aqy)) =x(a) #Zo.
Réciproquement, soient A, A,, ..., A, des nombres vérifiant les conditions (i)
et (ii) du lemme. Comme les a; sont algébriquement indépendants, il existe
un homomorphisme y* et un seul de I'algébre A dans G tel que y*(a,) =1, ...,
x'(ag)=2%;. On a y*(a)=~P(k, ..., ;)7 o0. Donc y* se prolonge de
maniére unique en un homomorphisme de R[X, a—*] dans G. Soit y la
restriction 4 3(g) de ce prolongement. C’est un caractére de 3(g). Soit 4
Pantiautomorphisme principal de ¥ (g). Soit y' le caractére de 3(g) défini

par ¥ (b) = x (A (b)) pour be3(g). Si a; est symétrique, on a
K (ap) =x(a) =% =k =x(a);
si a; est antisymétrique, oﬁ a
(@) =7(—a)) =—1k =};=yx(a)).

Donc y =7 d’aprés la premiére partie de la démonstration. Donc y est
hermitien, et y€ A, (g).

LemMME 16. — Soient g une algébre de Lie nilpotente réelle, §' un idéal de
codimension 1 dans §. On suppose 3(g)C 3(g'). Soient ay, as, ..., agyy
des éléments de B(g'), symétriques ou antisymétriques, algébriquement
indépendants, engendrant le corps des fractions de 3(4'), tels que a,,

as, ..., ag engendrent le corps des fractions de 3(g); soit a un élément
de B(g) affine relativement a a,, a,, ..., aq, et relativement a a,, a,, ..., G4 1.
(L’existence de ay, aq, ..., G4y, & résulte du lemme 12.)

Il existe une application y—y' de Ai(3) dans A,(9') possédant les
propriétés suivantes :

(1) pour tout y € Aa(8), )’ prolonge y;
(i1) quel que’soit b'e€3(g'), il existe un beB(g) et un entier s> o tels
que ¥'(b') = x(a)=* x(b) pour tout x € Aa(8):

DEMONSTRATION. — Soit P un polynome & coefficients réels tel que
a=P(ay, a, ..., a;). Soit xy€As(g). On a P(x(ai), ..., x(ay))#o.
Comme a est affine relativement & ay, @,, .."., @z, il existe un caractére
% € Aa(g') etun seul tel que y' (@) = x(ay), ..., X' (ag) = x(aq), X' (@g+1) =0
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(lemme 15). La restriction de ' & 3(g) prend les mémes valeurs que y
en ay, as, ..., a4 et est non nulle en a, donc coincide avec y puisque a est
affine relativement a a,, a,, ..., a; (lemme 15). Soit '€ B(¢'). Il existe un
entier s> 0 et un polynome Q en (g + 1) variables & coefficients réels tels
que b'a*= Q(ay, as, ..., Agrq).Soitb = Q(ay, as, ..., a, 0)€3(g). Pour
XeAa(9)7 on a

X (0'a*) = Q¥ (@), X' (@), - -+, A (@g41))
- Q(X (ar), X (@), -+, X(aq)’ o) :X(b)

donc ' (b') = x(a)=*x(b)-

REMARQUE 2. — Supposons a,,, symétrique (ce qui est toujours possible :
¢f. remarque 1, chap. IV). Aux données du lemme 16, ajoutons celle d'un
élément non nul b’ de 3(g’). Alors on peut choisir I'application y — ' de
maniére qu'en outre 1'élément b associé a &' dans la propriété (ii) soit non
* nul. En effet, avec les notations précédentes, le polynome Q n’est pas identi-
quement nul. Donc, pour A€R bien choisi, Q(a,, ..., a; A.1) est un
élément non nul de 3(g). 1l suffit alors d’avoir défini I'application y —y' en
posant, non pas ¥’ (@g.1) = 0, mais x' (@) = A.

LemMe 17. — Soilent ¢ une algébre de Lie nilpotente réelle, ' un idéal de
codimension 1 dans g, x un élément de ¢ n’appartenant pas a g¢'. On
suppose 3(8)C3(g'). Soient ay, as, ..., agy, des éléments de 3(g'), symé-
triques ou antisymétriques, algébriquement indépendants, engendrant le
corps des fractions de 3(9'), tels que a,, a,, ..., a; engendrent le corps
des fractions de 3(g), et tels que [z, ag. ] =b soit un élément non nul
de B(8); soit a un élément de 3(g) affine relativement a a,, a., ..., a;..
(L'ezistence de ay, as, ..., agyy, a résulte du lemme 12.)

Deux caractéres de Aw(9') égaux sur 3(g) sont transformés l'un de
U'autre par un automorphisme intérieur de g.

DEMONSTRATION. — Soient y;, ¥, deux caractéres de Agqs(g') égaux sur 3 (g).
On a (adz)?.azyy = (adx).b = o, donc (exp ad2z).ag 1= @1+ Ab pour
2€R. Soit i, le transformé de y, par expadiz. On a

X2 (@ge1) = X2 (@g1) + 2 (D).

Par hypothése, x,(b)Zo0. Si a,. est symétrique (resp. antisymé-
trique), b est symétrique (resp. antisymétrique), et xi (@g+1); X (@g+1),
¥2(b) sont réels (resp. imaginaires purs). Donc il existe A€R tel que
Xz (@g+1) = ¥y (@g+1). Sur B(g), les caractéres yx,, x,, x. prennent les
mémes valeurs. Donc ¥ (a) = x4 (a) 7 o, et par suite x5 =y, (lemme 15).
D’ou le lemme.
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CHAPITRE VI

DETERMINATION D’UNE REPRESENTATION UNITAIRE IRREDUCTIBLE
PAR SON CARACTERE.

Le but essentiel de ce chapitre est le théoréme 1, qui se démontre par
récurrence sur la dimension de g. Il est donc essentiel de comparer g et un
idéal ¢’ de codimension 1 de g. Le passage de ¢’ & g se fait de facon trés
différente suivant qu’on est dans 'une ou 'autre des situations décrites dans
la proposition 3. L’une de ces situations est étudiée au lemme 21, 'autre au
lemme 24. Notre but provisoire est donc maintenant le lemme 21.

LemMe 18. — Soient T un groupe topologique, Ty un sous-groupe dis-
tingué de T, U une représentation unitaire de T dont la restriction U, a T,
est irréductible. Alors, les représentations unitaires de I prolongeant U,
sont les représentations de la forme vy — a(y)U(y), a étant une représen-
tation continue queléonque de T dans le groupe des nombres complexes de
module 1 dont le noyau contient T',.

DEMONSTRATION. — Il est clair que les représentations ainsi construites sont
des représentations unitaires de I' prolongeant U,. Réciproquement, soit V'
une représentation unitaire de I' prolongeant U;. Pour tout ye€T et tout
-ylel‘g, on a :

UnU () U() ' =U(ymy ) =V Ui(y) V(7)™

donc U(y)~'V(y) commute & U,(y,). Comme U, est irréductible, on a
V(y)=a(y)U(y), a(y) étant un scalaire de module 1. Il est clair
(que y—>a(y) est une représentation continue de I' dans le groupe des
nombres complexes de module 1. D’ou le lemme.

Soient T un groupe topologique, I'; un sous-groupe distingué de I, U, une _
représentation unitaire de I';. Pour tout y€T, l'application v,— U, (y117~*)

est une représentation unitaire U) de T,. Si UY est équivalente & U, pour
tout y €T, nous dirons que U, est invariante par T.

Lemme 19. — Soient I un group’e de Lie simplement connexe,I' un sous-
groupe distingué fermé connexe de codimension 1 dans T, U'- une repré-
sentation unitaire irréductible de ' invariante par I'. Alors U’ se prolonge
en une représentation unitaire de T

DEMONSTRATION. — On sait que I" est simplement connexe. Le groupe I' est
localement isomorphe au produit semi-direct de I' et d’un groupe A
isomorphe a R. Puisque T' est simplement connexe, il est globalement iso-
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morphe & ce produit semi-direct auquel nous I'identifierons. Pour tout d€ A,
il existe un opérateur unitaire V'(3) dans I'espace hilbertien § ou opére U’
tel que U' (Y 0—1) =V (3)U'(Y')V(3)~* quel que soit Y€I". Si 5, €A, on a

VOV @IU 1)V (3.7 V (3)
=V (U3, 37V ()~
=U' (80,7 (86,)~1) =V (88,) U' (Y") V (88,)~".

Comme U’ est irréductible, on en conclut que V' (38,) = o (3, 6,) V (3) V' (3y),
(3, d,) étant un nombre complexe de module 1. Soit V' (3) la classe de V(3)
dans le groupe quotient du groupe-des opérateurs unitaires de $ par le sous-
groupe des opérateurs unitaires scalaires. On a donc V(3d,) =V (3)V(3,).
D’autre part, soit ® 1'’ensemble des opérateurs linéaires de norme <1 dans §;
c’est un espace métrisable a4 base dénombrable pour la topologie forte (car,
comme I" est & base dénombrable et que U’ est irréductible, § est a base
dénombrable). Si 7€ 8, il existe (d’aprés [15], théoréme 1) une suite T,
T,, ... de combinaisons linéaires finies des U'(Y') (y'€I") tendant forte-
mént vers 7'. Pour tout j, I'application ¢ -V (8) T,V (8)~! est fortement
continue. Donc ([16 ], p. 208) I'application 6 — V' (8) T ¥ (8)—* admet au moins
un point de continuité J,€A. Soit 3, €A. Si § > 9,

V)T V() =V (8,05")V(8,0718) TV (9,0718)~1V (9, d71)t
tend fortement vers
V(6:0:)V(8,) TV (3)tV(0,8:1) =V (3, TV ()"

Ainsi, lapplication 68—V (8)TV(d)~t est fortement continue pour

tout 7€®. Alors ([8], lemme 1) 8 >V (3) est une application continue
pour la topologie quotient de la topologie forte. Comme A est simplement

connexe et que son algébre de Lie est de dimension 1, 'application 6 -V (3)
se déduit par passage au quotient d’une représentation unitaire (fortement
continue) W (d) de A ([1], théoréme 3.2 et lemme 4.9). Pour
y=dy'el'(@€A, ' €l"), posons U(y) =W (3) U’ (y'). L'application y — U(y)
est fortement continue et prolonge U’. Enfin, U est une représentation uni-
taire de I, car, si y,—=0,y, €l (d, €A, y,€l'),ona

Y= 0y 0.y, = 40, (97 Y d1) ¥}
donc
U(yy:) =W (30,)U'((37' ' 01) Y1) =W (3) W () U' (37" Y 8:)U' (1)

=W (8)W (8:) W (8,)=1U' (Y)W (3)U" (1)
=W @)U (Y)W @)U (,) = U(1)U(y1).
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Lemug 20. — Soient.I' un groupe de Lie, g son algébre de Lie, § un
espace hilbertien a base dénombrable, U une représentation unitaire de T

®
dans $. Soit $ — f B dv (L) une décomposition de $ en intégrale

®
hilbertienne d’espaces hilbertiens $y, telle que U= f U, dv(¢), Uy étant,

pour tout §, une représentation unitaire de T dans $:.

<]
(1) Si £= f Erdv(5)€H est un élément du sous-espace de Garding
de %), t; appartient, pour presque toutt, au sous-espace de Garding de $:.
®
Et, pour a€U(g), on a U(a)g:f Us (a)k dv (2).

(it) SiUadmet le caractére y, U; admet le caractére y pour presque tout .

(iii) Supposons que U admette, pour tout {, un caractére X;. Soit a un
élément symétrique (resp. ahtisymétn’que‘) de 3(g). Alors, U(a)*
[resp. iU(a)*] est l'opérateur autoadjoint défini par le champ d’opéra-
teurs scalaires §— yr(a).1 [resp. { —ixg(a).1].

DenonsTraTiON. — Il suffit de prouver (i) quand § est de la forme U(f)E',
t' étant un élément de $ et f une fonction indéfiniment différentiable a

®
support compact sur I'. Or, on sait que U(f) :f U.(f) dv(t). Posant

$--, @ ,
E’:f g av(), on a E:f U.(f)E dv(%), Donc, presque partout,

E:=Uy(f)E; appartient au sous-espace de Girding de $;. Et, en identifiant -
a€¥(g) a une distribution sur T' [k], ona

®
Ua): =U(a)U(f)E =U(a % f)E = f Us(a % f)% dv(3)

@ . D
= [ t(@ g (@) = [ Tel@zdv(2).

Supposons que U admette le caractére y. Soit a€3(g). Montrons que,
pour presque tout ¢, U;(a) =y(a).1. Ilisuffit de le montrer quand a est
symétrique ou antisymétrique. Pour fixer les idées, supposons a symétrique.
Soit !, £%, ... une suite d’éléments du sous-espace de Girding §' de $§,

@ .
totale dans $; soit Ei:f £ dv(t); alors, presque partout, &7, £, .
forment une suite totale dans §;. D’aprés (i), on a, pour j=1, 2, ...,

[ @y a0y =v@y=y@y= ® (@)Et dv (©).

Donc Uy (a)t} = x(a)&% quel que soit j lorsque ¢ n’appartient pas a un cei-
tain ensemble v-négligeable V,. Pour { & /V,, la restriction de U;(a) 4 un sous-
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espace vectoriel partout dense de %; est égale & y(a).1; mais Uy(a) est
hermitien, donc égal & y(a).1 sur tout son ensemble de définition. Soit
alors a,, a,, ... une suite d’éléments de B(g) engendrant I'espace vec-
toriel 3(g). Pour (¢ NV, UN, U ..., U; admet le caractére y.

Enfin, supposons que U; admette, pour tout {, un caractére X¢- Pour fixer

®
les idées, soit @ un élément symétrique de 3(g). Si E—_—f Erdv({)e$, on

@ N
a, d’aprés (i), U(a)i:f xz(@)E dv(5). Soit T Topérateur autoadjoint
défini par le champ {—>x;(a).1.0na U(a)| §'=T| %' Donc
U(a)"=(U(a)| §')"=(T|%')",

de sorte que 7 prolonge U(a)*. Comme T et U(a)" sont autoadjoints, on en
conclut que 7'= U(a)*.

LemMe 21. — Soient T un groupe de Lie simplement connexe, X' un sous-
groupe distingué fermé connexe de codimension 1 dans T, g et §' les algébres
de Lie de T et I'. On suppose 3 (3) ¢ U (g'), de sorte que 3(3') = 3 (3) nU(g)).
Soit xe€g tel que xég'. Sotent a,€B(g')(aiZ£0) et a, €V (g') tels que
a = xa,+ a, soit un élément symétrique ou antisymétrique de 3 (g). Soit A
Uensemble des caractéres hermitiens de B (g') correspondant a une repré-
sentation unitaire irréductible de I' et a une seule (a une équivalence prés).

(1) Soit U’ une représentation unitaire irréductible de I' dont ie carac-
tére appartient a A. Alors, U' se prolonge en une représentation unitaire
irréductible de T'.

(ii) Soient U une représentation unitaire irréductible de T, y son carac-
tére. Si la restriction de y a B(9') appartient & A, la restriction de U a I'
est irréductible.

(ii1) Tout caractére hermitien de 3 (g) dont la restriction a 3(g') appar-
tient a A et est non nulle en a, correspond a une représentation unitaire
irréductible de T et a une seule (d une équivalence prés).

DEMONSTRATION. — Prouvons (i). Soit U’ une représentation unitaire irré-
ductible de I" dont le caractére y' appartienta A. Soient y€gety —expyel.
L’automorphisme intérieur de I' défini par y a pour différentielle & I'élément
neutre 'automorphisme exp ad, y. L’automorphisme exp adyy ) » est I'unique
automorphisme de ¥ (g) prolongeant exp ad,y. Cet automorphisme induit
I'identité sur 3(3g), donc sur 3(g'). Donc la représentation U'Y a pour carac-
tére y’. Puisque y' € A, U'Y est équivalente & U'. Donc (lemme 19) U’ se pro-
longe en une représentation unitaire de I, évidemment irréductible. D’ou (i).

Prouvons (ii). Soient. U une représentation unitaire irréductible de I', ¥ son
caractére, y' la restriction de x & 3(4¢'), U’ la restriction de U & I". Suppo-

52 ‘
sons '€ A. Soit U’:f Uz dv(¢) une décomposition de U’ en intégrale
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hilbertienne de représentations unitaires irréductibles de I' Pour presque
tout ¢, U admet le caractére y' [lemme 20 (ii)]. On peut donc supposer, en
modifiant Uz sur un ensemble de mesure nulle, que les Uy sont deux a deux
équivalentes. D’aprés [20], théoréme 1.5 (cf. aussi [7], chap. II, § 2, th. 2),
U’ est alors équivalente a4 une représentation du type suivant : on prend
deux espaces hilbertiens $§,, £j.2, une représentation unitaire irréductible ¥’
de I'" dans §, de caractére y/, et 'on forme la représentation unitaire V'@ 1
dans §,® §,. Nous supposerons donc désormais U'=V'® 1. D’aprés (i),
V" se prolonge en une représentation unitaire irréductible ¥ de I'. Si yeT,
Yel’,ona

U U'(y) U
=V ) = V(') @1
=V V) VM@= (VN @)U(Y)(V(1) @),

donc (V' (y) ®1)~* U(Y), commutant aux opérateurs. I’ (') = V'(y') @1, est
de la forme 1@ W (y), W (y) étant un opérateur unitaire dans $,. On a
UY)=V(y)® W(y). Comme U et V sont des représentations unitaires
deT, on voit que W est une représentation unitaire de I', triviale sur I".

Comme T'/T" est abéllen les W (y) sont deux a deux permutables Comme U
est irréductible, ces opérateurs sont scalaires, et $, est de dimension 1.

Donc § = %,, et U'= V" est irréductible. D’ou (ii).

Etablissons maintenant un résultat intermédiaire. Soient U, une représen-
tation unitaire irréductible de I dans un espace hilbertien $, x, son carac-
tére, p une forme linéaire réelle sur g nulle sur ¢’, « la représentation continue
de T dans le groupe des nombres complexes de module 1 définie par
a(expy) =expip(y¥)(y€g), U. la représentation unitaire irréductible
v—a(y)Ui(y) de T, x. le caractére de U,. Alors

(6) x2(a@) — xa(a) =tp(z)yi(a).
En effet, les éléments indéfiniment différentiables de % sont évidemment
les mémes pour U, et U,. Si £ est un tel élément, on a
(x2(@) — 1(a))2 = Uh(@en + aa)E — Un(a,+ as)
=U,y(z)Us(a1)e + Uz (az)E — U(z) U (a,); — Ui (a)%.

Or U;(a)t=Ui(a1)e= y1 (@)t et Uy(a,)z = U,(a,)¢ puisque U, et U, ont
méme restriction a I' (¢f. chap. I). Par ailleurs

Ua(2)2 = lim}"[(expidp(2)) Ui (espha) —E]

:h;nﬂ”‘?(_L)—_‘ U,(expAz)E
L>0

4+ lim M__l =ip(x)t+ U (z)t.
£>0 '

d’ott (ye(a) — i (a))z =ip(x)xi (@), ce qui établit (6).
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Ceci posé, nous pouvons démontrer (iii). Soit y un caractére hermitien
de 3(g) dont la restriction ¥’ 2 3(g’) appartient & A et est non nulle en a,.
Soit U’ une représentation unitaire irréductible de I' de caractére 3.
D’aprés (i), U' se prolonge en une représentation unitaire irréductible U,
de T, dont le caractére y, prolonge ¥’ donc est non nul en a,. Compte tenu
du lemme &, les nombres x(a), x:(a), ix1(ay) sont tous trois réels ou tous
trois imaginaires purs. Il existe donc une forme linéaire réelle et une seule p
sur g, nulle sur ¢, telle que

(7) y(a) — xi(a) =ip(z) i (ar).

Soit a la représentation continue de I' dans le groupe des nombres com-
plexes de module 1 correspondant & p. Soient Ula représentation unitaire
y—>a(Y) Ui(y) de I, x2 le caractére de U. D’aprés (6) et (7), on a x2(a) = ().
Par ailleurs, y. et y coincident sur 3(g'). Si:b est un élément quelconque
de 3(g), on a baj€K[a, a,, 3(¢')] pour un exposant s> o convenable
[lemme 2 (ii)]. Donc y:(ba{)=x(bai) et par suite y,(b) =y (b) puisque
x(a:) # o. Donc y, = y. D’ou ’existence d'une représentation unitaire irré-
ductible U de T de caractére x. Enfin, soit ¥ une autre représentation uni-
taire irréductible de I' de caractére y. Soit ¥’la restrictionde V a I", qui est
irréductible d’aprés (ii). Alors, ¥’ et U’ ont pour caractére y', donc sont
équivalentes puisque y'€A. On peut donc supposer désormais U'—= V.
D’aprés le lemme 18, il existe une représentation continue (3 de I dans
le groupe des nombres complexes de module 1, triviale sur I", telle
que V(y) =B(y)U(y) pour YE€T. Soit ¢ la forme linéaire réelle sur g nulle
sur ¢’ telle que B (expy) = exp(ia(y)) pour y € g. Puisque Uet ¥V admettent le
méme caractére y, la formule (6) prouve que o (x)y () =o. Comme ¥ (a,) £ o,
on a o(x) = o et par suite ¢ = o, U= V. Ceci achéve la démonstration du
lemme 21. :

Maintenant, nous nous dirigeons vers le lemme 20.

Leune 22. — Soient T un groupe localement compact, A un sous-groupe
distingué fermé de T, y, un élément de Y, V, une représentation unitaire
de A dans un espace hilbertien $, V, la représentation 6 — Vy(y,07,")
de A. Alors, les représentations U, et U, de T' induites par V, et V., sont
équivalentes.

DemoxsTRATION. — Le lemme est presque évident par transport de structure.
Soit &, (resp. &) I'espace hilbertien des fonctions f sur I a valeurs dans §,
mesurables pour la mesure de Haar (4 gauche, par exemple) de T', telles que
S(37) = Vi(3)f(y) [resp. f(3y) =V2(3)f(y)] poury €T, d€A, et telles que
la fonction ¥ —>f'(?) =||f(y) || sur I'/A déduite de y—|| f(y) || par passage
au quotient soit de carré intégrable pour la mesure de Haar & droite de I'/A.
Alors, &, (resp. R,) estl'espace de U, (resp. U.) (cf.[18]). Pour toute f€ &,,
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soit f' la fonction sur I définie par f'(y) = f(YoYY;!)- Sid€A, ona

S (37) = f(Yo 0vY3") = (Y0 35" Yoo ")
= Vi1 875" ) f(YoYs" ) =V2(3) f' (1),

et f'(1) = [/ 11s") | =F (Fo773"), donc £/ € s, et [| f/]| = m (§) || f]] en
désignant par m le module du groupe I'/A. Soit W 'application f— f' de &,
sur &,. Pour yeT, y'€T, on a

(WUNNHK) = U0 (Yo7 Y3") =f(voY' 13" 1)
=S (Y Y3 1r0)Y3") =L (YY" vro) = (Us (Y3 1Y) S (Y')s

donc .

WU (Y)=U:(Y5 1Y) W ou WU, (7) W= U,(vo)1 Ux(Y) Us(Yo),

ce qui prouve que U, et U, sont équivalentes.

Lemue 23. — Soient T un groupe de Lie, I' un sous-groupe distingué
Jfermé deT, get ¢ leurs algébres de Lie. On suppose 3(g)C 8 (g'). Soient U’
une représentation unitaire de I' admettant le caractére y', y la restriction
de ' a 3(g), U la représentation unitaire de T induite par U'. Alors,
U admet le caractére y.

DrnmonsTrATION. — Soit & I'espace de U. Soit U” la restriction de U a I'. La

®
définition des représentations induites entraine aussitét que U”:f Uz dv(f),

o chaque Uz se déduit de U’ par I'automorphisme de I' que définit un élé-

@
ment de I' (variable avec {). Soit §, :/ Er dv(¢) un élément du sous-espace

de Girding de £ relativement 4 U”. On a, pour a€3(g)c3(y¢'),

®
Uﬂ(a);,:f Ut (a)E; dv ()

[lemme 20 (¢)]. Or, les automorphismes de I correspondant & des éléments
de I définissent des automorphismes de ¥ (g') laissant fixes les points
de 3(g); donc Uz (a)tz=x(a)t; pour tout {. Donc U’ (a)t =y (a)k; cette
égalité s’étend a tout vecteur § indéfiniment différentiable pour U” (il suffit
de le vérifier pour a symctrique ou antisymétrique, auquel cas U’(a)
ou {U"(a) est hermitien). En particulier, U(a)t =1y (@)% quand § est indé-
finiment diftérentiable pour U.

Lemue 2. — Soient T un groupe de Lie nilpotent simplement connexe,
I un sous-groupe distingué fermé connexe de codimension 1 dans T, g et ¢
les algébres de Lie de T et I'. On suppose 3(g)CB(g'). Soit = un élément
de g n’appartenant pas a g'. Soient a, s, ..., ay.y des éléments de B(g'),
symétriques ou antisymétriques, algébriquement indépendants, engendrant
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le corps des fractions de 3(g'), tels que ay, a,, ..., a; engendrent le corps
des fractions de 3(g), et tels que |z, ag,,] = b soit un élément non nul
de 3(8); soit a un élément de 3 (g) affine relativement ¢ a,, a., ..., .
(L’existence de a,, as ,. .., gy, a résulte du lemme 12). Sait A I’ensemble
des caractéres hermitiens de B (g') qui correspondent a une représentation
unitaire irréductible de T' et a une seule (@ une équivalence prés).

(1) Soit U’ une représentation unitaire irréductible de I' dont le carac-
tére appartient d Aap(8')NA. Alors, la représentation unitaire de I induite
par U' est irréductible.

(i1) Soit U une représentation unitaire irréductible de I' dont le carac-
tére appartient a Ay (g). Alors, U est équivalente a la représentation induite
par une représentation unitaire irréductible de I".

(i) Tout ye Aq(g) qui se prolonge en un caractére de 3(g') apparte-
nant @ A correspond ¢ une représentation unitaire irréductible de T et a
une seule (a une équivalence prés).

DEMONSTRATION. — Prouvons (ii). Soit U une représentation unitaire irré-
ductible de T dans un espace hilbertien %, dont le caractére y appartient
a.As(g). Soient U' la restriction de U a I', et T'=1U'(a,.4), qui est essen-
tiellement autoadjoint (cf. chap. I; pour fixer les idées, nous supposons ;4
symétrique). Si § est un vecteur de $ indéfiniment différentiable pour U/, on
a, pour y = expAz (modI")

U(Y)U(ag ) U(Y)E=U'((exp adAz)ag.1)E
=U'(agr1+A0) . =U'(ag1)2+ Ax()E

donc U(Y)TU(y)' =T + Ay(b).1.

Comme a4, est symétrique, b est symétrique, donc % (d) est réel. L’appli-
cation y—> A est une représentation continue de I' dans le groupe additif R.
Donc on définit I' comme groupe de transformations de R en posant,
pour 6 € R et y = expAz (modI")

+.8=10 -y (b).

Pour tout ensemble borélien @ de nombres-réels, désignons par Pg le pro-
jecteur fg (T™) ou fp est la fonction caractéristique de ®@. (Comme 7™ est
autoadjoint, on peut lui appliquer le calcul opérationnel.) Si yeT est tel
que y = exp Az(modI"), on a
Un)PoU(Y) = fo (U(y)T*U(y)™) = fo (T + Ay (b).1)

=foqt) (T") = Po -yt = Py—19-
On a donc défini un systéme d'intransitivité [17] de base R pour U. Comme
%(b) Z o0, ce systéme est transitif et le stabilisateur d’un point quelconque

de R est I'. Alors, (ii) résulte de [17], théoréme 2.
Etabhssons maintenant un résultat intermédiaire. Soient U une représen-
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tation unitaire irréductible de I' de caractére y, U’ une représentation uni-
taire irréductible de I" de caractére y'. On suppose que y' prolonge y,
que ' €A, et que y(ab) =~ o. Alors, U est équivalente a la représentation
unitaire de I induite par U'. En effet, d’aprés (ii), il existe [ puisque ¥ (b) 3£ 0]
une représentation unitaire irréductible U} de I" telle que U soit équivalente
4 la représentation unitaire de I' induite par U,. Soit x| le caractére de U,.
D’aprés le lemme 23, y) prolonge x. Puisque y(ad) £ o, il existe un élé-
ment v de I' tel que 'automorphisme correspondant de 3(g') transforme ¥’
en y, (lemme 17). Or, si 'on transforme U; par v, la représentation de I’
induite par U ne change pas (lemme 22). On peut donc supposer que U, admet
le caractére y'. Comme y' € A, U; et U’ sont équivalentes. D’ou notre résultat
intermédiaire.

Prouvons alors (i). Soit U’ une représentation unitaire irréductible de I’
dont le caractére y' appartient & Ag(g')NA. Soit y la restriction de ¥’
a 3(g). Soit U, la représentation de T' induite par U'. Alors U; admet le
caractére y (lemme 23). Si 'on décompose U, en intégrale hilbertienne de
représentations irréductibles, presque toutes ces représentations admettent le
caractére y [lemme 20 (ii)]. Il existe donc une représentation unitaire irré-
ductible U de T' admettant le caractére y. D’aprés notre résultat intermé-
diaire, U est unitairement équivalente & U,. Donc Uj est irréductible. D’ou (i).

Prouvons (iii). Soit % un caractére hermitien de 3(g) non nul en ab, pro-
longeable en un caractére y' de 3(g') appartenant & A. Soit U’ une représen-
tation unitaire irréductible de I" de caractére x'. Soit U la représentation
unitaire de I' induite par U'. Alors, U est irréductible d’aprés (i), et son
caractére est y d’aprés le lemme 23. On a donc bien prouvé /’existence d’une
représentation unitaire irréductible de I' de caractére y. Et, si U, est une
autre représentation unitaire irréductible de I' de caractére ¥, elle est équi-
valente 2 U d’aprés notre résultat intermédiaire. D’ou (iii).

TrEoREME 1. — Soient T un groupe de Lie nilpotent simplement connexe,
g son algébre de Lie. Il existe dans B(g) un élément non nul c tel que
tout y € A.(8) corresponde a une représentation unitaire irréductible de T
et a une seule (a une équivalence prés).

DEMONSTRATION. — Le théoréme est évident pour dimI'—o0 ou méme
dimT =1. Supposons le théoréme établi pour les groupes de Lie nilpotents
simplement connexes de dimension < dimT, et prouvons-le pour I,

Soient ¢’ un idéal de codimension 1 dans g, I" le sous-groupe correspon-
dant de T, qui est fermé et distingué. Soit @’ un élément non nul de 3(g') tel
que tout y' €A (g') corresponde & une représentation unitaire irréductible
de I et & une seule (4 une équivalence prés).

Supposons d’abord B(g')c3(g). D’aprés le lemme 21 (iii), il existe un
élément a2 0 de 3(g') tel que tout ;€ Ay, (g) corresponde & une repré-
sentation unitaire irréductible de T et 4 une seule (i une équivalence preés).
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Supposons maintenant 3(g) C 3(g’). Reprenons lés notations z, ay, a,, ...,
Q4415 b, @ du lemme 24 et supposons de plus a affine relativement a a,
@, - .., Qq, ce qui est possible d’aprés le lemme 12 (v). En multipliant &' par
un élément convenable de 3 (g'), on peut supposer que a'€ K[a,, as, ..., @411 ],
donc que .
a'=ag,,c+ ajl} ...+ Co,

oucr, Cryy ..., oEK[a, as, ..., a,], ¢, 0. Nous allons d’abord montrer
que, si x' € A, (8'), Y’ correspond i une représentation unitaire irréduétible
de I'" et & une seule (4 une équivalence prés). Pour fixer les idées, suppo-
sons @4, donc b, symétriques; alors y'(ag.1) et ' (b) sont réels. Puisque
%' (¢r) # o, il existe un nombre réel A tel que

My (er) + Ny (eray) 4o+ ) (co) Z 0.

Pour tout peR, soit 4, la restriction & g’ de I'automorphisme exp adpz
de g. L’extension de Ay, & WU(g') laisse fixes les éléments de B(g) et trans-
forme a,., en @, + pb. Le caractére y' est donc transformé en un carac-
tére y, qui prend les mémes valeurs que y' sur 3(g) et prend la valeur
X (@g41) + px/ () en ag,q. Puisque '(b) 0, on a x'(ag4s) + py' (&) =12
pour p. bien choisi. Alors,

xi(@) =Ny (c:)+ M1y (cr—y) +. ..+ ¥ () o0,

donc x) correspond & une représentation unitaire irréductible de I' et & une
seule (A une équivalence prés). Le caractére ' posséde donc la méme pro-
priété.

Soit alors y € Ay,q(g). D’aprés le lemme 16, y se prolonge en un carac-
tére ' € Ap,a(g'). D’aprés ce qui précéde, ' correspond i une représenta-
tion unitaire irréductible de I" et & une seule (4 une équivalence prés). Alors,
d’aprés le lemme 2k (iii), y correspond & une représentation unitaire irré-
ductible de T' et & une seule (4 une équivalence prés). D’ott le théoréme 1.

ReMARQUE 3. — Des exemples simples montrent que le théoréme 1 ne se
généralise pas aux groupes de Lie résolubles. Le centre 3(g) de U (g) peut
étre alors « trop petit ».

DerniioN &, — Soient T un groupe de Lie nilpotent simplement
- connezxe, § son algébre de Lie. Un élément a de 3(g) sera dit classifiant
pour T s’il est non nul et si tout y € A.(g) correspond d une représentation
unitaire irréductible de T et a une seule (d une équivalence prés).

Le théoréme 1 affirme I'existence d'éléments classifiants.

11 est clair que le produit d'un élément classifiant par un élément non nul
quelconque de 3(g) est encore classifiant.

Pour la suite, nous aurons besoin des deux lemmes suivants, qui précisent
le théoréme 1 :
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~ Lewme 25. — Soient I' un groupe de Lie nilpotent simplement connexze,
I" un sous-groupe distingué fermé connexe de codimension 1 dans T, g et ¢'
les algébres de Lie deT et ', x un élément de g n’appartenant pas a g'.
On suppose 3(3')CB(g). Il existe des éléments symétriques -ou antisymé-
triques ay, a,, ..., a; de 3(g) et un élément a de 3(g') avec les propriétés
suivantes :

(1) a, @, ..., a; sont algébriquement indépendants et engendrent le
corps des fractions de 3(g).

(1) ay, as, ..., a;—y engendrent le corps des fractions de 3 (¢').

(ii1) @;—=2b -+ c avec b o0, be B(g'), ceU(g').

(iv) a est classifiant pour T et I'.

(v) a est affine relativement d (a,, a, ..., a,_,) et (a, @, ..., ay).

(vi) @ est produit de b par un élément de 3(g').

(vil) Toute représentation unitaire irréductible de I' dont le caractére
est non nul en a se prolonge en une représentation unitaire irréductible deT".

(viii) 8¢ une représentation unitaire irréductible de I' a son caractére
non nul en a, sa restriction a I' est irréductible.

DemonsTrATION. — Choisissons ay, a,, ..., a, conformément au lemme 11
(ou I'on suppose que g,,—¢', £,— x). La propriété (iii) est donc satis-
faite avec b = agy, ¢ = a,4,. D'aprés le lemme 3 (iii), les propriétés (i) et (ii)
sont aussi vérifiées. Soit b, un élément affine relativement a (a,, a,, ..., ag,).
et (ay, s, ..., a;) [lemme 11 (iii)]. Soit &, un élément classifiant pour I".
(théoréme 1). Soit &' (resp. b,) un élément de K[a,, a,, ..., @;—y] produit de b
(resp. by) par un élément non nul de K[ay, a,, ..., a;—y]. Soit a="5b,5b'b;.
Alors, les propriétés (v) et (vi) sont vérifiées. L'élément @ est évidemment
classifiant pour I', et il est classifiant pour I' d’aprés le lemme 21 (iii). Les
propriétés (vii) et (viii) résultent du lemme 21 (i) et (ii).

LemMe 26. — Soient T un groupe de Lie nilpotent simplement connexe,
I un sous-groupe distingué fermé connexe de codimension 1 dans T, g et ¢’
les algébres de Lie de T et I', x un élément de ¢ n’appartenant pas a g¢'.
On suppose 3(g)CB(¢'). Il existe des éléments symétriques ou antisymé-

triques a,, as, ..., a,., de 3(g') et un élément a de 3(3) avec les propriétés
suivantes :

(1) ay, asy ..., agy, sont algébriquement indépendants et engendrent le
corps des fractions de 3 (yg').

(i) ay, a,, ..., a; engendrent le corps des fractions de 3(3).

(111) [z, agy1] = b est un élément non nul de 3(3), et
(expadiz)ag,y—=a,. +Ab  pour LeR.

(iv) a est classifiant pour T et T".
(v) a est affine relativement 6 (@, @z, - .., G;) €t (@1, Qay - .., Bgiq)-
(vi) a est produit de b par un élément de 3 (g).
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(vii) Toute représentation unitaire irréductible de I' dont le caractére
est non nul'en a induit une représentation unitaire irréductible de T

(viii) Il existe une application y —y' de Aa(g) dans Aa(9') possédant les
Dpropriétés suivantes :

1. pour tout y € A.(g), x' prolonge y;

2. pour tout c'€B(g'), il existe c€B(g) et un entier s>o tels que
x (¢)=yx(a)*x(c) pour tout y€Aa(8);

3. si x€Aa(3g), toute représentation unitaire irréductible de ' de carac-
tére y est équivalente a la représentation unitaire induite par une repré-
sentation unitaire irréductible de I' de caractére /.

DeMONSTRATION. — Choisissons ay, s, . .., @g44 conformément au lemme 12
(ou 'on suppose que g,—1=4¢', xz,—= =, et ou l'on change la numérotation
des a; de maniére que a,., soit I'élément noté a, au lemme 12). La pro-
priété (iii) est donc satisfaite. D’aprés le lemme 3 (iii), les propriétés (i) et
(ii) sont aussi vérifiées. Soit b, un élément affine relativement a (ay, as, ..., ag)
et (ay, @y ..., @gsq) [lemme 12 (v)]. Soit b, un élément classifiant pour I"
(théoréme 1) ; comme on I'a vu dans la démonstration du théoréme 1, on peut
supposer b, € 3(3g), et bb, b, est alors classifiant pour I'. Soit &' (resp. b},) un
élément de K[ay, a,, ..., az] produit de b (resp. b,) par un élément non
nul de K[ay, as, ..., a;]. Soit @ ="5b,b'b),. Alors, les propriétés (iv), (v)
et (vi) sont vérifiées. La propriété (vii) résulte du lemme 24 (i). Soit y —>x'
une application de A,(g) dans A,(g') possédant les propriétés (i) et (ii) du
lemme 16, c’est-a-dire les propriétés 1 et 2 du lemme 26 (viii). Il ne reste
plus qu’a prouver la propriété 3 du lemme 26 (viii). Soient y€ A, (g), et U
une représentation unitaire irréductible de I' de caractére y. Alors, U est
équivalente & la représentation unitaire induite par une représentation uni-
taire irréductible U’ de I" [lemme 2k (ii)]. Le caractére x; de U’ prolonge y
(lemme 23). Comme % est non nul en ab, ¥ et ; sont transformés I'un de
Pautre par un automorphisme intérieur de g (lemme 17). Sans changer U, on
peut donc supposer que U’ admet le caractére ' (lemme 22).

REMARQUE 4. — D’aprés la remarque 2, chap. V, si ¢/;2 0 est un élément
donné de B (g'), on peut choisir I'application y — %' de maniére qu’en outre
Pélément ¢ associé 4 ¢’ dans la propriété (viii b) soit non nul.

CHAPITRE VIL

PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER.

Notre but actuel est le théoréme 2, qui se démontre par récurrence sur la
dimension de g, en comparant g et un idéal ¢’ de codimension 1 .de g. La
encore, il faut distinguer essentiellement les cas B (g')c3(g), B(g)c3(¢').
Les lemmes 27 et 28 préparent I'étude du premier cas, les lemmes 29, 30
et 31 préparent I'étude du deuxiéme cas.
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Lemye 27. — Soient I' un groupe de Lie, g son algébre de Lie, §' un idéal
de codimension 1 de g. On suppose 3(g)¢ WU (¢'). Il existe donc z, a,, a,
tels que reg, x&4g', a,€3(9'), a;Zo0, a.€WU(g'), et a =za,+ a.€ 3 (3).
Soit beWU(g). Il existe des éléments by, bs, ..., b, de U (g'), des éléments b',,
by, ..., b, de 3(g) et un entier s> 0 possédant la propriété suivante : pour

toute représentation unitaire U de I' admettant un caractére y non nul
en a,, on a

U(b) =x(a)=[x(8) U(br) + 3.(82) U(bs) +. ..+ x(8,) U(by) |-

DEMONSTRATION. — Kcrivons & = 2" ¢p—+ &€y + . . .~ Co, OU Cpm,
Cm—1, -+, Co€U(g'). Le lemme est évident si m — o (on prend alors p —1,
bi=0b, by=1, s=o0). Supposons-le établi pour les entiers <<m. On a
b=uab'+ b" avec des éléments &', " de U (g) auxquels on peut appliquer
I’hypothése de récurrence. Pour toute représentation unitaire U/ de I' admettant
un caractére y non nul en «,, on a

xw(a).1=U(a) =U(z)U(a,) + U(a,) =y () U(x) + U(a,),
d’ou U(z) =y (a:) [y (a).1— U(a,)], et par suite

Ub)=U(x)Ub')+ Ud")
=x(a:) [y (@) U¥') — U(a) U(d') + x(a,) U(d")].

11 suffit alors d’appliquer a U(%'), U(d") ’hypothése de récurrence.

 Lemme 28. — Soient I' un groupe de Lie, I' un sous-groupe distingué
Jfermé connexe de codimension 1 dans T, g et ¢’ leurs algébres de Lie. On
suppose 3(3) ¢ U(g'). Définissons x, a, as, a comme au lemme 21. Soit U
une représentation unitaire de I admettant un caractére y, non nul en a,.
Soit U' la restriction de U a I'. Alors, les vecteurs indéfiniment différen-
tiables pour U et U' sont les mémes.

DEMONSTRATION. — Soient $ I'espace hilbertien ou opére U, §, et ) les
sous-espaces vectoriels de § constitués par les vecteurs indéfiniment différen-
tiables pour U et U'. On a évidemment §; C ). D’aprés le lemme 27 (dont
nous utilisons seulement une partie) il existe des éléments b,, b, de U (g’)
tels que (U(x) = U(b,) + tU(b,). Soient by — b} + b7, b, = b} + b; avec b7,
b} symétriques, b7, b7 antisymétriques. Alors

iU(x) = (U(b) + i U(b3)) + i(U(B}) — iU(7))

est la décomposition de U(x) en parties hermitienne et antihermitienne;
comme {U(x) est hermitien, on a (U(x)=U(b})+ iU(b3), donc iU(x)
admet un prolongement hermitien a $), a savoir U'(b7) + iU (b3). Or
(¢U(z))*= T est autoadjoint ([23 ], théoréme 1; en fait, d’aprés le théoréme
cité, méme la restriction de ;U(z) au sous espace de Girding de U est essen-
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tiellement autoadjoint). Donc 7 prolonge U'(b7) + {U’(b3). Ainsi, T laisse
stable §',. Donc ([21], p. 571) si L€ §) et yeT, le vecteur

2 [U(yexp(Az)) — U(Y)]e=U(y) A [U(exprz) —1]¢

a une limite forte quapd A—> o, limite égale & — iU(y) T:. Par ailleurs, si
y€g¢ etyerl, le vecteur

[ U(vexp(ry)) — U(y)JE=U(y)A [ U (expry) — 1]

2

a une limite forte quand-A— o, limite égale & U(y)U'(y)E. Les résultats
précédents entrainent, par récurrence sur n, que la fonction y - U(y)Esur T
est n fois différentiable, quel que soit n. Donc £ € §, et finalement §,— §'.

LemMe 29. — Soient T un groupe de Lie, g son algébre de Lie, p un
entier > o, U une représentation unitaire de I' dans §= L& (R?), & le
sous-espace de § formé des vecteurs indéfiniment différentiables pour U.
Soient %, le sous-espace de £ formé des fonctions indéfiniment différen-
tiables a décroissance rapide au sens de L. Scawartz sur R?, D; lopérateur
de dérivation par rapport a la jéme variable défini dans §,, M; I’opé-
rateur de multiplication par la j*m¢ variable défini dans|§,. On suppose
que $,CR, et que l'ensemble des opérateurs U(a)|$H,, pour ael(yg),
contient D,, M,, D,, M,, ...,D, M,. Alors, §,— R. ’

DiMONSTRATION. — Soit je{1, 2, ..., p}. Il existe aeU(g) tel que
D;=U(a)|$,. Soit a = a*—+ a— avec a* symétrique et g~ antisymétrique.
Alors, U(a*) | %, et iU(a~) | H, sont hermitiens. D’autre part, 7 .D; est her-
mitien. Donc U(a*) | £, = o, de sorte qu’on peut supposer a antisymétrique.
Alors, {U(a) est un prolongement hermitien de i D;, donc (i D;)* est un
prolongement de ({U(a))* qui est lui-méme un.prolongement de iU(a).
Ainsi, £ est contenu dans I'ensemble de définition de Dj et est stable pour D.
Or, I'ensemble de définition de D; est 'ensemble des fonctions de § dont
la jitme dérivée partielle au sens des distributions appartient encore & §. On
voit donc que, si £ € &, ses dérivées partielles de tous les ordres au sens des
distributions sont des éléments de %, donc la fonction { est égale presque
partout a une fonction indéfiniment différentiable. Raisonnant sur les M;
comme on a raisonné sur les D;, on voit que, si £ € R, le produit de toute
dérivée de £ par tout polynome est de carré intégrable. Donc le produit de £
par tout polynome appartient & l'espace ®;.(R?) de ScHwaRTz et est par
suite borné. De méme, le produit de toute dérivée de £ par tout polynome
est borné, donc £ est une fonction indéfiniment différentiable a décroissance
rapide.

LemMe 30. — Soient p' un entier > o, p =p'+1, 8 (resp. $,) Uespace
vectoriel sur G des fonctions complexes indéfiniment différentiables @
décroissance rapide sur RP (resp. Rr), D', (resp. D;) Uopérateur de
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dérivation par rapport a la j®m¢ variable dans %, (resp. $,) pour
J=1, 2, ..., p' (resp. j=1, 2, ..., p), M; (resp. M;) l'opérateur de
multiplication par la ji" variable dans %', (resp. $,) pour j =1, 2, ..., p’
(resp. j=1, 2, ..., p), XA=C[D,, ..., D,, My, ..., M,],
A=C[Dy, ..., Dpy, My, ..., M,). Il existe un homomorphisme
unique ® de A' dans A tel que ®(D;)=D; et ®(M;)=M; pour
J=1,2,..,p.

DEMONSTRATION. — L’unicité de @ est évidente. D’autre part, soit P un
polynome non commutatif & coefficients complexes en 2p’ variables tel
que P(Dy, ..., D, M\, ..., M,)=o. Pour fe §, et A€R, soit fi

P
I'élément de §, obtenu en fixant dans fla pme variable égalea 1. Alors

(P(Dyy ... Dp sy My, ..., Mp_y) fR=PM,, ... M,_,, D, ..., D, ,)fr=o,

donc P(Dy, ..., Dpy, My, ..., M,_,) f=o, etfinalement P(D;, ..., D,_,,
M, ..., M, ,)=o0.Dou I'existence de ®.

Lemme 31. — Soient g une algébre de Lie nilpotente réelle, §' un idéal
de ¢ de codimension 1, T le groupe de Lie simplement connexe d’algébre
de Lie g, I" le sous-groupe fermé deT correspondant a ¢', x un élément de g
n’appartenant pas a g, A le sous-groupe fermé de T' correspondant a la
sous-algébre Rx de g. On identifie T au produit semi-direct de I" et A,
et U'on identifie A au groupe R par i 'application A—>expAz.

D’autre part, soient p' un entier > o0, p =p'+1, §' Uespace hilbertien
Lé (R¥), U' une représentation unitaire de I' dans %', U la représenta-
tion unitaire de I induite par v, qui opére dans

§=Lj(A) =L} (R)=L&(R” x R)= L& (R?).

On adopte les notations %', $,, D';, D;, M';, M;, X', X, ® du lemme 30.
On suppose que les éléments de %, sont indéfiniment différentiables
pour U' et que les opérateurs U'(a') | §',, pour o' € U(g'), appartiennent
a . Alors :

(1) Les éléments de $, sont indéfiniment différentiables pour U.

(ii) Ona U(x)| $,= D,

(1i1) Soient a,€ U(g'), et a;=(adx)/ a,, de sorte que aj—o lorsque j
dépasse un certain entier r. On a

Ula) | 5= (U (a) | §,)
-+ ﬁMp(D(U'(a;) | B,) +...+ ,_T‘IM;‘I)(U(ar) 15)).

DEMONSTRATION. — Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.
1° Soient EEﬁl, veTetieR. On a
[ U(yexpAz) — U(y)]E=U(y) ' [U(exprz) —1]E.
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Or, £ est une fonction de p variables réelles ¢, €, ..., e, et U(expAz)§
est égal (compte tenu de la définition des représentations induites et de nos
identifications) a la fonction (ey, €, ..., €p) —>E(Eq, &, ..., Ep+ A). Il est
alors immédiat que I'élément A—*[ U(expAz) —1]§ a une limite forte dans §
quand A— o, et que cette limite est D,£. Donc A1 U(yexpAz) — U(Y)]E
a une limite forte dans % quand A — o et cette limite est U(y) D,&.

2° Soit toujours %€ %;. Soient y € ¢’ et p€ R. Pour calculer U(exppy)E,
nous devons identifier £ & une application n» de R dans §'; n(e,) est la
fonction (&4, €y - .., €p—1) >E (&1, €2, ..., €,); écrivant

(expe, ) (expiry) =[ (expe,) (expiy) (expe,@)~] (exps,)
on voit que la transformée de n par U(expp.y) est I'application n' de R
dans $' définie par
' (ep) = U'((expe, ) (exppy) (expe,2)) m(ep).

Considérons le second membre comme une fonction de p a valeurs dans §'.
Comme 7(e,) €9, et que les éléments de $, sont indéfiniment différen-
tiables pour U’ par hypothése, cette fonction est indéfiniment différen-
tiable; ses deux premiéres dérivées sont les fonctions

g U'((expep) (exppy) (expepz)—) U'((expade,z).y) n(ep),
p—> U'((expe, @) (exppry) (expe,x)—) [U'((exp ade,2).y)]tn (s))-

D’aprés la formule de Taylor pour les fonctions vectorielles ([2], p. 70), on
a donc

® pt[U'((expep ) (exppry) (expe,)) 1 (e,) — 1 (,)]
:U’((expads,,x).y)n(ep)+p—‘pr dv
avec ’
A= (p —v) U'((expep ) (expvy) (expe,x)~") [U'((expade,2).y)Fn(ep)-
Le deuxiéme terme du deuxiéme membre est majoré en norme par
|- [U' ((expade,z).y) J'n(ep) |-
Posons (adz)/y = y;, de sorte que 0 =y, =)2=.... Ona
(expadey,z).y =yo+ ;E—' EpYi+.. .+ s—xis,’,y,..
Donc
U'((expade,).y)n(ep) = U'(y0) n(ep)

+ 516U () n(ep) +- -+ 76U (y) 0 (ep)-
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Par hypothése, U'(y,) | 8, U (y:) | B}, .., U'(ys) | H appartiennenta A'.
On voit alors que l'application ¢, — U'((expade,z).y)n(ep) s'identifie &
un élément £, de $,, & savoir

©  L=0U ()| 8):
+ T My @ (U (70) | 80) E+ooit 57 MU' ()| B0 E.

De facon analogue, I'application e, — [ U'((exp ade, ).y )]?n(¢,) s'identifie
a un élément de $,, donc la fonction ¢, — || [U'((exp ade,z).y)]2n (ep) ||
est de carré intégrable. Or, la formule (8) prouve que

lp—'[U(exppy)E—E] —Ei P <L H’f 11U ((exp ade,@).y)]* 1 (ep) |I* dep

On voit donc que p—t[U(exppy)t—Et] a une limite forte dans $
(quand p.— o; et cette limite est £, € §,. Par suite, pour yeT,

pt[U(yexppy) £ — U(Y)E]

a une limite forte dans $ quand p.— o, égale & U(y)&;.

3¢ Par récurrence sur m, les résultats de 1° et 2° prouvent que la fonc-
tion Y—> U(y)% sur T, & valeurs dans %, est m fois différentiable quel que
soit m; cette fonction est donc indéfiniment différentiable. Ainsi, % est un
vecteur de $ indéfiniment différentiable pour U; on a prouvé (i), et I'on
voit en outre que %, est stable pour les opérateurs U(a)[aeM(g)]. Les
résultats de 1° prouvent alors (ii). D’autre part, la formule (g) prouve (iii)
lorsque a,€ g¢'. Pour achever d’établir le lemme, il suffit donc de montrer
que, si (iii) est vrai pour des éléments a,, b, de W(g'), (iii) est vrai
pour ayb,. Or, on a (les sommes écrites n’ayant qu'un nombre fini de termes
non nuls)

U(a:bo) | §1= (U(ao) U(bo)) | B1= (U(a) | B:) (U(b0) [ H1)

=30 77 ML (U () | B)) 77 M4® (U' () | §,)
1

=200 g

Myt ®(U' (abs) | 8))
=2, M}‘,d)(U’(aobu—i— (‘:) P S aubo> | ﬁj;) .

[On a posé b;=—(adzx)/ b,]. D’aprés la formule de Leibnitz,
agh,—+ <I:>a1b,,_l+. ..+ aubo= (ad z)*(a,b,). D’ol notre assertion.
TueoriME 2. — Soient T un groupe de Lie nilpotent simplement connexe,

g son algébre de Lie, p ile défaut de commutativité de g. Soit § Uespace
hilbertien Lé(R/’). Soit %, le sous-espace vectoriel de § formé des fonc-
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tions indéfiniment différentiables a décroissance rapide sur Rr. Soient D,
M; les opérateurs, définis dans %, de dérivation par rapport a la jiéme
variable et de multiplication par la ji*m¢ variable, et A = G[Dy, ..., D),
M, ..., M,). Il existe un élément classifiant a de 3(g), et, pour
tout y € A.(8), une représentation unitaire irréductible U, de T dans % de
‘caractére y, avec les propriétés suivantes :

(i) Pour tout y€Aq(8), le sous-espace des éléments de § indéfiniment
différentiables pour Uy est $,. .

(ii) Pour tout y€A.(8), l'algébre des opérateurs Uy(c), od ¢ par-
court U(g), est X.

(iii) Pour tout ce M(g), il existe des éléments T\, T,, ..., T, de R,
des éléments c,, cs, ..., ¢ de 3(g), et un entier s> o, indépendants de y,
tels que

Uy (e) = x(a)~*[x(es) Tatx(e2) Tot- ..+ (cr) Tr]

quel que soit y€ Aa(g).

DeMONSTRATION. — Pour pouvoir mener 4 bien une démonstration par
récurrence, nous allons en fait démontrer le résultat plus précis suivant :
soient T, g, p, 8, 8§, D;, M;, A comme dans I’énoncé du théoréme.
Soient en outre h une algébre de Lie nilpotente réelle contenant g comme
idéal, (g,, 81, ..., 8») une suite d’idéaux de h tels que 0 = g,C 9:C...C g, =33
et dim g;/g;_,—1 pour 1 £ j < n (une telle suite existe d’aprés le théoréme
d’Engel). Soit z; un élément de g; n’appartenant pas a g, ,(j =1, 2, ..., n).
Alors il existe un élément a de 3 (g) classifiant pour T, et, pour tout y € A,(3),
une représentation unitaire irréductible U, de I' dans $ de caractére y,
avec les propriétés suivantes :

(1) et (iii) : comme dans le théoréme 2.

(iv) Pour tout y€A,(3) et tout c€ U(y), on a Ul(c)eﬂ

(v) Rangeons les indices mixtes (relativement a la suite gy, 81, ---, §2)
par ordre de profondeurs croissantes, ce qui est possible d’apres le
lemme 14(i). Soit j le k®*me de ces indices, ¢ sa profondeur. Pour
tout c€ 3(g,) N WU(g;) et tout x€An(3), on a Uy(c) € C[ My, My, ..., Mp]-
I existe ce 3(g,) N U (g;) tel que, pour tout z€h, onait[z, c]€ 3 (g,) N U(g,")
avec un indice ;' de profondeur >>g¢, et tel que, pour tout y€A.(3),
Uy(c) — Ay My € G[ Myri, Mrss, ..., Mp] avec un scalaire Ay non nul.
- (vi) Rangeons les indices libres par ordre croissant. Soit j le A'*™e de ces
indices. Pour tout c€ U (g;) et tout y €A(g), on a Uy (c)€C[Dy, ..., Dy,
M, ..., M,]. Pour tout ce ¥ (g;—,) et tout y€A.(g), on a Uy(c)eC[D;, ...,
Dy, My, ..., M,]. Pour tout cexz;+ U(g;—1) et tout y€A,(g), on
a Uy(cy— Ay Di€G[Dy, ..., Dy, My, ..., M,] avec un scalaire A, non nul.

(vii) Pour tout y€A,(g), il existe un ceU(g), tel que Uy (b) =i.1.

Montrons d’abord comment (iv), (v), (vi), (vii) entrainent le (ii) du théo-
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réme 2. Soit y € Aa(g). Soit A’ I'algébre des opérateurs Uy (c), ou ¢ par-
court U (g). D’aprés (vii), A’ est une algébre sur G. D’apres (iv), A'c X.
La derniére assertion de (v) entraine de proche en proche que M,
M,_, ..., M, appartiennent 3 X’. Compte tenu de ce fait, la derniére
assertion de (vi) entraine de proche en proche que Dy, D,, ..., D,
appartiennent 3 A'. D'ou A'= X&.

Notons que (iv) résulte de (iii). Il nous reste donc & prouver I'existence
d’un élément a et de représentations U, vérifiant (i), (iii), (v), (vi), (vii).
Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.

1° L’existence de a et des U, est évidente lorsque I' est de dimension o
ou 1. Supposons l'existence de a et des U, établie lorsque dimg<<n.
Posons g,_;=4¢'. Soient I' le sous-groupe de I' correspondant & ¢', p' le
" défaut de commutativité de ¢/, %’ D'espace hilbertien L&(R¥'), §, le sous-
espace vectoriel de $' formé des fonctions indéfiniment différentiables &
décroissance rapide sur R”, D, et M; les opérateurs, définis dans ), de
dérivation par rapport a la ji¢me variable et de multiplication par la jttme
variable, et A'=C[D, .. D’p,, M, ..M, ] Nous allons appliquer
Phypothése de récurrence h I", g, v ¥, 11)“ , X', b, a la suite
d’idéaux g,, 81, ..., go—1=—24g', €t aux éléments x,, x,, vevy Zn—y. 1l existe
donc un élément classifiant @' de B(g') et, pour tout y'€As(g'), une
représentation unitaire irréductible U), de I" dans ', de caractére ¥/, avec
les propriétés analogues & (1), (iii), (v), (vi), (vii).

2° Supposons d’abord 3(g¢')c3(g). Alors, p'=p, =29, §, =9,
D,=D;, M;=M;, A=2A. D'aprés le lemme 21 (iii), dont nous adop-
tons les notations, le produit a] de @’ par un certain élément a, de 3(g')
est classifiant pour T'. Pour tout y€A,;(g), soit U, une représentation
unitaire irréductible de caractére y de I'. La restriction y' de x a 3(g¢')
appartient & Ay (g'). D’apres le lemme 21(ii), la restriction de Uy, & I" est
irréductible et de caractére y', donc équivalente a U,.. En remplacant Uy par
une représentation équivalénte, on peut donc supposer désormais que U,
opére dans $ et a Uy, pour restriction 2 I'. Montrons que a; et les Uy ainsi
obtenus possédent les propriétés (i), (iii), (v), (vi). La propriété (i) résulte
du lemme 28 et de I’hypothése de récurrence. La propriété (iii) résulte du
lemme 27 et de I'hypothése de récurrence. Les indices libres, les indices
mixtes et leurs profondeurs, sont les mémes pour les systémes go, g1, ..., $n—1
et go, 81, .- -, 9n; les propriétés (v) et (vi) résultent donc de I'hypothése de
récurrence. Enfin, soit a le produit de a] par un élément non nul a; du
centre de g. Pour y€A.(g), on a x(a;)Zo, donc y(a;) est un nombre
imaginaire pur non nul, d’ou la propriété (vii).

3° Dans toute la fin de la démonstration, nous supposerons 3 (g) C 3(g').
On a p =p'+1. D’aprés le lemme 26 et la remarque 4 qui le suit, il existe
un élément classifiant a; pour I' et une application y—y' de A(g)
dans A,;(¢') possédant les propriétés suivantes : (a) pour tout y € Aqz(g),
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% prolonge y; (B) pour tout c'€3(g'), il existe un c€B(g) et un entier
$3 0 tels que ' (¢/) = y(a;)~x(c) pour tout 3 € Aut(3); (1) si y € Aut(3),
toute représentation unitaire irréductible de I' de caractére y est équi-
valente a la représentation unitaire induite par une représentation unitaire
irréductible de I' de caractére y'; (J) il existe un élément non nul a}
de 3(g) et un entier >0 tels que y'(a')=yx(a]) “x(a;) pour
tout x€Ay(g). D’autre part, puisque 3(g)CB(g'), il existe un indice
mixte j de profondeur n — 1. D’aprés le lemme 1% (ii), il existe un élément
d de 3(¢')nU(g;) n'appartenant pas 3 U(g;—,) [donc n’appartenant pas
a 3(g)] et tel que [z, d]€3(¢')NnU(g;—1) pour tout z€h. D’aprés le
lemme 12 (ii), on a 3(8')NU(g;—) =3 (¢)NU(g;—,). Donc il existe un
indice distingué ;' tel que [z, d|€B3(3)nWU(g;/) pour tout z€l. Puis-
que d¢3(g), on a a}—=[&n, d|Zo0. Soit enfin a; un élément non nul du
centre de g. Nous poserons a —=aja,d;a;, de sorte que a est classifiant
pour T

Soit y€A.(8). On a y(a;)#o, donc ¥ (a')20. Nous avons donc
introduit au 1° une représentation unitaire irréductible U, de I'" dans ' de
caractére y'. Soit U, la représentation unitaire de I' induite par Uy.. D’aprés
la propriété (y) ci-dessus, U, est irréductible et de caractére y. Soit A le
sous-groupe de I’ correspondant 4 la sous-algébre Rz, de g. Le groupe T est
produit semi-direct de I" et de A, et A s'identifie 2 R par l'applica-
tion A - expAz,. Alors, U, opére dans

Ly (8) =Ly (R) == L&(R’ x R) = L&(Rr) = §.

Nous allons montrer que a et les U, ainsi construites possédent les pro-
priétés (i), (iii), (v), (vi), (vii).

Comme y(a})7#o pour y€A.(8), le méme raisonnement quau 2°
prouve déja que la propriété (vii) est vérifiée. D’aprés le lemme 31 et
I’hypothése de récurrence, pour tout y € A.(g), les éléments de £, sont
indéfiniment ‘différentiables pour U, et %, est stable pour les opéra-
teurs U, (c) pour c€ U (g). Nous allons prouver les propriétés (iii'), (v'),
(vi') ‘obtenues en remplacant dans (iii), (v), (vi) l'opérateur U,(c)
par U,(c)|%,. D’aprés un raisonnement déja fait, ceci entrainera que
I'algébre des opérateurs Uy (c)| %, ou c¢ parcourt U(g), est A. Compte
tenu du lemme 29, 'ensemble des éléments de $ indéfiniment différen-
tiables pour U, sera donc %,. On aura donc prouvé (i). En méme
temps, les propriétés (iii), (v), (vi) deviendront identiques aux propriétés
(1it'), (v'), (vi’) et seront donc établies.

I nous reste donc a prouver que « et les 7, vérifient (iit’), (v'), (vi').

4° Prouvons (iit’'). Il suffit de le-faire pour ¢ = z, et pour c€ U (g’). Or,
on sait déja que Uy(x,)|$H=D, [lemme 31 (ii)]. Soit donc mainte-
nant ce U (g'). Soit ¢;—=(adx,) ¢, de sorte que ¢;—= o pour j assez grand.
D’aprés I'hypothése de récurrence, il existe, pour chaque j, des élé-
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ments T, T}, ..., T/ de X', des éléments ¢/, ¢/, ..., ¢/ de 3(g'), et
un entier ;> o, tels que, pour tout y€ A,(g), on ait

Uy (¢cj) :X’(a’)—si[x’(c'li) Ti+4...+ X’(c,'.f) T,’:/.].

D’apreés la propriété (3) de 3° il existe des c; € 3(g) tels que ¥ (c/) soit
égal, pour tout y€A,(g), & x(c}) multiplié par une puissance entiére néga-
tive de y(a;). D’aprés la propriété () de 3, y'(a')y=Si=y(a;)~ix(a} ).
Compte tenu du lemme 31 (ii1), on a

Uy (€)1 §r=y(a)~*[x(e) Ti+y(e2) To+. ..+ x(cr) Tv],

ou s est un entier >0, ol ¢, Cy; ..., ¢ sont des éléments de B(g), et
on T, Ty ..., T,€eA [s, ¢;y ..., ¢, Ty, ..., T, étant indépendants
de y€As(3)].

5° Prouvons (v'). Rangeons les indices mixtes par ordre de profondeur
croissante. Soit alors j le A'*me indice mixte. Soit ¢ sa profondeur.
Soient ceB(g,)NMU(g;) et xy€A.(g). Supposons d’abord. g—n —1,
donc k=p. Alors, ¢ et ses transformés par adz,, (adz,)?, ... sont
dans 3(g'), donc les U, ((adz,)/c) sont des opérateurs scalaires, donc
Uy(c)| H,€G[M,] d’aprés le lemme 31 (iii), et la premiére assertion
de (v') est établie. Prenons pour c I'élément désigné par d dans le premier
alinéa de 3°; alors, pour tout z€l, on a [z, c]€3(g)nU(g;) avec
un indice j;/ de profondeur > gq; en particulier, a;=/[x,, c]€B(g),
donc (adz,)?c = o0; d’aprés le lemme 31 (iii), on a

Uy(c) | Bi=p1+ Mpy/(a;) = p.1+y(a;) M,  (ou peC);

or y(a;) 7 o puisque y€ A, (g), et la deuxiéme assertion de (v') est établie
Ainsi, (V') est établi pour ¢ = n — 1. Supposons maintenant ¢ << n — 1. Rela-
tivement & la suite gy, 1, ..., .1, l'indice j est encore mixte de pro-
fondeur ¢, et est encore le k'*™e indice dans la suite des indices mixtes rangés
par ordre de profondeur croissante. Soit ¢;= (adx)’c, de sorte que c;=o
pour/>r.D’aprés 'hypothése de récurrence, Uy (c) =P M, M.y, ... . M,_,),
P, étant un certain polynome. Alors, d’aprés le lemme 31 (iii),

U, (c)| = Po(M, ..., My_))
1
b LMy P My oy My) oot o MOPe (M, . M),

d’ou la premiére assertion de (v'). D’aprés I'’hypothése de récurrence, on
peut choisir ¢ de maniére que, pour tout s€h, [z, c]€B(g,) NU(g,) avec
un indice ;' de profondeur > ¢, et tel que, pour tout y€A.(g),
Uy (c) — 2 M soit de la forme P(M;.,, My,y, .., M,_,), oi P est un
polynome et ot % est un scalaire 0. On a en particulier c;€ 3 (g,) N U (3,7)
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pour [ >‘1_ )'v d’aprés I'hypothése de récurrence, Uy.(c) est de la forme
Py (M, .., M,_,) ot Pyest un polynome. Alors, d’aprés le lemme 31 (iii),

Ui(c)| H1=AM+ P (M, ..., M,_,)
o Mo Py My ooy, M) oot 5 MO P (M, o M),

d’ou la deuxiéme assertion de (Vv').

6° Prouvons (vi'). Soit j le k'*me indice libre (les indices libres étant
rangés dans P'ordre croissant). Supposons d’abord j = n, donc & = p. Alors,
la premiére assertion de (vi’) résulte de (iii’) qui est déja établi.
Soit ceM(g;—) =MW (g'). D’aprés I'hypothése de récurrence, pour.
tout y€Au(g), ona Uy (c)eC[D,, ..., D, ,, M\, ..., M), ,]; de méme,
sic;= (adz)‘c, onac,eW(g'), donc Uy (c) € C[D,, ..., D, ,, My, .... M},_,].
Le lemme 31 (iii) montre alors que Uy (¢) | $:€ G[ Dy, ..., Dpyy My, ..., M}),
d’ou la deuxiéme assertion de (vi'). Si cex,+ WU(g,—1) = z,+ WU(g'), ce
qui précéde et le lemme 31 (ii) montrent que

Uy(c)| $.€Dpy+C[D,, ..., Dpy, My, ..., My,

d’ou la troisiéme assertion de (vi’). Ainsi, (vi') est établi pour j = n. Su

) pour P-
posons maintenant j << n. Alors, j est le A'*m° indice libre relativement a la
suite gy, g1, - - -, §.—1. Soient encore

LEANa(g), ceU(g;) et a=(adz,) cel(g;).

D’aprés hypothése de récurrence, Uy, (c;)€ G[ D, ..., Dy, M'y, ..., M,_,].
Donc, d’aprés le lemme 31 (iii), Uy (c)| $:€ G[D, ..., Dy, My, ..., Mp].
On voit de méme que, si ce U(g;—,), on a

Uy(c)| $.€C[D,, ..., Dy, My, ..., M,).

Enfin, supposons c€z;+ W(g;—,). D’aprés I'hypothése de récurrence,
Uy (c)—rDeC[D,, ..., Dy, M, ..., M}, ,] avec un scalaire A 3 o;
on a [z, =z;]€4;,—,, donc (adz,)ceWU(g;_,) pourl/>o0; d’aprés le
lemme 31 (iii) et les propriétés précédentes, on voit que

Uy(c)| $1€ADi+ CG[ Dy, ..., Diyy, My, ..., M.
D’ou (vi’). Ceci achéve.la démonstration du théoréme 2.

Lemme 32. — Soient U l'ensemble des nombres complexes de module 1,
{ une application continue de U— {1} dans U. Soient § un espace
hilbertien, E I'ensemble des opérateurs unitaires dont le spectre ponctuel
ne contient pas 1. Alors, U'application U~ (U) de E dans lensemble
des opérateurs unitaires de $ est fortement continue.
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DEMONSTRATION. — Soient U,e E, 7€ $§, et ¢ > o. Il faut montrer que,
pour tout Ue K suffisamment voisin de U, au sens de la topologie forte,
on a [[Y(U);—(U,)E]|Le. Pour toute partie borélienne B de U,
notons Py le projecteur spectral correspondant de U,. Comme 1 n’appar-
tient pas au spectre ponctuel de U, il existe un voisinage ouvert 4 de 1

€ . . .
dans U tel que || PyE || < A Soit A’ un voisinage fermé de 1 dans U tel que
A'c A. 1l existe des fonctions 0y, 0,, définies et continues sur U, possédant
les propriétés suivantes :

(i) 00,1, 0L0,Z1, 8,4 0,=1;

(i1) 0, est nulle sur 4’', 0, est nulle hors de 4.

Posons ¢, =48, ¢o=148,. -On a Y () =4¢,(U) + ¢»(U) pour UekFE.
Or, ¢, se prolonge en une fonction continue sur U tout entier, de sorte que,

d’aprés le lemme 3 de [15], on a || LPI(U):—-LPI(U(,)'_{Hé%pour U assez

voisin de U, au sens de la topologie forte. D’autre part, on a |, | =0,
et 0, est majorée par la fonction caractéristique de 4, donc

II%(Uo)EH=||92(Uo)£lléllP42|Ié% et [[$(O)Z < 8:(0)z]l-

Enfin, comme 0, est une fonction continue, on a, pour U assez voisin de U,
au sens de la topologie forte,

N ™
.

Il°z<U>E—92(Uo>EHé§;’ done ||02<'U>£.||énezw.,>an+%é

Finalement, pour U assez voisin de U, au sens de la topologie forte,

N (D E—$(U)EN <141 (V) E— da (Do) El

+ 4 (DEN+ (92U EI £ f + 5 + 7 =

Lemmg 33. — Soient § un espace hilbertien, ' un sous-espace vectoriel
partout dense de §, Z un espace topologique. Pour tout {€ Z, soit T; un
opérateur défini dans §' et essentiellement autoadjoint. On suppose que,
pour tout €%, U'application {— Tx; de Z dans % est continue pour la
topologie forte de §. Alors I’application {— exp(iT?*) de Z dans l'en-
semble des opérateurs unitaires de $ est fortement continue.

DEMONSTRATION. — Nous désignerons le transformé de Cayley de 777,
transformé qui est unitaire, par Vy. Pour tout £ € §', V; transforme 7%z — i
en Tyt + it. Or, les vecteurs T7f — it (€ $§') sont, pour chaque ¢, partout
denses dans £ puisque 77 est essentiellement autoadjoint; d’autre part,

les applications {— T7% — ik, {— T¢% + i% sont, pour % fixé, fortement
continues. Il en résulte que I'application {— V; est fortement continue :
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c’est un cas particulier de [11], proposition 9. L’opérateur ¥; n’admet
Ppas 1 pour valeur propre, et I'on a

exp(iT3") = exp (— (Vet1) (Ve— 1)) = §( V7),

ou Y est la fonction 4—exp[(1+ %) (1— 2)~'] définie et de module 1
pour | 4| =1, A # 1. Il suffit alors d’appliquer le lemme 32.

TutoreMe 3. — Soient I un groupe de Lie nilpotent simplement connexe,

g son algébre de Lie. Choisissons %, a et les U, conformément au théo-
réme 2.

(1) Soit p une mesure bornée sur T. L’application y— Uy (1) définie
sur A.(g) est fortement continue [ pour toute topologie sur \,(g) rendant
continues les applications y — % (b), ou b 3(g)].

(1) Soit fe L&(T). Si y€ Au(g) varie de maniére que |y (b,)| -+
pour un élément fizé b, de 3(g), alors || U, (f)|| - o.

DeMONSTRATION. — Prouvons (i). Soit (zy, @, ..., x,) une base de g.
Pour j=r, 2, ..., n, solent T{, T}, ..., T/, des éléments de A (on
conserve les notations du théoréme 2), af, af, ..., a[i des éléments de B (g),
et s; un entier > o, tels que Uy (z;) =y (a)~%i[x(a]) T{+...+ x(af;,) TL)
pour x € A.(g) [théoréme 2 (iii)]. Si A, 25, ..., A, sont des nombres réels,
on a

U, (Mx,+ dozs+. ..+ byxy) = 3 10 (a) iy (ah) T

Donc, pour tout ¢ € $!, l'application (z, y)—>iUy(z): de g Aa(g)
dans % est fortement continue pour toute topologie sur A,(g) rendant
continues les applications ¢ — % () (b€ 3(g)). Donc (lemme 33), pour
tout € §, l'application (x, x)— (expUy(x)™)E de g < Ay(g) dans $ est
fortement continue. Or, exp U, (z)”= U, (expx). D’autre part, 'application
exponentielle de g sur I' est un homéomorphisme. On voit donc que P'appli-
cation (v, ) = Uy (Y) EdeI' x A,(g) dans % est fortement continue. Par suite,
quand y -y, la fonction v— U, ()% tend vers la fonction y— Uy, (Y)%
uniformément sur toute partie compacte de I'. Si | est une mesure a support
compact sur I', on voit donc que U, (p) Z tend fortement vers Uy, (i) €. Ceci
prouve (i) lorsqu’il s'agit de mesures a support compact. Enfin, si u est une
mesure bornée sur I, il existe, pour tout € > o0, une mesure P’ a support
compact sur I telle que || . — /|| Le; on a alors || U, (p) — U, (') || Le
pour tout y; d’ou facilement (i) en général.

Prouvons (ii). Soit fe€Lg(T). Pour tout ¢ > o, il existe une fonction f’
sur I' indéfiniment différentiable & support compact telle que || f— f' || <Z¢.
On a alors || Uy, (f)— Uy (f')||<e pour tout y. Il suffit de prouver
que || U, (f)||—o quand [y (b,)|—>—+. Nous supposerons donc désor-
mais .que f est indéfiniment différentiable a support compact. Pour
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tout (€9, Uy(f): est un vecteur indéfiniment différentiable pour U,,
et Uy (by) Uy (f) £ =Uy(8) %, ou g se déduit de f par I'opérateur différentiel
biinvariant que définit b,. Donc U, (g) = x(bo) Uy (f), d'ou

[2(Bo) [N Uy N II=11 Ty (&) 1 <18 1
Quand | x (&) | = + o, on voit que || Uy (f) || - o. D’ou (ii).

CHAPITRE VIII.

LA FORMULE DE PLANCHEREL.

Lewve 3h. — Soient g une algébre de Lie nilpotente réelle, (a,
Ay, - ..y ag) €t (a), dy, ..., a,) deux systémes d’éléments symétriques ou
antisymétriques de 3(g), chacun d'eux étant formé d’'éléments algébri-
quement indépendants et engendrant le corps des fractions de 3(g).
Posons t;—=1 si a; est symétrique, t;—=1i si a; est antisymétrique;
sotent a = P(ay, s, ..., a;) un élément affine relativement a a,, a,, ..., a,,
Q Uensemble des points (A, s, ..., A;) de RT7 tels que P(tidy, Tods, ...,
tghg) Zo, ® la bijection x—(t7'y(a1), 7i'y(a), ..., t7'x(ag))
de Ao(8) sur Q (cf. lemme 15). Définissons de méme ', a'=P'(a,,
@y o ..y ay), Q et O relativement a a., a,, ..., a,. Alors il existe une
partie non vide 2, de Q ouverte pour la topologie de Zariski, et une
partie non vide Q) de Q' ouverte pour la topologie de Zariski, telles que
la restriction de @' ®—'a Q, soit une bijection biréguliére de Q, sur Q.

DtMONSTRATION. — Il est clair que @' ®@—! est une application réguliére de Q
dans R7 et que @'~ est une application réguliére de ' dans R7. On a

a =Pi(a,, a ..., 0) Q7' (ar, as, ..., a,),

Py et Q, étant des polynomes, et Q, étant une puissance de P. L’ensemble Q,
des points (24, 2o, ..., Ay) de R tels que (PPy) (t1A1, Taday ..y Tghg) Z O
. est une partie non vide de Q ouverte pour la topologie de Zariski.
Pour A=(2y, 22y ..., ) ER,, on a @1 ()€ Aw(g), donc ®'®—'(A)eQ'.
On peut écrire

(PPy) (e, asy .., ag) =Ps(dy, ds, ..., af,) ;' (a,. ay, ..., a,),

P, et Q, étant des polynomes, Q, étant une puissance de P'. Si A= (4],
Xy, oo, 2)€RT7 est tel que (P'Py) (7, Tk, ..., Tgd) 70, on
a @9~ ())€Q,. Donc I'image de 2, par ®'®—* contient une partie non
vide Q) de ' ouverte pour la topologie de Zariski. Il existe une partie non
vide Q, de Q,, ouverte pour la topologie de Zariski, dont I'image par @' ®-!
est Q. D’ou le lemme.
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Lenue 35. — Soient Z un espace localement compact dénombrable a
linfini, v une mesure > o0 sur Z, § lUespace hilbertien L&(Z, v), T un
élément de £(%), © une fonction complexe sur Z < Z. On suppose que,

pour tout fe$ et tout f'€H, la fonction (§,¢')—>7(L, ) f()f (L) sur
Z < Z soit intégrable pour v @ v, et que

ﬂ (% ) S (&) FE@) dv(t) dv(t) = (TF| ).
Zx2Z

Alors, la fonction (¢, §') —7(8, ') est mesurable pour v @ v, et l'on a
(7 T)= 178 &) Pdv(§) du(T)).
Zx<Z
DEvMONSTRATION. — L’hypothése du lemme entraine aussitdt que t est
mesurable et méme localement intégrable pour v @v. Si 7 est de carré
intégrable pour v @ v, le lemme est bien connu. Il suffit donc de montrer

que, siﬂ [7(8,C) |Pdv(§)dv(f) =+ o, on a tr(T*T) =+ . Autre-
Zx2Z

ment dit, supposons tr(7*7) <<+ w, et montrons que 7 est de carré
intégrable. Puisque tr(7*7) <+ o, il est connu qu'il existe une
fonction (g, ') > 7.(%, ') de carré intégrable pour v ® v, et telle que
(Tf1f) = (& )@ ()dv(()dv (L) quels que soient fe$,

! ZxZ
f'€ $H. Soient p et p; les mesures sur Z x Z définies par

do(§, t) =7, ¢av(Q)dv(Y) et dp(§,¢)=n()av@)av ().
Alors,ff(g)f’(c’) dp(%, ¢) :j.f(g)m dp, (¢, ¢') quelles que soient les

fonctions f, f' continues & support compact sur Z. Donc p =p,, et par suite
T =1, presque partout pour v @ v (puisque Z est dénombrable a I'infini).
Donc 7 est de carré intégrable pour v @ v.

LemMe 36. — Soient Z un espace localement compact dénombrable a
linfini, v une mesure > o sur Z, % un espace hilbertien, & U'espace hilber-
tien Ly(Z, v), T un élément de £(R). Pour tout couple ({, ()€ Z < Z,
soit T(t, U')e£(H). On suppose que, pour tout feR et tout f'€ R, la
fonction (¢, ¢)—> (T, ) fQIf (L)) sur Z x Z soit intégrable pour
v v, et que

[ ransoireyse =i,

Alors, la fonction (g, ¢') > te(T(L, ) T(L, ¢)) sur Z X< Z est mesurable
pour v® v, et l'on a
(I T)= (T8 )T, L)) av(C) dv(T).

ZxZ
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DEMONSTRATION. — Soient (Z;)jes une base orthonormale de §, (fi)rex une
base orthonormale de L&(Z, v). Pour :€$ et feL&(Z, v), notons f&
I'élément £ — f({)Z de R&. Les fif; forment une base orthonormale de f.
Soit 7y (4, £) = (T(&, £)5 ;). Quels que soient fe L& (Z, v) et f'€ L& (Z, v),
la fonetion (g, ¢') > (T(%, &) f(Q)E; 1f'(§)%) =1 (& E)F(E)F (L) est
intégrable pour v @ v, et d’intégrale (7°(f%;) | f'£;/). Pour j et j' fixés dans J,
il existe un 7' € £(L&(Z, v)) et un seul tel que (T, f| f) = (T(f5;) | fE,7)
quels que soient fe L&(Z, v), f'€ L&(Z, v). D’aprés le lemme 33, la fonc-
tion 7, est mesurable pour v ® v, et 'on a

S | (T | fuip) | = ﬂ (6 T [ (€) do (©).
ZxZ

Donc
w(T*T) = 2x,x, 7,7 | (T Sily) 1 fwely) I
=3[ e nraoar)
Zx2Z

= @rivennas@a)

WZXZ
= (7L, )T L)) dv(E) dv(T).

ZxZ
Lewse 37. — Soient T un groupe localement compact dénombrable a

linfini, produit semi-direct d'un sous-groupe distingué fermé I' et d’'un
sous-groupe fermé A; on suppose que A est unimodulaire et que les auto-
morphismes de I définis par les éléments de A conservent la mesure de
Haar a gauche de 1'. Soient § un espace hilbertien, U’ une représentation
unitaire de I' dans $, U la représentation unitaire de T induite par U',
qui opére dans & = Lg(A). Soit ¢ une fonction complexe continue d
support compact sur I'. Pour 8, &' € A, soit 93,5 la fonction sur I' définie
par 93,5 (Y) =901y’ d"). Alors, la fonction (9, ¢') > tr(U' (95,5)" U’ (95,5))
sur A < A est mesurable pour dodd', et 'on a

w(U(<p)*U<<p)>:ﬂA (F(U 90,9V (95,)) o

DemonsTRATION. — Soit fe . La fonction (9, &', y') > U’ (dY'd-1) f(¢'),
définie sur A> A I’ et a valeurs dans $§, est fortement mesurable pour
dddd' dy’ : on le voit facilement en utilisant la définition de LusiN de la
mesurabiljté et le fait que U’ est fortement continue. Soit f’ un autre élément
de £. Alors, la fonction scalaire (3, &', ') = (U’ (3Y'0—%) f(3") | f' (9)) ¢ (Y 3—* &)
est mesurable pour dddd’dy’. 11 en résulte que la fonction

(3, 8 v) > (U'(3y'3=) f(3) | f'()) e (¥'d')  (0€A, d'€A, v el
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est-mesurable pour dddd’dy’, donc que la fonction
G )= UM @) (@)e(y)  (3€A, yel)

est mesurable pour dddy : on a en effet (U(y)f) (3) = U'(3y'd-1)f(39') si
v =17'¢’, par définition des représentations induites. Donc

[ 1@ @1 @ne | dsdy
= [ leiar [ 1@ @17 @)las
éf I U(Y)f”z-||f’”z-|?(T)l‘ﬁ’=”f||;-||f’]|,f|q;(y)]d]'<+oo.

On voit donc que la fonction (3, 7) = ((U(y)f) (8) | f'(9))@(y) est inté-
grable pour dddy. Son intégrale est égale a

[ema [«wmn@1renai= [om @4 =T 11).
Ce qui précéde montre que la fonction
(8,8, ') > (U'(3Y'3-1) f(38") | f'(d)) 9 (Y'&)
sur A < A < T” est intégrable pour dédd'dy’ et que

(U(‘P)flf’)=f(U'(3Y'3“1)f(66') |/'(8))e(y'd")dddd dy'.

Il en résulte, utilisant les substitutions y'— 317’0 et &'—>0—1d’, que la
fonction

@ ¥ Y) > UK f@) @)@y d) =W K)f@) [ f @) gs.er ()

sur A < A x<T" est intégrable pour dddd’dy' et d’intégrale (U(¢) f|f'). Donc
la fonction

(9, 3’)—>f(U’(Y’)f(6’) |f7(8)) 9s,a (Y) dy' = (U'(95,) f (') [ f'(3))

sur A < A est intégrable pour dddd’ et d’intégrale (U(9) f|f'). 1l suffit alors
d’appliquer le lemme 36.

Lemur 38. — Adoptons les notations du théoréme 3. Soit M'(T') Uespace
des mesures bornées sur T, muni de la topologie définie par la norme.
Munissons A,(g) d'une topologie rendant continues les applications
x> (&) pour tout be3(g). Alors la fonction (y, ) — tr(Uy ()" Uy (1))
sur Aa(g) < M*(T') est semi-continue inférieurement.
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DEMONSTRATION. — Soient o€ A.(g), po€M'(I'), et € §. On a

U, (p)e — Uy (1r0) 2 = (Uy (1) — Uy (120))E + (U (o) — Uy ()%,
donc

O ()2 — Uy (o) | Z T e — o[l 1E N 1 (U (o) — Uy (o)) I+
Quand y —yo et pr—pho, [[p2— ol =0, et [[(Uy(pro) — Uy, (po))E ]| >0
d’aprés le théoréme 3. Donc l'application (yx, p)—|| Uy (p)E||* est conti-
nue (pour les topologies envisagées dans le lemme). Alors la fonction
(xy ) > te(Uy (1) Uy (), enveloppe supérieure de fonctions continues,
est semi-continue inférieurement.

Lemve 39. — Soient T un groupe localement compact, & un espace
localement compact, v une mesure >o0 sur . Pour tout 1e€L,
soit U, une représentation unitaire de I'. On suppose que, pour toute
Sonction complexe f, sur T continue et a support compact, la fonction
A—te(Un (f) Oh(f1)) sur Q est v-intégrable et que

S Ao ray= [ @@ (A G d (D)
r Q
Alors, pour toute feL&(T)nLg(T), la fonction A—tr(Uy(f) UN(S))
sur Q est v-intégrable, etf|f(y) [2dy :f te (DA (f) DA (f)) dv (3).
r Q

DeMONSTRATION. — Soit fe Lg(T)nLg(I). 1l existe une suite (fi, fo, -..)
de fonctions complexes continues a support compact sur I' telle que
gn=[fi~+ fo+...+ f, tende vers f dans LE(T') et dans Lg(T), et telle que

|.f; |la<< 2=7. Posons ¢ (1) = Ef(tr(U)k(f,,‘)*Ul(fn))%. On a

1]

< f cp(xrdv(x))'ézr( f tr(Ux(fn)'Ux(fn))dV(1)> 237 fala<+oo.
Q Q ; .

Donc ¢(A) <<+ oo sauf sur un ensemble v-négligeable /V. Pour A& /Y,
Uh(g») converge au sens de la norme d’Hilbert-Schmidt. Par ailleurs,
O (f)— On(gn) || £ || f — &n |l = 0, donc U5 ( f) est un opérateur d’Hilbert-
Schmidt et Uj (g5,) converge vers Uy (f) au sens de la norme d’Hilbert-Schmidt.
En outre,

(tr(Ux(f)*Ux(f)))%éE(U(Ux(fn)*Ux(fn)))%:<P(1),

*

doncf w(U(f ) UL(f))dy(R) <. Comme tr(Tr(f)Th(f)) est
limite, pour Ag/V, de tr(Uh(g,)*Us(gn)), donc fonction v-mesurable de 2,
on voit que la fonction A — tr (U5 (f)* U (f)) sur Q est v-intégrable. Enfin,

1

() — T(gn)) () — Ur(gn)))* B (x (G (Fn) TH ()
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donc

f("(Uk(f) O (8) ) (DL (f) — U)(é’n))) dv(h) L35, 2 =12"";
donc f tr(U(f) UA(f))dv (2) est a limite de
Q

fg t(Uh(ga)* Ui (ga)) do (W) = [l g2,
c’est-a-dire || f{|2. D’ou le lemme.

Dans le théoréme suivant, les parties (i) & (vi) ne font, essentiellement,
que reformuler les théorémes 1, 2 et 3. Par contre, les énoncés (vii), (viii),
(ix) sont nouveaux : ils donnent la « formule de Plancherel » pour le
groupe I’ et la décomposition de la double représentation réguliére de I' en
doubles représentations unitaires irréductibles.

TueoreME k. — Soient T un groupe de Lie nilpotent simplement connexe,
g son algébre de Lie. Définissons $, $,, A comme au théoréme 2. Soient
ay, @y, ..., ag des éléments symétriques ou antisymétriques de 3(g), algé-
briquement indépendants, engendrant le corps des fractions de 3(g);
posons T; =1 s a; est symétrique, T;— I i a; est antisymétrique. 1l existe
une partie non vide Q de R7, ouverte pour la topologie de Zariski, et,
pour tout A= (2, Xy, ..., ;) €R, une représentation unitaire irréduc-
tible U\ de T dans § dont le caractére prend les valeurs t,}, en a,, .}, en
@sy .., Tghg €N ay, avec les propriétés suivantes :

(1) Pour A= (A, As, ..., A;) €K, toute représentation unitaire irréduc-
tible dont le caractére prend les valeurs t,}, en a,, 7:}s en a,, ..., 7, ; en aq,
est équivalente a Uh..

(ii)\Pour tout A€, le sous-espace des éléments de § indéfiniment
différentiables pour U, est $,.

(iii) Pour tout A€, lalgébre des opérateurs U, (b), od b parcourt
U(g), est A.

(iv) Pour tout b fixé dans WU (g), U\(b) est une combinaison linéaire
finie d'éléments de A indépendants de A, dont les coeﬁ' icients sont des
fonctions rationnell> de A réguliéres sur Q.

(v) Pour toute mesure bornée p. sur T, Uapplication X—> Uy (@) est
fortement continue sur Q.

(vi) Pour toute fe L& (T), la fonction A— || Us(f) || tend vers zéro a
linfini sur Q.

(vii) Pour toute feL&(T), la fonction o finie ou infinie
A—>tr (O (f)* Ur.(f)) sur Q est semi-continue inférieurement. Il existe une
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Jfonction rationnelle réelle F sur Q et (a la multiplication prés par — 1)
une seule, réguliére sur Q, telle qu'on ait, pour toute fe L&(T)nLg(T),

(10) fr|f(y) |2dy:Ltr(Ux(f)*Ux(f))|F(7«,, by oons ) | Ay .. .

(viii) Soit &R = 9'Q H ou &' désigne lespace hilbertien conjugué de $.
Soit v la mesure > o sur Q définie par dv(X)=|F(})|dhdh,...dA,. Il
existe un isomorphisme ® et un seul de Uespace hilbertien LE(T) sur
Uespace hilbertien Lg (R, v) qui transforme toute fe L& (T)nLE(T) en la
Jonction A — U\ ( f). [ Pour presque tout A€ Q, U\( f) est, daprés (10),.un
opérateur d Hilbert-Schmidt dans $, donc s’identifie canoniquement @ un
élément de 8.]

(ix) Soient fie L&(T), U(f)) et V(f.) les opérateurs de convolution a
gauche et a droite définis par f, dans L&(T). Alors, ® transforme
U(f,) [resp. V(f.)] en Uopérateur de Lg(R, v) qui est défini par le
champ d’opérateurs A —1@ U\ ( fy) [resp. A—> O\ ( f1)* @ 1].

DEMONSTRATION. — Nous supposerons le théoréme établi pour les groupes
nilpotents simplement connexes de dimension << dimT. Soient ¢' un idéal
de codimension 1 dans g, I" le sous-groupe correspondant de T, z un élément
de g n’appartenant pas a ¢/, A le sous-groupe de I' correspondant & la sous-
algébre R de g. Le groupe I' est produit semi-direct de A et de I". Nous
identifierons souvent R a A 'par Papplication p—>d=—exppz, et nous
supposerons la mesure de Haar sur A choisie de maniére que dd—=dp.
Les mesures de Haar dy et dy’ de I et I' peuvent é&tre choisies de maniére
que dy = dody' si y=2aY'.

Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.

1° Dans les parties 1° & 3°, nous allons essentiellement prouver l'existence
de Q, des U et de F satisfaisant 4 (10) (mais P'unicité de F ne sera établie
que dans la partie 5°). Dans la partie 1°, nous ferons les hypothéses
suivantes : 1° 3(¢')CB(g); 2° ai, @, ..., ag vérifient les propriétés
du lemme 25; nous introduisons les notations a, &, ¢ de ce lemme.
Soit P un polynome en (g —1) variables a coefficients réels tel que
a=P(a, a,, ..., ag_,). Soient &, 'ensemble des

A=y Ay ..., A)eER?
tels que P(tihy, T2 Aey ooy Tg—1hg—i) ;é oet Q' I'ensemble des
K’: (ln )27 ct L]—l)eRq_‘

tels que P(t1dy, Tadsy ..., Tg—1hg—1) Z 0, de sorte que 2, = < R. Pour
tout X’=(y, %, ..., k) €L}, soient y), le caractére hermitien de 3(g’')
qui prend les valeurs 7,4, en a,, s As en as, ..., Ty Ay, en @, (cf. lemme 15),
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et Uj; la représentation unitaire de I" (bien déterminée a une équivalence
prés) de cara(.:t?,re X+ Pour tout A= (A, gy ..., Ay) €L, soient y, le
caractére hermitien de B (g) qui prend les valeurs 7,3, en a,, 7,2, en @, . ..,
Tohy en ag, et U5 la représentation unitaire de I' (bien déterminée & une
eqlulvalence prés) de caractére y, ; on peut supposer que Ui ig) prolopge
U(x,,)‘,,...,}q_,). Posons b =R,(ay, as, ..., ag_y), ou R, est une fraction
rationnelle & coefficients réels dont le dénominateur est une puissance de P;
pour tout '€/, on a

X (8) = Ri(tihy, Tohs, ooy Tgoshgy) = — iT R (Ayy Doy - - oy Dgy),

ou R est une fraction rationnelle réguliére sur Q; la fraction R ne prend que
des valeurs réelles pour les valeurs réelles des variables, d’aprés le lemme k&,
donc peut étre supposée a coefficients réels; et elle est non nulle sur €|
d’aprés la propriété (vi) du lemme 25.

Reprenons la partie 2° de la démonstration du théoréme 2. On voit qu’en
multipliant & par un élément convenable de 3 (g) (ce qui diminue &, et '),
on peut supposer que les représentations U3, et Uy possédent les propriétés
du théoréme 2, donc du théoréme 3. Soit % l'espace hilbertien ou opérent
toutes ces représentations. Notons que, pour tout c€3(g), la fonction
A=y, (c) est rationnelle réguliére sur &,, donc que la topologie naturelle
sur Q; rend continue cette fonction; alors, d’aprés le lemme 38, pour toute
fe L&), la fonction A — te (Uy(f)* Uh (f)) sur , est semi-continue inférieu-
rement; de méme, pour toute f'€ L& (I"), la fonction X' — tr (Us. (f)* U3 (f"))
sur ) est semi-continue inférieurement.

D’aprés ’hypothése de récurrence, et compte tenu du fait qu’une partie
de R7—* fermée pour la topologie de Zariski et distincte de R~ est négli-
geable pour la mesure de Lebesgue, il existe une fonction rationnelle réelle
F' réguliére sur une partie non vide Q' de Q) ouverte pour la topologie de
Zariski, telle que, pour toute '€ L& (I')n LE(I'), on ait

) [Irerar
— fa (U () (D | F Oy -y hg) | bl by

Posons Q —= Q' < Rc ;. Nous allons montrer que, si feL&(l")nLé(I‘),
on a

(12) Jircnrds

=1 / O (F) On( ) | F Oy Dty -y hys)
TYQ
X R (4, Dy ey Agr) | didhs . d,.
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D’apreés le lemme 39, il suffit d’envisager le cas ol f est continue & support
compact. Soient A= (A, Asy ...y A) €y XM= (A1, Ay ovry Ag—y) ER, et EE H.
La fonction y— f(y) Uh.(Y)% sur I est continue 4 support compact sur T';
pour 0€ A, notons f5 la fonction continue & support compact sur I' définie

par f5(y') = f(dY); on a
Un(f)e= U (y)Edy = 3v) Un(3) Ui () Edd dy’
(= [ St ﬂr'fo( ) s (3) Ui () Edd iy

= [v@ds [ 160y
A r

= 0) d 57" ) Uso (Y ' — | U (0) Uy dd.
Jo@a [ pe vz = [ 66U

Soient 2°= (A, Ay ..., A1, 0)€L, p€R, et dy=—=exp px. D’aprés la
formule (6) du chapitre VI, on a

] - 5 (ag) [ Tghg 1k
60 = (o0 257 ) Ut = (s it

=(expipdg R~ (A, Ay, - ooy Agy)) Uno (9y).

Donc, pour tout t' € §,
(GLNELE) :A(expiquﬁ"()n, Aoy oy Agn)) (Uno(Oy) Use (f3,)E | E)) ddy

:f (expip'dy) (Uro(expt R(Ayy Roy - vy Mgy @)
R

X U (foxp e By b hg—n)2) & [ E) R Ay Day ooy Ag) .

La démonstration précédente prouve en outre que la fonction
0> (h(8) Ui, (f2)EIE)
est intégrable pour dd, donc que la fonction
W= (Uro(exp ' R(Ayy Aoy + ooy Ag—0) @) Ui (fospp RO, )\,,...,)\,,_“,x)ﬁ [E)

est intégrable pour la mesure de Lebesgue. D’aprés la formule de Plancherel
ordinaire, on a donc

f |(U(NENE) [
R

=2n R, hey ooy ).(,_,)’f] (Dho(exp ' R(hyy + ooy Mg—i) @)
R
!
P U)," (fexp ;L'R(l,,l,....,).q—:)l‘)z | E’) Izdp'
=27 | R(hi, hay + oy Rgmy) If| (Uso(exppa) U (fexpua) E | E) [P
R
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Ecrivons cette formule pour tous les £ et tous les £’ d’une base orthonormale
de §. En ajoutant, on obtient

(13) fn (G (f) U(f)) dhg

= 271" R()\i, 12, ooy lq_j) |
< fn (U (Forpp) Uno(€xp )* Uo (exp ) U ( foxpp o)) it

— 2[Ry Ty -y D) |ftr(U{,(f5)*U1.(fa))d6.
A
Compte tenu de (11), on a d’autre part

(14) fr 1f@) [Py

= [ [ 15 ay

— f ds f (U (S U (f3)) | F' Oty Dy ooy Agt) | sl oy,
A Q’

Comme f est continue a4 support compact, le lemme 38 entraine que la
fonction (X', ) —tr (UX (f3)*Us (f3)) sur Q' X< A est semi-continue infé-
rieurerent. Alors (14) entraine

f IS ()1 ay
r
— f |F' Doy vy Dys) | dy .oy f te (U5, (f3)" Us. (f3)) d
o' ' A

ou, compte tenu de (13),

[1renray
.
=1 f LF (hay Py vy hga) B (hay Dy ooy D) | s g ool
N

< fn (U (f) U (f)) dh-

Comme la fonction 2 - tr (TA (f)*UA.(f)) sur = Q' < R est semi-conti-
nue inférieurement, on a bien prouvé (12).

2° Dans la partie 2°, nous ferons les hypothéses suivantes : 1° 3 (g) € 3(g');
2° il existe a,.1€3(g') et a€B(g) tels que ay as, ..., agq, @ pos-
s¢dent les propriétés du lemme 26; nous introduisons la notation b de ce
lemme. Soit P un polynome en ¢ variables a coefficients réels tel que
a=~P(a, a,, ..., a;). Soient , 'ensemble des 2. = (24, 2., ..., 2,) €R7 tels
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que P(ti 4y Tadsy ...y Ty hg) Z 0, et Q) ensemble des X'=(2y, s, ..., 2g41) € R7+
tels que P (124, Tady, ..., Tghg) 7 0, de sorte que Q) =&, x R. Pour tout
N=(h1, 2, ..., A1) €L, soient ¥ le caractére hermitien de 3(g')
qui prend les valeurs 7,4, en a;, Tod, en @y, ..., Ty1Agi €D gy
(on pose T, =1 si @,y est symétrique, T, =1i si ay., est anti-
symétrique), et U3, la représentation unitaire de I' (bien déterminée a

une équivalence prés) de caractére y),. Pour tout A= (A, Ay, ..., X)) €Ly,
soient x, le caractére hermitien de 3(g) qui prend les valeurs 7,2, en a;,
Tyhy €n @y, ..., T,h; en a, et U; la représentation unitaire de I (bien

déterminée a une équivalence prés) de caractére y,; quel que soit Ay,
Us o, g €S équivalente & la représentation unitaire induite par Uj,, ,,,..., Ayl
Posons b = R, (ay, a,, ..., a;), ou R, est une fraction rationnelle 4 coeffi-
cients réels dont le dénominateur est une puissance de P; pour tout A€ 2,,
ona

%y (B) = Ry (t1dyy Tadey oo vy Tyhg) =Tga R(Miy ey o0y Ag),

ou R est une fraction rationnelle réguliére sur ,; la fraction R ne prend que
des valeurs réelles pour les valeurs réelles des variables, donc peut étre
supposée a coefficients réels; et elle est non nulle sur ; d’aprés la pro-
priété (vi) du lemme 26.

Reprenons la partie 3° de la démonstration du théoréme 2. On voit qu’en
multipliant @ par un élément convenable de 3 (g) (ce qui diminue €, et Q)),
on peut supposer que les représentations U5, et U5 possédent les propriétés
du théoréme 2, donc du théoréme 3. D’aprés le lemme 38, pour fe L&(T)
et f'e Lg (1), les fonctions A — tr (LA (f)* Uh.(f)) et X —te (U () U (f))
sur £, et Q) sont semi-continues inférieurement.

D’aprés ’hypothése de récurrence, et compte tenu du fait qu'une partie
de R7+! fermée pour la topologie de Zariski et distincte de R9+! est négli-
geable pour la mesure de Lebesgue, il existe une fonction rationnelle réelle F'
réguliére sur une partie non vide Q' de Q) ouverte pour la topologie de
Zariski, telle que, pour toute f'€ L&(I")n L&(I"), on ait

) [Irarer

_—_-f (G (YT () | F' Oty Dy vy dga) | sl .. g
QV

Nous allons montrer d’abord que F' est indépendante de la variable 2,.,,.
Soit d —exppa€A. Considérons I'automorphisme y'— 08y 0t de I'. I
définit un automorphisme Ay de 3(g’) qui laisse fixes les points de 3(g) et
transforme a,,; en a,.,+ pb. L’automorphisme A, transforme y;. en le
caractére Ay (y») qui prend les valeurs 7,2, en a, .. .y Tghg en’ay,
Tyr1hg1 — v (b) en agiq. On a

Tar1 gt — Px30 (8) = Tgut (At — R R(May Doy« 1y Ag)).
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Notons encore A, la bijection
(;\1, 12, ceey lq+1)-) ()\1, )\2, ceey 7\(]’ }\q+1'— “R(;q, );2, ceey ;'(]))

de Q) sur Q); elle est réguliére et son jacobien est égal a4 1. Pour
S €LE&T)NLE(X"), soit Auf' la fonction sur IV transformée de f’
par l'automorphisme y'— dy'd— de I'. Par transport de structure, I'opé-
rateur U5 (Auf') est unitairement équivalent a lopérateur U, . (f'),
donc ‘

[ iury @y ey
T
:f (O, (A f') G (Au f)) | F (hay R <oy Agan) | dhidly . .. dhgan
.
:] (U (Y Ui (F D TF Oy iy oy M) [didly . dhga
JQ!

:f w5 (YT () | F (s Ry -y Dy
Q' '
)l]+l+ P-R()\“ 12, ceey )\(’)) l d‘Al dlg...d)\q_‘.p

Enfin, comme I est nilpotent, les automorphismes intérieurs de I' induisent
dans I" des automorphismes qui conservent la mesure de Haar de I'. On a
donc

fr,lf‘?(n")l"dY’
:f tr(U‘ll\'(fl)*U)’J(fl)) I F'()‘l’ )‘2’ e )"I’ )"7-*—1
Q'
RO, day vvvy b)) | dhddy ... dhysy.

D’aprés la propriété d’unicité contenue dans 'hypothése de récurrence, on a
donc

F'Oy hay ey hgy Aan) =22 F' (M Dgy « vy Agy dgaat BR(hy Doy -+ Ag))

quels que soient A;, 2y, ..., A;5y. Or R n’est pas identiquement nulle,
donc F'? est indépendante de A,.y, donc F' est indépendante de A,.,. Par
abus de notation, nous noterons F'(2,, s, ..., A;) la valeur de F’ en un
point (A4, Agy ..y Agyq).

Utilisant le fait qu’une partie de R7+! fermée pour la. topologie de Zariski
et distincte de R7*! est négligeable pour la mesure de Lebesgue, on
voit que L' peut étre supposé stable par les translations de vecteurs
(0,0, ...,0,244). On a alors Q=2 X R, ou Q est une partie de £,
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ouverte pour la topologie de Zariski. Ceci posé, nous allons montrer que,
si fe L&(L)NnL&(T), on a

(16) fplf(?)l’dy
:fptr(U,.(f)*U-A(f))]F’(L, hay ooy Ag) ROy hay ooy Ag) | dhy ... .

D’aprés le lemme 39, il suffit d’envisager le cas ou f est continue 4 support
compact. Pour d€ A, notons f3, comme plus haut, la fonction continue &
support compact sur I" définie par f5(y') = f(dy'). On a

) 2dy = 0 5(Y) |2 dy = ) 8 *h. (fs
Jireorar=[a [ 1pwrar= [ a [ wwi s v
< [ F (i day ooy Rg) | iy . dhgus.

Comme dans la partie 1° de la démonstration, ceci peut s’écrire

(17) L|f(y) [hiy:js;lF’()\l, hay ooy M) | ANy by .. d
< [ (W Uie ) g .
YR A

Dans l'intégrale double, ou A, A,, ..., A, sont fixés, faisons le changement
g ) ’ q g

de variable :
Agmi==— L R(Ay Aey o vy Ag).

Posons 3= (A, &3, ..., A, 0). D'aprés ce qu’on a vu plus haut,

N=(h, Agy ooy Rgua) = Ap (A dgy - ovy Ay 0) = A (X).
Donc

[ vy o) diges
Rx<A
:ﬂ “‘(U,’tv()ﬁ)(fa)*UzltP()\m)(f&)) | R(Aiy Aoy« .y Ag) | dp ds
Rx<A
— ROy day ey B) [ﬂ tr (Do (A f3)* oo (A, f) ) dis dO.
Rx<A

Posant exppua = d', et utilisant les notations du lemme 37, on a

(Apfs) (7)) = e (3 0"1) = f(30'y'0"*) = fo— 51,5 (Y'):
Donc

[ W) U () dhges b
RxA
= I R().l, ;.2, ey }17) ]ﬂ; ll‘(U‘)/\m(fal_1 6_1,5:_1). U)I‘:o(fa'_n 5_1’51_1)) dd' do
=< A :

— | Ry By -+ ) |ﬁ tr (U fo30)* Gios (s, 50)) 48" 3.
Ax<A
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Utilisant le lemme 37, on obtient [en posant 2 = (}y, 25, ..., ;)]
ﬂ () U ) B d8 =1 RO Dy oy D) [T ()T )
Rx<

La formule (17) donne alors la formule (16).

3° Abandonnons les notations introduites dans 1° et 2°, mais conservons
celles du début de la démonstration. D’aprés le 1° et le 29, il existe : 1° des
éléments a), d), ..., a, de B(g), symétriques ou antisymétriques, algébri-
quement indépendants, engendrant le corps des fractions de 3(g); on
pose T;=1 si a; est symétrique, ;=1 si a; est antisymétrique; 2° un élé-
ment a'= P'(a}, a,, ..., a;), affine relativement 2 a, a,, ..., d, et
-classifiant pour T'; soit Q) 'ensemble des points = (4, 2, ..., A;) de R7
tels que P (72, Tyhs, ...y Tohg) 2 05 3° pour tout A= (A4, 29, ..., ;) €Q},
une représentation unitaire irréductible U5. de I' dont le caractére prend les
valeurs 7, 2, en @), 7, ), en d), ..., 7, ); en a;, de maniére que les propriétés
du théoréme 2, donc du théoréme 3, soient vérifiées; 4° une fraction ration-
nelle réelle F' réguliére sur Q| telle que, pour toute feL&(I')NLE(T), on
ait

(8) fr () [P dy = fQ ARG (S T (D) | F Oy Doy Do) | dhs sy,

D’autre part, on s’est donné dans 'énoncé du théoréme des éléments a,
as, ..., agde 3(g). Soient a = P(a,, a,, ..., a;) un élément affine relati-
vement & a,, @, ..., @, &, 'ensemble des points A = (2, %, ..., ;) de R7
tels que P (1,2, Tohs, ..., Tg};) 3% 0, ® la bijection

x> (7 (@), 3 (@), - - 75" x(ag))
de A, (g) sur £,. Soit @' la bijection
x> (7 x(a@y), 5t x(ay), -y Tt x(ay)

de Ax(g) sur Q). Alors (lemme 34) il existe une partie non vide Q de &,
ouverte pour la topologie de Zariski, et une partie non vide Q' de £
ouverte pour la topologie de Zariski, telles que la restriction ¥ de @' @
4 Q soit une bijection biréguliére de Q sur Q'. Pour 1€ L, posons U5, = Uy ;.
Alors, les propriétés (i) a (vi) du théoréme & sont vérifiées. Pour
toute fe L&(T), la fonction A —tr (A (f)* Th(f)) sur Q est semi-continue
inférieurement. Comme le jacobien de W est une fonction rationnelle régu-
liere sur €, la formule (18) montre qu’il existe une fonction rationnelle
réelle F sur Q, réguliére sur Q, telle qu’on ait, pour toute fe L&(T')n L&(T),
la formule (10).

4° Prouvons (viii) et (ix). Soit fe L&(F)n LE(T). D’aprés (10), U5 (f) est,
en dehors d’'une partic v-négligeable /¥ de @, un opérateur d’Hilbert-
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Schmidt dans %, donc s’identifie canoniquement 3 un élément de f. Le

carré de sa norme, en tant qu'élément de R, est tr(Us(f) Ui(f))-

Notons ®(f) la fonction 2 U (f), définie dans & — /V, a valeurs dans f.

D’aprés (10), c’est un élément de L&(L, v), et || ®(f) |l.=]|f ||»- Donc ®

se prolonge de maniére unique en une application linéaire isométrique

de L§(T') sur un sous-espace vectoriel fermé &, de L§ (2, v).
Soit fie L&(T). On a

(19) (@) 1) =(2(fik [)) ()
=Ui(fix f)=Ui(f1) O(f) = (@ Ui(f1)) (R(S)) (3),

(20)  (@V(/1) ) (1) =(P(f % f1)) (2)
=U(f % 1) =N O(f1) = (U (/1)' Q1) (R(S) (1))

(52 5]
Soient U"’:f (1 Uy) dv(2) et V":f (U@ 1) dv(2), qui sont des
Q Q

représentations unitaires de T' dans L§ (L, v). Les formules (19) et (20)
prouvent d’abord que R, est stable pour les opérateurs U~(f),
V=(f1) (fi€ L&(T)). Soit A Valgétbre de von Neumann engendrée
dans Lg (L, v) par les U~(f,) et les V=(f,) ( €Lg(T)). Alors le projec-
teur Pg, appartient au commutant A’ de 4.

Montrons que A4 est l'algébre de tous les opérateurs décomposables
dans Li (L, v). Soit fi, fs, ... une suite d’éléments de LE(I') partout dense
dans L&(T') au sens de la norme. Pour tout 2€ €, U est irréductible, donc
I'algébre de von Neumann engendrée par les 1@ Ui (f;) et les Us(fi) @1
(i=1,2,...)est £(R). Pour prouver que A4 est I'algébre de tous les opéra-
teurs décomposables, il suffit alors, en vertu d’un théoréme de MiUTNER
([7], chapitre II, § 3, théoréme 1 (ii)) de prouver que A4 conlient I'algébre
des opérateurs diagonalisables. Or, pour tout 2€ £, la représentation 1QU),
admet le caractére correspondant a 2. D’aprés le lemme 20 (iii), v;' U™ (a;)™
est l'opérateur autoadjoint défini par le champ d’opérateurs scalaires
A= (My 2oy «.oy 2g)—>2;.1. Or U™ (@;)* commute & tout opérateur continu
dans Lg (L, v) permutable 3 4. Donc A"=A contient tout opérateur
décomposable défini par un champ 2. —> ¢ (2;).1, ou ¢ est une fonction boré-
lienne bornée. Il en résulte bien que A contient tous les opérateurs diagona-
lisables, donc est 'algébre des opérateurs décomposables.

Il résulte de la, d’aprés un théoréme de von Neumann, ([7], chap. II, § 2,
corollaire du théoréme 1) que Pg_est un projecteur diagonalisable, donc défini
par la fonction caractéristique d’une partie borélienne Q" de Q. Montrons
que & — Q" est v-négligeable. Soit 1€ Q2 — Q". Il existe f,e Lg(L)nLg(T)
telle que Uy (f1) # 0. D’aprés (v), on a Us/(fi) 2 o pour tout 2’ d’un voisi-
nage &, de 2. D’autre part, ®(f,)€®,, donc U/ (f,) = o presque partout
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dans Q — Q*. Donc &, (2 — Q*) est v-négligeable. Vu Parbitraire de 3,
ceci prouve bien que & — Q* est v-négligeable.

On en conclut que Pg =1, c’est-a-dire que i, = L&(Q,v). Autrement dit,
® est un isomorphisme de LE(T') sur L&(L, v). On a donc prouvé l'exis-
tence de @ dans (viii). L'unicité de ® est évidente. Enfin, les formules (19)
et (20) prouvent (ix).

5° Nous allons enfin prouver le résultat d’unicité concernant F dans (vii).
Supposons la formule (10) valable pour toute fe L§(I')nLg(T) lorsqu’on
remplace F par une fonction rationnelle F, réguliére sur Q. Soit v, la
mesure > o sur Q définie par dv,(A) =|F,(2)|dA,dh, ... dA;. Le raison-
nement du 4° prouve de la méme maniére qu’il existe un isomorphisme @,
et un seul de L&(T') sur L§(L, v,) qui transforme toute fe L&(T)nL&(T)
en la fonction A — U (f). Soit E V'espace vectoriel des fonctions A — Uy (f)
pour fe L&(I')n LE&(T). Alors, E est un sous-espace vectoriel partout dense
de L (L, v) et de L (L, v,), et le produit scalaire de deux éléments de E
est le méme dans Lg (L, v) et dans L§ (L, v,). Or, P'application qui, & deux
éléments he L§ (R, v), k'€ L§ (2, v), fait correspondre la fonction scalaire
A—>(h(A)| &' (3)), est une application bilinéaire continue de L§ (2, v) < L§ (2, v)
sur L&(L, v), comme on s’en rend compte aisément. On voit donc qu'il
existe un sous-espace vectoriel partout dense L’ commun a L§(L,v)
et L&(L2, vy), et que Pintégrale des fonctions de £’ est la-méme pour v et v,.
Soit alors g une fonction continue a support compact sur L. Il existe une
suite (g1, &2, - .. ) de fonctions de E’ telle que la série g, + g»+. .. converge

vers g dans L& (L, v) et telle que 2,-f|g,- |dv <-+o0. Alors, g1+ gs+...
converge vers g presque partout pour v, donc pour la mesure de Lebesgue
de &, donc pour v,. D’autre part, on a Z;f|g,~ | dvy < +o0, donc g+ go+...

converge au sens de L&(RQ, v,) vers un élément de L& (L, v,) presque partout
égal & g pour v,. Autrement dit, g, + g +... converge vers g dans Lg(£2, v,).

Comme fgj dv :fg,- dv, pour tout j, on voit que fgdv:fgdvi.

Donc v =v,. Donc | F(X) | =| F,(}) | presque partout et par suite partout.
Il en résulte qu'on a, soit F = F,, soit F =— F,. Ceci achéve la démons-
tration du théoréme k.

ReEMARQUE 5. — Soient I' un groupe de Lie nilpotent, g son algébre de Lie,
¢ le centre de g, I' le groupe de recouvrement universel de I'. Alors,
I s'identifie & I'/Z, ot Z est un sous-groupe discret central de I". Les repré-
sentations unitaires irréductibles de I' s’identifient aux représentations uni-
taires irréductibles de I qui sont triviales sur Z, c’est-a-dire dont le caractére
est de la forme ni, n entier, sur un certain sous-groupe additif discret de «.
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Dans ces conditions, il n’est pas difficile de généraliser les théorémes 1, 2
et 3 au groupe I'. Par contre, on verra dans [9] que la formule de Plancherel
ne se généralise pas (du moins sous la forme du théoréme &) aux groupes de
Lie nilpotents non simplement connexes. Nous renvoyons également a [9]
pour de nombreux exemples illustrant les résultats du présent article.
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