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SUR LES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS II (1);

JACQUES DIXMIER.

(Paris).

INTRODUCTION

Soit r un groupe localement compact séparable et unimodulaire. On peut
décomposer la représentation régulière de T en intégrale hilberlienne de
représentations unitaires factorielles U^ où % parcourt un certain ensemble ̂
muni d'une mesure positive jm. Soit / une fonction intégrable et de carré
inlégrable pour la mesure de Haar <a?y sur F. Pour tout ^€û, soit Uy(f)
l'opérateur correspondant à/dans la représentation Ùy. Alors, on a

r|/(y)|^v= ftr(^(/)*^(/))^(3c),
JG ^Q

où tr désigne la trace (finie ou infinie) au sens de MURRAY et VON NEUMANN.
Cette égalité constitue la « formule de Plancherel » pour F. On renvoie
à [20] et [24] pour cette théorie générale (les chiffres entre crochets
renvoient à la bibliographie à la fin de l'article).

Pour des classes particulières de groupes, différents auteurs ont précisé la
structure de l'ensemble H et de la me&ure /JL. Pour les groupes de Lie
connexes semi-simples, cf. par exemple [10] et [14]. Pour les groupes de
classe finie, cf. [12]. Il faut aussi mentionner les structures boréliennes sur ^2
introduites dans [19].

Dans ce Mémoire, on étudiera le cas où F est un groupe de Lie réel
connexe niipotent. On sait [8] que les représentations unitaires factorielles
de T sont alors de type I, de sorte que la formule de Plancherel fera inter-

( 1 ) Cet article a été rédigé en partie avec Paide de PUnited States Air Force ( Con tract
No. A. F. 18 (600)-1383 monitored by A. F. Office of Scientific Research, Air Research
and Development Command).
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venir seulement des représentations irréductibles de T et -la trace au sens
usuel. Nous verrons qu'une représentation unitaire irréductible de T est
déterminée « en général » par son caractère infinitésimal (théorème 1), quei2
s'identifie à Une partie d'un espace affine ouverte pour la topologie
de Zariski, et que la transformation de Fourier possède des propriétés très
voisines des propriétés usuelles (théorèmes 2, 3, 4). En particulier, la
mesure p. intervenant dans la formule de Plancherel est définie par une forme
différentielle rationnelle sur i2. Les démonstrations sont indépendantes de la
théorie générale citée plus haut.

Les principaux résultats de cet article ont été résumés dans une Note aux
Proceedings of thé National Academy of Sciences of U. S. A (t. h-3, 1937,
p. 985-986).

CHAPITRE I.

NOTATIONS. RAPPEL DB RÉSULTATS.

Tous les résultats indiqués dans ce chapitre sont très connus. Mais on
espère que ces rappels seront utiles à certains lecteurs.

Soient f une application d'un ensemble A dans un ensemble 2?, A' un
sous-ensemble de A. On note /( A' la restriction de/à A'.

Soient A une algèbre à unité sur un corps A", ai, a^ ..., an. des éléments
de A, A' me partie de A. On note K[ai, a^, ..., a^ A'} la sous-algèbre
de A engendrée par i^ ai, «2, ..., a^ A'.

Le corps des nombres réels sera désigné par R, celui des nombres com-
plexes par C. Dans tout le Mémoire, la lettre i désigne exclusivement le
nombre complexe habituel.

Soient JT un espace localement compact, p. une mesure ̂  o sur ^T, E un
espace de Banach, p un nombre réel tel que i ̂ p < -j- oo. On note Z»ç(^T, p.)
l'espace de Banach des fonctions définies sur JT, à valeurs dans E^ de puis-
sance/p^"10 intégrable pour p. (on identifie deux fonctions égales presque
partout)..On note [| \\p la norme dans cet espace. Si X est un groupe loca-
lement compact et si p. est une mesure de Haar invariante à gauche, on
emploie simplement la notation Z^(^T). D'une manière générale, on renvoie
à [3] pour les notions d'intégration utilisées.

Tous les espaces hilbertiens considérés sont supposés complexes. Soit ^
un espace hilbertien. On note (a?|y) le produit scalaire de deux éléments
.de ;Ç. On note ^?(-Ç) l'ensemble des opérateurs linéaires continus dans ;Ç.
Pour tout Tç^(f), la trace iTÇT^T) de T*T a un sens : c'est un
nombre ̂ Q, fini ou non.

Toutes les algèbres de Lie considérées sont de dimension finie sur le corps
de base A.-Si 9 est une algèbre de Lie, on désigne par îlt(() son algèbre
enveloppante universelle, par 3 (() le centre de H(î), par î!l^(() l'ensemble
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des éléments de ïl('a) de ultralion ̂  n ; on a ïl/i(î)îlt/i'(î)cîtln+^/(g). Si a
et ^ sont deux éléments de Ht ( $ ), on pose [ a, b} == ab — ba ; en particulier,
si a €( et ^€0 , on retrouve le crochet dans 0. Si (;2?i, uCa» • • -i Xn) est une
base de j, les monômes xP^x^.^x^ (oùpi^p^ ..., pn sont des entiers ̂ o)
forment une base de l'espace vectoriel ïl(j). Si a et b sont deux éléments
non nuls de ït(g), ab est non nul; en particulier, on pourra donc considérer
le corps des fractions de 3 (g). Soient %' une autre algèbre de Lie, (p un
homomorphisme de 0 dans $' ; alors <p se prolonge de manière unique en un
homomorphisme de l'algèbre îll(î) dans l'algèbre îl^'); en particulier, si ^'
est une sous-algèbre de $, l'injection canonique de $' dans 0 se prolonge en
un homomorphisme injectif de ' V i ( ^ ) dans 111 (g), par lequel on identifie 11 ( ^ ' )
à une sous-algèbre de ïl(0). Toute dérivation de g se prolonge de manière
unique en une dérivation de l'algèbre îl(î); en particulier, si xç.%^ la déri-
vation de ïl(iB) qui prolonge ad^a? est la dérivation intérieure adi((g)^
de 11 (g) définie par a?, et 3 (î) est l'ensemble des éléments de ïl(î) annulés
par ces dérivations ; si 0 est niipotente, adm^.r est niipotent pour tout TI,
et exp adï((Q) x est l'unique automorphisme de îll(î) prolongeant l'automor-
phisme expadjg.z* de 9; les automorphismes de % de la forme expadga?
(où ^€9) sont appelés automorphismes intérieurs de 0.

Si V est un espace vectoriel sur AT, on désigne par S( V) l'algèbre symé-
trique de F. Soit 9 une algèbre de Lie sur AT. Si K est de caractéristique o,
il existe une application linéaire canonique de 3»(î) dans îll(î) qui, pour
tout système œ^ x^ ..., Xn d'éléments de 0, transforme le produit x^ x^... Xn.
[calculé dans JS($i)] en —^ ̂ Xy^x^... Xy^} [calculé dans îl(î)], où o-
parcourt le groupe symétrique de j i, 2, . . . , n \. Cette application est bijec-
tive. Soit îl"(0) l'image par cette application de l'ensemble des éléments
homogènes de degré n de ^(sO. Alors, M(j î ) est somme directe des ïl^)
etïl^^^Z^^lll^î). Les éléments de îl^) sont appelés les éléments
homogènes de degré n de ïl(î). On prendra garde qu'on n'a pas
^(^^'(^Clil'14-'1'^), de sorte que îl(^) n'est pas une algèbre graduée
par les ît/1 (g) . Si cp est un homorphisme de 9 dans i^, et si q/ est son prolon-
gement à îl(î), on a cp'Cïl^î^CÎl71^) pour tout n\ on a un résultat
analogue pour le prolongement à îl(<0 d'une dérivation de g.

Tout endomorphisme de V se prolonge de manière unique en dérivation
de 9 ( V). En particulier, toute dérivation D de 3 se prolonge en dérivation
de ^i(î). Cette dérivation, transportée à 11(0) par la bijection canonique
de Q(^) sur îl(î), n'est autre que la dérivation de il(î) qui prolonge Z>. En
particulier, les éléments de S ( ^ ) annulés par les dérivations de ^î(î) pro-
longeant les adj9^*(^eg) correspondent, par la bijection canonique de S(3)
sur M (g) , aux éléments de 3(8). Voir [13] en ce qui concerne les trois
derniers alinéas.

Soit g une algèbre de Lie. Soit $ l'algèbre de Lie qui a même espace vec-
toriel sous-jacent que g, mais où le crochet est l'opposé du crochet calculé
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dans g. Appelons linéarisation d'une algèbre de Lie une application linéaire
de cette algèbre de Lie dans une algèbre associative compatible avec les
crochets. Alors, les linéarisations de g dans une algèbre associative A ne
sont autres que les linéarisations de 0 dans l'algèbre associative opposée à 51.
D'après la caractérisation universelle de ïl(0), il en résulte que ÎA(5) s'iden-
tifie à l'algèbre associative îl"(g) opposée à îl($). D'autre part, l'applica-
tion x ->— x est un isomorphisme de 9 sur 9 . Cet isomorphisme se prolonge
de manière unique en un isomorphisme de îl( g) sur 11(5), Ce dernier iso-
morphisme peut être considéré comme un antiautomorphisme A de M (j) :
on l'appelle l'antiautomorphisme principal de 11(0); il transforme un élé-
ment ^1^2... ̂  de îl(î)(où ^1,^2, . . . ,^eî)en(—I) /^.z^_l. . . .Cl.On
a Aî= i. Un élément ae îl(î) est dit symétrique si A a =z a, antisymétrique
si Aa=—a. On note îll^î) l'ensemble des éléments symétriques, îl-(î) l'en-
semble des éléments antisymétriques. Supposons K de caractéristique o. On
a ïl^^cM-^î) pourn pair, ïl^^cïl- (j) pour n impair; M (g) est somme
directe dell-^) etïl-(î). Toute dérivation de ïl(î) prolongeant une déri-
vation de 0 commute à A et laisse stables ïl^^), îll~(î). En particulier,
3(î) est stable pour ^4, et est somme directe de ses intersections S"^),
3-(î) avec îl^), M-(î). On a

^(sOS^îOc^CïO, a^iOS-^cS-^), 3-(ï)3-(ï)c3+(9),
en eflet, si par exemple ae3+(ï) et bç3~{~(ï)^ on a

A(ab) =A(b)A(a) =ba == ab,

Si JC==R, on appelle caractère de 3 (g) .un homomorphisme de la
B-algèbre îl(î) dans la R-algèbre G transformant i en i. Un tel caractère %
est dit hermitien si ses valeurs sont réelles sur ^(%)i imaginaires pures
sur ï~(%)\ il revient au même de dire que ̂ (Aa) ==%(a) pourtouta€3(() .

Par « groupe de Lie », on entendra toujours « groupe de Lie réel connexe ».
On appelle représentation unitaire d'un groupe topologique F dans un
espace hilbertien S) un homomorphisme algébrique de T dans le groupe des
opérateurs unitaires de il), continu pour la topologie forte des opérateurs.
Deux telles représentations U et U'r, opérant dans des espaces ^ et ^/, sont
dites équivalentes s'il existe un isomorphisme isométrique W de ^) sur S)'
tel que ' U ( ^ ) =W-lU'(Y)W pour tout yeF. Supposons T localement
compact, et choisissons une mesure de Haar invariante à gauche û?y sur F;

alors, pour/eZc(r), on pose U(f) = \f^UM dv. L'application/-^/)
^T

est un homomorphisme de L^T) dans J?(^). Plus généralement, si p. est

une mesure bornée sur r, on pose U(p.) == j U(r) d^(r).
^r

Une représentation unitaire irréductible d'un groupe de Lie opère néces-
sairement dans un espace hilbertien à base dénombrable.
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Soient T un groupe de Lie, 0 son algèbre de Lie, U une représentation
unitaire de T dans S). Soit S)' l'ensemble des éléments de S) sommes finies
d'éléments de la forme ^7(/)E, où Çe-Ç et où/est une fonction indéfiniment
différentiable à support compact sur F. Le sous-espace S)' s'appelle sous-
espace de Gârding de U\ il est partout dense dans 49. Un élément Ç de ̂  est
dit indéfiniment différentiable pour U si l'application y->^(y)Ç de F dans S)
est indéfiniment différentiable pour la topologie forte de S). Soit f)" le sous-
espace des vecteurs indéfiniment différentiables ; on a f)' C^. Soit a € M ( g ) ;
il existe un endomorphisme, qui sera noté U(a)^ de l'espace vectoriel S)\
tel que, pour Çe^, U{ a )Ç s'obtienne en appliquant à la fonction y —> U(^)^
la distribution ponctuelle à laquelle s'identifie a. L'application a->U(a) est
une représentation de l'algèbre îl(9) dans l'espace S)"r, qui laisse stable S)1.
Pour x € 9 et E € ̂ //, on a

Î/(^)E == lim^-1 [£/(expÀ.r)Ç — £].
).>o

Soit Î2 un homomorphisme continu (donc analytique) d'un autre groupe de
Lie P dans F. Alors, ^ -^U(Q^) est une représentation unitaire îl° de P.
Si ^e^ est indéfiniment différentiable pour <7, | est indéfiniment différen-
tiable pour 67°. Soit d) l'homomorphisme de l'algèbre de Liç' ^ de P dans 9
correspondant à î2; notons encore co son prolongement à M^'); pour
^eït^) et Ç€^, on a ^(a)^^^))^ il suffit de le vérifier
pour ae^', et c'est immédiat en utilisant par exemple la formule ci-dessus
et le fait que l'application exponentielle commute aux homomorphismes. En
particulier, si P est un sous-groupe fermé de F, et si U ' désigne la restriction
de U à P, Uf (a) est, pour aeïl(0'), un prolongement de î/(a). Comme
autre cas particulier, soient i2 un automorphisme continu de r, c») l'automor-
phisme correspondant de ïl(î) ; alors les vecteurs indéfiniment différentiables
pour U et U^ sont les mêmes, et U^Ça) = U(w(a)). Plus particulièrement
encore, si Î2 est l'automorphisme intérieur défini par un élément y de F, et
si ae3(<î) , on a w(a) ==ra, donc U(^)U(a)U(^)~ï= U(a), autrement dit,
U(a) commute aux U(^)\ il en est de même de V{a) \ S ) ' . Voir [^] sur le
dernier alinéa.

Conservons les notations F, 3, U, ,̂ £)'^ S ) " ' . Si xç.^, iU{x) est hermi-
tien, c'est-à-dire que (iU(x)\ \ E') =-- (£ j iU^J) pour E, E/e^; en effet,

{U{œ)Ï \ î!) = limÀ-1 (U(exp^)l - \ \ £/)
À > 0

=lim^[a|^(expÂ^)-^ /)-(^|^)]
>'>o ;

=limÂ^a|î/(exp(-^))E/-,/l)=(,|^(-^)^).

Désignant toujours par A l'antiautomorphisme principal de îl(î), on a

(U(a)^)=(i\U(Aa)î!) pour Ï, ^€^, a€Îl( î ) î
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en effet, celte égalité est vraie d'après ce qui précède si ^€0 ; il suffit alors
de raisonner par récurrence sur la filtration de a : si la formule est vraie
pour aiçfi(î) et a2€Ïl(g), on a

(U(a,a^ 1 ^') = (U(a,) U^) ̂ ) = (U(a^ \ U{Aa^)
=^\U(Aa,)U(Aa^)=.^\U(Aa^Aa^)
==^\U(A(a^))!J),

d'où notre assertion. En particulier, si a,est symétrique (resp. antisymé-
trique), ^7(a)[resp. iU(a)] esthermitien, et l'on peut considérer l'opérateur
fermé î/(a)**[resp. (iU(a))**] qui est hermitien ; il commute à tout opérateur
linéaire continu dans S) qui commute aux U(v) pour Y€r.

Soit a un élément symétrique de 3(0). Alors, T==U(a) est essentiel-
lement autoadjoint. En effet, il suffît de montrer que ÇT-{-i.ï) (^lf) et
( T — i . ï ) ( S ) " ) sont partout denses dans <Ç, montrons par exemple que le
sous-espace JE orthogonal à (T-\- i. i) W) est réduit à o. L'opérateur T
permute aux U(^) (yer), donc il en est de même du projecteur P^\ donc,
si £€^, on a ^=P^ç^. Alors, T^ est défini, et (rÇ'+ ^'[^) == o,
'donc (7^1^)=:—^(Ê'I^) esl ^ ^a ^ols ree^ el imaginaire pur, donc nul;
donc^==o quel que soit Ç€^ et par suite JE==o. Un raisonnement ana-
logue montre que, si a est un élément antisymétrique de 3(î), iU(a) est
essentiellement autoadjoint. La même démonstration s'applique en rem-
plaçant Sf par Sf .

Si U(a) est scalaire pour a€Î(9), on a U{a) ==%(a). i pour a€3(î),
où ^ est un caractère hermitien de 3 (g). On dit alors que U admet le carac-
tère %. Avec les notations employées plus haut, le caractère de U^ (î2 étant
un automorphisme de F) est ^ où) . . En particulier, si U est irréductible,
U admet un caractère ; car, pour aç3~t•(9), U(a)* est aùtoadjoint et commute
aux î/(y), donc est scalaire; donc U(a) est scalaire pour aeî'^îOï et de
même pour ae3'~(î), donc pour a€Î(î). Voir[^} et [23] pour les trois
derniers alinéas»

CHAPITRE II.

PREMIERS RÉSULTATS SUR 3(() (g, ALGÈBRE D^ LIE NILPOTENTE).

LEMME 1. — Soient % une algèbre de Lie^ ^ un idéal de g, x un élément
de j, â?i, 02, ..., an, des éléments de ïl(î). On suppose a^x pour les
indices j^ j\, ..., Jp(j\<J\<'"<Jp), et ^eït^) pour les autres
indices (soient Â'i, k^ ..., kq ces indices^ avec k^ <^ kz<^.... <; kq). Alors

a^a^.. .an— xPa^a^... a^

est une somme de termes de la forme x^'b^ où ̂ eïl(î') et p' <^p.
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DÉMONSTRATION. — Le léiiime est évident pour p == o. Supposons-le vrai
pour /?—i . Siy'i== ï^j\= 2, ..^jp=p^ le lemme est encore évident. Sinon,
il existe un entier / tel que /€ [ ^i, ^, .. ., kq } et / -+-1 € j/i, jîi .. ., jp }.
Alors

^/i 0.2 . . .On= ̂ i . . . a/_i aixai^. .. a,,
=z a^. . . a/_i^a/a/-^2 • • • ^/i4- a i . . . a/-i [6(/, . r ]a/_,_2 . . . a,i

et [û^, .rjeîl^) parce que %' est un idéal, de sorte que l'hypothèse de
récurrence s'applique à ai.. . a/_i[rt/, ^]a/+2 • • • cin. Il suffit donc de prouver
le lemme pour «i . . . ai-^xaiai^... a,i. En recommençant ce raisonnement,
on se ramène de proche en proche au cas où tous les facteurs x sont en tête
du produit.

LEMME 2. — Soient ^ une algèbre de Lie sur un corps K de caractéris-
tique o, ^ un idéal de codimension i dans ^, x un élément de % ^appar-
tenant pas à ^', ï un ensemble de dérivations de % [qui se prolongent en
dérivations de îl(j)]. On suppose D(^)c^ pour toute Dçï. Soit
îlo(î) [resp. îloW] ̂  sous-algèbre de îl(î) [resp. ïl(î')] formée des élé-
ments annulés par b. On suppose îlo(î) contenu dans le centre de ïl(j)
[de sorte qui! on peut former le corps des fractions de ïlo(î)], et l^on sup-
/^ïloWWiO.

(ï) II existe des éléments ^leïlo^), û^eît^) tels que a^-^o et tels
que a ==: xa^-\- a^ soit un élément symétrique ou antisymétrique de ï(-o(().

Dans (ii) et (iii), on suppose «, ai, a^ choisis de manière à vérifier (i).
(ii) ïlo(î) est contenu dans l'algèbre K[a^ Oi1, ÎUîO] engendrée par a ̂

a~^, Mo ( %' ) dans le corps des fractions de ïlo ( j ).
(iii) Le corps des fractions de 'ïlo(î) est le corps engendré par a

et îlo ( ̂  ), et a est transcendant sur Mo ( ̂ ' ) •

DÉMONSTRATION. — Prouvons (i). Soit ̂ w &,»-+- *^•w-l b^-i + • . .4- ^0? w bn^
b,n-^ .. ., &oeîl(î /) et m > o, ^7^ o, un élément de îlo(î) n'appartenant
pasàîl^'). Pour toute Dç ï, on aZ^,Z^-i, ... . Z)&oeîl(î /) puisque!)
laisse stable ^1. D'autre part

D^) = x11-^ (Dx) 4- x^^Dx^x-^-.. .4- (Z^)^-1

et Z^^e ig'. En utilisant le lemme 1, on voit que

D(xn)=nxn-^^Dx')-\- x^-c^n-^- • .4-.37^,1+^.0

où Cn,n-î^ - ' ' j Cn,o sont des éléments de ïl^). Ceci posé, on a

o = 2) (^m bm 4- ̂ w-1 ̂ ^-i 4-. . . 4- bo )

= X111 ( Db,n ) 4- W ̂ w-1 ( DX ) b,n 4- X"1-2 C,n, ,»-2 ̂ m + . . . 4- Cm, o b,n

4- ̂ w-1 (Db,n-i) 4- (w - i)^-2 (2)^)^-14- ̂ w-3c^-l,,^^-l4-. ..
4- c,n-\, o b,n-i 4-.. . 4- DbQ.
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D'après ce qu'on a dit au chapitre I des bases de M(î), ceci entraîne

notamment
/ . J9^,u=o,
/ ̂  m (Dx)b,n + Db,n-^ = o.

Compte tenu de (i), (2) s'écrit

/^ D{mxb,n-^- b,n-\) ==o-

Donc .̂-.̂ eM.(,) et ^.^»^;)•c7îe,le^^
commutent à l'antiaulomorphisme principal A de M(î), les compo a^e
symétrique et aniisymétrique de mxb,.+b,^ appartiennent a M,((). Or,

ces composantes sont

1 (mxb,^ &,n-i+ m A(b.,,} A(x) + A(b,,^))

2 -3» ̂ _^^^^6 î_t^2-ll,

1 (mayb^ 6,h->- "̂  (&„.) 4(.») - ̂ (6»-i))

ĵ̂ M &^_l̂ _^ î2.
ï="»———^———tr+ a

^•^Ï^^T^^^^^
&^-J (&,„) &m+^(^») ̂  ̂  o. D'OÙ (i).

771 • — — — " " ' ' ~ ' o ^

Dans la suite de la démonstration, on suppose a, a, ̂ choisis de man^re

. ̂  ̂ ^^^^p^^^

rf,, ̂ .••'^^^.^^^^i c'est évident pour/»=o. Suppo-
SX l̂ r̂ ^s ̂ Ïa vu dans la démonstration de (i)

que ^€ïl,(»'). Donc da",- <//,«"€ M, (s). Or

^-^^=(^^+^•^+•••+rf»)aî-rf/'(;ral+al)/'=2/''</••r^'p''

avec ^,eM(,'). d'après le lemme 1. D'après l'hypothèse de récurrence,

dat- d,,aPeK[^ a-,\ îlo(9')]- Do"0

rfa?€^[a. aT'.îW)], ^6^[«, ̂ ^^«(î')].

"'̂ u^ons (iii). Comme a,€M,(9'), (ii) entraîne aussitôt que le corps des
fraSs d:̂  ,) est engendré par a et ÏW). D-aut^ par^upposo"^
qu'il existe une relation de la forme a"e.,+ ̂ -^-i +...+ ̂ -o,
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éîy, (^_i, ..., ^oeîlo^), ^7^0. Remplaçant a par .r 1.1+^2, on en déduit,
utilisant le lemme 1,

^7rt? ̂  4- ̂ -' ̂ -i + . . . 4- <?o == o,

avec é^_i, ..., ^eîl(9'). D'où rt?^=o, ce qui est absurde. D'où (iii).

LEMME 3. — Soit 9 une algèbre de Lie sur un corps K de caractéristique o.
Soit^ 0i, ..., <^ une suite d'idéaux de 9 <e/.? ̂  o == go C 9i C ... C ïn= 0 et
dim $y/îy_i== i pourj= 1,2, . . . , /i. Pour j = 1,2, . . . , /i, ̂  .27 ̂ n élément
de ^ n'appartenant pas à $y_i. <So/< b ̂  ensemble de dérivations de ^ tel
que 2)(îy)Cîy-i pour j=\,tî, ..., /î quelle que soit Dçï. Soit îlo(0) ^
sous-algèbre de 11 (g) formée des éléments annulés par b. O^i suppose ^(î)
contenue dans le centre de ïl(8). Soient ji<^j\<^. "<jq les indices y'^i
/^ <7M'// ea?^e â?a/i5 îl(gy) M/I élément de îto(g) n'appartenant pas à
îl(î/-i).

(i) Pourjç{j\,j\, ., . , y y j , il existe ayieîlo(î)nîl(î/-i) ^ ay2€Îl(î/-i)
/̂̂  çMe ayi^ o ^ r^ ^^ aj=x,a)Y-\- a^ soit un élément symétrique ou

antisymétrique de îllo ( 0 ) n Hl ( îy^ ).
7)a/i^ (ii), (iii), (iv), o/i suppose les ay, ayi, 0:2 choisis de façon à

vérifier (i).
(") îlo(î)cA:[^, .... a^, a^, .... 07^].
(iii) Le corps des quotients de îlto(î) est le corps engendré par les élé-

ments algébriquement indépendants o/p ..., a/.
(iv) D'après (iii), on a a^==b,b^1, ..., a,^=bc,b'^, où b,,b\, . . . ,

Ay, b\,ç.K{aj^ a^ . . . , a^_J. Posant b = bib.i . . . 6^, OTI a

ïlo(8)CÂT[a^, a^ .... a^, &-1].

DÉMONSTRATION. — L'énoncé (i) résulte du lemme 2(i) appliqué à g;
et îy-i.

Supposons (ii) démontré quand la dimension de 9 est < /i, et envisageons
la situation du lemme. On a lltoC^CA^a^, aj^, îlo(î) nîl(^-i)] d'après
le lemme 2(ii), et îto(î)nïl(^_i)c^[^, .. . , a,^ aj^ .... a^i]
d'après l'hypothèse de récurrence. D'où (ii).

On démontre (iii) de manière analogue, par récurrence sur la dimension
de î, en utilisant le lemme 2 (iii).

On a aj^ ==b\b-16.2^3... b^K[a^ . . . , a; ,̂ b-1], et de même pour
aj^ . . . , a,1!, de sorte que (iv) résulte de (ii).

LEMME 4. — Soient 9 une algèbre de Lie^ ^ ' un idéal de 9, x un élément
de ^ n'appartenant pas à g', ai et c^ des éléments â^ 111(0'). Si xa^ -h a^
appartient à 3 (g) et est symétrique (resp. antisy métrique), ai est anti-
symétrique (resp. symétrique)^ et a^ est symétrique (resp. antisymétrique).
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DÉMONSTRATION. — Comme on l'a vu dans la démonstration du lemme 2 (i),
on a ai€3(î). Soit A rantiautomorphisme principal de M(j). Supposons
xaf-\- dt symétrique pour fixer les idées. Alors

a^x-\-cbî=xa^-\-aî=A{xa^-\-a^)
= A (a^A(x) -+- A (03) =— A {a,)x -4- A (a,),

d'où ai== —^l(ai), a^=A(aï),
PROPOSITION 1. — Soit ^ une algèbre de Lie niipotente sur un corps K de

caractéristique o. Le corps des fractions de 3{%) est une extension trans"
cendante pure de K.

DÉMONSTRATION. — II existe une suite ̂  $1, ..., în d'idéaux de 9 tels que
o=:îoC^iC ... C în== î et dim îy/îy-i == i. Il suffit alors d'appliquer le
lemme 3 (iii*) en prenant pour ï l'ensemble des dérivations intérieures de g.

Le résultat suivant serait évident si l'on savait que 3(j) est l'algèbre
engendrée par un nombre fini d'éléments. [Si le i4® problème de Hilbert
admettait une réponse positive, on pourrait facilement prouver que 3 (î) est
engendré par un nombre fini d'éléments.]

PROPOSITION 2. — Soit g une algèbre de Lie niipotente sur un corps K de
caractéristique o. Soient ûi, 04, ..., Oq des éléments de 3 ( î) engendrant le
corps des fractions de 3 (%). Il existe un élément non nulaçK[a^ a^ ..., Oy]
telque3(%)cK[a^ a^ ...,a^,a-1].

DÉMONSTRATION. — D'après le lemme3(iv), il existe b^ b.^ ..., &,., &r4-i€3(î)
tels que br+t^o et 3(^)0 K[b^ ..., br, ̂ i]- On a

bj= Bj(a,, ..., Oy) B'j (ai, ..., a^)-1,

où 2?y, B'j sont des polynômes. Posons

a=B\{a^ . . . , a^)£'^(ai, . . . , a^) ... 2^(ai, . . . , a^)Br^{a^ . . . ,a^) .

Alors, pour i^y'^r, on a a^eA[ai, . . . ,ay],donc bj^K[a^ ..., a<y, a-1];
et ab^çK[a^ . . . , Oy], donc &,:^€^T[ai, . . . , ây, a-1]. Donc

3(î)C^[^, ...,^, ̂ i]C^[ai, .... a^a-1].

DÉFINITION 1. — *S'o^ ( une algèbre de Lie niipotente sur un corps K de
caractéristique o; soient ai, ..., Oy des éléments de 3(() engendrant le
corps des fractions de 3(î). î//i élément non nul açR[a^ ..., Oy] /e/ y^e
3(j)cAr[ai, . . . ,ay,a-1 ] ^ra appelé un élément affine relativement
à ai, 0.2, ..., a^.

Soit & un autre élément non nul de K[a^ . . ., Oy], Alors,
a-l==(ab)-ibç(ab)-iK[a^ . . ., Oy],

donc^C[ai, . . . , a^, a~l]cAr[al, . . . , ây, (a^)~1]. Donc a^ est encore affine
relativement à ai, a.^ . . . , a^.
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CHAPITRE III.

COMPARAISON DE 3(0) ET 3 ( 9 ' ) ((', IDÉAL DE CODIMENSION 1 DANS ().

Les lemmes 5 à 10 n'ont pour but que de préparer la proposition 3, et ne
seront plus utilisés dans la suite du Mémoire (exception faite de la démons-
tration-dû lemme 12).

Soient V un espace vectoriel sur un corps commutatif, B une forme
bilinéaire alternée sur F. Nous noterons NB l'ensemble des x 6 V tels que
^(^î y ) == ° pour toutj€ F. Alors, B définit par passage au quotient une
forme bilinéaire alternée non dégénérée sur V/NB-

LEMME 5. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie n sur un
corps commutatif^ W un sous-espace de dimension n — i de F, B une
forme bilinéaire alternée sur F, B' sa restriction à W. Deux cas sont
possibles :

(i) ou bien Na<t W; alors YV^n W=NK', et Ny est de codimension i
dans NB;

(ii) ou bienNaC W; alors N B ^ N B ' , et N a est de codimension i dans Ny.

DÉMONSTRATION. — Supposons qu'il existe un élément x de NB tel que
x^W. S i y ^ N a ' f y est orthogonal à W pour B1 donc pour 2?, et y
est orthogonal à x pour B, donc j€^. Donc Na'cNa^ W. Par ailleurs,
il est clair que NaC\ WÇ.NB'. Donc Nar\W=Na'. On a par suite
dimNB/Na^dimV/W==i, ^ N a ^ N y , d'où (i).

Supposons maintenant NaC. W. Alors, il est clair que Na^Na^ Soit z un
élément de V n'appartenant pas à W. Comme Na est formé des éléments de
Na' orthogonaux à z pour Z?, on a dim N a ' I N a ̂  i. Reste à montrer que
NB^NB^ Passant au quotient par NB, on est ramené au cas où B est non
dégénérée. Alors, n est pair, donc n — i est impair, donc B' est dégénérée,
c'est-à-dire que NB'^- o.

LEMME 6. — Soient 9 une algèbre de Lie de dimension n, g' un idéal de
dimension n — i de 3, (x^ x^ ..., x^) une base de % telle que (x^ ..., Xn)
soit une base de ̂  L le corps des fractions de 3»(î), L' le corps des
fractions de S ( ^ ) . On suppose que les relations

^.^[Xk,Xj}pj=0 (À -== I ,2 , ...,/l)

entre éléments p^ p^ . . . , pn de Z, entraînent pi == o. Dans ces conditions^
le rang sur L' de la matrice ([^^ ^])i^k^n,2^^n est égal au rang sur U
de la matrice {\x^ ^/])'2^-^11, î^^n augmenté de i.
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DÉMONSTRATION. — Soit V l'espace vectoriel L'1 de dimension n sur L.
Pour I^Â'^/Î, i^y^/î , soit ^y==[^^, x^-]ç^C^(^) CL. La matrice
alternée (^7)1^^,1^7^ définit sur F (qui possède une base canonique) une
forme bilinéaire alternée B. Soit W l'ensemble des éléments (/i, t^ ..., tn)ç V
tels que ty == o. Un élément (^i, t.^ . . ., ^,) de V est dans A^ si et seulement
si l'on a

o=£((t^t',, . . . . 4), (^, t,, .... ̂ )):=i^JI^^^,

quels que soient ^i, ̂  • • - ^ ^n^L, c'est-à-dire si et seulement si

î^Uk/^=0 (À'=I, 2, . . ., fl).

D'après l'hypothèse du lemrae, ceci entraîne / i==o. Ainsi, NaÇ W. D'après
le lemme 5, il existe un élément (o, 5.2, 5:3, . . ., Sn)ç ÎV possédant les deux
propriétés Suivantes :

(a) ^((O, 5,, 53, . . ., 5'J, (0, 5,, 5-,, . . ., 5,,)) == 0

quels que soient 5,, 53, . .., 5^eZ, c'est-à-dire

(4) ^o ̂ /^= 0 (À- = 2, 3, . . . , 7l),

W ^((l, 0, 0, .... 0), (0, 5,, 5,, .... 5,,))^0,

c'est-à-dire
l^u^-s^o.

Soient r, r' les rangs sur L (donc sur L ' ) des matrices (uk/) j^-^/î,2^/^/1 et
^k^î^k^n^^n- Ce qui précède montre que /• > r'. Mais il est clair que
r^r'+i. D'où le lemme.

LEMME 7. — Soient K un corps commutait f de caractéristique o, V un
espace vectoriel de dimension finie sur K^ L le corps des fractions de J8i( F),
% une algèbre de Lie algébrique d'endomorphismes de V qu'on prolonge
en dérivations de Z, Lo le sous-corps des éléments de L annulés par g, d le
degré de transcendance de Lo sur K. Soient (^1,^2, . . ., en) une base de V
sur K^ ( î, x^ ..., Xq) une base de % sur A, r le rang sur L de la matrice
(^l€j)^l^q^^j^n. AlorS^ d == H — F.

DÉMONSTRATION. — Soient F* l'espace vectoriel dual de F, ^ l'algèbre de
Lie dans V* formée des transposés des éléments de 9, F le groupe algébrique
irréductible d'automorphismes de V* d'algèbre de Lie ^. Nous identifierons
L au corps des fonctions rationnelles sur V*. Les éléments de Lo sont alors
les éléments de L invariants par T ([3], p. 3i).

Supposons d'abord K algébriquement clos. D'après [6], il existe :

i° une partie non vide U de F*, ouverte pour la topologie de Zariski, et
stable pour F;
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2° une variété algébrique affine irréductible Z, n'ayant que des points
simples;

3° un morphisme 9 de U sur Z, de rang constant sur U^ tels que les fonc-
tions rationnelles sur V* invariantes par F soient exactement les fonctions
fQ cp, où/est une fonction rationnelle sur Z.

Par suite d=:n —5, s étant la dimension (constante) de l'espace tangent
aux orbites de F. D'après [5], p. 192, proposition 2, cette dimension est
égale à la dimension sur K de ̂  x* pour tout .2;* € V. Posons .r^y== .2^ À/y ̂
avec ^y^eA. Soit (^, e^, ..., e^) la base de V* duale de (e^ e^ . . . , ^).
On a tXle^=^n^^lkje\\ donc/si ai, a^, .. ., a^eA, on a

^/(ai^-h a.^;-h.. .-ha,^) == 2y^À/^a^:= ly^^a^}.

Ainsi, 5 est égal au rang sur A' de la matrice {^k^ijk^-k)\^i^q,^{^ni toutes les
fois que ai, ag, ..., a^ sont choisis de manière à ne pas annuler un nombre
fini de polynômes par rapport à ai, as, . .., a^. Ce rang est aussi le rang
sur K{X^ JT,, ..., Xn) de la matrice (^k^ijk^k)}^i^q^]^n (^i, ̂ 2, • . . , ^n
désignant des indéterminées), ou encore le rang sur L de la matrice
(2^À/y^)i^/^i^y^), c'est-à-dire r. Le lemme est donc démontré lorsque K
est algébriquement clos.

Passons au cas général. Soit K' une clôture algébrique de A. Etendant le
corps de base à A/ dans V et $, on obtient V(K') et Î(A-'). Soit L' le corps des
quotients de S( V ( K ' ) ) - Comme K' est la clôture algébrique de A, tout élé-
ment de L' peut s'écrire p'V~1, où p ' ^ ^ { V ( K ' } ) et </€^i(TQ. D'autre part,
tout élément de ^'(l7^')) est combinaison linéaire à coefficients dans K '
d'éléments de *S(V). Donc, si (Pi)^/ est une base de K ' sur A, tout élément
de L' s'écrit de manière unique sous la forme Z^/pi/i, où f^çL. Si cet
élément est annulé par ^ K ' ) - ) les / sont annulés par 9, c'est-à-dire appar-
tiennent à LQ\ la réciproque est évidente. Ainsi, le corps des éléments de L'
annulés par g^ est engendré par K ' et Lo. Donc son degré de transcendance
sur K' est égal à celui de Lo sur A (carZ et A' sont algébriquement disjoints
sur A). Par ailleurs, la dimension de V ( K ' ) sur A' est égale à la dimension
de F sur A, et le rang de la matrice (^ie/)i^i^,i^/^i est le même sur L et
sur L ' . Il suffit donc d'appliquer le résultat obtenu lorsque A est algébri-
quement clos.

LEMME 8. — On conserve les notations du lemme 7. Si /?i, p^ . . . ^ p n
sont des éléments de L tels que l-̂  { x i ê j ) p j = o pour 1= i, 2, ..., (7, il
existe des éléments /, g^ ..., h de Lo et des éléments a, &, ..., c de L tels
que

p , = af'e, + bge, + • • • + ch'^,
/?2 = afe, 4- bg^ +.. . + ch'e,,

p,, = af'^ + bg'e^ +.. . + ch'^.
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DÉMONSTRATION. — Conservant les notations du lemme 7, il existe d élé-
ments de Zo algébriquement indépendants sur AT, que nous désignerons par
/, g^ • . . . , A. Alors, chacun des éléments

F=(f^f^ ...,/eJ,

G=(^ gc^ ' • • , gcn)^

H=(h^h^ ...,^,)

de Z71 constitue une solution du système d'équations

(5) ^^{xie^q^o (/:=i, 2, . . . , y)

par rapport aux inconnues <7i, ^2? • • • » ^/i de Z. Puisque /, ̂ , .. ., À sont
algébriquement indépendants sur AT, les vecteurs 7 ,̂ G, . . . , ZT de Z71 sont
linéairement indépendants sur Z. Comme d-==.n—r (lemme 7), toute
solution de (5) est combinaison Z-linéaire de F^ G, . . . , H. C'est exacte-
ment ce qu'exprime le lemme 8.

LEMME 9. — Soient K un corps commutatif de caractéristique o, ^ une
algèbre de Lie niipotente sur K^ g' un idéal de codimension i de g,
Z (resp. L') le corps des quotients de JS(î) [resp. S(^1)], LQ {resp. Zo)
/'} ensemble des éléments de L (resp. L') annulés par la représentation
adjointe de 9 (resp. j'). On suppose ZoCZ7. Alors, L'o contient Zo et son
degré de transcendance sur Zo est égal à i.

DÉMONSTRATION. — II est clair que ZoCZo. Soit (a?i, x^ ..., Xn) une base
de 0 telle que (x^ x^ ..., Xn) soit une base de ('. Soient /?i, p^, ...,/?,i
des éléments de Z tels que

^=l[^/î ^/]^7==0 (^I^, ...,7l).

D'après le lemme 8, il existe des éléments /, g^ ..., h de Zo et des éléments
a, &, ..., c de Z tels que /?i ==: a/^ -{- &^i -4-... 4- c/i^- Comme Zo C Z', on
a y^==^==:.. .==A^=: o, donc/?i== o. Ainsi, on est dans les conditions d'ap-
plication du lemme 6. Donc le rang sur L' de la matrice ([xi^Xj\) ̂ i^n^i^n
est supérieur d'une unité au rang de la matrice ([cZ*/, ^/])î^i^n,î^;^n' II suffit
alors d'appliquer le lemme 7.

LEMME 10. — Soient K un corps commutatif^ V un espace vectoriel de
dimension finie sur A", Z le corps des fractions de S( V)^ % une algèbre de
Lie d } endomorphismes niipotents de V. Tout élément de L annulé par %
est quotient de deux éléments de S(V) annulés par g.

DÉMONSTRATION. — Soit f=pq-1 ç Z, avec p ç. S ( F), q € S ( V), p et q étant
premiers entre eux. Supposons / annulé par 9. Pour tout ^€î, on a
(x.p)q—(x.q)p=o. Donc/? divise x.p. Comme deg(.r./?)^deg/?, on
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voit que x .p == À (x)p avec À^eAT. Le sous-espace Kp .de dimension i
de S (Y) est stable par 9. D'autre part, les endomorphismes définis par %
dans V, donc dans chaque composante homogène de S(V), sont niipotents.
Donc À (a?) == o, de sorte que /?, et par suite ^, sont annulés par (.

PROPOSITION 3. — Soient 0 une algèbre de Lie sur un corps de caracté-
ristique o, %' un idéal de codimension i de %.

(i) *Sï3(î)<|:îl(î'), 3(() contient strictement 3^) =3 (î)nîlt(î7).
( ii ) <% 3 (() C ïl ((' ) ̂  ̂ * î ̂  niipotente^ 3 ( (/ ) contient strictement 3 (g).

DÉMONSTRATION. — Supposons ^(îXïl^). Soit ae3((') et montrons
que ae3((). Soit a? un élément de % n'appartenant pas à g'. Comme a
commute aux éléments de %' il suffit de montrer que a commute à a?. Or
[lemme 2(i)] il existe aie3(î')nit(î') et a^çfl^') tels que a^o et
xa^-\- a2€3(î) . On a a(.rai-+- a^) == (^ai4- 02)0. Comme aa^~=.a\a et
002 ==020, on déduit de là que (aa?—^•a)ai==o, d'où a*r—xa=^o
puisque ai 7^ o. On a donc prouvé que 3(i(0c3(î) et par suite que
ÎW^ÎWnït^). Comme 3W<tViW, on a aussi 3(î)^3((').

Supposons 3(î)cîl(î') et 19 niipotente. Il est clair que 3(î)c3((').
Pour montrer que 3(î) et 3(î') sont distincts, il suffit de montrer que leurs
images canoniques 3 et V dans JS(^) sont distinctes. Or, 3 est Fensemble
des éléments de S (î) annulés par 0, et 37 est l'ensemble des éléments de
S ( ^ ' ) annulés par ('. Nous sommes dans le cas où 3cS(^). Notre assertion
résulte alors des lemmes 9 et 10.

CHAPITRE IV.

COMPARAISON DE 3(îi), 3(îî), . . ., 3(^n)

(îl î Î2î • . • » îni SUITE CROISSANTE D'IDÉAUX).

Il nous faut pour la suite analyser de façon plus détaillée chacune des
deux situations décrites dans la proposition 3.

LEMME 11. — Soient 9 une algèbre de Lie niipotente sur un corps de
caractéristique o, (go» îi» . • • 1 9n) une suite d'idéaux de ^ tels que
o==îoCîiC ... Cîn==9 et dim 0//î/-i == i pour \^j^n. On suppose
3(î)<t:ïl(în-i), de sorte que 3 (în-i) == 3 (î) H ït ((n-i) d'après la propo-
sition 3. Pour t^j^n^ soit X j un élément de %j n'appartenant pas
à î/-i. Soient j\<j\<>.. <y'y-i les indices y'e {i, 2, ..., n—i} ^&
^M'IÏ existe dans 11 (î/) ̂ i élément de 3(^n—i) n'appartenant pas à TU ((/—i).

(i) Le^ indices j ç (i, 2, ..., n} ^Zy ya'(7 existe dans lll(î/) MTI élément
de 3(î) ^appartenant pas à îll(iî/-i) sontji^ 72, . . . , y'y-i etj'y== n.

(ii) Pourk^i, 2, . . . , y, i7 ^̂ ^̂  ̂ i€3(î)n1l(î^_,) ̂  ̂ î€ll(j|^-i)
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tels que 0^17^0 et tels que o^== ^0^-4-0^2 soit un élément symétrique ou
antisymétrique de 3 ( j ) n ïl ( ̂  ).

(ni) // existe un élément de 3 (ïn-i) affine relativement à (oi, 02, ..., Oy_i)
^ affine relativement à (01, 02, ..., Oq).

DÉMONSTRATION. - Ona3(î)nî l( îy)==3(^-i)nî l( îy)poury=i ,2, . . . ,
n — i , et 3(î)<t:îl(în-i), d'où aussitôt (i) . L'assertion (ii) résulte du
lemme 3(i) où l'on prend pour ï l'ensemble des dérivations intérieures de 3.
Alors [lemme 3 (iii)] le corps des fractions de 3 (g) [resp. 3 (3,1-1)] est engen-
dré par d, 02, . . . , 0 y (resp. Oi, 02, ..., Oy-i). Soient Ou:=&i^-1, . . . ,
«<7i== Ay^y'1 où &i, ^i, . . . , ^y, ^€AT[oi, 03, ..., Oy-J. Alors [lemme 3 (iv)]
b i b . 2 . . . bq est affine relativement à Oi, 02, ..., Oy, et b^b^... 6y_i est affine
relativement à Oi, 02, . . . , Oy-i, donc b^bï.,.bq est affine relativement à
01,02, ..., Oy_i. D'où (iii).

LEMME 12. — 5W^ 9 ^/ie algèbre de Lie niipotente sur un corps K
de caractéristique o, (^o, îi, . . . , în) îmc ^^ d'idéaux de ^ tels que
o == l ?oCî lC ... C^n==9 et àm^jl%j_^=i pour ï^j^n. On suppose
3(î)c3(în-i). Pour i^j^n^ soit x, un élément de 9; n'appartenant
pas à îy-i. Soient ji<j\<.. .<./y-n ^ indices J € { ï , 2, ..., ^ — i } ^^
^'i7 existe dans îl(îy) ^TI élément de 3(în-i) n'appartenant pas oîl(î/-i).

(i) Zé^ indices jç j i , 2 , ..., /i} /̂̂  '̂̂ 7 ç^M^ oo^ îll(îy) (z^ élément
de 3(î) n'appartenant pas à M(î/-i) ^o^ yi, ..., y'r-i, yr+i, ...,yy4-i
(r ^on^ ^TI certain entier de [ i, 2, . .., ^ -4- i p.

(ii) 3(î)nîl(^_j=3(^-0nîl(î^).
( iii ) Po^r A: == i, 2, ..., q + i, il existe a^ € 3 (g) n ïl (î^_J ̂  0^2 € 11 (^-i)

^/^ y^e 0^17^ o ̂  tels que a/,= x^a^-^- 0^2 soit un élément symétrique ou
antisymétrique de 3 (î) n ïl(î^) /?OM^ ^ ̂  r, ^e 3 (î,,-i) n ît(^) /?o^r ^ = r.

(iv) Soit b == (ad^).o^. On a

^o,&€3(î)nM(^.,),
e<

(expadÂ^).o,-==o^4-À6 pour À ç A .

(v) // ^jc^<^ ^^ élément de 3 (g)affine relativement à (oi, 02, ..., o,.-i,
Or+i, ..., o^+i ) ̂  affine relativement à (01, 03, ..., Oy).

DÉMONSTRATION. — Prouvons (i). Les indices ^ € { 1 , 2, . . . , ^ — i j tels
qu'il existe dans ^(î/) un élément annulé par la représentation adjointe
de ^n-\ et n'appartenant pas à âi(gy-i) sont y'i, y,, ..., y'y+i, comme le
montre l'application canonique de îl(^-i) sur JS(^-i). Soient Z et L' les
corps des fractions de S ( ^ ) et J8(3^-i). Soit Lo (resp. Zo) l'ensemble des
éléments de L (resp. Z/) annulés par la représentation adjointe de $
(resp. ^-i). Puisque 3(î)c3(^-i), on a ZoC^o- D'après le lemme 9,
L'o est de degré de transcendance i sur Lo. Le degré de transcendance de
L'o sur K est q -\-1, d'après le lemme 10 et le lemme 3 (iii) (dans lequel on
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prend pour 9 l'algèbre de Lie abélienne sous-jacente à l'algèbre de Lie 0,1-1
du présent lemme, et pour ï l'ensemble des dérivations intérieures de j/z-i).
De même, le degré de transcendance de Zo sur K est égal au nombre des
indices jç. jy'i, j.^ ..., y'y^i ) tels qu'il existe dans JS(îy) un élément annulé
par la représentation adjointe de 9 et n'appartenant pas à jS(îy-i). Le
nombre de ces indices est donc <y, et nous pouvons les désigner pary'i, .. .,
y,_i, jr+i, ..., jq+i. Ce sont aussi les indices jç { i , 2, ..., n} tels qu'il
existe dans M^y) un élément de 3(î) n'appartenant pas à îl($/-i), comme
le montre l'application canonique de îl(î) sur S (0). D'où (i).

D'après le lemme 3 (i) appliqué à 9, il existe pour k =i, ..., r— i, r-4- i, ...,
y-hi des éléments a^e3((()nîl(^_,) et aA2€Îll(^_i) tels que a^i^o et
tels que a^= x^ak\.-\- ^Â-2 soit un élément symétrique ou antisymétrique de
3(<3)nîl( ig/^). D'après le lemme 3 (i) appliqué à 9/z-i, il existe des éléments
^n € 3(9rt-i) H ïl(î^-i) et 0^2 € îl(î^-i) tels que a/.i^o et tels que ar=x^ar^-\-arî
soit un élément symétrique ou antisymétrique de 3 (9,,-i)nît ($/,.). Ceci
prouve (iii) à l'exception de la relation ^rie3(î)nîl(^_J qui sera une
conséquence de (ii).

Prouvons (ii). On a évidemment 3 (î)nîl(îy,_,) c3(î,i-i) H ïl($y,_J.
Réciproquement, soit a e3( ̂ n-i )rïîl(0/^_^ ). D'après le lemme 3(ii) (appli-
qué à .̂._^ et aux dérivations définies dans ^_^ par les éléments de î/i—i, on
a, pour des exposants ^i, s.î^ . . . , Sr-i convenables

aa\\a^\ ... a-;c-î,i €A:[ai, 02, . . . . a,-i, an, 021, . . . , a^-i,i].

Donc, pour tout xç, 9, on a

o == [.c, aa^i a-^ ... a-^r-^J == [x, a\a\\ ai\ ... a^i,

donc [.r, a] = o, et finalement ae3(g). On a ainsi prouvé (ii) et (iii).
Soit b == (ad^).ar. Comme Or commute à ^n—i mais n'appartient pas à

3(î), Or ne commute pas à Xn^ donc b^o. Pour tout .37 € î/i-i, on a

[.C, b'\^=[[x,Xn\,ar\-^~[Xn, [x^ dr} ] = 0 Car [x^ Xn\ € ^n-l et a^€ 3 (în-i),

donc &e3(î^-i). Par ailleurs, ^==[^, ^]a^i+^[^/i, ^/•i]-4-[^/i, ^rs];
on a [^n, an ] == o d'après (iii), et [^, .ryj€^-i puisque $ est niipotente;
donc ^eïl(î^-i). Ainsi,

&e3(^-i)nM(^-i)=3(^-i)nïl(î^)=3(3)nîl(î7^)

d'après (ii). Enfin, ( ad Xn )2. Ur = (ad .Tn ).b= o d'après ce qui précède,
donc (exp ad 'hxn} •Cir= a,. 4- ̂ b pour Àe A". On a ainsi prouvé (iv).

D'après (iii), on a <2ii== &i^i~1, ..., ay+i,i== bq^b'^ avec &i, &i,...,^+i,
^i€A'[ai, . . . , a,<-i, -̂+.1, . . . , a^+i]. D'après le lemme 3 (iv), b^b^,... bç+i
est affine relativement à (ai, 02, ..., ay_,_i). De même, ^ i . . . br-ibr+t • • • ^y+i
est affine relativement à (ai, ..., a,<--i, Or+i, ..., û^-n), donc ^1^2 • • • ^y+i est
affine relativement à (ai, . . . , a^_i, a^-n, ..., ay-i-i). D'où (v).
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REMARQUE 1. — Avec les notations des lemmes 11 et 12, l'idéal gi est
contenu dans le centre de 9. En multipliant au besoin a^ et a^ par un
élément non nul de gi, on voit qu'on peut toujours supposer les a^ Symé-
triques (par exemple).

PROPOSITION 4. — Soient ^ une algèbre de Lie niipotente sur un corps K
de caractéristique o, n sa dimension, ni le degré de transcendance de S ( ^ )
sur K.

(i) n — n i est un nombre pair.
(ii) «Sï/i==/îi, 9 est abélienne.

DÉMONSTRATION. — Supposons la proposition établie pour les algèbres de
dimension < n. Soit 9' un idéal de codimènsion i dans g, n\ le degré de
transcendance de S ( ^ ) sur K. D'après l'hypothèse de récurrence, n — i — n\
est pair. Si 3(î):>3(0'), on a n,== 71,4-1 d'après le lemme 11, donc
n —'Zi=n —ï—n\ est pair. Si 3(() c3(^), o n a / i i = = / ^ — i d'après le
lemme 12, donc n — ni= n -+- i — n\ est pair. D'où (i). Si n == n^ ce qui
précède montre que n — i == n\ (car on ne peut avoir n-^-i=zn\). Donc,
d'une part î' est une algèbre abélienne d'après l'hypothèse de récurrence,
d'autre part il existe a^3{%'), a^M^'), e t^e0, tels que Oi^o, x^%',
et .rai-+-a2€3(î). Alors, si je?', on a o == [y, xa^ 4- Oa] == [j, ^'|ai
(compte tenu du fait que (' est abélienne), donc [j, .z*]=o. Donc 9 est
abélienne, ce qui prouve (ii).

DÉFINITION 2. — Avec les notations de la proposition f*, rentier ï- (n — ni)
2

s^appelle le défaut de commutativité de g.

Pour la suite, il est commode d'utiliser la représentation graphique sui-
vante. Soit g une algèbre de Lie niipotente sur un corps de caractéristique o.
Soit 00; 0i) • . • , %n une suite d'idéaux de g tels que o = ^ç C îi C .. . C în== g
et dim^/îy_i=i pour i^j^n. Traçons un réseau triangulaire à n lignes
et n colonnes {n=^ sur la figure ci-dessous). Disons que le sommet du
réseau situé au croisement de la j1^0 ligne (à partir du haut) et de
la k^^ colonne (à partir de la gauche) est distingué s'il existe dans îll(<^) un
élément de 3(î/) n'appartenant pas à îl(^_i). (Sur la figure, on a. mis en
évidence ces sommets par des points.) Le passage de la y10"® ligne à
la (j'-^-i)^6 ligne s'effectue alors de la manière suivante. Ou bien le sommet
le plus à droite de la (y-h-i)"1"10 ligne est distingué; les autres sommets dis-
tingués de la (j 4- i)10111® ligne sont alors exactement sur les mêmes colonnes
que dans lay161"® ligné [lemme 11 (i)]. Ou bien le sommet le plus à droite de
la (y+i)161"0 ligne est non distingué; les sommets distingués de la
(y-^-1)10"10 ligne sont alors sur les mêmes colonnes que dans la j1^ ligne,
à l'exception d'une colonne qui porte un sommet distingué dans la/61"® ligne
mais n'en porte plus dans la (y^i)^1110 ligne [lemme 12 (i)]. Si un sommet
du réseau est non distingué, tous les sommets de la même colonne situés
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plus bas sont donc non distingués. On dira qu'un indice j e { i, 2, ..., n\
est distingué si tous les sommets de lay^"1® colonne sont distingués, autre-
ment dit s'il existe dans 3 (9) un élément de ïl(î/) n'appartenant pas
à ï l (0y—i) ; le nombre d'indices distingués est le degré de transcendance
de 3(j) [lemme 3(iii)]; l'indice i est toujours distingué puisque 'îiC3(î).
On dira qu'un indice jç. { i , 2, .. ., n \ est libre si aucun sommet de
layieme colonne n'est distingué, mixte s'il n'est ni distingué ni libre.

Fig. i.

LEMME 13. — Le nombre d} indices libres et le nombre d^ indices mixtes
sont'égaux au défaut de commutativité de g.

DÉMONSTRATION. — Admettons le lemme pour les algèbres de dimension < n.
Si 3(0)(t:îl(^-i), le défaut de commutativité de % est égal à celui de 9,1-1;
d'autre part, si l'on supprime la dernière ligne de notre réseau, le nouveau
réseau a les mêmes colonnes libres et les mêmes colonnes mixtes que le
réseau initial d'après ce qu'on a dit plus haut; il suffît donc d'appliquer
l'hypothèse de récurrence. Si 3(0)clt(în-i), le défaut de commutativité
de 0 est égal à celui de î/i-i, augmenté de i; d'autre part, si l'on supprime la
dernière ligne de notre réseau, le nouveau réseau a une colonne libre et une
colonne mixte en moins que le réseau initial d'après ce qu'on a dit plus
haut; là encore, il suffit d'appliquer l'hypothèse de récurrence. D'où le
lemme.

Soit j un indice non libre. On appellera profondeur de j le plus grand
entier p tel que, sur la y1®*"® colonne, la ^ième ligne porte un sommet dis-
tingué. En particulier, les indices distingués sont de profondeur n. Nous
conviendrons d'autre part que les indices libres sont de profondeur o.

LEMME 14. — (i) Deux indices mixtes distincts ont des profondeurs
distinctes,

(ii) Soient j un indice mixte ̂  p sa profondeur. Soit ï une algèbre de
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Lie de dérivations mlpotentes de % laissant stables gi, ̂  ..., ̂ _i. Il existe
un élément a de 3(^)nïl(îy) n'appartenant pas dîl(îy_i) et possédant
la propriété suivante : pour toute Dç.ï, on a I>a€3(<^)nîll(îy-i).

DÉMONSTRATION. — Si deux indices mixtes distincts avaient même profon-
deur, cela signifierait que, dans le passage d'une certaine ligne à la ligne
suivante, deux colonnes qui portaient des indices distingués cessent d'en
porter; ceci est absurde, d'où (i).

Soit V,n l'ensemble des éléments de 3(^)nïl(î/) de filtration ^m.
Soit F^==F^nîll(î/-i). Puisque y est de profondeur/?, on a

3(^)nîl(î./)7£3(^)nîl(î/-l),

donc Vm^V^ pour m bien choisi. Les dérivations Dçï opérant dans îl(0)
laissent stables Vm et V'^ et sont niipotentes dans V,n' D'après le théorème
d'Engel, il existe un élément a de Vni tel que a^. V'^ et tel que Daç. V'^ pour
toute Dçï. D'où (ii).

CHAPITRE V.

RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES SUR LES CARACTÈRES.

Les lemmes de ce chapitre n'ont qu'un intérêt technique. Les algèbres
de Lie envisagées seront supposées réelles parce que nous nous intéressons
aux caractères hermitiens. Il serait facile, par les mêmes raisonnements,
d'obtenir des résultats analogues sur les caractères quelconques lorsque le
corps de base est un corps de caractéristique o.

DÉFINITION 3. —Soient % une algèbre de Lie réelle, a un élément non
nul de 3 ( % ). On notera Aa ( $ ) l'ensemble des caractères hermitiens de 3 ( $ )
TïOTi nuls en a.

LEMME 15, —- Soit % une algèbre de Lie mlpotente réelle. Soient ai,
02, ..., Oy des éléments algébriquement indépendants de 3(î), symé-
triques ou antisy métriques^ engendrant le corps des fractions de S ( ^ )
[cf. lemme 3 (iii)]. Soit a==P(ai, a^ ..., Oy) (ou P est un polynôme) un
élément affine relativement à ai, ag,..., a^.L'application %^-(%(ai),..., %(ay))
est une bijection de Aa(î) sur l'ensemble des systèmes de nombres (^i, ..., \)
tels que :• • .

(i) lj est réel si a j est symétrique^ imaginaire pur si aj est antisy-
métrique;

(ii) P(^ . . . ,À, )^o .
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DÉMONSTRATION. — Soient %, y/ deux caractères (hermitiens ou non)
de3(î) tels que ^(aO^X^ai), . . . , ̂ (^^^(^ ̂ (^O 7^ °î X^);^0-
Soit 31 la sous-algèbre de 3(î) engendrée par û?i, ..., a<y. Les caractères ^
et -^ coïncident sur 31. Soit 6e3(ij). On a ^a^e5l pour un exposant s
convenable. Donc '^(bas)='^{bas) et par suite ' y , (b ) = ̂  (b} puisque
X^)^^);^0- I>onc%=^.

Il est clair que si % € A a ( j ) , %(^/) est réel pour Oy symétrique, imaginaire
pur pour CL] antisymétrique ; et l'on a P(^a^)^ • • • ? î^^)) ̂ ^(^ 7^ °-
Réciproquement, soient Ai, ̂  ' - ")\ des nombres vérifiant les conditions (i)
et (ii) du lemme. Comme les CL] sont algébriquement indépendants, il existe
unhomomorphisme%*etun seul de l'algèbre 3t dans Ctel que%*(ai) ==7i, ...,
%*(ay) == À<y. On a %*(^) =P(^i, . . . , À < y ) ^ o . Donc ^* se prolonge de
manière unique en un homomorphisme de R[5l, a~1] dans G. Soit % la
restriction à 3 (g) de ce prolongement. C*est un caractère de 3(î). Soit A
l'antiautomorphisme principal de îl(î). Soit ^ le caractère de 3(î) défini
par -^'(b) =z^(A(b)) pour ^e3(î). Si a/ est symétrique, on a

7!(^)=^a/)=^=^:^X(af)^

si ay est antisymétrique, on a

X/(a/)=:::X(-a7)==-5lJ==^•==5C(a7)•

Donc ^^^ d'après la première partie de la démonstration. Donc ^ est
hermitien, e t%eAa( î ) .

LEMME 16. — Soient 9 Mne algèbre de Lie niipotente réelle ̂  (/ un idéal de
codimension i dans %. On suppose Î^CÎCî'). Soient a^ a^ ..., Oy+i
des éléments de ^(î7), symétriques ou antisy métriques^ algébriquement
indépendants^ engendrant le corps des fractions de 3(î'), tels que ai,
02, ..., Oq engendrent le corps des fractions de 3(%); soit a un élément
de 3(î) affine relativement à ai, âg, ..., a<y, et relativement àa^ 02, ..., Oy-n.
(Z'> existence de ai, 02, ..., Oy+iî û résulte du lemme 12.)

// e.z'w^ MTÎ  application %->-%' ̂  Aa(î) û?a^ Aa(î /) possédant les
propriétés suivantes :

(i) joo^r <o^ xeAa(î) , ̂  prolonge ̂ î
{{\) quel que [soit b'ç3{%')^ il existe un bç3(^) et un entier S^Q tels

que ^(b1) ==-. ̂ {a)-5 %(&) pour tout %e Aa(î).

DÉMONSTRATION. — Soit P un polynôme à coefficients réels tel que
a==P(a^a^ . . . , r t y ) . Soit %€A^( î ) . On a P(%(ai), . . . , ^ ( a < y ) ) 7^ o.
Comme a est affine relativement à Oi, 02, .. '., ay-^i, il existe un caractère
/eAo^etunseultelque^a^^^ai), . . . ,^(ay)==%(ay), ^(ay+i) = o
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(lemme 15). La restriction de -^ à 3(0) prend les mêmes valeurs que ^
en ai, Os, ..., Oy, et est non nulle en a, donc coïncide avec % puisque a est
affine relativement à ai, 02, ..., Oy (lemme 15). Soit ^'eî^'). Il existe un
entier 5^0 et un polynôme Ç en (q-{-i) variables à coefficients réels tels
que bfas=:Ç(a^, a^ . . . , a^i). Soit 6 = Ç(a^ a^ . . . , Oy, o)e3(9). Pour
/eAa(î) , on a

^{b'a^ = Ç(/(a,), ^(a,), . . . , x'(^i))

= Ç(3C (^i), % (^), • • •. X^), o) == 7.W

donc%/(^)==%(a)-^(^).

REMARQUE 2. — Supposons Oy-n symétrique (ce qui est toujours possible :
cf. remarque 1, chap. IV). Aux données du lemme 16, ajoutons celle d'un
élément non nul V de 3(î'). Alors on peut choisir l'application %->^ de
manière qu'en outre l'élément b associé à b' dans la propriété (ii) soit non
nul. En effet, avec les notations précédentes, le polynôme Ç n'est pas identi-
quement nul. Donc, pour ^çR bien choisi, Ç(ai, . . . , Oy, À . i ) est un
élément non nul de 3(0). Il suffit alors d'avoir défini l'application %->%' en
posant, non pas ^(a^+i) = o, mais ^(ffy+i) == ^.

LEMME 17. — Soient g une algèbre de Lie niipotente réelle^ %' un idéal de
codimension i dans 0, x un élément de % ^appartenant pas à 0'. On
suppose ̂ (^CS^). Soient «i, 02, ..., ̂ -n û^ éléments de 3(^), ^ywe-
triques ou antisy métriques^ algébriquement indépendants^ engendrant le
corps des fractions de 3(^), tels que Oi, 02, ..., Oy engendrent le corps
des fractions de 3(î), ^ /e^ <7^ [.z1, o<7+i ] =& ^>^ un élément non nul
de 3(î); soit a un élément de S(^) affine relativement à a^ a^ ..., a^+i.
(L'existence de ai, 02, . .., Oy+i, a résulte du lemme 12.)
Z r̂ caractères de Aab(ï') égaux sur 3(() sont transformés l'un de

l'autre par un automorphisme intérieur de î.

DÉMONSTRATION. — Soient ^i, /g deux caractères deAab(ï1) égaux sur 3(î).
On a (adcZ^.ay+i^ (ad.z1).^ ==0, donc (expad>^).ay+i== a^-n4-^^ pour
?.eR. Soit ̂  le transformé de %, par expad?.^. On a

^ (^+1 ) == ̂  (ay+i ) + ̂ 2 W-

Par hypothèse, ^(^)^o. Si a^ est symétrique (resp. antisymé-
trique), b est symétrique (resp. antisymétrique), et %i(^y+i)î /a (^+1)1
%2(6) sont réels (resp. imaginaires purs). Donc il existe Â € R tel que
^2(ay-n)=^(ay+i). Sur 3 (g), les caractères ^, /a, %2 prennent les
mêmes valeurs. Donc ^ (a) =r %s (a) 7^ o, et par suite ̂  == %i (lemme 15).
D'où le lemme.
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CHAPITRE VI.

DÉTERMINATION D'UNE REPRÉSENTATION UNITAIRE IRRÉDUCTIRLE
PAR SON CARACTÈRE.

Le but essentiel de ce chapitre est le théorème 1, qui se démontre par
récurrence sur la dimension de 3. Il est donc essentiel de comparer ^ et un
idéal (/ de codimension i de g. Le passage de ^' à % se fait de façon très
différente suivant qu'on est dans l'une ou l'autre des situations décrites dans
la proposition 3. L'une de ces situations est étudiée au lemme 21, l'autre au
lemme 24-. Notre but provisoire est donc maintenant le lemme 21.

LEMME 18. — Soient T un groupe topologique^ Ti un sous-groupe dis-
tingué de F, U une représentation unitaire de T dont la restriction U^ à Fi
est irréductible. Alors, les représentations unitaires de T prolongeant U^
sont les représentations de la forme Y-^a(Y)£/(y), a étant une représen-
tation continue quelconque de T dans le groupe des nombres complexes de
module i dont le noyau contient Fi.

DÉMONSTRATION. — II est clair que les représentations ainsi construites sont
des représentations unitaires de T prolongeant Ui. Réciproquement, soit V
une représentation unitaire de T prolongeant £/i. Pour tout yeF et tout
•fieri, on a

^(ï)^(ïi)^(T)-l=^(ïïiï-l)=^(ï)^(Tl)^(Y)-^

donc U^-^V^) commute à Ui(^i). Comme Ui est irréductible, on a
V(^) •== a(y)^7(Y), a(y) étant un scalaire de module i. Il est clair
que Y->a(y) est une représentation continue de T dans le groupe des
nombres complexes de module i. D'où le lemme.

Soient F un groupe topologique, I\ un sous-groupe distingué de F, Uy une
représentation unitaire de Fi. Pour tout yeF, l'application Yi-^^YYiY""1)
est une représentation unitaire V[ de Ti. Si W est équivalente à £/i pour
tout y € F, nous dirons que î/i est invariante par F.

LEMME 19. — Soient r un groupe de Lie simplement connexe^ P un sous-
groupe distingué fermé connexe de codimension i dans F, U' une repré-
sentation unitaire irréductible deT' invariante par F. Alors U' se prolonge
en une représentation unitaire de F.

DÉMONSTRATION. — On sait que P est simplement connexe. Le groupe T est
localement isomorphe au produit semi-direct de P et d'un groupe A
isomorphe à R. Puisque T est simplement connexe, il est globalement iso-
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morphe à ce produit semi-direct a aquel nous ridentifierons. Pour tout ôeA,
il existe un opérateur unitaire V(8) dans l'espace hilberlien S) où opère U '
tel que U'^S-1) =^(3)^(^)^(3)^ quel que soit y'eP. Si ô^eA, on a

F(ô)F(ô,)Z//(Y/)F(ôO-lr(ô)-^
^F^)^^^1)^)-1

==^(^Y'(fôi)-1) =^(000^(^)^(50^)-^.

Comme U' est irréductible, on en conclut que V(SSi) =o-(ô, ôi) F(ô)r(âi),
o-(ô, ai) étant un nombre complexe de module i. SoitF(ô) la classe de V(8)
dans le groupe quotient du groupe^les opérateurs unitaires de S) parle sous-
groupe des opérateurs unitaires scalaires. On a doncF(ôâi)=F(ô)F(ôi).
D'autre part, soit 0 Pensemble des opérateurs linéaires de norme ̂  i dans 4|;
c'est un espace métrisable à base dénombrable pour la topologie forte (car,
comme P est à base dénombrable et que U' est irréductible, ^ est à base
dénombrable). Si FeO, il existe (d'après [15], théorème 1) une suite 7,,
T^ . . . de combinaisons linéaires finies des U 1 ^ ' ) (y'eP) tendant forte-
ment vers r. Pour tout y, l'application S->V(S)T^V(8)-1 est fortement
continue. Donc ([16], p. 208) l'application S-^V(S) TV(8)-1 admet au moins
un point de continuité ôo€A. Soit 5i€A. Si S-> ai,

V(S)TV(S)-l=V(S,S-,i)V(^S-,tô)TV(^8-,iS)-iV(S,S^)^

tend fortement vers

V(êi ̂ ^VÇS^TVÇS^V^^^-^V^TVÇô,)-^

Ainsi, l'application S-^V(S) TV(â)-1 est fortement continue pour
tout T^O. Alors ([8], lemme 1) S-^V(à) est une application continue
pour la topologie quotient de la topologie forte. Comme A est simplement
connexe et que son algèbre de Lie est de dimension i, l'application 8->V(8)
se déduit par passage au quotient d'une représentation unitaire (fortement
continue) S->W(8) de A ([l], théorème 3.2 et lemme 4.9). Pour
Y=ôy'er(<Î€A, Y'eP), posons î/(y) =W{S)U1^1). L'application y -> U(-f)
est fortement continue et prolonge U''. Enfin, U est une représentation uni-
taire de F, car, si -yi== ^iYi er(^eA, ^16?), on a

YY, = oV ̂  ïi = ̂ i (^T1 ï' ai ) y,
donc

^(Tïi)=^(^)^((Ô71Y'âOY/J=^(â)^r(ôO^(^ lY'^)^(Y,)
=y(ô)^(â0^(ô,)-i^(y/)^(ô0^(yj
=WW'WW(W^\)^UWUW.
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LEMME 20. — Soient-T un groupe de Lie^ 9 son algèbre de Lie^ S^ un
espace hilbertien à base dénombrâblé', Uune représentation unitaire de F

^®
dans ^. Soit ;Ç = f ^dv(^) une décomposition de S) en intégrale

^®
hilbertienne d'espaces hilbertiens ̂ , telle que U= f U^ ûfv(Ç), U^ étant,

pour tout Ç, une représentation unitaire de T dans S^^

/©
(i) Si Ç= ^^(Oe/Ç est un élément du sous-espace de Gàrding

de Jj, Eç appartient^ pour presque tout^ au sous-espace de Gàrdingde ;̂.

Et,pouraçm{%),onaU(a)^f ^(a)^^(O.

(ii) Si U admet le caractère %, î/ç admet le caractère ̂  pour presque tout Ç.
(iii) Supposons que U^ admette^ pour tout Ç, un caractère %^. 5oî  a un

élément symétrique (resp. antisymétrique) de 3(î). Alors^ UÇa)**
[resp. iU(a)**] est l'opérateur autoadjoint défini par le champ d'opéra-
teurs scalaires ^-^-^(a).t [resp. Ç-><xç(ff).i].

DÉMONSTRATION. — II suffit de prouver (i) quand Ç est de la forme U(f)î,^
ÎJ étant un élément de jÇ e t /une fonction indéfiniment différentiable à

/©
support compact sur F. Or, on sait que U(f) == U^{f)dv(^). Posant

y»e /»©
î!=f ^ûfv(Ç) , on a \=\ U^f)Ï^ ^(Ç), Donc, presque partout,

^=:£7ç(/)Çç appartient au sous-espace de Gârding de <Çç. El, en identifiant
^€Ïl(î) à une distribution sur F [4«],on'a

U(a)^U(a)U(f)î!=U(ai,f)î;=f ^(^*/)^^(?)

=y%ç(a)^(/)^(0=y' ^(a)^^(Ç).

Supposons que ^/ admette le caractère %. Soit a€3(î). Montrons que,
pour presque tout Ç, £^(a) ==%(a). i. Il'suffit de le montrer quand a est
symétrique ou antisymétrique. Pour fixer les idées, supposons a symétrique.
Soit Ç1, Ç2, ... une suite d'éléments du sous-espace de Gârding ^ de ij,

C^
totale dans ^; soit ^== ^ ^^(Ç); alors, presque partout, i^, Ç^, . ..

forment une suite totale dans 1̂ . D'après (i), on a, poury==i , 2, . ..,

f^W ̂ (0 = ̂ W^xW^f^xWtt ̂ W'

Donc ^(âOSi^^^OSiq11^ q11® soit y lorsque Ç n'appartient pas à un cer-
tain ensemble y-négligeable TVa. Pour Ç^TVa, la restriction de U^(a) à un sous-
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espace vectoriel partout dense de ^ est égale à % ( a ) . i ; mais U^(a) est
hermitien, donc égal à ^(a). i sur tout son ensemble de définition. Soit
alors ai, 0.2, ... une suite d'éléments de 3 (9) engendrant l'espace vec-
toriel 3(î). Pour ^Na,\jNa,\J .. ., U^ admet le caractère ^.

Enfin, supposons que U^ admette, pour tout Ç, un caractère %.. Pour fixer

/©
les idées, soit a un élément symétrique de 3 (g). Si ^ == ^dv(Ç)ef)^ on

/ ®
a, d'après (i), U(a)î,=^ %^(^)^^ V (S)• Soit F l'opérateur autoadjoint

défini par le champ Ç-^^(<2). i . On a î/(a)|^'= T \^ ' . Donc

^/(ar= (^(a)i ̂ r=( ri ̂ r,
de sorte que T prolonge U(a)*\ Comme Têt U( a)** sont autoadjoints, on en
conclut que T=z U(aY\

LEMME 21. — Soient T un groupe de Lie simplement connexe^ T' un sous-
groupe distingué fermé connexe de codimension i dans F, g et ^' les algèbres
de Lie de T et P. On suppose 3 (î) (tîll^), ̂  ̂ o/^? ̂  3 (^) == 3 (î) n llf̂ ).
.SoK ^€0^ que œ^%'. Soient a^3{^')(a^o) et aaeîl^') tels que
a == xa^ + 02 50^ ̂ n élément symétrique ou antisymétrique de 3 ( g ). *SW^ A
V ensemble des caractères hermitiens de 3 (g') correspondant à une repré-
sentation unitaire irréductible de F ' et à une seule (a une équivalence près).

(i) Soit U' une représentation unitaire irréductible de P dont le carac-
tère appartient a A. Alors, U''se prolonge en une représentation unitaire
irréductible de F.

(ii) Soient U une représentation unitaire irréductible de r, % son carac-
tère. Si la restriction de % à 3(<3 /) appartient à A, la restriction de U à F'
est irréductible,

( iii ) Tout caractère hermitien de 3 ( 9 ) dont la restriction à 3 ( $0 appar-
tient à A et est non nulle en ai correspond à une représentation unitaire
irréductible de T et à une seule (à une équivalence près).

DÉMONSTRATION. — Prouvons (i). Soit U' une représentation unitaire irré-
ductible de F7 dont le caractère ̂  appartient à A. Soient y ç. g et Y == cxpj^ € F.
L'automorphisme intérieur de F défini par y a pour différentielle à l'élément
neutre l'automorphisme exp ad y . L'automorphisme exp ad^/ \y est l'unique
automorphisme de ïl(^) prolongeant expadgj. Cet automorphisme induit
l'identité sur 3(î), donc sur 3 (g'). Donc la représentation U'f a pour carac-
tère %'. Puisque l^eA, U^ est équivalente à U''. Donc (lemme 19) U' se pro-
longe en une représentation unitaire de F, évidemment irréductible. D'où (i).

Prouvons (ii). Soient77une représentation unitaire irréductible de F, % son
caractère, %' la restriction de % à 3(^), U' la restriction de U à F7. Suppo-

/^®
sons /€A. Soit U= f U'^ d^{t) une décomposition de U en intégrale
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hilbertienne de représentations unitaires irréductibles de P Pour presque
tout Ç, U^ admet le caractère %' [lemme 20 (i i )J . On peut donc supposer, en
modifiant 6/ç sur un ensemble de mesure nulle, que les U^ sont deux à deux
équivalentes. D'après [20], théorème 1.5 (cf. aussi [7], chap. II, § 2, th. 2),
U' est alors équivalente à une représentation du type suivant : on prend
deux espaces hilbertiens <^i, ^2, une représentation unitaire irréductible V
de P dans ^i de caractère %', et l'on forme la représentation unitaire F'(g) i
dans ^i0^2. Nous supposerons donc désormais U ' ^ V ' ^ i . D'après (i),
V se prolonge en une représentation unitaire irréductible V de F. Si yeF,
v 'eP.ona

^(ïmï'Wï)-1

=u'w^)=v'w^)®i
=F(Y)F / (Y)F(Y)-^(g) I=(F(y) (g) I )^ (Y / ) (F(Y)(g) I ) -^

donc ( V (y) 0 i)-1 U{ y), commutant aux opérateurs U'{y7) = ̂ ( f7)®!? est
delà forme i (g) T^(y), ^(y) étant un opérateur unitaire dans ^2. On a
6/(y) =: ^(y) ® W{^). Comme U et F sont des représentations unitaires
de r, on voit que W est une représentation unitaire de F, triviale sur P.
Comme P/P est abélien, les W(^) sont deux à deux permutables. Comme U
est irréductible, ces opérateurs sont scalaires, et ^2 est de dimension i.
Donc ̂  = 45i, et U'= V est irréductible. D'où (ii).

Etablissons maintenant un résultat intermédiaire. Soient Ui une représen-
tation unitaire irréductible de T dans un espace hilbertien ^, 5^ son carac-
tère, p une forme linéaire réelle sur 9 nulle sur 5', a la représentation continue
de F dans le groupe des nombres complexes de module i définie par
a(expj) •==•- expîp(j)( j€8) , Uz la représentation unitaire irréductible
Y-^ a (y )^7 i (Y) de P, ^2 le caractère de 6/2. Alors

(6) %2(^)—%l(<2)==îp(^)%l(^ l ) .

En effet, les éléments indéfiniment différentiables de S) sont évidemment
les mêmes pour ÏJ\ et U^_. Si ^ est un tel élément, on a

(%2(ûQ — %i(^))S= 64(.3^i+^2)Ç— ^7i(^<2i-+- 02)^
=6/2(^)^2(^)S4-^2(^)S-^l(^)^l(^)S-^l(^)S-

Or 64(^i)Ç= ^(^i^^Zi^i)^ et U^a.î)\-==. U^a^'c, puisque U^ et 6/2 ont
même restriction à P (cf. chap. I). Par ailleurs

6 72(^)c ,==l imÀ- ' [ (exp^7p(^))6/ l (expÀ^)Ç—£]^-« f
À->-0

,. exp/Àp(^) — i -- , . . ^==hm—r—l——-—— 6/i(exp/;r)^
A>0

,. 6/i(exp^.r)—i ., . . ... - - . . .
4-hm lv F /——S=<p(^)^+^i(^)S-

/. -^ o "/,>0

d î où(%2(û) - -%l(a ) )S==îp(^)^(a l )E , ce qui établit (6).
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Ceci posé, nous pouvons démontrer (iii). Soit % un caractère hermitien
de 3(î) dont la restriction %' à 3 (g') appartient à A et est non nulle en ai.
Soit V une représentation unitaire irréductible de P de caractère " / ' .
Diaprés (i), U' se prolonge en une représentation unitaire irréductible Ui
de F, dont le caractère ^i prolonge 5^ donc est non nul en ai. Compte tenu
du lemme &•, les nombres %(a), %i(a), ^i(<2i) sont tous trois réels ou tous
trois imaginaires purs. Il existe donc une forme linéaire réelle et une seule p
sur 0,- nulle sur i^, telle que

(7) %(<^) —^(a)=i9(^)^(al)-

Soit a la représentation continue de F dans le groupe des nombres com-
plexes 4e module i correspondant à p. Soient î/la représentation unitaire
T ->- a (y) U^ (y) de F, ^2 le caractère de U. D'après (6) et (7), on a ̂  (a) =^(a).
Par ailleurs, ^2 et % coïncident sur 3(^). Si [b est un élément quelconque
de 3(î), on a ba^çK[a, a^ 3 ( ï ' ) ] pour un exposant ^^o convenable
[lemme 2 (ii)]. Donc ^.(ba^) == -^(ba{) et par suite %î(^) ==5cW puisque
^(Oi) 7^ o. Donc ^2== x* ^'ou ^existence d^une représentation unitaire irré-
ductible Î7 de F de caractère ^. Enfin, soit V une autre représentation uni-
taire irréductible de F de caractère %. Soit V1 la restriction de ï^ à P, qui est
irréductible d'après (ii). Alors, V et U' ont pour caractère %', donc sont
équivalentes puisque %'çA. On peut donc supposer désormais U= V.
D'après le lemme 18, il existe une représentation continue (3 de F dans
le groupe des nombres complexes de module i, triviale sur F', telle
que F(y) == (3(Y)^(y) pour yçF. Soit o- la forme linéaire réelle sur 9 nulle
sur j'telle que (3(exp7) == exp(i<7(j)) pourj€ î. Puisque Uet V admettent le
même caractère %, la formule (6) prouve que o"(^)%(ai) ==o. Comme %(ai) 7^ o,
on a u(x} == o et par suite a =z o, ^7== F. Ceci achève la démonstration du
lemme 21.

Maintenant, nous nous dirigeons vers le lemme 24«.

LEMME 22. — Soient F un groupe localement compact, A un sous-groupe
distingué/orme de F, yo un élément de I\ Fi ̂ ^ représentation unitaire
de A ûfa/w <m espace hilbertien <Ç, Fs /a représentation ^-> Vi(^o^~o1)
de A. Alors^ les représentations Ui et U^ de F induites par Vi et V\_ sont
équivalentes.

DÉMONSTRATION. — Le lemme est presque évident par transport de structure.
Soit fii (resp. fis) Fespace hilbertien des fonctions/sur F à valeurs dans ^,
mesurables pour la mesure de Haar (à gauche, par exemple) de F, telles que
/(ÔY)== ri(ô)/(Y)[resp./(ÔY)==^(ô)/(Y)]pourY€F, Ô€ A, et telles que
la fonction y-^/(y)==[|/(Y) [ j sur F/A déduite de y-H|/(y) || par passage
au quotient soit de carré intégrable pour la mesure de Haar à droite de F/A.
Alors, fii (resp. fi,) esiFespacede £/i(resp. U^) (cf. [18]). Pour toute /€fii,
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soitf la fonction sar F définie par /'(y) ==/(yoYYÏ1). Si âeA, on a

fW =/(ïo W ) =/((ïo ôrï1 )Yoïïo1 )
= ̂ (ïo^mïoïïï1)^^)/^),

et/( ï)=ll /(Yoïïo l)l lW(ïotto l) ,donc/ 'eft , /et | | / / | [=m(to)^^
désignant par w le module du groupe F/A. Soit ^l'application f->f1 de fii
sur lia- Pouryer, v'eT, on a

(^^(Y)/)(Y /)=(^(Y)/)(Yo^Tï l)=/(ToT /ïo lï)
^/(ïoCWïïoW) ̂ /'(ï'ïo'ïïo) ̂ (^(ï^ïYo)/')^),

donc

^^(y^^Yo^yo)^ ou WU^)W-^U^)-^U^)U^),

ce qui prouve que £/i et î/a sont équivalentes.

LEMME 23. — Soient T un groupe de Lie, P un sous-groupe distingué
fermé de F, 9 et %' leurs algèbres de Lie. On suppose 3(î)C3(î'). Soient tP
une représentation unitaire de P admettant le caractère ̂ ', % la restriction
de -^ à 3(î), U la représentation unitaire de Y induite par U'. Alors ̂
U admet le caractère y.

DÉMONSTRATION. — Soit fe l'espace de U. Soit U" la restriction de U à P. La

/®
définition des représentations induites entraîne aussitôt que U"^==. U^ dv (Ç),

où chaque U^ se déduit de U' par Fautomorphisme de P que définit un élé-
/^©

ment de F (variable avec Ç). Soit Ç == j î^dv(^) un élément du sous-espace

de Gârding de H relativement à U". On a, pour ^e3(9)c3(î ')ï

^(a);^8^^^^^^?)

[lemme 20 (i)]. Or, les automorphismes de P correspondant à des éléments
de r définissent des automorphismes de îl (g') laissant fixes les points
de3(î) ; donc î/ç (âOÇç^/ÇâOSy; pour tout Ç. Donc ^'(a^r^^a)^; cette
égalité s'étend à tout vecteur Ç indéfiniment differentiable pour U" (il suffit
de le vérifier pour a symitrique ou antisymétrique, auquel cas U" (a)
ou i U " ( a ) est hermitien). En particulier, U(ci)^==')^(a)^ quand Ç est indé-
finiment differentiable pour U.

LEMME 2^. — Soient T un groupe de Lie niipotent simplement connexe^
F' un sous-groupe distingué fermé connexe de codimension i dans F, % et %'
les algèbres de Lie de F et P. On suppose 3(î)c3(î '). Soit x un élément
de 0 n^ appartenant pas à %'. Soient a^ a^, ..., Oy+i des éléments de 3($0,
symétriques ou antisy métriques^ algébriquement indépendants^ engendrant
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le corps des fractions de S^), tels que ai, a^ ..., Oy engendrent le corps
des fractions de 3(î), ^ ^5 <7«e [^, 0^+1]==^ 50^ MAI élément non nul
de 3(î); ^o^ a M/I élément de 3(0) affine relativement à ai, ^2, .. ., â -̂n.
(L^ existence de ai, 03 ,..., a<y_n, a résulte du lemme 12). *Sû^ A l i ensemble
des caractères hermitiens de 3(9 /) y '̂ correspondent à une représentation
unitaire irréductible de T' et à une seule (a MTÎ^ équivalence près).

(i) *So/^ ^// ^/î e représentation unitaire irréductible de P dont le carac-
tère appartient à Aab(^)r\A. Alors, la représentation unitaire de T induite
par V est irréductible.

(ii) Soit U une représentation unitaire irréductible de F dont le carac-
tère appartient à \b{%)' Alors, U est équivalente à la représentation induite
par une représentation unitaire irréductible de P.

(iii) Tout ^éAab(ï) qui se prolonge en un caractère de 3(^) apparte-
nant à A correspond cl une représentation unitaire irréductible de T et à
une seule (a une équivalence près).

DÉMONSTRATION. — Prouvons (ii). Soit U une représentation unitaire irré-
ductible de F dans un espace hilbertien ^, dont le caractère ^ appartient
à,Â6(î) . Soient U1 la restriction de U à P, et 7'== ^(Oy+i), qui est essen-
tiellement autoadjoint (cf. chap. I; pour fixer les idées, nous supposons Oy+i
symétrique). Si Ç est un vecteur de 4t) indéfiniment différentiable pour U'\ on
a, pour y ̂  expÀ^modP)

UWUf(a^)U^)-^=U'((expad^)a^)^
= U'{a^-^ À6)S = U'(a^ + ̂ (b)^

donc U(-(')TU(^)-^ r -+-À^(&) . i .
Comme Oy+i est symétrique, b est symétrique, donc ̂ (b) est réel. Inappli-

cation y -> À est une représentation continue de F dans le groupe additif R.
Donc on définit T comme groupe de transformations de R en posant,
pour QçR et y ̂  expÀ^modP)

y.6=6+^(6).

Pour tout ensemble borélien ^ de nombres réels, désignons par P$ le pro-
jecteur/$( 77**) où/$ est la fonction caractéristique de ^. (Comme 7*** est
autoadjoint, on peut lui appliquer le calcul opérationnel.) Si yeF est tel
que y = expÀ.z*(modP), on a

UWP^UW-^fy(UWT-U(^)=f^(r^^(b).i)
=/$-)^(6) ( 77**) = Pq>-\^b) = P^-i$.

On a donc défini un système d'intransitivité [17] de base R pour U. Comme
^(^)^o, ce système est transitif et le stabilisateur d'un point quelconque
de R est P. Alors, (ii) résulte de fl7], théorème 2.

Établissons maintenant un résultat intermédiaire. Soient U une représen-
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tation unitaire irréductible de T de caractère ^, U' une représentation uni-
taire irréductible de P de caractère %'. On suppose que y' prolonge y,
que^eA, et que •^(ab)^o. Alors, '̂ est équivalente à la représentation
unitaire de T induite par U'r. En effet, d'après (ii), il existe [puisque ^(b) -^ o]
une représentation unitaire irréductible U\ de P telle que U soit équivalente
à la représentation unitaire de r induite par U\. Soit %i le caractère de U\,
D'après le lemme 23, ^ prolonge %. Puisque ^(0^)7^0, il existe un élé-
ment y de F tel que l'automorphisme correspondant de 3($0 transforme %'
en ^i (lemme 17). Or, si l'on transforme U[ par y, la représentation de F
induite par U\ ne change pas (lemme 22). On peut donc supposer que U\ admet
le caractère ^'. Comme %'€A, V\ et £/' sont équivalentes. D'où notre résultat
intermédiaire.

Prouvons alors (i). Soit U' une représentation unitaire irréductible de F
dont le caractère ^ appartient à Aaé(<^)nA. Soit ^ la restriction de %'
à 3($). Soit Ui la représentation de T induite par U\ Alors £/i admet le
caractère % (lemme 23). Si l'on décompose Uy en intégrale hilbertienne de
représentations irréductibles, presque toutes ces représentations admettent le
caractère % [lemme 20 (ii)]. Il existe donc une représentation unitaire irré-
ductible U de F admettant le caractère %. D'après notre résultat intermé-
diaire, U est unitairement équivalente à U^. Donc Ui est irréductible. D'où (i).

Prouvons (iii). Soit ^ un caractère hermitien de 3(î) non nul en a&, pro-
longeable en un caractère •^ de 3 (g') appartenant à A. Soit U1 une représen-
tation unitaire irréductible de P de caractère %'. Soit U la représentation
unitaire de T induite par U ' , Alors, U est irréductible d'après (i), et son
caractère est % d'après le lemme 23. On a donc bien prouvé Inexistence d'une
représentation unitaire irréductible de F de caractère ^. Et, si Ui est une
autre représentation unitaire irréductible de r de caractère ^, elle est équi-
valente à ^d'après notre résultat intermédiaire. D'où (iii).

THÉORÈME \. — Soient T un groupe de Lie niipotent simplement connexe^
^ son algèbre de Lie. Il existe dans 3 (g) un élément non nul c tel que
tout •^çAc(^) corresponde à une représentation unitaire irréductible de T
et à une seule (a une équivalence près).

DÉMONSTRATION. — Le théorème est évident pour dimF == o ou même
dimr==i. Supposons le théorème établi pour les groupes de Lie niipotents
simplement connexes de dimension << dimF, et prouvons-le pour r.

Soient ^ un idéal de codimension i dans (, P le sous-groupe correspon-
dant de r, qui est fermé et distingué. Soit a' un élément non nul de3(î') tel
que tout ^eAo/^) corresponde à une représentation unitaire irréductible
de P et à une seule (à une équivalence près).

Supposons d'abord ^(iOc-B^). D'après le lemme 21 (iii), il existe un
élément Oi^o de 3(^) tel que tout ')^çAa'at(î) corresponde à une repré-
sentation unitaire irréductible de F et à une seule (à une équivalence près).
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Supposons maintenant 3(î)c3(j'). Reprenons les notations ̂  a,, a.
a î, 6, a du lemme 24. et supposons de plus a affine relativement a a,'
a,, ..., ûy, ce qui est possible d'après le lemme 12 (v). En multipliant a' par
un élément convenable de 3 (,'), on peut supposer que a'e K[a,, a,, a , 1donc que i. ' ' i 9-1-1 j;

a'= a^t Cr+ a^\ Cr-i -+-... -+- <•„

où Cr, Cr-^-i, ..., c,eAr[ai, a,, ..,, ay], c,.^o. Nous allons d'abord montrer
que si x €Afc,(3'), x' correspond à une représentation unitaire irréductible
de F et à une seule (à une équivalence près). Pour fixer les idées suppo-
sons a ,̂, donc b, symétriques; alors x'(a^,) et ^'(b) sont réels. Puisque
7. W 7- °) " existe un nombre réel. 5l tel que

^X'(Cr) + ̂ '- '̂(C,-,) + . . . + X'(Co)^ 0.

Pour tout ^€B, soit A^ la restriction à j' de l'automorphisme expadua;
de (. L'extension de Ay. à ll(î') laisse fixes les éléments de 3(y) et trans-
forme a,^ en a,^+ y.b. Le caractère ̂  est donc transformé en un carac-
tère Xi qui prend les mêmes valeurs que ^ sur 3 (9) et prend la valeur
X (ûy+i) + V.^(b) en ay+i. Puisque ̂ '(b) ̂  o, on a x'(«y+i) + Uy'(é) == ̂
pour p. bien choisi. Alors, i"̂  \ /

X'I («') = ̂ (Cr) + ̂ '̂(Cr-l) +. . .+ X'(<-.) ̂ 0,

donc x'i correspond à une représentation unitaire irréductible de F et à une
seule (à une équivalence près). Le caractère ̂  possède donc la même pro-
priété. -

Soit alors X€A^(j). D'après le lemme 16, ^ sç prolonge en un carac-
tère X eA^(f'). D'après ce qui précède, %' correspond à une représenta-
tion unitaire irréductible de Pet à une seule (à une équivalence près). Alors,
d après le lemme 24 (iii), ̂  correspond à une représentation unitaire irré-
ductible de F et à une seule (à une équivalence près). D'où le théorème 1.

RBMABQCE 3. — Des exemples simples montrent que le théorème 1 ne se
généralise pas aux groupes de Lie résolubles. Le centre 3(j) de îlt(o) peut
être alors « trop petit ».

DÉFINITION 4.. - Soient T un groupe de Lie niipotent simplement
connexe, 9 son algèbre de Lie. Un élément a de 3 (9) sera dit classifiant
pour F s il est non nul et si tout y.e Aa(î) correspond à une représentation
unitaire irréductible de T et à une seule (à une équivalence près).

Le théorème 1 affirme l'existence d'éléments classifiants.
Il est clair que le produit d'un élément classifiant par un élément non nul

quelconque de 3(j) est encore classifiant.
Pour la suite, nous aurons besoin des deux lemmes suivants, qui précisent

le théorème 1 : ' i r
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LEMME 25. — Soient T un groupe de Lie niipotent simplement connexe,
P un sous-groupe distingué fermé connexe de codimension i dans F, 9 et ̂
les algèbres de Lie de T et P, x un élément de ^ n'appartenant pas à % ' .
On suppose 3(^)c3(î). Il existe des éléments symétriques-ou antisymé-
triques ^1,0.2, . . . , Oy de 3(j) et un élément a de 3($') avec les propriétés
suivantes :

(i) ai ff.2, ..., a^ 50/1^ algébriquement indépendants et engendrent le
corps des fractions de 3 ( $ ).

(ii) ai, ag, .. ., Oy-i engendrent le corps des fractions de 3(^).
(iii) ffy=.a^4-capé?c&^o, éçS^), ceîl^).
(iv) a ̂  classifiant pour T et P.
(v) a est affine relativement à (ai, 0.2, . . . , a^-i) ^ (ai, a,, . . . , a<y).
(vi) a est produit de b par un élément de 3(î1).
(vii) Toute représentation unitaire irréductible de P dont le caractère

est non nul en a se prolonge en une représentation unitaire irréductible de P.
(vin) Si une représentation unitaire irréductible de F a son caractère

non nul eh a, sa restriction à P est irréductible.

DÉMONSTRATION. — Choisissons <2i, a,, ..., a^ conformément au lemme 11
(où l'on suppose que î,,-i=y, Xn=x). La propriété (iii) est donc satis-
faite avec b = a<yi, c = 0^2. D'après le lemme 3 (iii), les propriétés (i) et (ii)
sont aussi vérifiées. Soit^i un élément affine relativement à (a^ a^ . .., Oy_i).
et («i, a,, ..., ay) [lemme 11 (iii)]. Soit b^ un élément classifiant pour P
(théorème 1). Soit b1 (resp. b1^) un élément de K[a^ a^ ..., ay_i] produit de b
(resp. bî) par un élément non nul de K[a^ Os, . . . , ay_i]. Soit a==bib'b^
Alors, les propriétés (v) et (vi) sont vérifiées. L'élément a est évidemment
classifiant pour P, et il est classifiant pour T d'après le lemme 21 (iii). Les
propriétés (vii) et (viii) résultent du lemme 21 (i) et (ii).

LEMME 26. — Soient T un groupe de Lie niipotent simplement connexe^
T' un sous-groupe distingué fermé connexe de codimension i dans F, ) et %'
les algèbres de Lie de T et P, x un élément de 9 n'appartenant pas à ^ ' .
On suppose S^cS^). I l existe des éléments symétriques ou antisymé-
triques ai, a^ . . . , a^+i de 3 ( ^ ) et un élément a de 3 (î) avec les propriétés
suivantes :

(i) ai, û?2, . .., ay_n sont algébriquement indépendants et engendrent le
corps des fractions de 3 ( g' ).

(ii) <2i, 02, ..., Oy engendrent le corps des fractions de 3(î).
(iii) [x, a^^]=zb est un élément non nul de 3(î), et

(expad}.^)a^_n==a^-n+ ̂ b pour /eR.

(iv) a est classifiant pour T et P.
(v) a est affine relativement à (ûi, as, . . . , a<y) et (ai, as, . . . , a^i).
( vi ) a est produit de b par un élément de 3 ( j ).
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(vii) Toute représentation unitaire irréductible de P dont le caractère
est non nul'en a induit une représentation unitaire irréductible de F.

( viii ) // existe une application % -> ̂  de Aa ( 0 ) dans Aa(^) possédant les
propriétés suivantes :

L pour tout %€Aa( î ) , -^prolonge %;
2. pour tout cfç3(^), il existe cç. 3(0) et un entier s^o tels que

z^) == x^)"':^) /^^ ^o^ %eA^(î) ;
3. .M^eAff(g), /OM^ représentation unitaire irréductible de F de carac-

tère ^ ̂ ^ équivalente à la représentation unitaire induite par une repré-
sentation unitaire irréductible de P de caractère %'.

DÉMONSTRATION. — Choisissons ai, a^ . . ., Oy+i conformément aa lemme 12
(où l'on suppose que ^n-i^Ï'i x^=x^ et où l'on change la numérotation
des âj de manière que 0^4-1 soit i'élément noté âr au lemme 12). La pro-
priété (iii) est donc satisfaite. D'après le lemme 3(iii), les propriétés (i) et
(ii) sont aussi vérifiées. Soit&i un élément affine relativement à (ai, 03,..., aq)
et (<%i, 02, ..., Oy+i) [lemme 12 (v)]. Soit b^ un élément classifîant pour P
(théorème 1) ; comme on l'a vu dans la démonstration du théorème 1, on peut
supposer ^2€3(î) , et bbib^ est alors classifîant pour T. Soit ^(resp. b\) un
élément de K\^a^ a^ . .., âq] produit de b (resp. 62) par un élément non
nul de K[a^ a^ . . . , Oy], Soit a^b^Vb'^ Alors, les propriétés (iv), (v)
et (vi) sont vérifiées. La propriété (vii) résulte du lemme 24 (i). Soit %~^X'
une application de Aa( î ) dans Aa(^) possédant les propriétés (i) et (ii) du
lemme 16, c'est-à-dire les propriétés i et 2 du lemme 26 (viii). Il ne reste
plus qu'à prouver la propriété 3 du lemme 26 (viii). Soient %€Aa(0) , et U
une représentation unitaire irréductible de T de caractère ^. Alors, U est
équivalente à la représentation unitaire induite par une représentation uni-
taire irréductible U1 de P [lemme 24 (ii)]. Le caractère ^i de U' prolonge %
(lemme 23). Comme % est non nul en ab^ ^ et ^i sont transformés l'un de
l'autre par un automorphisme intérieur de g (lemme 17). Sans changer U, on
peut donc supposer que U' admet le caractère ̂  (lemme 22).

REMARQUE 4. — D'après la remarque 2, chap. V, si c'^z±o est un élément
donné dé 3(0'), on peut choisir l'application %-^^ de manière qu'en outre
l'élément c associé à c1 dans la propriété (viii b) soit non nul.

CHAPITRE VII.

PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER.

Notre but actuel est le théorème 2, qui se démontre par récurrence sur la
dimension de g, en comparant 0 et un idéal %' de codimension i de 0. Là
encore, il faut distinguer essentiellement les cas 3(î')c3(î), 3(î)c3(i0.
Les lemmes 27 et 28 préparent l'étude du premier cas, les lemmes 29, 30
et 31 préparent l'étude du deuxième cas.
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LEMME 27. — Soient F ̂ /i groupe de Lie, ^ son algèbre de Lie, %' un idéal
de codimension i de 9. On suppose B^X'ït^îO. Il existe donc «r, ai, 03
/^ que xç.^ x^:%', <2i€ 3 (<?'), Oi^o, Oseît^'), ̂  a =xa^ a^ç.^^).
Soit b € M (3). Il existe des éléments 61, 63, ..., 6 ,̂ deVi(^}^ des éléments b\,
^2? • • • » ^/? ̂  3 (î). ̂  "/l entier s^o possédant la propriété suivante : pour
toute représentation unitaire U de F admettant un caractère % non nul
en /%i, on a

^(^)=%(^)-'[%(^)^(^)+X(^)^(^)+...+^(^)^(^)].

DÉMONSTRATION. — Écrivons b = .r^c^-h x111-^ c^-i 4-.. . -h Co, où c,^,
c/n-i, . . . , CQ ç. îl ( ̂ ' ). Le lemme est évident si m = o ( on prend alors p == i,
bi==b, b\=î, .ç==o). Supposons-le établi pour les entiers <^ m. On a
b=:xb'-\-b" avec des éléments b\ b" de ït(î) auxquels on peut appliquer
l'hypothèse de récurrence. Pour toute représentation unitaire t/de F admettant
un caractère % non nul en a^ on a

^a).î==U(a)==U(x)U(a,)^U(a,)=^(a,)U(x)+U(a,),

d'où U(x) ̂ î^^)"1!^^)'I ~' ^/(a2)]î et par suite

U(b) == U(x) U(b') + U(b")

=x(^)- l[x(^)^(^)-^(^)^(^)-+-x(^)^(^)]•
II suffit alors d'appliquer à U ( b ' ) , U(b") l'hypothèse de récurrence.

LEMME 28. — Soient r un groupe de Lie, F ' un sous-groupe distingué
ferme connexe de codimension i dans r, % et %' leurs algèbres de Lie. On
suppose 3(î)<tïl(î'). Définissons x, a,, ag, a cojnme au lemme 27. Soit U
une représentation unitaire de T admettant un caractère % non nul en ai.
Soit U' la restriction de U à P. Alors ̂  les vecteurs indéfiniment différen-
tiables pour U et U' sont les mêmes.

DÉMONSTRATION. — Soient ^ l'espace hilbertien où opère 7̂, S)i et 4$i les
sous-espaces vectoriels de S) constitués par les vecteurs indéfiniment différen-
tiables pour U et U ' . On a évidemment ^C/Çr D'après le lemme 27 (dont
nous utilisons seulement une partie) il existe des éléments 61, b^ de Vi(^)
tels que iU{x) == U(bi) -4- iU(bz). Soient bi= b~[-{- 67, b^ == b\ 4- b^avec 6^,
6î symétriques, 67, 67 antisymétriques. Alors

iU(x) = (U(b-î) -h iU(b^Y) + i(U(b-Ï)- iU{b-^)

est la décomposition de iU(x) en parties hermitienne et antihermitienne ;
comme iU(x) est hermitien, on a iU(x) •==. U(b^) 4- iU(b~^)^ donc iU(x)
admet un prolongement hermitien à S)\^ à savoir U'{b^) + iU'(b~i). Or
(iU(x)y=: T est autoadjoint ([23], théorème l ;en fait, d'après le théorème
cité, même la restriction de iU(x) au sous espace de Gârding de Uest essen-
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tiellement autoadjoint). Donc T prolonge U'(b^) 4- iU'(b^Y Ainsi, T laisse
stable ̂ i. Donc ([2l], p. 571) si Çe^ et yer, le vecteur

^[^(yexpO^)) - ̂ (T)];= ̂ ^[^(exp^) - i]^

a une limite forte quand À-^-o, limite égale à — iU(^) T^ Par ailleurs, si
y € î' et y € F, le vecteur

^[^(yexp(^))-^(Y)]Ç=^(Y)À-i[^(expÀj)-i]S

a une limite forte quand ^->o, limite égale à U ( - { ) U ' ( y ) ^ Les résultats
précédents entraînent, par récurrence sur n, que la fonction y->- ^(y)Çsur F
est n fois différentiable, quel que soit n. Donc Çe-^i et finalement ^i== ̂ .

LEMME 29. — Soient T un groupe de Lie, 9 ^on algèbre de Lie, p un
entier > o, U une représentation unitaire de F dans ^=Lc(î^p), Û le
sous-espace de S) formé des vecteurs indéfiniment différent tables pour U.
Soient S)^ le sous-espace de ^ formé des fonctions indéfiniment différen-
tiables à décroissance rapide au sens de L. SCHWARTZ surî{P, Dj l'opérateur
de dérivation par rapport à la f^6 variable défini dans ^i, M} l'opé-
rateur de multiplication par laj1^6 variable défini dans [^r On suppose
que ^iCfi, et que l'ensemble des opérateurs U(a) | ;@i, pour a6Ïl(9),
contient A, M^ D^ M^ ..., Dp, M p . Alors, ^i== fi.

DÉMONSTRATION. — Soit y e f i , 2, ..., p\. Il existe aç'U(^) tel que
Dj= U(a) [ ̂ i. Soit a =. a•+"4- a~ avec a4" symétrique et a~ antisymétrique.
Alors, U(a^) \^i et iU(a-) \ ̂  sont hermitiens. D'autre part, iDj est her-
mitien. Donc Li^a^) [^i==o, de sorte qu^on peut supposer a antisymétrique.
Alors, iU(a) est un prolongement hermitien de iDj, donc (iD^-)* est un
prolongement de (iU(a))* qui est lui-même un. prolongement de iU(a).
Ainsi, & est contenu dans l'ensemble de définition de D* et est stable pour D*-.
Or, l'ensemble de définition de D*j est l'ensemble des fonctions de f) dont
layienie dérivée partielle au sens des distributions appartient encore à ̂ . On
voit donc que, si ^ed, ses dérivées partielles de tous les ordres au sens des
distributions sont des éléments de <Ç, donc la fonction \ est égale presque
partout à une fonction indéfiniment différentiable. Raisonnant sur les M,
comme on a raisonné sur les J?y, on voit que, si Ç€JÊI, le produit de toute
dérivée de Ç par tout polynôme est de carré intégrable. Donc le produit de E
par tout polynôme appartient à l'espace ^Pj,»(R^) de SCHWARTZ et est par
suite borné. De même, le produit de toute dérivée de ^ par tout polynôme
est borné, donc Ç est une fonction indéfiniment différentiable à décroissance
rapide.

LEMME 30. — Soient p ' un entier ̂  o, p =y-t- i, ̂  (resp. ih) l'espace
vectoriel sur G des fonctions complexes indéfiniment différentiables à
décroissance rapide sur R^' (resp. B^), Z>y (resp. Dj) l'opérateur de
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dérivation par rapport à la /èwe variable dans ^\ (resp. ^i) pour
y==:i, 2, ..., p1 (resp. y = = i , 2, . . . , jo) , ^Kfy (resp. Mj) I ' 1 opérateur de
multiplication par laj10"10 variable dans S)\ (resp. ï)^)pourj== i, 2, ...,//
(r^. y== i , 2, ..., ^o), A^CI:^, .... D^ M\, ..., ^],
21 = G [A? • • • » ^» ^15 • • • » ^]- ^ ^rw^ im homombrphisme
unique <& ^ ^ dans 3i tel que ^(2)y)==Z)y et ^(M'j)=Mj pour
J=ï, 2, ...,/?'.

DÉMONSTRATION. — L^unicité de 0 est évidente. D^autre part, s-oit P un
polynôme non commutatif à coefficients complexes en ï p ' variables tel
que P{D\, . . . , D'p,, M\, ..., M^) == o. Pour/e^i et À€B, soit/x
l'élément de S)\ obtenu en fixant dans /la/?16/^ variable égale'à ^. Alors

(/>(A,..., ̂ -i, ̂ i, . . . , M^)f)^= P(M1^ . . . , M^D\, . . . , D'^)f,= o,

donc P(Aî ....Z^-i,^i, ..., Af^-i)/==o, et finalement P (A, ...,2)^-i,
Afi, . . . , ,̂-1) = o. D'où l'existence de 0.

LEMME 31. — Soient ^ une algèbre de Lie niipotente réelle^ %' un idéal
de 9 de codimension i, r le groupe de Lie simplement connexe d^ algèbre
de Lie ig, F' le sous-groupe fermé de T correspondant à 9', x un élément de 9
^appartenant pas à 9', A le sous-groupe fermé de F correspondant à la
sous-algèbre Ra? de 9. On identifie T au produit semi-direct de P et À)
^ /'cm identifie A a^ groupe î^par /'application À -> expÀa*.

D'autre part^ soient p' un entier ̂  o, /? ==p' -^-1, ̂ ' l'espace hilbertien
ZcKR^)» ^ ^7^ représentation unitaire de Y1 dans ^/, ^7/a représenta-
tion unitaire de T induite par U'^ qui opère dans

S) = L^' (A) = Z '̂ (R) = Zc.(R^ x R) == Zc (R^).

O/i adopte les notations €)\, ̂ i, D'^ D/, ̂ y, ̂ , 51', 51, ̂  ̂  lemme 30.
OAI suppose que les éléments de S)\ sont indéfiniment différentiables
pour U' et que les opérateurs U' ( a' ) | ̂ \, pour a'eïl^), appartiennent
à 21'. Alors :

(i) Z&î éléments de X)i 50/1^ indéfiniment différentiables pour U.
(ii) 0/ia î/(^)|^i=^.
(iii) Soient ao€M(<0, ^ ay== (ad.c)/ao, ̂  5or^ /̂̂  aj=o lorsque j

dépasse un certain entier r. 6̂ 1 a

U(a,)\^=^(U'(a,)\^)

+^^0(^(aOi^)-4-...4-^^<Ï>(^(a.)|^).

DÉMONSTRATION. — Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.

i° Soient ^€^1, yer et ^eR. On a
À-1 [ ̂ /(vexpÀa?) — U(^) ] î, = U(^) ̂ -l [ î/(exp>^) — i j E.
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Or, Ç est une fonction de p variables réelles £1, £2, . . . , tp et £/(expÀA?)Ç
est égal (compte tenu de la définition des représentations induites et de nos
identifications) à la fonction (êi, £2, ..., £^)-^Ç(£i , £2, . . . , £^-hÀ). Il est
alors immédiat que F élément '^~i[ î/(expÂ*r) — i ] $ a une limite forte dans S)
quand A->-o, et que cette limite est Dpî,, Donc ^~l[ £/(yexpÀ^) — ^(y)]E
a une limite forte dans S) quand ^->o et celte limite est U(^)Dp^.

2° Soit toujours Çe^i. Soientyeg' et ^.eR. Pour calculer U(e\çy.y) £,
nous devons identifier Ç à une application YÎ de R dans ff ; r i ( £ p ) est la
fonction (£1, £,, .. ., £p-i) ->-Ç (£1, £2, . . . , £p ) ; écrivant

(exp£^a?) (exp^-j) =z[(expep^) (expp.j) (exp^.c)-1] (exp^a?)

on voit que la transformée de YÎ par ^/(exp^y) est Inapplication y/ de R
dans ^/ définie par

r/(£^) == ̂ ((exp^^) (exp^j) (exp£^.r)- l)yî(£^).

Considérons le second membre comme une fonction de (JL à valeurs dans S ^ ' .
Comme yî(£yo)€-Çi et que les éléments de f)\ sont indéfiniment différen-
tiables pour U' par hypothèse, cette fonction est indéfiniment différen-
tiable ; ses deux premières dérivées sont les fonctions

^^^'((exp£^)(exp^y)(exp£^)-1) ^((expad^^)^) r î ( £ p ) ,
^-^£/ /((exp£^^)(exp^J)(exp£^^)- l)[£/ /((expad£^^).J)]2y^(£^).

D*après la formule de Taylor pour les fonctions vectorielles ([2], p. 70), on
a donc

(8) ^[^((exp^) (expp-j) (exp^.c)-1) rï(zp) - n (e?)]
r^=£/'((expad£^.c).j)^(£^)4-^-1 f Arfv

^o
avec

A=:(^—v)£/'((exp£^^)(expvJ)(exp£^^)- l)[^((expad£^^).y)]2yî(£^).

Le deuxième terme du deuxième membre est majoré en norme par

|^l. | |[^((expad£^).j)py3(^)| | .

Posons (ad^)/j =^yj-> de sorte que o == y.s.+i == y^, ==.. .. On a

^,^.+..-+n(expad£/,a-).7==7o+ -,£/>Ji+...+ . £;y,.

Donc

y((expad£^a;).j)yi(e^=t/'(j.)Ti(£/,)
l,^U'(yt)•n(ep)-^-...+-£^U'(ys)n(ep).
l • ô •
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Par hypothèse, U'(y») |^',, î/'(ji) |^'i, .... (/'(y,) \^\ appartiennent à Si'.
On voit alors que l'application Sp->- U'((wpnàepa;).y)n(ep) s'identifie à
un élément £1 de ^i, à savoir

(9) £.>=1»(^'(J.)|^)S

+-^,<I»(^(jO|^+...+-^(t/'(.y,)|^K.
1 • ô .

De façon analogue, l'application £ p - ^ [ U ' ( ( e x p ads^.j)]2^^,) s'identifie
à un élément de ^i, donc la fonction ëp -> |[ [U'((exp adÊ^).^)]2^^) ||
est de carré intégrable. Or, la formule (8) prouve que

||^[î/(exp^)^-^]-^||^^ f^ |ir^((expadÊ^).j)prî(e^)[|^£/,.
J—— 30

On voit donc que y'~l[U(expp.y)^—^] a une limite forte dans X?
quand ^.-^o; et cette limite est ^i€^i. Par suite, pour yer,

^-Wïexp^yK-^y)^

a une limite forte dans ̂  quand ^->o, égale à ï/(y)Çi.
3° Par [récurrence sur w, les résultats de i° et 2° prouvent que la fonc-

tion y->- ^7(y) ^ sur r, à valeurs dans ^, est w fois différentiable quel que
soit m; cette fonction est donc indéfiniment différentiable. Ainsi, Ç est un
vecteur de S) indéfiniment différentiable pour U\ on a prouvé (i), et l'on
voit en outre que S)i est stable pour les opérateurs U(a) [a€Îl(î)]. Les
résultats de i° prouvent alors (ii). D'autre part, la formule (9) prouve (iii)
lorsque OoÇ^. Pour achever d'établir le lemme, il suffît donc de montrer
que, si (iii) est vrai pour des éléments a^ b^ de M^'), (iii) est vrai
pour dobo. Or, on a (les sommes écrites n'ayant qu'un nombre fini de termes
non nuls)

U(a,b,) | ̂ == (U(a,) U(b,)) \ ̂ =(U(a,) \ ̂ ) (U(b,) \ ̂ )

=^^Mt^(U\a,)\^)^M^(U\b,)\^

i
^Vf'=i^-^^^(^(aA/)l^i)

= I, ̂  M^U't^b^ ( u \ a^_,+...+ a^o) | ̂ i) .

[On a posé bj•= (ad a ^ y ' b ç ] . D'après la formule de Leibnitz,

dobu-\- ( )a i^^—i+. . .-h afibQ== (ad^)"(ao^o)' D'où notre assertion.

THÉORÈME 2. — Soient T un groupe de Lie niipotent simplement connexe^
9 son algèbre de Lie^ p \le défaut de 'commutativité de g. Soit S) ^espace
hilbertien Zc(R^)- Soit ^i le sous-espace vectoriel de S) formé des foncr
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Lions indéfiniment différentidbles à décroissance rapide sur R .̂ Soient Z)/,
Mj les opérateurs^ définis dans î, de dérivation par rapport à la j1^16

variable et de multiplication par la j1^6 variable^ et 51 == C[Z>i, • •. » Dp^
Jfi, ..., Mp\ II existe un élément classifiant a de 3 (9), et^ pour
tout -^çAa(î), une représentation unitaire irréductible U^ de T dans S) de
caractère %, avec les propriétés suivantes :

(i) Pour tout %€Art(i(|), le sous-espace des éléments de S) indéfiniment
différentidbles pour U^ est -Ci.

(ii) Pour tout %€Aa(j), l'algèbre des opérateurs U-^(c), où c par-
court ïl(î), est 3i.

(iii) Pour tout cell(9), il existe des éléments Ti, T^ . . . , Tr de l̂,
des éléments Ci, Ça, ..., Cr de 3(0), et un entier ^^o, indépendants de %,
tels que

^(C)=X(^)-J[X(^)^+%(^)^2+•••-+-5C(^)7T,]

quel que soit % € A a ( 9 ) •

DÉMONSTRATION. — Pour pouvoir mener à bien une démonstration par
récurrence, nous allons en fait démontrer le résultat plus précis suivant :
soient T, g, /?, i), -Ci, Z)y, Mj^ 3t comme dans renoncé du théorème.
Soient en outre I) une algèbre de Lie niipotente réelle contenant g comme
idéal, (îo, (i,..., 0n) une suite d'idéaux de I) tels que o == joCî iC ...Cîn== î
et dim j//gy_i==i pour i ̂ j^n (une telle suite existe d'après le théorème
d^ngel). Soit Xj un élément de %j n'appartenant pas à jy_i(y== i, 2, ..., n).
Alors il existe un élément a de 3 (j) classifiant pour F, et, pour tout %€Aa (g),
une représentation unitaire irréductible U-^ de F dans ^ de caractère %,
avec les propriétés suivantes :

(i) et (iii) : comme dans le théorème 2.
(iv) Pour tou t%eAa( î ) e t t ou tc€ Ï l ( î ) , ona^ (c )€2 t .
(v) Rangeons les indices mixtes (relativement à la suite go? î i» • • • » în)

par ordre de profondeurs croissantes, ce qui est possible d'après le
lemme 14 (i). Soit j le k^^ de ces indices, q sa profondeur. Pour
toutce3(îy)nîl(î /) e t t ou t%€A^( î ) , on a U^(c)çC[Mk, M^ ...,Af^].
I lexistece3(îy)nîl( î /) telque,pourtout^el) ,onait[^, c]ç3(^)r\Vl(ï^)
avec un indice / de profondeur > ̂ , et tel que, pour tout %eAa( î ) ,
U^(c) — ^Mk€C[Mk+i, Mk+î, ..., Mp\ avec un scalaire À^ non nul.

(vi) Rangeons les indices libres par ordre croissant. Soit y le Z^"1® de ces
indices. Pour tout c€Ïl(î/) et tout %€Aa( î ) , on a U^(c)çC[Di, . . . , Z^,
Afi, ..., Mp\. Pour tout c€ M (î/-i) et tout >:€A«(î), on a ^(c)eC[A, . . . ,
^-i, J^i, ..., Mp\ Pour tout c€«2l/d-Ïl(8/-l) et tout ^çAa(ï), on
a U^(c)^—^DkçC[Di^ . . . , 2?A-i, -̂ 1, ..., Mp\ avec un scalaire Ày non nul.

(vit) Pour tout %€Aa( î ) , il existe un c€Îl(î), tel que U^(b)=i.ï.

Montrons d'abord comment (iv), (v), (vi), (vii) entraînent le (ii) du théo-
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rème 2. Soit 5c€Aa(î) . Soit 9J l'algèbre des opérateurs U^(c), où c par-
court it(î). D'après (vit), 51' est une algèbre sur G. D'après (iv), X'cX
La dernière assertion de (v) entraîne de proche en proche que Mp^
Mp-^ ..., Mt appartiennent à 3V. Compte tenu de ce fait, la dernière
assertion de (vi) entraîne de proche en proche que D^ D^ . . . , Dp
appartiennent à A'. D'où 3^=3^,

Notons que (iv) résulte de (iii). Il nous reste donc à prouver l'existence
d'un élément a et de représentations U^ vérifiant (i), (iii), (v), (vi), (vii).
Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.

i° L'existence de a et des U^ est évidente lorsque T est de dimension o
ou i. Supposons l'existence de a et des U^ établie lorsque dimg<7i.
Posons ^_i==j'. Soient P le sous-groupe de T correspondant à (', p ' le
défaut de commutativité de (', Sf l'espace hilbertien Zc(H^), S)\ le sous-
espace vectoriel de Sf formé des fonctions indéfiniment différentiables à
décroissance rapide sur B '̂, ZYy et M'j les opérateurs, définis dans ;Çi, de
dérivation par rapport à la y^"® variable et de multiplication par la y^"0

variable, et 5l'=^C[Z^, ..., D'p,, J^, ..., M'p,\ Nous allons appliquer
l'hypothèse de récurrence à F, g', //, Sf, S)^ D'^ M1^ 3i', I), à la suite
d'idéaux jo, ji, ..., ^n-i = ^ i et aux éléments x^ x.^ ..., Xn-\' II existe
donc un élément classifiant a! de 3(î') et, pour tout %'€Aa/(( '), une
représentation unitaire irréductible U^, de F dans i§', de caractère /.avec
les propriétés analogues à (i), (iii), (v), (vi), (vii).

2° Supposons d'abord 3(î')c3(0). Alors, p ' = p , ff=f), ^==^1,
îy^Dj^ M^==M^ 31'== 51. D'après le lemme 21 (iii), dont nous adop-
tons les notations, le produit a\ de a! par un certain élément ai de 3(î')
est classifiant pour F. Pour tout %€Aaî( î ) , soit U^ une représentation
unitaire irréductible de caractère % de F. La restriction / de ^ à 3(î')
appartient à Aa^î'). D'après le lemme 21 (ii), la restriction de U^ à P est
irréductible et de caractère /, donc équivalente à Uy,. En remplaçant U^ par
une représentation équivalente, on peut donc supposer désormais que Uy
opère dans ^ et a U'^ pour restriction à P. Montrons que a\ et les Uy ainsi
obtenus possèdent les propriétés (i), (iii), (v), (vi). La propriété (i) résulte
du lemme 28 et de l'hypothèse de récurrence. La propriété (iii) résulte du
lemme 27 et de l'hypothèse de récurrence. Les indices libres, les indices
mixtes et leurs profondeurs, sont les mêmes pour les systèmes îo» îi» • • • i în-i
et îoî îiî ..., în î les propriétés (v) et (vi) résultent donc de l'hypothèse de
récurrence. Enfin, soit a le produit de a\ par un élément non nul a\ du
centre de j. Pour %6A/i($) , on a ^(^OT^O, donc %(a^) est un nombre
imaginaire pur non nul, d'où la propriété (vii).

3° Dans toute la fin de la démonstration, nous supposerons S^CS^').
On a p ==//+1. D'après le lemme 26 et la remarque 4 qui le suit, il existe
un élément classifiant d[ pour T et une application %->%' de Aaî( î)
dans A^(^) possédant les propriétés suivantes : (a) pour tout %eA^(î) ,
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^ prolonge yj ((3) pour tout cfç3(îf), il existe un cç3(î) et un entier
^o tels que ^(^) ==X«)-^(c) pour toutes A^(î) ; (y) si %€Aaî ( î )»
toute représentation unitaire irréductible de T de caractère % est équi-
valente à la représentation unitaire induite par une représentation unitaire
irréductible de P de caractère ^'; (ô) il existe un élément non nul aî
de 3(î) et un entier ^o^o tels que ^ {a') =z •^{a^-^^a^) pour
tout %eA^(g) . D'autre part, puisque 3(8)c3(ij'), il existe un indice
mixte j de profondeur n — i. D'après le lemme 14 (ii), il existe un élément
cl de ^(îOn'U^î/) n'appartenant pas à ïl(^-i) [donc n'appartenant pas
à 3(î)J et tel que [z, ^]e3(^)nîl(î/-i) pour tout ^çl). D'après le
lemme 12(ii), on a 3(3 /)nïl(î/-l) == 3(î)nïl(3/-i). Donc il existe un
indice distingué / tel que [^, ^Je3(î)nît( î / /) pour tout ^el). Puis-
que ^3(î), on a a^==[^, ^l^o. Soit enfin a*, un élément non nul du
centre de 9. Nous poserons a-== ci[a\ci\a\^ de sorte que a est classifiant
pour F.

Soit % € A a ( î ) . On a ^(^î)7^o, donc y^{a')-^o. Nous avons donc
introduit au i° une représentation unitaire irréductible U'^ de F dans S^ de
caractère ^/. Soit Uy la représentation unitaire de r induite par Uy^ D'après
la propriété (y) ci-dessus, U^ est irréductible et de caractère %. Soit A le
sous-groupe de r correspondant à la sous-algèbre R^n de 9. Le groupe r est
produit semi-direct de P et de A, et A s'identifie à R par l'applica-
tion Â->-exp).^. Alors, Uy opère dans

Z^(A)=Z^(R)r=^c(R/ / xR)=Zc(R^)==^.

Nous allons montrer que a et les Ly ainsi construites possèdent les pro-
priétés (i), (iii), (v), (vi), (vii).

Comme ^( a\)-^-Q pour %eAa(0) , le même raisonnement qu'au 2°
prouve déjà que la propriété (vii) est vérifiée. D'après le lemme 31 et
l'hypothèse de récurrence, pour tout •^çAa(ï)^ les éléments de S)t sont
indéfiniment difFérentiables pour 6y et ^i est stable pour les opéra-
teurs U-^(c) pour c€Ït($). Nous allons prouver les propriétés (iii'), (v'),
( v i ' ) obtenues en remplaçant dans (iii), (v), (vi) l'opérateur U-^(c)
par Uy(c) ^i. D'après un raisonnement déjà fait, ceci entraînera que
l'algèbre des opérateurs ^7y(c)|^i, où c parcourt îl( g), est 5l. Compte
tenu du lemme 29, l'ensemble des éléments de ^ indéfiniment différen-
tiables pour Uy sera donc ^i. On aura donc prouvé (i). En même
temps, les propriétés (iii), (v), (vi) deviendront identiques aux propriétés
(iii7), (v^), (vi7) et seront donc établies.

Il nous reste donc à prouver que a et les Uy vérifient (ii^), { ^ ' ) ^ ( v l / ) -
4° Prouvons (iii'). Il suffit de le faire pour c == Xn et pour cçll^). Or,

on sait déjà que U^Xn) \ ̂ )i= Dp [lemme 31 (ii)]. Soit donc mainte-
nant ceÏl^). Soit (?y==(ad^)^c, de sorte que cy=:o pour y assez grand.
D'après l'hypothèse de récurrence, il existe, pour chaque y, des élé-
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ments T{, T{, . . . . T^ de JV, des éléments c/, c/, . . . . ̂  de S^), et
un entier 5y^o, tels que, pour tout %€Â^(0) , on ait

^(C/)=X/(^)-^[%/(^)^+...4-^(^)77^].

D'après la propriété ((3) de 3° il existe des c{ç3(ï) tels que ^ ( c ^ ' ) soit
égal, pour tout %eA^(?) , à ̂ (c{) multiplié par une puissance entière néga-
tive de ;c(<2Î). D'après la propriété (ô) de 3°, %' (a^^^a;)-^^)^.
Compte tenu du lemme 31 (iii), on a

^(^l^l=%(^)-^%(Cl)77l+%(c2)772+...+^(c,)77,],

où s est un entier ^o, où Ci, c.,, . . . . Cr sont des éléments de 3(j), et
où 77!, T'a, . . . . T^e^l [5, ci, . . . . c,,, ri, . . . . Tr étant indépendants
dex^A^î)] .

5° Prouvons (v'). Rangeons les indices mixtes par ordre de profondeur
croissante. Soit alors j le /:iènle indice mixte. Soit q sa profondeur.
Soient ce3(3y)n 'M(îy) et ^eA^). Supposons d'abord. q=n—i,
donc k =p. Alors, c et ses transformés par ad^, (ad^)2, ... sont
dans â^), donc les ^,((ad^)/c) sont des opérateurs scalaires, donc
U^(c)\f),çC[Mp] d'après le lemme 31 (iii), et la première assertion
de (v') est établie. Prenons pour c l'élément désigné par d dans le premier
alinéa de 3°; alors, pour tout ^çl), on a [>, c]e3(î)nïl( î / / ) avec
un indice/ de profondeur > q ; en particulier, a^== [xn, c]ç3(^),
donc (ad-r^c^ro; d'après le lemme 31 (iii), on a

U^(c)\^^^.i-^M^(a:)=^.ï-^-^(a^)Mp (oùp.eC);

or li^) 7^ 0 puisque % e A a ( î ) , et la deuxième assertion de (v') est établie
Ainsi, (v7) est établi pour q == n — i. Supposons maintenant q < n — i. Rela-
tivement à la suite ^ îi, . . . , î/i-i, Findice j est encore mixte de pro-
fondeur q, et est encore le Â^"16 indice dans la suite des indices mixtes rangés
par ordre de profondeur croissante. Soit ci== (ad^c, de sorte que ci= o
pour l>r. D'après l'hypothèse de récurrence, U'^ {c{}=.Pi(M^ M\^,..., ̂ ,_i),
PI étant un certain polynôme. Alors, d'après le lemme 31 (iii),

U^c)\€)^P,(M^ ...,^-i)

+ ^M,P^Mk, ....^,-i)+...+^^P,(^ ...,^-i),

d'où la première assertion de ( \ ' ) . D'après l'hypothèse de récurrence, on
peut choisir c de manière que, pour tout ^çl), [>, c]ç3(^)r\Vt(^) avec
un indice / d e profondeur > q, et tel que, pour tout -^eAa(^),
U^(c)-AM; soit de la forme P{M'^ M'^ .... ^;_J, où P est un
polynôme et où / est un scalaire 7^ o. On a en particulier c/€3($y)nîl( î / / )
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pour />!; d'après l'hypothèse de récurrence, U^(ci) est de la forme
Pi(M'^t, ..., Àfp-i ) où Pi est un polynôme. Alors, d'après le lemme 31 (iii),

U^c)\^-=^M^P(Mk^ ...,^-i)

+ ̂  MpP^M^ ..., ̂ -i) -4-...+ ̂ M^P^M^ ...,^-i),

d'où la deuxième assertion de (v').
6° Prouvons (vi7). Soit y le A:'01"® indice libre (les indices libres étant

rangés dans l'ordre croissant). Supposons d'abord j =. n, donc k=p. Alors,
la première assertion de (vi') résulte de (m') qui est déjà établi.
Soit c€Îl(gy_i) ==ïl (( /). D'après l'hypothèse de récurrence, pour
tout %€Aa( î ) , on a U'^(c)ç.C[D\, ...,^_^,^, ..., M'p_,}, de même,
si^=(ad^) /c,onac^€M(îO,donc^(c/)eC[JD,,...,Z);_,,^,...,^_J.
Le lemme 31 (iii) montre alors que U-^(c) \ ^i€C[Z>i, ..., Dp-,^ M^ ...,Mp\,
d'où la deuxième assertion de (vi'). Si cç^-h îl(0/-i) ==^-4- îl(9'), ce
qui précède et le lemme 31 (ii) montrent que

^(c)[^€/^C[A, ...,Z)^,J^, ...,^1,

d^où la troisième assertion de (vi'). Ainsi, (vi') est établi poury==/i. Sup-
posons maintenant j<. n. Alors, j est le A:10"16 indice libre relativement à la
suite go. 8^ • • - î 8/i-r Soient encore

%eA/,(?), c€Ï((î/) et c/=(ad.c„) /cem(8/).

D'après l'hypothèse de récurrence, U'^(ci)çC[D\, ..., Z^, ̂ ^ ..., ̂ -i].
Donc, d'après le lemme 31 (iii), ^(c) | ̂ ç. C[A, .. . , ̂ , ̂ i, ..., ̂ ].
On voit de même que, si c€Îl(î/-i), on a

^(c)|^eC[A, ...,z>,-i,^i, ...,.^1.
Enfin, supposons ce*ry-4-il(iî/-i). D'après l*hypothèse de récurrence,
^(c)— îl7>^eC[2)i, ..., Z^._i, ^i, ..., ^-i] avec un scalaire ̂ o;
on a [^, a?y]€?/-i, donc (ad.r^cçîl^/-!) pour />>o; d'après le
lemme 31 (iii) et les propriétés précédentes, on voit que

U^(c)\^ç^D^C[D^ ...,A-i,^i, ...,^].

D'où (vi'). Ceci achève la démonstration du théorème 2.

LEMME 32. — Soient U ^ensemble des nombres complexes de module i,
^ une application continue de U — { i j dans U. Soient S) un espace
hilbertien^ E l^ ensemble des opérateurs unitaires dont le spectre ponctuel
ne contient pas i. Alors, ^application U->^(U) de E dans l^ ensemble
des opérateurs unitaires de S) est fortement continue.
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DÉMONSTRATION. — Soient UQÇ.E, ^€^, et s > o. Il faut montrer que,
pour tout Uç.E suffisamment voisin de Uo au sens de la topologie forte,
on a \\^(U)^—^(Uo)'c,\\^£. Pour toute partie borélienne B de U,
notons PB le projecteur spectral correspondant de Uo. Comme i n'appar-
tient pas au spectre ponctuel de U^ il existe un voisinage ouvert A de i

dans U tel que || P^ I I ̂  |- Soit A' un voisinage fermé de i dans U tel que

A'cA. Il existe des fonctions 61, 6:>, définies et continues sur U, possédant
les propriétés suivantes :

(i) 0^61^1, 0^62^1, 6^4- 62=1;
(ii) 61 est nulle sur A\ 62 est nulle hors de A.
Posons ^1=^61, ^,=^62. On a ' ^ ( U ) == ̂ (U) 4- ̂ .(U) pour Uç.E.

Or, ^i se prolonge en une fonction continue sur U tout entier, de sorte que,

d'après le lemme 3 de [15], on a || ^ i ( ^ ) S — ^ i ( ^ o ) S I I ̂  ^ pour cassez

voisin de Uo au sens de la topologie forte. D'autre part, on a [ ̂  | == 62,
et 62 est majorée par la fonction caractéristique de A^ donc

ll̂ oK 1 1 =|| 9.(^o)S|| ̂ || P^ [|^I et ||^(^|1^||62(^||.
Enfin, comme 62 est une fonction continue, on a, pour cassez voisin de Uo
au sens de la topologie forte,

I I W)Ç-62(^omi^|. donc H ̂ (U)l I I ^11 WoY^ I I +1^1-

Finalement, pour U assez voisin de Uo au sens de la topologie forte,

HWÇ-W)Ç||^Hi(^n-<M^o)SII
+.11 ^(^)S||+II ̂ (^o)SH^ 1 + ^ + 1 = 6 .

LEMME 33. — Soient S) un espace hilbertien^ ff un, sous-espace vectoriel
partout dense de ^, Z un espace topologique. Pour tout Çe2\ soit T^ un
opérateur défini dans ^ et essentiellement autoadjoint. On suppose que^
pour tout ^€^', l'application Ç-> 7^ de Z dans S) est continue pour la
topologie forte de f). Alors l'application Ç-> exp(/Tr**) de Z dans V en-
semble des opérateurs unitaires de ^ est fortement continue.

DÉMONSTRATION. — Nous désignerons le transformé de Cayley de 7^*,
transformé qui est unitaire, par V^. Pour tout Çe^, Fç transforme 7r£— i^
en T^-htÇ. Or, les vecteurs T^—i^^ç^) sont, pour chaque Ç, partout
denses dans S) puisque T^ est essentiellement autoadjoint; d'autre part,
les applications Ç-^T^—iÇ, Ç-^T7^-^-^ sont, pour ^ fixé, fortement
continues. Il en résulte que l'application Ç-> V^ est fortement continue :
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c'est un cas particulier de [11], proposition 9. L'opérateur V^ n'admet
pas i pour valeur propre, et l'on a

exp(/77r)=exp(-(^+I)(^-I)-l)=:^(^)^

où ^ est la fonction À-^ exp[(i + /) (i — À)-1] définie et de module i
pour | }. ] == i, A ̂  i. Il suffit alors d'appliquer le lemme 32.

THÉORÈMES. — Soient T un groupe de Lie niipotent simplement connexe,
î son algèbre -de Lie. Choisissons i), a et les U^ conformément au théo-
rème 2.

(i) Soit ^ une mesure bornée sur T. L'application ^-^U^(y.) définie
sur Art(î) est fortement continue [pour toute topologie sur Aa(ï) rendant
continues les applications %-^%(^), ou bç3 (g)].

(ii) Soit /€Zc(r). Si %€Àa( î ) varie de manière que | %(^o) |->+oo
pour un élément fixé bo de 3 (g), alors \\ Uy(f) \\ -> o.

DÉMONSTRATION. — Prouvons (i). Soit (^i, x^ .... Xn) une base de 3.
Pour y = = i , 2, .... n, soient T{, T{, .... T^ des éléments de 51 (on
conserve les notations du théorème 2), a{, a{, . . . , a,7, des éléments de 3 (g),
et s, un entier ^o, tels que Uy(x,) == x(a)-54%(a0/77^4-.. .4- %(a^.) T^]
pour ^çAa(î) [théorème 2(iii)]. Si Ai , ^,, . ... ̂  sont des nombres réels,
on a

^(^^^/.^.^...^/^^^^^^^(^^^^(a^T7!.

Donc, pour tout ^€^1, l'application {x, %) -> i U^(x) 'i' de g x A a ( î )
dans S) est fortement continue pour toute topologie sur Aa(ï) rendant
continues les applications %-^XW (^€3(9)). Donc (lemme 33), pour
tout ^€^, l'application (^, %)-^ (exp^(^)**) ^ de g x Aa( î ) dans ^ est
fortement continue. Or, exp^(^)**= ^(expa?). D'autre part, l'application
exponentielle de 9 sur r est un homéomorphisme. On voit donc que l'appli-
cation (y, %) ->- ^y(Y) Ç de F x Aa(ï) dans ̂  est fortement continue. Par suite,
quand %->;^ la fonction Y - ^ ^ % ( Y ) ^ tend vers la fonction y-^^o(ï)S
uniformément sur toute partie compacte de F. Si ^ est une mesure à support
compact sur F, on voit donc que U^(y.) ̂  tend fortement vers U-y^(^) Ç. Ceci
prouve (i) lorsqu'il s'agit de mesures à support compact. Enfin, si p. est une
mesure bornée sur F, il existe, pour tout e > o, une mesure ^f à support
compact sur T telle que | | ^— ^H^s ; on a alors || Uy(^) — U y ( ^ ) ||^£
pour tout %; d'où facilement (i) en général.

Prouvons (ii). Soit/eLc(r). Pour tout s > o, il existe une fonction/'
sur F indéfiniment différentiable à support compact telle que \\f—f ||i^£.
On a alors || U^(f) — L\{f') || ̂  s pour tout ^. II suffit de prouver
que I I U^(f) \\->o quand |^(^)[-^+oo. ]\ous supposerons donc désor-
mais que / est indéfiniment différentiable à support compact. Pour
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tout £€4t), Uy(f)^ est un vecteur indéfiniment différentiable pour 6^,
et U^(bo) U^(f) E == U^{g) Ç, où g se déduit de/par l'opérateur différentiel
biinvariant que définit bo. Donc Uy (g) == ^(^o) ̂ (/)î d'où

lx(^)|.||^(/)||=ll^(^)ll^ll^l|i.
Quand | ^ (&o) | ->- +00, on voit que [ [ U^(f) || ->o. D'où (ii).

CHAPITRE VIII.

LA FORMULE DE PLANCHEREL.

LEMME 34. — Soient g une algèbre de Lie niipotente réelle^ (ai,
â^î • • • 5 ^-7) ^ (^iî a^ • • • i a!/) û "̂*̂  systèmes d'éléments symétriques ou
antisymétriques de 3(8), chacun d'eux étant formé d'éléments algébri-
quement indépendants et engendrant le corps des fractions de 3(î).
Posons Ty==i si âj est symétrique^ T/==Î si âj est antisymétrique;
soient a==P(ai, 02, .... a^) MTI élément affine relativement à ai, a^ ..., a^,
i2 l'ensemble des points Q^, L, ..., \) de R^ tels que P(TiÀi, Tg^î • • - i
TyXy)^o, €> /a bijection %-> (^^(ai), ^^(a,), ..., ^xW)
de Aa(î) ^Mr Î2 (c/. lemme 15). Définissons de même Ty, a'=P'{a^^
a'a, ..., a^), ^ ^ ^/ relativement à a'i, a^, ..., ay. ^4/or5 i7 e^^ M/ze
partie non vide î2i ^ î2 ouverte pour la topologie de Zariski, et une
partie non vide ^l\ de ^l' ouverte pour la topologie de Zariski^ telles que
la restriction de ^'^~^à Î2i soit une bijection birégulière de i\ sur î2i.

DÉMONSTRATION. — II est clair que 0'̂ -1 est une application régulière de î2
dans R'7 et que ^^'-1 est une application régulière de Î2' dans R'7. On a

a'=Pi(ai, 0.2, . . ., Oy) Ç71 (ai, 02, . .., Oy),

PI et Ci étant des polynômes, et Ci étant une puissance dejP. L'ensemble &
des points (?.i, >.o, . . . , \) de R'7 tels que (PPi) (Ti^i, 7.2^2» .. • , T<7^y) 7^ °
est une partie non vide de Î2 ouverte pour la topologie de Zariski.
Pour Â=().i , 7,, .... ^)€^2, on a ^(^eA^), donc O^-^^eîî'.
On peut écrire

(PP.) (a,, a,., ..., a^)=zP..(a\, a,, ..., d^Q-^\a^ a,, ..., <),

P^ et Çs étant des polynômes, Çs étant une puissance de P1\ Si ^^(Ài ,
À,, .... ^)€R7 est tel que ( P ' P , ) (T,^, T^2, ..., T^);^O, on
a ^O'-^À^e^. Donc l'image de ^2 par <D'<Ï>-1 contient une partie non
vide î2i de i2' ouverte pour la topologie de Zariski. Il existe une partie non
vide î2i de i^a» ouverte pour la topologie de Zariski, dont Pimage par $'^-1

est iïi. D'où le lemme.
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LEMME 35. — Soient Z un espace localement compact dénombrable à
Fin fini, v une mesure ^o sur Z, ^ l'espace hilbertien Zc(Z, v), T un
élément de ^(^), T une fonction complexe sur Z x Z. On suppose que,
pour toutfeÇ et toutf'ç^, la fonction (Ç, Ç')->T(Ç, ̂ /(O/^) sur
Z x Z ̂ o^ intégrable pour v (g) v, ̂  que

IT ^^^fWfW)^W^^)==(Tf\f).
*~/ z'x.z

Alors, la fonction (Ç, 0 -^T(Ç, Ç') ̂  mesurable pour v^v.et Fon a

tr(T-T)=[r |T(Ç,OWÇ)^(O.
^ZxZ

DÉMONSTRATION. - L'hypothèse du lemme entraîne aussitôt que T est
mesurable et même localement intégrable pour v (g) v. Si T est de carré
intégrablepourv(g)v, le lemme est bien connu. Il suffit donc de montrer

que, sifT iT^ai^ç^Ç^+oo, on a tr(T-T) = 4- oo. Autre-
^ZxZ

ment dit, supposons tr ( 77* T) < 4- co, et montrons que T est de carré
intégrable. Puisque tr( T ^ T ) < 4- oo, il est connu qu'il existe une
fonction (Ç, Ç') -> Ti(Ç, Ç') de carré intégrable pour v (g) v, et telle que

(Tf\f')=(f T,(Ç, Ç'^O/TO^^O^^Ç') quels que soient/€^,
^ZxZ

/'€ XD. Soient p et pi les mesures sur Z x Z définies par

^p(Ç, Ç') =T(Ç, ̂ (O^Ç') et 4,(Ç, 0 =T,(Ç, ÇWO^).

^^ffWfW)^^ Ç /)=y/(Ç)7(Ç7)4l(Ç, Ç') quelles que soient les

fonctions /, /' continues à support compact sur Z. Donc p == pi, et par suite
T==TI presque partout pour v (g) v (puisque Z est dénombrable à Finfmi).
Donc T est de carré intégrable pour v 0 v.

LEMME 36. — *SW^ Z ^TI espace localement compact dénombrable à
V infinie v une mesure ̂  o sur Z, ̂  ̂  espace hilbertien, 0 /^ac<? A^^-
tien L^(Z, v), T un élément de ^(jO). JW- ^o^ co^/e (Ç, Ç^çZx Z,
50^ T(^ Ç /)ex^(^). ̂  suppose que, pour tout /€& ^ tout f ç.&, la
fonction (Ç, ^^-^(^(Ç, Ç')/(Ç) j/^)) ̂  Zx Z ^Y intégrable pour
v (g) v, ̂  ç^e

^^(^^^/(Ol/^ç7)) ̂ (0^(0 =(7yi^).

.4/0^, /a /onc^n (Ç, Ç7) -^ tr( r(Ç, Ç')* r(Ç, 0) ̂  Z x Z est mesurable
pour v 0 ̂ , ̂  /'o^ a

tr(T-T)= (f ir(T(Ç, çyT^ Ç7)) ̂ (Ç) ̂ (Ç7).
^'Zxz
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DÉMONSTRATION. — Soient (Ïj)/çj une base orthonormale de X), (.fk)keK une
base orthonormale de Lc(Z, v). Pour Çeij et /eZc(^, v), notons /E;
l'élément Ç->-/(Ç)^ de &. Les fkij forment une base orthonormale de fi.
Soitï^(Ç, 0=(r(Ç, ^t/IE/O. Quels que soient/eZc(^, v) et/'eZc^, v),
la fonction (Ç, ^^(T^, Q/(0c/ l/^)^) =T^(Ç, 0/(07^Ç7)' est
intégrable pour v (g) v, et d'intégrale (7\/Ç/) I/'E/'). Pour y et y' fixés dans 7,
il existe un T^ç^(Lc(Z, v)) et un seul tel que (7^/|/') = (TVÇ,) |/£,,)
quels que soient fçLc(Z, v),/ '€Zc(^, v). D'après le lemme 35, la fonc-
tion Tyy est mesurable pour v (g) y, et l'on a

^^K^/^)!/^^)!2^ ̂  |r^(ç, ç^l^^ç)^^^).
^/ZxZ

Donc

tr(77* r) == 2,,*',,,/. | (T(f^-) i/^c/-) I2

=^J'(( \^•r(^V)\Î^Wdv^')
•^'ZxZ

= (T (2/7' 1 ^7'(Ç> Ç') l2) ̂ (0 ̂ (Ç')
^zxz

= ([ tr(T(Ç, ^^^(Ç, 0)^(0^(0.
^zx^

LEMME 37. — Soient T un groupe localement compact dénombrable à
Vinfini\ produit semi-direct cTun sous-groupe distingué fermé P et d'un
sous-groupe fermé A ; on suppose que A est unimodulaire et gué les auto-
morphismes de Y' définis par les éléments de A conservent la mesure de
Haar à gauche de P. Soient ̂  un espace hilbertien^ U' une représentation
unitaire de P dans i), U la représentation unitaire de T induite par U',
qui opère dans fi==Z^(A). Soit cp une fonction complexe continue à
support compact sur F. Pour ô, ô'e A, soit cpo.g/ la fonction sur Y' définie
par ^^(Y^cp^-^ô7). Alors, la fonction (ô, à') -> ̂ (U1 (^^U'(^))
sur A x A est mesurable pour d^dS'y et Von a

ir(UWUW) = (f ^(U'^YU'^^dSdo^
^AxA

DÉMONSTRATION. — Soit /€&. La fonction (ô, ô', y') -> U^ÔY S-1 ) / ( § ' ) ,
définie sur A x A x P et à valeurs dans i), est fortement mesurable pour
dSd^d^1 : on le voit facilement en utilisant la définition de LUSIN de la
mesurabilité et le fait que V est fortement continue. Soit/' un autre élément
de &. Alors, la fonction scalaire (ô, ô ' , ̂ )->{U1 (^-l)/(ô/) [ // (ô)) cp (y' ô-1 ô')
est mesurable pour d ô d S ' d ^ ' . Il en résulte que la fonction

(ô, ̂  Y /)-^(^(^Y'ô-l)/(ôô /)|/ /(ô))9(Y /ô /) (Ô€A, ô'eA, y^r)
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est mesurable pour dôdô'dy, donc que la fonction

(Ô, y)->((£/(y)/) (§) [/'(Ô))^) (Ô€A, yeF)

est mesurable pour dôd-^ : on a en eflet (U(-^)f) (ô) = U'^^-1)/^) si
yr^Y'ô', par définition des représentations induites. Donc

f l((^(ï)/)(^)l/'(^))?(ï)l^^ï

=f l?(Y)l^f \WWf)W\ff(ô))\dS

^f II ^(r)/ll2. Il/' II.. ly(r)l^ï= Il/Ils. \\f' \\.f\ <p(r)|^<+^.

On voit donc que la fonction (ô, y) -^((^(y)/) (^) |/ /(3))9(T) estinté-
grable pour dôd^. Son intégrale est égale à

/?(ï)^ï/((^(ï)/)(^)l//(â))^=J?(Y)Wï)/l//)^ï=W?)/l//)•

Ce qui précède montre que la fonction

(ô,ô',Y')-^(y(ÔY'a-i)/(^)l/'(â))?(ï'^)

sur A X A x P est intégrable pour d ^ d ^ ' d ^ ' et que

(^(y)/l//)=/(^(^/â-l)/(^)|//(ô))9(Y/ô/)^^^.

II en résulte, utilisant les substitutions y'-^ô-^'ô et ô'-^ô-1^, que la
fonction

(ô, y,Y) -> (^(rW) i/'^î^y^') ̂  (^'(y')/^) l//(â))yô.ô-(ï')
sur A xA xP est intégrable pour d ^ d S ' d ^ ' et d'intégrale (U(^)f\f1). Donc
la fonction

(ô,ô')^Jl(^(Y')/(y)|/'(ô))9ô,ô-(Y/)^/=(^(yô,ô-)/(ô')|//(ô))

sur A x A est intégrable pour dSdô' et d'intégrale ÇU(^)f\f). Il suffit alors
d'appliquer le lemme 36.

LEMMK 38. — Adoptons les notations du théorème 3. Soit M1 (T) l'espace
des mesures bornées sur I\ muni de la topologie définie par la norme.
Munissons Aa (9) d'une topologie rendant continues les applications
X-^XW P0^ tout ^€3(î). Alors la fonction (%, ^)-^tr(^(^)*^(fJi))
sur Aa(î) X M1 (T) est semi-continue inférieurement.
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DÉMONSTRATION. — Soient % o € A ^ ( 3), p-o^M^T), et^ç^. On a

^(ré - ̂ o(^). = (^) - ̂ o))S+ (^o) - ̂ ,(^))^
donc

ll^(^)Ï-^o(^)Ï||^||^-^||.||SII+ll(^(^o)-^(^))^||.

Quand %->^o et ^.-^o, ||^-^o||-^o, et || (^(^o) - ̂ ,(^o))S 11-^o
d'après le théorème 3. Donc l'application (%, p.) ->-1| Uy(p.)î, ||2 est conti-
nue (pour les topologies envisagées dans le lemme). Alors la fonction
(%, p.) —^tr(U^(p.yU^(p.)), enveloppe supérieure de fonctions continues,
est semi-continue intérieurement.

LEMME 39. — Soient T un groupe localement compact, Î2 un espace
localement compacta v une mesure ^o sur î2. Pour tout Àeî2i
soit U\ une représentation unitaire de F. On suppose que, pour toute
fonction complexe fi sur T continue et à support compact, la fonction
À -> tr (U\ (fi)* U\ (/i )) sur ^ est v-intégrable et que

f ̂ W\'î^=fir(U,(firU,(fi))^W.
^r ^2

Alors, pour toute fçLc(T)r\Lc(T), la fonction À-^tr(^(/)*^(/))

sur i2 est v-intégrable, et fl/(y) |2^Y= ftr(î4(/)*^(/))^v(À).
Jr ^û

DÉMONSTRATION. — Soit/€^c(r)nZc(r). Il existe une suite (/i, /s, . . .)
de fonctions complexes continues à support compact sur T telle que
^==/i4-/2+. • --+-//1 tende vers/dans Lc(T) et dans Zc(r), et telle que

|[/y||,^2-A Posons ?(^)=ir(tr(^(/nr^(/.))^ On a

( f opO)2^)) ^-srf f tr(^(/.r^(/n))^a)y^^ii/.n.z<+^.WQ / \^û / '
Donc < p ( À ) < + o o sauf sur un ensemble v-négligeable N. Pour ^^N,
U\{gn) converge au sens de la norme d'Hilbert-Schmidt. Par ailleurs,
I I W) - U\(gn) I I ̂  ||/- gn ||i -> o, donc U^(f) est un opérateur d'Hilbert-
Schmidt et U\(gn) converge vers U\(f) au sens de la norme d'Hilbert-Schmidt.
En outre,

(t^(^(/)+^(/)))^2(t^(^(/,)*^(/,)))?=cp(^),

doncr tr(^(/)*^(/))^(À)<+oo. Comme tr(î/).(/)*^(/)) est

limite, pour ^TV^, de ^{U\{gnYU\{gn))i donc fonction v-mesurable de ^,
on voit que la fonction À-> tr(^(./)*^(/)) sur î2 est v-intégrable. Enfin,

(tr (£/,(/) - U^)Y(U^f) - ̂ (^)))^2^(tr(^(/^^(/,)))^



876 JACQUES DIXMIER.

donc

f(tr(^(/) - U^gn)Y{U^f) - ̂ (^)))^.(À)^2^^—= 2-:
^Q

donc ftr(^(/)*î4(/))û^) est la limite de
«^û

ftr(^(^r^(^))^(X)= 11^11 ,
*/û

c'est-à-dire 1|/||J. D'où le lemme.

Dans le théorème suivant, les parties (i) à (vi) ne font, essentiellement,
que reformuler les théorèmes 1, 2 et 3. Par contre, les énoncés (vii), (viii),
(ix) sont nouveaux : ils donnent la « formule de Plancherel » pour le
groupe F et la décomposition de la double représentation régulière de r en
doubles représentations unitaires irréductibles.

THÉORÈME 4-. — S oient T un groupe de Lie niipotent simplement connexe^
% son algèbre de Lie. Définissons 4?, J@i, -31 comme au théorème 2. Soient
«1,02, ..., Oq des éléments symétriques ou antisymétriques de 3(î), algé-
briquement indépendants^ engendrant le corps des fractions de 3(î);
posons Ty==i si Oj est symétrique^ Ty==: i si aj est antisymétrique. Il existe
une partie non vide i2 de R^, ouverte pour la topologie de Zariski^ et^
pour tout À==(^i, ^2» * • • ? ^)eS2, une représentation unitaire irréduc-
tible U\ de F dans S^ dont le caractère prend les valeurs Ti^.i en a^ T.̂  en
0.2, ..., Tq\ en a^, avec les propriétés suivantes :

(i) Pour À== (^i, As, ..., ^)eî2, toute représentation unitaire irréduc-
tible dont le caractère prend les valeurs Ti Ai en ai, r^ ^2 en a^ ..., 7/7 \ en a^,
est équivalente à U\.-

(ii) Pour tout ?i€^, le sous-espace des éléments de ^ indéfiniment
différentiables pour U\ est S)i.

(ni) Pour tout ^€ÎÎ, Valgèbre des opérateurs U\{b)^ où b parcourt
ïl(î), est X

(iv) Pour tout b fixé dans ît(j), U\(b) est une combinaison linéaire
finie d'éléments de 3{ indépendants de À, dont les coefficients sont des
fonctions rationnel!^ ie \ régulières sur Î2.

(v) Pour toute mesure bornée ^ sur r, Inapplication 'X->U\(y.) est
fortement continue sur î2.

(vi) Pour toute fçLc(T), la fonction ^-^|| U\(f) \\ tend vers zéro à
V infini sur Q.

(vii) Pour toute fçLc(T), la fonction ^o finie ou infinie
^->tT(U\(f)*U\(f)) sur SI est semi-continue inférieurement. Il existe une
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fonction rationnelle réelle F sur Î2 et (à la multiplication près par — i)
une seule^ régulière sur i2, telle qu'on ait^ pour toute /eZc(F)nZc(F),

(10) fl/Wl^y^ftr^^/)^^/))!^^,^..,^)!^^...^.
Jr ^û

(viii) *Soî  fi == ̂  (g) i| OM ̂ / désigne J'espace hilbertien conjugué de S).
Soit v la mesure ̂  o sur î2 définie par dv (^) = [ F(^) \ d^i d^... ûft<y. //
r̂î  un isomorphisme ^ et un seul de F espace hilbertien Zc(F) sur

l'espace hilbertien Zà(^» v) qui transforme toute feLc,(T)r\Lc(T) en la
fonction ^ ->- U\(f). [Pour presque tout Aeî î , U\(f) est^ d'après (io)^.un
opérateur d'Hilbert-Schmidt dans ̂ , donc s'identifie canoniquement à un
élément de &.]

(ix) Soient ftÇLc (F), U(ft) et F(/i) les opérateurs de convolution à
gauche et à droite définis par /i dans £&(!'). Alors^ <& transforme
^(/i) l^5?- ^(ft)] en ^opérateur de Lj^(Q^ v) qui est défini par le
champ d'opérateurs ̂ ->i^U\(ft) [resp. \-> Î4(/i)*®i].

DÉMONSTRATION. — Nous supposerons le théorème établi pour les groupes
niipotents simplement connexes de dimension < dim F. Soient (' un idéal
de codimension i dans g, Fie sous-groupe correspondant deF, crun élément
de % ^appartenant pas à g', A le sous-groupe de T correspondant à la sous-
algèbre R.Z* de 9. Le groupe F est produit semi-direct de À et de F'. Nous
identifierons souvent R à A par l'application p. -> ô •==. exp p-a*, et nous
supposerons la mesure de Haar sur A choisie de manière que ctô==rfp..
Les mesures de Haar û?y et d^' de F -et F7 peuvent être choisies de manière
que d^ =z dôd^ si y ==: ôy7.

Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.

1° Dans les parties i° à 3°, nous allons essentiellement prouver Inexistence
de Q, des U\ et de ^"satisfaisant à (10) (mais l'unicité de F ne sera établie
que dans la partie 5°). Dans la partie i°, nous ferons les hypothèses
suivantes : i° ^(î^CS^); 2° ai, Oi, . . . ^ aq vérifient les propriétés
du lemme 25; nous introduisons les notations a, é, c de ce lemme.
Soit P un polynôme en (q—i) variables à coefficients réels tel que
a^/^Oi, 0.2, ..., a^-i). Soient ûi l'ensemble des

À==(Ài, ̂  ..., \)çT^

tels que P(Ti^i, T-z ^2? • • • ? 7y-iÂy-i) ̂  o et Q, l'ensemble des

^==01,^, ...^-OeB^-1

tels que ^(Ti^i, Ta^, ..., Ty-i^y_i) ̂ o, de sorte que Qi==i2'i x B. Pour
tout À'==(^i, ^î • • • ? ^-i)€ûi, soient ̂  le caractère hermitien de 3(î')
qui prend les valeurs Ti Ai en a^ t^en a.^ ..., Ty-i^-i en a^-i (c/. lemme 15),
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et U\t la représentation unitaire de F (bien déterminée à une équivalence
près) de caractère %^. Pour tout À ==(^1,^2, . . . ,^)€^i , soient ^ le
caractère hermitien de 3(0) qui prend les valeurs TiÀi en ai, Ta ^2 en 03, . . . ,
ïy^y en <2y, et U\ la représentation unitaire de F (bien déterminée à une
équivalence près) de caractère ̂ ; on peut supposer que ^7(^,x,,...,À ) prolonge
^(Xi,À,,...,^o—i)- Posons b-==:JRi(aiy 03, . . . , ^y-i), où 7?i est une fraction
rationnelle à coefficients réels dont le dénominateur est une puissance de P;
pour tout À' € ̂ ^, on a

%^(&)=:7?i(TiÂi, Ï2^2, . . ., Ty-l^-l) = = — — ^ T ? ( À I , ^2, . . . ,V-l),

où J? est une fraction rationnelle régulière sur ̂  ; la fraction 7? ne prend que
des valeurs réelles pour les valeurs réelles des variables, d'après le lemme 4,
donc peut être supposée à coefficients réels; et elle est non nulle sur ^î\
d'après la propriété (vi) du lemme 25.

Reprenons la partie 2° de la démonstration du théorème 2. On voit qu'en
multipliant a par un élément convenable de 3 (g) (ce qui diminue Î2i et i^i),
on peut supposer que les représentations U\, et U\ possèdent les propriétés
du théorème 2, donc du théorème 3. Soit ̂  l'espace hilbertien où opèrent
toutes ces représentations. Notons que, pour tout c€3(î ) , la fonction
À-^^(c) est rationnelle régulière sur i^i, donc que la topologie naturelle
sur Qi rend continue cette fonction; alors, d'après le lemme 38, pour toute
/eZcCT), la fonction À -> ̂ (U\(f)* U\(f)) sur^est semi-continue intérieu-
rement; de même, pour toute f ç.L c(r), la fonction À'-^ tr(^(//)*6^(//))
sur Q\ est semi-continue inférieurement.

D'après l'hypothèse de récurrence, et compte tenu du fait qu'une partie
de R^"1 fermée pour la topologie de Zariski et distincte de R^-1 est négli-
geable pour la mesure de Lebesgue, il existe une fonction rationnelle réelle
F ' régulière sur une partie non vide i27 de ̂ \ ouverte pour la topologie de
Zariski, telle que, pour toute/'çZ^F) nZ.c(r), on ait

(ii) ri/w2^JY'
= C tr(Ui, {fYUi. (f)) | ̂ Oi, À2, .... ̂ -0 1 d^d^_. . . d^

^0:

Posons ^^r^xRc^i . Nous allons montrer que, si fçLc(T) n^c(r) ,
on a

(12) fl/(ï)l^ï
-T

= — ftr^^/r^^l^O,,).,, ...,A,-i)
^Q

X 7?-1 (Ai, ^, .. . , V-i) | <^i<^,. . . d\.
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D'après le lemme 39, il suffit d'envisager le cas où / est continue à support
compact. Soient À==(^ i , ̂  . - • » ^)€^, ^=(^1, ̂  ..., Ày-i)^^, et^€;@.
La fonction y->/(Y) ^4(y)S sur r est continue à support compact sur f;
pour ôçA, notons f^ la fonction continue à support compact sur T1 définie
pai'/ô^^/W); °" a

u\(fn = f/(r) ̂ (r)^v = (T fW) u^) u^1)^^
Jr ^r'xA

==fu^)dàffW)U^)W
J\ Jr'

= fu^ê)d8 f MY)Ui,^')W= fu^ë)U^(f^dô.
J \ Jr' J ̂

Soient /°==(/i , ̂  • • • , ^-1» o)e^, p-çB» et ôp.==exp^r. D'après la
formule (6) du chapitre VI, on a

U,^) = (exp WM} U^,) == (exp .^f ) ̂ .(ô,)
\ %).W / \ —ITqft^ï, As, ..., Ay-i;/

^(exp^ÀyT?-1^!, ^,, . . . , Ày_i))î/>.o(^).

Donc, pour tout ^e^,

(^(/)^|0= f(expi^\fi-^^ ̂  .... ̂ -i))(^o(ôp,)^(/ôj^[0^
^A

== ^ (expi^'À^) (^o(exp^'/?(Ài, ^,, . . . , ^-i)^)
*>'R

X^(/exppL^(A.Â.,...,A,-^)^|^)^ai, ^2, ..., ̂ -i)^.

La démonstration précédente prouve en outre que la fonction

^(U^)Ui,(f^\^)

est intégrable pour dô, donc que la fonction

P'1-^ (^o(exp/J(/7?(Âi, ^2, . . • , \-l)^) U{. (/e^7î(^,À,,..,^-,)^ 1 0

est intégrable pour la mesure de Lebesgue. D'après la formule de Plancherel
ordinaire, on a donc

fl^œSIE7)!2^
^B

== 27r7?(^, ̂ , . . . » V-i)2 fl (^o(exp^7?(^, ..., ̂ -i).r)
l/R

X ^(/expli^O,,^,....V,).r)S | ̂ ) l2^

=:27r!7?(A^L, ...,/,-0 flW^exp^^^^p^EI^I2^.
^R
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Écrivons cette formule pour tous les \ et tous les ̂  (Tune base orthonormale
de S). En ajoutant, on obtient

(i3) fir(U^fyU^f))d\
«^B

=27T|7ÎOi,^, ...,Ày-i)|

XJ^11- W.' (/exp t^)*t4. (exp /x.r)* t/î,. (exp ̂ ) U{, (/„„ ,, ̂ ) ̂

=27r|7?ai, À,, ..., ̂ _,)| ftr(Ui,(f8YU',,(fs))dô.
J^

Compte tenu de (n), on a d'autre part

(^ fl/(Y) l2^Jr

^f^fl/ôMI'rfr'JA ^r'

=fdsf tr(U{, (fsy U{, (/s)) 1 ̂ / (À,,?,,,..., ̂ _0 | rf?., ̂  ... ̂ _,.
^A •^û

Comme / est continue à support compact, le lemme 38 entraîne que la
fonction (^, ô)->tr(^(/ôr^(/ô)) sur ^xA est semi-continue inté-
rieurement. Alors (i4) entraîne

fl/(ï)12^JF

^J ^'(>^ ̂  ..., V-i) 1 d^dl....d>^ ftr(Ui(f^Ui,(fQ))clà

ou, compte tenu de (i3),

fl/(Y)l^ïJY

= 2Ï/,1 JF'alî }>2Î ••- ̂ )7?-l (À^ L. -. ̂ /-l) I ̂ ^...^-i

X ftr(^(/)*^(/))^.
^R

Comme la fonction À-^tr(^(/)*^(/)) sur î2 =î2'x R est semi-conti-
nue inférieurement, on a bien prouvé (12).

2° Dans la partie 2°, nous ferons les hypothèses suivantes : i° S^Ci^');
20 il existe a^ç3(^) et ae3(<Q tels que a,, a,, . . . ,a^,a pos-
sèdent les propriétés du lemme 26; nous introduisons la notation b de ce
lemme. Soit P un polynôme en q variables à coefficients réels tel que
a=P(a^a.^ ..., <^). Soient i2i l'ensemble des 7 == (?.i, L, . . . ,^)eR7 tels
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queP(Ti7i, 72?.2,.... T^.y) ̂ o, etî^ l'ensemble des y=(?.i, ̂ ,..., V^eR^
tels qiie P(v^ T^, .... T^) ̂  o, de sorte que û^ûixB. Pour tout
y==(^, 7^ ..., ^.^eî^i, soient ^ le caractère hermitien de 3(g')
qui prend les valeurs Ti ̂  en ai, Ts ̂  en a,, ..., T^i ̂  en a^
(on pose Ty_n=:i si a^ est symétrique, Tç^=i si Oy+i est anti-
symétrique), et U{, la représentation unitaire de P (bien déterminée à
une équivalence près) de caractère^,. Pour tout ^=(Âi , ̂  ..., \)eQ^
soient ^ le caractère hermitien de 3(0) qui prend les valeurs Tiîli en ai,
T2^2 en 09, . . . ,Ty^ en â?y, et Î4 la représentation unitaire de T (bien
déterminée à une équivalence près) de caractère 5^; quel que soit Ày+i,
^(AI,).,,...,)^) est équivalente à la représentation unitaire induite par Z7(^^...^ _^).
Posons &==/?i(ai , a,, ..., a^), où 7?i est une fraction rationnelle à coeffi-
cients réels dont le dénominateur est une puissance de P; pour tout 5l€Î2i,
on a

7^(6)=^(T^,T,L, ...,T^^)=T^/?(^,^, ...,^),

où ft est une fraction rationnelle régulière sur î2i ; la fraction 7? ne prend que
des valeurs réelles pour les valeurs réelles des variables, donc peut être
supposée à coefficients réels ; et elle est non nulle sur Ûi d'après la pro-
priété (vi) du lemme 26.

Reprenons la partie 3° de la démonstration du théorème 2. On voit qu'en
multipliant a par un élément convenable de 3(j) (ce qui diminue Î2i et Î2,),
on peut supposer que les représentations U{. et U\ possèdent les propriétés
du théorème 2, donc du théorème 3. D'après le lemme 38, pour /çLc(T)
et/'eZ^P), les fonctions ^->tr(^(/)*^(/)) et y-^t^(^(//)*^(/'))
sur Qi et î2i sont semi-continues intérieurement.

D'après l'hypothèse de récurrence, et compte tenu du fait qu'une partie
de R^ fermée pour la topologie de Zariski et distincte de B^ est négli-
geable pour la mesure de Lebesgue, il existe une fonction rationnelle réelle F '
régulière sur une partie non vide i2' de î^ ouverte pour la topologie de
Zariski, telle que, pour toute f eLc(r)f\Lc(r), on ait

W f \f'(Y)\^YJr
^f^ui^frui^f^i^o^^ ...,^)i^^...^^.

^Q.'

Nous allons montrer d'abord que F1 est indépendante de la variable ^+1.
Soit ô=expp.;reA. Considérons l'automorphisme y'-^ô^ô-1 de P. Il
définit un automorphisme A^ de 3(î') qui laisse fixes les points de 3 (g) et
transforme Oy+i en a^i-j- p.b. L'automorphisme A^ transforme y)/ en le
caractère A^(^) qui prend les valeurs 7i?.i en ai, ..., ^\ en aq,
T^-n^-n— p-^(b) en ay+i. On a

Ty+i^-n--p.^(^)==Ty+i(À<7+i~^/?(^, ?.,, . . . , \)).
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Notons encore A p. la bijeclion

(AI, Â2, . . ., ^<7+l) -->• (^l, ^2î • • • î ^7î ^<7-M—— P-fï(^ii ^2? • • • î ^7))

de Î2i sur Î2i ; elle est régulière et son jacobien est égal à i. Pour
fçL^T^nL^r), 80^ A^f1 la fonction sur P transformée de /'
par l'automorphisme Y'-^ôy'ô-1 de P. Par transport de structure, l'opé-
rateur U\.{A^f) est unitairement équivalent à l'opérateur U^\,(f')^
donc

f\W)(Y)\2^1

Jr17r •
= f ir(U^(A^f'YU^(A^f/))\FfC^^ ...,^)|^Â.A...^i

^Q'

= f ^(u^(fru.v(f1)) i ̂ (^, ̂ ,..., VM) i ̂ 1^2... ̂ i
^Q' ^

= ( tr?(//r^(//)) |^(À,, ̂ , .. ., ̂ ,JQ'
^-n4-^7?(^i, ^2î • • • î ^))|û?Ai^2.--^4-r

Enfin, comme T est niipotent, les automorphismes intérieurs de T induisent
dans P des automorphismes qui conservent la mesure de Haar de P. On a
donc

f \W)\2^JY'
== f tr^/T^/7))!^^, ̂  ..., ̂ , ̂

^Q'

4-/JL/?(^,^2, ..., ̂ ))|^i.û?À2...^+i.

D'après la propriété d'unicité contenue dans l'hypothèse de récurrence, on a
donc

/^(^l, ^9, . . ., À^r, ^(74-1) ==± ^'(^15 ^2î • • • < ^<7î ^<7+1+ ^-^(^lî ^2? • • • , ^y))

quels que soient Ai, Ào? • • • ? ^<7+i- Or ^ n'est pas identiquement nulle,
donc F12 est indépendante de ^+1, donc T^ est indépendante de ^-n. Par
abus de notation, nous noterons ^(^i, ^o? • • - 5 ^7) la valeur de F ' en un
point (^i, À2, . .., ^+i).

Utilisant le fait qu'une partie de R^ fermée pour la topologie de Zariski
et distincte de R^ est négligeable pour la mesure de Lebesgue, on
voit que Î2' peut être supposé stable par les translations de vecteurs
(o, o, . . . , o, ^+1). On a alors ^'==^î x R, où î2 est une partie de ^2i
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ouverte pour la topologie de Zariski. Ceci posé, nous allons montrer que,
s i /€Zc(r)nZc(r)» on a

W f l /(ï)12^
•>T

= [^(wrw))}?1^ À2, ..,^)T?O,, L, ...,^)i^^2...^.«^û
D'après le lemme 39, il suffit d'envisager le cas où/ est continue à support
compact. Pour ôeA, notons /ç, comme plus haut, la fonction continue à
support compact sur P définie par/^y^ ==/(ôy'). On a

f\fW\2^= fdàf\f^')pd^= f^ftr(^(/5)*^(/5))
^r ^A ^r1 ^A ^Q'

x l̂ i,^, ,..,^)|âa^À2... ̂ +1.
Comme dans la partie i° de la démonstration, ceci peut s'écrire

(^ fi/(ï) r-^= f\F1^ ̂ ..., \) i ̂  ̂ ... ̂^r ^Q
x r̂ ^W,(f^U^(fy))'d\^€l§.

•^RxA

Dans l'intégrale double, où Ai, ^2, • • ., \ sont fixés, faisons le changement
de variable :

^y+l^^ — P- ^?(^lî ^2î • • • î ^y)-

Posons y0^^ (Ai, As, . . . , Ày, o). D'après ce qu'on a vu plus haut,

}/=:(Ài, ^2, . . . , ^+l)=:^(J.(^, À2, . . . , \, 0)=A^10).
Donc

^T tr(%(/ô)*%(/ô))^^^
^BxA

=jf tr(^^(/ôr^^(/ô))|/?(^, À2, .... \)\d^d8

=\.R(^ ^, .... ̂ )| K tr(U^(A^yUU^A))clp.dS.
^BxA

Posant exp^L.z?== ô', et utilisant les notations du lemme 37, on a

(-Wô) (T^ ̂ ^(^Y'ô^) ̂ /(^y^'-i) rzr/g^s-^.-^Y7),
Donc

(f ^(U^(f^Ui.(fs))d\^dà
•^BxA

=|7?(^, ̂  ..., ^)1 iï' ^(^(/ô^ô-^,-,)*^,^-^-^^))^^
J/AxA

==|7?(/i, }.,, .... ̂ )| rî ^(^(/^^^^(Aô-))^^-
^AxA
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Utilisant le lemme 37, on obtient [en posant 7. == (^i, ?.2, . . . , \)]

IT tr(^(/5)*^(/8) ) ̂  ûtô = | 7?0,, À,, . . ., \) | tr(^(/)*^(/)).
^BxA

La formule (17) donne alors la formule (16).
3° Abandonnons les notations introduites dans i° et 2°, mais conservons

celles du début de la démonstration. D'après le 1° et le 2°, il existe : i° des
éléments a\, a^ ..., a'^ de 3(0), symétriques ou antisymétriques, algébri-
quement indépendants, engendrant le corps des fractions de 3(9); on
pose ïy==i si dj est symétrique, r^=i si Cbj est antisymétrique; 2° un élé-
ment a!=P'(ci^^ a'2, . . . , ay) , affine relativement à a\, a^, ..., a^ et
classifiant pour r; soit i2i l'ensemble des points ^'== (Ai , ^2, . .., \) de R7
tels que P(Ti^, T^2, ...,T^)^O; 3° pour tout ?/==( ^.1, ).,, ..., ^)€^i,
une représentation unitaire irréductible U\. de F dont le caractère prend les
valeurs r\ Ai en a\^ Tg ^2 6û ^21 ' • "> ^ç^q en ^5 de manière que les propriétés
du théorème 2, donc du théorème 3, soient vérifiées; 4° une fraction ration-
nelle réelle F ' régulière sur ̂  telle que, pour toute /€Zc(r)n^c(r), on
ait

w fi/wp^r tr(^(/r^(/))[F/(^,L,...,^)l^^...^.
^T ^Q[

D'autre part, on s'est donné dans l'énoncé du théorème des éléments Oi,
^2, ..., aq de 3 (9). Soient a==P(ai, a^ . . . , Oy) un élément affine relati-
vement à ai, 02, ..., Oy, Î2i l'ensemble des points À := (?.i, ?.2, . • . , ^7) de R7
tels que /^(Ti^i, 72^2, • . . , ^q\) 7^ o, <D la bijection

X -> (^•T1 X(^l)» 7i1 X(a2), . . . , Ty1 %(^))

de Aa(^) sur i^i. Soit ^/ la bijection

X-> (^ %(^i), ^T1 %(^), . • - , <7' X«))

de A^(9) sur Q\. Alors (lemme 3^) il existe une partie non vide i2 de i2i
ouverte pour la topologie de Zariski, et une partie non vide îî' de Î2i
ouverte pour la topologie de Zariski, telles que la restriction W de <I^<D-1

à i2 soit une bijection birégulière de î2 sur Î2'. Pour ^€ Î2, posons U^= U\p,^.
Alors, les propriétés (i) à (vi) du théorème ^ sont vérifiées. Pour
toute/€Zc(r), la fonction À->-tr( U\(fYU\{f)) sur Î2 est semi-continue
intérieurement. Comme le jacobien de W est une fonction rationnelle régu-
lière sur îî, la formule (18) montre qu'il existe une fonction rationnelle
réelle F surfï, régulière sur Î2, telle qu'on ait, pour toute fçLc(T)r\Lc(T),
la formule (10).

4° Prouvons (viii) et (ix). Soit feLc(T)r\Lc(r). D'après (10), ^(/)est,
en dehors d'une partie v-négligeable A7 de i2, un opérateur d'Hilbert-
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Schmidt dans jp, donc s'identifie canoniquement à un élément de il. Le
carré de sa norme, en tant qu'élément de fi, est lr(U\ (/)*^/.(/)).
Notons €>(/) la fonction ?.--^ 6^(/), définie dans i2 — 7V, à valeurs dans fi.
D'après (10), c'est un élément de Zâ(^ v), et | j <!>(/) ||2=|[/ H.. Donc 0>
se prolonge de manière unique en une application linéaire isométrique
de Lc(T) sur un sous-espace vectoriel fermé fii de ^à(i2, v).

Soit/i€Zc(r). On a

(19) (^W/i)/)) 0) = W/i */)) 0)
= W. */) =W,) u^f) = (i ® 6/,(/i)) ((€»(/)) (À),

(20) WF(/0/)) (7) = W/*/,)) (/)
= w^fi) = w)w,) = (u,(/,r® i) (<D(/) (À)).

^e ^©
Soient ^r== ^ (i(g) U^)dv(l) et ^= ^ (̂ .(g) i) <^(7), qui sont des

^Q ^Q
représentations unitaires de T dans ^à(^ï l1)' Les formules (19) et (20)
prouvent d'abord que fii est stable pour les opérateurs ^(/i),
VÇfï) (/leZc(^))- Soit A l'algèbre de von Neumann engendrée
dans Zà(^ v) par les ^(/i) et les V(/i) (/i€Zc(r)). Alors le projec-
teur PI^ appartient au commutant A' de ^4.

Montrons que A est l'algèbre de tous les opérateurs décomposables
dans Z|f(î2, v) . Soit/i, /2, ... une suite d'éléments de LQ(T) partout dense
dans Lc(T) au sens de la norme. Pour tout ^.eÇ, U\ est irréductible, donc
l'algèbre de von Neumann engendrée par les ^®U\(fi) et les U\(fi)Ç^i
(i= i, 2, . . . ) est -^(fi). Pour prouver que A est l'algèbre de tous les opéra-
teurs décomposables, il suffit alors, en vertu d'un théorème de MAUTNER
([7], chapitre II, § 3, théorème 1 (ii)) de prouver que A contient l'algèbre
des opérateurs diagonalisables. Or, pour tout ?.€Î2, la représentation ïÇQU\
admet le caractère correspondant à ?.. D'après le lemme 20 (iii), r ~ • i U ' v ( a / ) 1 ' *
est l'opérateur autoadjoint défini par le champ d'opérateurs scalaires
7 == (},i, 7,, . . ., 7^) -> 7y. i. Or ^(ay)** commute à tout opérateur continu
dans Z^(i2, v ) permutable à A. Donc A ' ' ^-- A contient tout opérateur
décomposable défini par un champ t-> 9 (?./). i, où cp est une fonction boré-
lienne bornée. Il en résulte bien que A contient tous les opérateurs diagona-
lisables, donc est l'algèbre des opérateurs décomposables.

Il résulte de là, d'après un théorème de von Neumann, ([7], chap. II, § 2,
corollaire du théorème 1) que P^, est un projecteur diagonaiïsable, donc défini
par la fonction caractéristique d'une partie borélienne i2* de i2. Montrons
q u e î 2 — î 2 * est ^-négligeable. Soit ?.e^—i2\ II existe /le^cW ̂ cC1')
telle que ^4(/i) -^- o. D'après (v), on a U^(fi) ̂ - o pour tout }/ d'un voisi-
nage H) de ?.. D'autre part, ^(/i)efii , donc fj\'(fi)=o presque partout
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dans Î2—Î2*. Donc Î2on(^—^*) est v-négligeable. Vu l'arbitraire de >.,
ceci prouve bien que Î2 — Î2* est v-négligeable.

On en conclut que P^= i, c'est-à-dire que Hi== Z^(Î2, v) . Autrement dit,
<I> est un isomorphisme de Lc(T) sur Zj|(^, v) . On a donc prouvé l'exis-
tence de <Ï> dans (viii). L'unicité de 0 est évidente. Enfin, les formules (19)
et (20) prouvent (ix).

5° Nous allons enfin prouver le résultat d'unicité concernant F dans (vii).
Supposons la formule (10) valable pour toute /€Zc(r)nZc(r) lorsqu'on
remplace F par une fonction rationnelle Fi régulière sur iî. Soit 14 la
mesure ^o sur Î2 définie par û?Vi (À) == ( Fi(^) | dl^dl^ • • • d\. Le raison-
nement du 4° prouve de la même manière qu'il existe un isomorphisme <Di
et un seul de Lc(T) sur L^(^ V i ) qui transforme toute fçLc(T)^Lc(T)
en la fonction 7-^ U\(f). Soit ^l'espace vectoriel des fonctions À-^- U\(f)
pour/e^c^) ̂  ̂ c(^)' Alors, E est un sous-espace vectoriel partout dense
de Z|t(^î v) et de Z|f(^ ^ i ) ? et le produit scalaire de deux éléments de E
est le même dans L^(^, v) et dans Zji(i2, Vi) . Or, l'application qui, à deux
éléments AeZjf(î2, v), A'çZj^^, v), fait correspondre la fonction scalaire
^-^(/i(^) [ A'(À)), est une application bilinéaire continue de Zà(î2, v)xZ|t(^î v)
sur Zc(î2, v), comme on s'en rend compte aisément. On voit donc qu'il
existe un sous-espace vectoriel partout dense E1 commun à Zc(^» v)
et L^(Q, vi) , et que l'intégrale des fonctions de E ' est la même pour v et Vi .
Soit alors g une fonction continue à support compact sur î2. Il existe une
suite (^i, g^ ... ) de fonctions de E ' telle que la sérier 4- gî 4-... converge

vers^-dans Zc(^2, v) et telle quel/ j \gj \ dv <+.oo. Alors, §\-}-g^...

converge vers 9 presque partout pour y, donc pour la mesure de Lebesgue

deî2, donc pour vi. D'autre part, on a<2y I \gj \ û?Vi< +00, don c^i 4-^2 -+-...

converge au sens de Zc(^» V i ) vers un élément de Zc(^î ^ i ) presque partout
égal à^pour Vi. Autrement dit, g-i -4- g\ +... converge vers g dans Zc(î2, Vi).

Comme l g j dv ==: j g j dvi pour tout y, on voit que f gdv= f gdv^.

Donc v = vr Donc [ F(^) \ = [ ^i(À) [ presque partout et par suite partout.
Il en résulte qu'on a, soit F = jFi, soit F=— Fi. Ceci achève la démons-
tration du théorème 4-.

REMARQUE 5. — Soient T un groupe de Lie niipotent, g son algèbre de Lie,
c le centre de g, P le groupe de recouvrement universel de T. Alors,
F s'identifie à T ' / Z ^ où Z est un sous-groupe discret central de P. Les repré-
sentations unitaires irréductibles de T s'identifient aux représentations uni-
taires irréductibles de T' qui sont triviales sur Z, c'est-à-dire dont le caractère
est de la forme ni, n entier, sur un certain sous-groupe additif discret de c.
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Dans ces conditions, il n'est pas difficile de généraliser les théorèmes 1, 2
et 3 au groupe F. Par contre, on verra dans [9] que la formule de Plancherel
ne se généralise pas (du moins sous la forme du théorème 4) aux groupes de
Lie niipotents non simplement connexes. Nous renvoyons également à [9]
pour de nombreux exemples illustrant les résultats du présent article.
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