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L'APPLICATION EXPONENTIELLE DANS LES GROUPES
DE LIE RESOLUBLES;

PAR

J. DixMmIER.

Soient G un groupe de Lie simplement connexe, g son algébre de Lie.
L’application exponentielle (¢f. [3]) est une application analytique de g
dans G. Si G est nilpotent, cette application est méme un isomorphisme de
la variété analytique g sur la variété analytique G; mais il est loin d’en étre
ainsi en général. '

Nous étudions dans ce Mémoire le cas ou G est résoluble. Dans le cas ou
G est un groupe complexe, 'application exponentielle ne peut étre un iso-
morphisme que si G est nilpotent; si G est réel, elle peut étre un isomor-
phisme dans des cas plus étendus, et par exemple s'il existe dans G une suite
de sous-groupes distingués décroissants tels que les quotients successifs
soient de dimension 1. Dans tous les cas, I'application exponentielle posséde
des propriétés qui, on'le verra, la rapproche d’un isomorphisme.

1. Cas des groupes résolubles complexes. — Soit g une algébre de Lie
résoluble de dimension n sur le corps G des nombres complexes. Toute
représentation irréductible de ¢ est de dimension 1, donc s’identifie & une
forme linéaire sur g. Soit p une représentation de g dans un espace vecto-
riel V de dimension p sur G. Soit V="V,>V,;>...>V,=o0 une suite de
Jordan-Holder du g-module V. Les quotients V;/ V4 sont de dimension 1,
et la représentation déduite de p dans V,/V.., s'identifie & une forme
linéaire sur g. Si 'on prend pour p la représentation adjointe de g, les
n formes linéaires obtenues s’appellent les racines de g¢. Elles sont nulles sur
le plus grand idéal nilpotent'u de g. Soit ¢ une racine non nulle. L’équation
¢(a) = o définit un hyperplan g, de g contenant n et a fortiori g, 4], donc
un idéal de g. Pour tout entier rationnel / distinct de o, soit 90,2 la variété

_linéaire non homogéne de g définie par 'équation ¢ (a)=2in/. Les g¢, seront
appelées les variétés linéaires exceptionnelles de g. Si g est non nilpotent, il
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existe des racines non nulles, donc il existe des variétés linéaires exception-
nelles. '

Soit G Je groupe de Lie complexe simplement connexe d’algébre de Lie g.
Soit /V le sous-groupe distingué de & correspondant & «; il est fermé et sim-
plement connexe, et G'=G/N est un groupe de Lie complexe abélien simple-
ment connexe d’algébre de Lie g’ =g/u (¢f. [2]); soit r la dimension complexe
de G'. Soient § l'application canonique de g sur ¢/, n 'application cano-
nique de G sur G, Q 'application exponentielle de g dans G, Q' 'application
exponentielle de ¢’ dans G'. Alors, ' est un isomorphisme de la variété analy-
tique g’ sur la variété analytique G', et I'on a 70 Q2=2'0 0. Si ¢ est une racine
non nulle de g, le sous-groupe distingué G, de G correspondant & g, est un
sous-groupe fermé simplement connexe contenant /V, de dimension complexe

n—i, égala 11)(9’ (0(8)))- Soit G?,IZY;(Q’ (0(89.4))); les Go, sont des classes
de G suivant Gy, et seront appelées sous-variétés exceptionnelles de G. Soit
a€g. Pour que Q(a) € Gy, il faut et il suffit que (2 (a)) = Q'(0(a)) appar-
tienne & Q'(8(g¢,)), donc que 6(a) appartienne a 0(g5:), donc que a€gg,.

Pour énoncer commodément les résultats, disons qu’une application f d’un
espace topologique X" dans un espace topologique ¥ est localement injective
(resp. surjective) en un point z, de I s’il existe un voisinage ¥ de «, dans X’
tel que la restriction de fa V soit injective [ resp. si, pour tout voisinage W
de z, dans X, f( W) est un voisinage de f(x,) dans ¥]. On rappelle qu’une
application g d’un ensemble A dans un ensemble B est dite injective si elle
est biunivoque, surjective si g(A4)= B, bijective si elle est injective et
surjective.

TutoreME 1. — Soient G un groupe de Lie résoluble complexe simple-
ment connexe, § son algébre de Lie, @ Uapplication exponentielle de g
dans G. Soient s la réunion (fermée) des variétés linéaires exceptionnelles
de g, t le complémentaire de s dans g, S la réunion (fermée) des sous-
variétés exceptionnelles de G, R le complémentaire de S dans G.

1° Q(s)cS.

2¢ La restriction de Q a t est un isomorphisme de la variété analytique
complexe t sur la variété analytique complexe R.

3° Sia€s, Q n’est ni localement injective, ni localement surjective en a.

DEMONSTRATION. — On a vu que (gg.) C Go,; donc (s)c S.

11 existe une suite d’idéaux § —g,>¢,D ... Dg,=— o de g tels que g, soit
de dimension n — /, et tels que g,—=n. Soit (a,, ..., @,) une base de g telle
que a;€9;—1, a;§8;. On a [a;, ax] =2} _, v,man avec des constantes de
structure vz, qui possédent les propriétés suivantes :

yin=osauf si A7, Ak, h>r;
sij>retk> r,_alors Yiin=o sauf si o> jet h> k.
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On déduit de 1a que, si a;, ..., , sont des nombres complexes, on a

(2o ay, ajy ak] =252, Zh ey jman= (2}, a;Yjm)ax  (mod gi).
Les racines de g sont donc les formes linéaires gz (k=1, 2, ..., n) définies
par
Cpk(Z?__:l aja;) = Z;‘-z, Yk =25 Yo=Y (s, - .., @)
Ona
C?,:cp,:. = @p==0.

Soit g* 'espace dual de g, c’est-a-dire I'espace des covecteurs tangents a G
en e (élément neutre de G). Soit (aj, ..., a;) la base de g* duale de la base
(@, ..., a,) deg. Silabase (a, ..., a,) est bien choisie, il existe, d’aprés[1],
un systéme de fonctions coordonnées ,, ..., £, dans G possédant les pro-
priétés suivantes :

1° l'application g — (E1(g), . . ., Ea(g)) est un isomorphisme de la variéié
analytique G sur la variété analytique G* qui transforme e en (o, ...; 0); nous
identifierons désormais G et G” par cet isomorphisme; autrement dit, nous
transportons 4 G” par cet isomorphisme la structure de groupe de G;

2¢ il existe n formes différentielles invariantes A gauche
O (Ery vvvn Eny dEry ooy dBR)y ooy @o(Bay o vey Eny dEry oy dE,)  sur G,

linéairement indépendantes en tout point de G”, et telles que la valeur en e
de w; soit aj;
3° ona
0, = dt,, ceey 0, = dt,,
wr= eVl [ty 4 B Py (84, ..y Brn) ] (K=r+1,...,n0),

ot les Py, sont des polynomes.
Ceci posé, soient (ay, ..., a,) des nombres complexes. Soit (£;(2), ..., (2))
la solution du systéme différentiel

(1) w; = a, dt, ceey W= a,dt

qui s’annule pour (=o (¢ est une variable réelle). On sait que
Q(asay+. ..+ aa,) est le point de G de coordonnées £, (1), . .., £ (1).

Les r premiéres équations de (1) donnent &, =y, ..., = a,t. Les
suivantes s’écrivent alors

(2) eVOn et [ gy R Py (B, L Ere) dEs | = ax dt (k=r+1,...,n).

Soient z une variable complexe, et 7(z) la fonction de z égale a 1 pour 3=
e —

1 . .
our z % 0. C’est une fonction entiére, dont les zéros sont les
z P v

et a




116 J. DIXMIER.

nombres 2w/, { entier rationnel 7~ o. Ceci posé, montrons que les solutions
des équations (2) sont de la forme

(3) Er=artt(— (s, ..., 00.)8) + Fr(agy ooy gy, t),

ou F} est une fonction entiére de a, ..., a;, ¢ s’annulant pour ¢ = o. Pro-
cédant par récurrence sur k, supposons ceci établi pour les-entiers << k. Alors,
P'équation wx=— a; d¢ s’écrit

dt
([l) 7{ = o e—‘!’*(““""“r)‘+ Gk(oz,, ey Og—yq, t),

ou Gy est une fonction entiére de ay, ..., ax_, . Soit Fr(ay, ..., ax—y, ¢) la
primitive de Gy par rapport 4 la derniére variable qui s’annule pour ¢ —o.
C’est une fonction entiére de a;, ..., @y, £. Suivant que $i(ay, ..., a,) est
nul ou non nul, I'équation (4) s’intégre sous la forme suivante :

E_k: art + Fk(ah ceey Qhogy B)
ou sous la forme suivante :

Y&y, 0 g
— Y (@gy ey @)
= aktf(_‘ Ll»‘lc(ah LK) ar)t) +Fk(aia ooy A1y t)

ch: 243

+ Fr(ay, ..., Ag—1y t)

de sorte que la formule (3) est bien établie dans tous les cas. Donc les
coordonnées de Q(ayay+. ..+ a,a,) sont données par les formules

(5) { E_(: Ay, ooy E,-: ar,
Be=axT(— P (agy ovny @r)) + Fr(ogy ooey 0pg, 1) (Kk=r+1,...,n).

Le jacobien de la transformation définie par (5)estIl}_,. ., (— q)k(a,,.. ©0r))-
L’ensemble des points de g ou il s’annule est donc I'ensemble des points de g
ou s’annule 'un des nombres 7(— Yy (ay, ..., a,)), c’est-d-dire s.

Les coordonnées ay, ..., o, (resp. £, ..., &) définissent par passage au
quotient des coordonnées dans g’ (resp. G') que nous noterons &, ..., .,
(vesp. £}, ..., E.). Comme P'application exponentielle commute aux homo-
morphismes, Papplication exponentielle Q' de g’ dans G' est définie, en vertu
de (5), par les formules &, =), ..., §.=a,. La variété 0(g,,,) a pour
équation (o), ..:, a,) =2inl, donc la variété Q'(0(gy,:)) a pour équa-
tion Y (&), ..., E.) = 2iml. Donc Gy, a pour équation Yx(&y, ..., &) = 2iml.
L’ensemble S du théoréme est donc défini par I'équation

W, t(— q’k(gh ceey EJ‘)) =o.

SilG_, v (— Ye(Eyy ..oy Er)) 52 0, il est clair que le systéme (5), ou l'on
considére &, ..., {, comme donnés, admet une solution et une seule en
@y, ..., & Donc la restriction de Q & r est une bijection de £ sur R. Comme
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le jacobien de (5) est non nul sur 1, cette restriction est un isomorphisme
analytique complexe. Ainsi, les assertions 1° et 2° du théoréme sont
démontrées.

Soit @ = 27}, a;a;€s. Soit & le plus grand indice tel que 7(¢1(a))=o.
Quel que soit le nombre complexe 3, il existe des nombres complexes
uniques (&), ..., a,) tels que : 1°a)=ay, ..., ay_,=apq; 2° a),=0;
30 Q(27_ aja;) =Q(21_,a;a;). En effet, a},,, ..., «, sont définis par les
conditions

T (— Yr( @1y o ooy @p)) + Fr(ayy oony @y, 1) =037 (— $r(oty, .., 7))
+ Fr(ay, ooy ohy, 1) (k=h—+1,...,n);

et, comme 7(— Yz (ay, ..., a)) 72 o pour k > A, on voit aussitét par récur-
rence I'existence et I'unicité des a;. En outre, par récurrence également, on
voit que aj—> ai si B — a;. Ceci prouve que {2 n’est pas localement injective
en a.

Soit toujours @ = 3%_, a;a; €s, et montrons que L n’est pas localement
surjective en a. Désignons cette fois par A le plus petit indice tel que
t(¢r(a)) =o. Soit / I'entier rationnel non nul tel que a€gy, . Soient
£y - .., En les coordonnées de (a). Si € > o est assez petit, les conditions
| a— ax| <e pour k=1, ..., A — 1 entrainent

T(— $e(a), ..., @) 2o pour k=1,...,h—1.
Alors, les équations

Ei=a, LX) £,=a,,
(6) Br=ajr(— q’k(a/n EERE) a.)) + Fp(ay, ooy @y, 1)
(k=r—+1,...,h—1)

définissent une transformation biréguliére. Il existe donc un nombre ¢'> o et
des fonctions holomorphes F} (8, ..., ) (k=r—+1,..., h —1) définies
pour |Ey —E | <€, ..., [Ehy — Er1| <€ telles qu’on ait les propriétés sui-
vantes : 1° en réduisant au besoin ¢, les conditions |aj — oz| <<e pour
k=1,...,h—1 entrainent | —E| <€ pour k=1,...,h—1;2° on a
alors '
oy =E, ERR) ap=E
=F (E, .., E) k=r—+1,...,h—1).

Soit maintenant o' = 2%_, & a; € gp,,, tel que
l‘a'l_ail<sa LR} Ialh_l_ah—1|<5-

Soient £}, ..., &, les coordonnées de (a'). Les nombres &), ..., &,_, son
liés aux nombres «, ..., aj_,, par Jes formules (6). D’autre part

Eh=Fn(a)y ..., aj_y, 1) =K(E), .. 'v(_E_llz—n)’



118 ) J. DIXMIER.

K étant une certaine fonction holomorphe de £}, ...,¢,_, définie pour
|8, —El<é€,..., |Epoy—Er—1| <€. Donc il existe un voisinage de a
dans go,, dont l'image par £ n’est pas un voisinage de Q(a) dans Gy, ;.
Comme les points de g qui n’appartiennent pas & g, ;-ont une image par Q
qui n’appartient pas & Gy, , il existe un voisinage de a dans g dont I'image
par & n’est pas un voisinage de Q(a) dans G, de sorte que  n’est pas loca-
lement surjective en a. Le théoréme est démontré.

ReMARQUE. — Ce dernier raisonnement prouve le résultat suivant dont nous
aurons besoin plus loin : soit a€s; alors, Q applique a + n dans Q(a)V, et
il existe un voisinage V de @ dans a -+ n tel. que les points de (V) appar-
tiennent tous a une sous-variété de codimension 1 dans Q(a)/V.

COROLLAIRE DU THEOREME 1. — Soient G un groupe de Lie résoluble com-
plexe simplement connexe, g son algébre de Lie, Q I'application exponen-
tielle de g dans G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1°  est injective.

2° Q est surjective.

30 Q est un isomorphisme de la variété analytique g sur la variété ana-
lytique G.

4° G est nilpotent.

DEMONSTRATION. — Les implications 4°=> 3¢, 3°=>2°, 3°=1° sont claires;
1°=>4° résulte du théoréme 1. Pour montrer que (non 4°)=> (non 2°), on utilise
la fin de la démonstration précédente, quelque peu simplifiée, en considé-
rant cette fois le plus petit indice % tel que 9,52 o.

2. Cas des groupes résolubles réels. — Soient G un groupe de Lie réso-
luble réel simplement connexe de dimension 7, g son algébre de Lie, n le
plus grand idéal nilpotent de g, /¥ le sous-groupe correspondant de G. On
désignera par § (resp. #) l'algébre de Lie complexifiée de g (resp. n), par &
(resp. V) le groupe de Lie complexe simplement connexe d’algébre de
Lie § (resp. #). Alors, # s'identifie au plus grand idéal nilpotent de §, et g
s'identifie 2 une sous-algébre de §. Le sous-groupe de Lie réel de G corres-
pondant & g est fermé et simplement connexe. Donc il existe un isomor-
phisme canonique de G sur ce sous-groupe. On peut donc identifier canoni-
quement G A un sous-groupe fermé de G.

On appelle racines de g les restrictions & g des racines de §. Soit ¢ une
racine non nulle, restriction 4 g d’une racine non nulle § de §. Alors, le
noyau M,:%ng de ¢ est un idéal de g qui contient w. Si / est un entier
rationnel non nul, soit gg;= ﬁg,[ng la variété linéaire dans ¢ définie par
P'équation ¢ (x) = 2l D'autre part, soient Go= &35“ Get Goy= Ea,n G;
désignant par 0 I'application canonique de g sur ¢’=- g/n, par n I'application
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canonique de G sur G'= G/, par Q (resp. &') 'application exponentielle
de g dans G (resp. de ¢’ dans G'), on a

Go=((0(89)))s  Goy=1 (2 (8(301)))-

Ecrivant ¢ = ¢’ + i9”, ot ¢’ et ¢” sont des formes linéaires réelles sur g,
trois cas sont possibles :

1° ¢"=a¢’, ol a est une constante réelle; alors, g4, Gy sont de dimension
réelle n — 1, et les go, G, sont vides;
2° ¢'=o0; alors go, Gg, les g¢,; et les Gy ; sont de dimension réelle n —1;

3° ¢’ 0, ¢"5% 0, et les noyaux de ¢’, ¢” sont distincts; alors, g¢, Go, les go,
et les Gy, sont de dimension réelle n — 2.

On appellera variétés linéaires exceptionnelles de g les gy 1, et sous-variétés
exceptionnelles de G les Gy. Dire que les variétés linéaires exceptionnelles
de g sont toutes vides revient donc 4 dire que toutes les racines non nulles
sont du premier type envisagé ci-dessus.

TutorEME 2, — Le théoréme 1 est valable pour les groupes résolubles
réels simplement connexes.

DEMONSTRATION. — Les deux premiéres assertions a établir résultent aussitét
des assertions correspondantes du théoréme 1. Soit @ un point appartenant &
I'une des variétés linéaires exceptionnelles de g. D’aprés une remarque anté-
rieure, il existe un voisinage V de a dans a + n et une hypersurface H de
codimension 1 dans Q(a) /V tels que &(V)cH. Si Q(V) était un voisinage
de Q(a) dans Q(a)/N, H contiendrait un voisinage de Q(a) dans Q(a)N
donc serait un voisinage de () dans Q(a)V, ce qui est absurde. Donc (V)
n’est pas un voisinage de Q(a) dans Q (a)/V. Par ailleurs, 'image par £ d’un
point qui n’est pas dans @+ n n’appartient pas & Q(a)/N (par exemple,
parce que 'application exponentielle Q' est un isomorphisme). Donc & n’est
pas localement surjective en @. Si Q était localement injective en a, £ appli-
querait homéomorphiquement tout voisinage compact de a dans g suffisam-
ment petit sur une partie compacte de G qui, d’aprés D'invariance du
domaine, serait un voisinage de Q(a) dans G. Donc, £ serait localement
surjective en a, ce qui n’est pas. Donc, Q n’est pas localement injective en a.
Le théoréme est démontré.

Nous désignerons par b 1'algébre de Lie de dimension 3 définie par la table
de multiplication suivante :

[z, y]=—3, [z, 3] =y, [y, z]=o.
Il est immédiat que ¥ est résoluble, et que les racines de ¥ sont

91(ax + By +vz)=o,
9:(az + By +7v35) =ia,
¢s(az+ By +y3) =— ia.
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11 existe donc dans D des variétés linéaires exceptionnelles de sorte que
Papplication exponentielle n’est pas injective.

TutoriME 3. — Soient G un groupe de Lie réel résoluble simplement
connexe, g son algébre de Lie, Q 'application exponentielle de g dans G.
Les conditions suivantes sont équivalentes .

1° Q est bijective.

2° Q est un isomorphisme de la variété analytique ¢ sur la variété ana-
lytique G.

3° Toute racine de g est de la forme ¢'+ i¢", avec ¢’ et " réelles et ¢"
proportionnelle a ¢'.

4° Il n’existe pas d’algébre quotient de g admettant une sous-algebre
isomorphe a V.

DrEMONSTRATION. — Le théoréme 2 et les remarques qui le précédent prouvent
les implications 3°=> 2°, 1°=> 3°; comme on a évidemment 2°=>1°, les condi-
tions 1°, 2°, 3° sont équivalentes.

Considérons une suite de Jordan-Hoélder du g-module g : c’est une suite
décroissante d’idéaux §=—=¢¢D91D ... Dgp—1D 9, —0, ol les quotients g;/g;.1
sont de dimension 1 ou 2. Soit §; le complexifié de-g;, qui est un idéal de §.
Si dim g,;/¢;.1= 2, il existe un idéal b; de g tel que

;iDb}'DEj-M, dimﬁ,—/h,-:dimbj[ﬁj“:].
Toute racine de § correspond, soit & un quotient §;/§z., de dimension 1,
soit & un quotient §,/b;, soit & un quotient b;/§,,,. Les racines du premier

type sont réelles sur g. Soit ¥ +iz un élément de b; n’appartenant pas a §;.4,
avec y€g;, 2€4¢;. On a, pour tout z € g,

[z, y +iz]=q(z)(y + iz) +u-+iv,

¢ désignant la racine correspondant & b;/§;4,, et u, v désignant des éléments
de g;.1. Si ¢’ et ¢” sont les parties réelle et imaginaire de ¢, on en déduit

(7) [ y]=9¢"(2)y —¢"(2)z +u,
7 [z, 5] =9"(z)y + 9'(2)5+ 9.

Si y et 5 étaient proportionnels modulo g, on déduirait de la I'existence
d’un idéal de g strictement compris entre g; et g;.,, de sorte que (8o, §15--+,8p)

ne serait pas une suite de Jordan-Holder. Donc, en désignant par R le corps
des nombres réels, on a g;— g1+ Ry + Rz. Comme

[z, y —iz]=(¢'(z) —i9"(x))(y — iz) + u—1ip,

et que y — iz n'appartient pas a b;, on voit que la racine correspondant
ag;/b;est =0 —ig"
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Ceci posé, supposons que la condition 3° du théoréme ne soit pas satisfaite.
1l existe donc une racine ¢ de g qui n’est pas de la forme indiquée dans cette
condition 3°. Cette racine correspond ajun quotient b;/§;., ou & un quo-
tient §,/b;. Comme ¢ ne vérifie pas non plus la condition 3° du théoréme, on
peut supposer que ¢ est égale a la racine ¢ de I'alinéa précédent. Il existe
x g tel que ¢'(x) =0, ¢" (x) 5£0. En multipliant 2 par un scalaire conve-
nable, on peut supposer ¢”(z) =1. Alors, les formules (7) deviennent

[z, y]=—2+u, [z, s]=y +¥,

avec UEQ 1, VEY/1. Comme 2i[z, y]=[y + i3, ¥y —12]€§j11, 8/8j41
posséde une sous-algébre isomorphe 4 d. On voit donc que la condition 4°
du théoréme implique la condition 3°. '

Enfin, supposons que la condition 3° du théoréme soit satisfaite. Soient b
un idéal de g, H le sous-groupe distingué de G correspondant & b. Il existe
une suite de Jordan-Holder de g dont1'un des termes est b. Donc toute racine
de g/b se déduit d’une racine de g par passage au quotient, de sorte que
toute racine de g/b vérifie la condition 3° du théoréme. L’application expo-
nentielle de g/b dans G/H est donc injective. Sa resi:iction a toute sous-
algébre de g/b est également injective. Il ne peut donc exister dans g/b de
sous-algébre isomorphe &4 ¥. Ainsi, la condition 3° implique la condition 4°,
ce qui achéve la démonstration.

CoOROLLAIRE. — S’il existe dans ¢ une suite décroissante d’idéaux de
g
dimensions n, n — 1, n — 2, ..., l'application exponentielle est un isomor-
’ , ) y Lapp ‘P
phisme de la variété analytique g sur la variété analytique G.

DiMONSTRATION. — Toutes les racines de g sont alors réelles.
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