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Bull. Soc. math. France^
85, 1957, p. i5 à 5o.

HYPOELLIPTICITÉ DES ÉQUATIONS PARABOLIQUES ;

PAR

SIGERL' MIZOHATA.

1. Introduction — Cet article a pour but de démontrer Phypoellipticité
des équations paraboliques au sens de Petrovvsky, dans le cas où les coef-
ficients sont indéfiniment dérivables. Nous nous appuyons sur la méthode de
la paramétrix; ([3], I, p. i36-i39).

Nous dirons que le système
A'

.. , x ^'^_V Y.(/•„/,...,7.^,, ^ ^0 +•••4 ^ M „
( j • I ) "^-2j2A ^'^àt^à^à^ J Ql'

/=i (A-)
( / = i , -^ . . . . TV); ( ^ < ' t / , ïii>o)

est parabolique ou P-parabolique dans un ouvert Î2c(^, t) ([2]), si :

1° il existe un nombre entier P tel que
îî

k,P-^-^k,^njP,
.<==i

2° les parties réelles des racines À du déterminant de la matrice

()̂ i ^

/^^...,^(^^^(^)^...(^)^\_ ^ .

\WP } ' ^N^

où ((Â"))p désigne la sommation des termes tels que
n

Â-oP+^Â,=»yP,

•S •=- 1

sont toujours inférieures à — ô (ô, positif quelconque) quand (l:i, ..., \n)=\
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parcourt la sphère | Ç | ==i, et quand (^, t ) parcourt ^2. Nous supposons les
coefficients indéfiniment dérivdbles en (a?, ^), et nous allons démontrer le

THÉORÈME. — Soient ^(1=1, 2, ..., YV) des fonctions indéfiniment
dérivables dans Î2, alors toute distribution U= (^i, ..., ^;v)» solution de
F équation (1. i ), ̂  une fonction indéfiniment dérivable.

Pour simplifier, nous considérons en détail le cas N= i , /^==i, et ensuite
le cas général.

Nous nous servirons désormais des notations du calcul symbolique [1]. Nous

écrirons pi au lieu de .— » ou encore p ^ ' - ' p ^ au lieu de ( -.— ) • • • ( .— ) •
OXi \9X^] \ÔXn.f

Les distributions que nous allons considérer ne sortent jamais du cadre des
distributions tempérées [3] ou plutôt de celui de l'espace ^», de sorte qu'on
peut définir non seulement les dérivées de / : p ^ ' - ' p ^ f i mais aussi
^(p)f^(i ̂ -p\—.. ,—p^Yf (— oo <^ <+ oo ), en s'appuyant sur la
transformation de Fourier. Nous écrivons la définition de l'opérateur Vs(p) '•
Soif/tempéré; 9 sa transformée de Fourier; alors (i 4-4^21 Ç | 2 ) f9€(^)s ;
donc, on définit ïs(p)f comme l'image réciproque (de Fourier) de cette
distribution ([3J, [1]). Les notations des espaces 3?', CD^», d?, . . ., sont celles
de L. SCHWÀRTZ [3].

Considérons maintenant le cas N-=^ i, /?/== i :

( L Î ) \ïf~ 2<7v(tïî t)p\^...p;Au=v.L i^ J
Puisque la propriété que nous allons démontrer est une propriété locale,
nous pouvons supposer que :

i° les coefficients sont indéfiniment dérivables en (.r, ^), et de plus toutes
les dérivées en t '.

()k
^[.^(•^ 0 ( /C=0, I , 2, . . . )

sont des fonctions continues en t à valeurs dans (d3 ).,...

(1.3) Partie réelle V q^(x, t) (^E)^— ô | Ç 'f ( ô>o) .
| v t = P

Nous considérons (1 .2) comme équation d'évolution,

(1 .4) ^u(t)~~ 2 (î^x^)P\i"'Pint^W=^t).
\'i\^P
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ou en notant q(œ, ^ p ) =Vyv(.r, ^/^i1. . ./^n,

(1 .5 ) \^-q{^.t.P)\u{t)=v(t).

Décomposons l'opérateur q{œ, ^ p ) en deux parties :

(i .6) ^w-T S ̂ ^.^^•••^^^(^^^"(^^^Wîcit | ^" |
Li^ i=-p J

^(.r, t,p)=q{x, t ,p ) - ^ ^v(o, t)p^...?^.
|V|=P

Considérons la suite des distributions : /o(^)î /i(<)i • • • î /<Wî ... où les
fi(t) sont des solutions de

O^) [^- Y<7v(^)^ l••^^1^•(^=^(^^p)/^l(^)L ivi=p J
( î = I , , 2 , . . . )

[on a écrit q^{t) au lieu de ^(o, ^)], avec /o(<) ==/?x(^ o), et avec

les conditions initiales /i(o) == o (i= i, a, .. . ). /?r(^ o) est solution

élémentaire de l'équation parabolique , —^.^v(^)^î1 • • • P^ ^ c'est-à-dire

que Rx(t^ o) ( t ' ^ o ) est la solution unique de

[ï "S^^11- • 'p^^0) =0

avec la condition initiale 7^(0, o)==ô.y. En effet, nous savons déjà que,
pour (1.7), le problème de Cauchy pour l'avenir est bien posé dans (^ /),
(voir [2]). Alors, on a ([^], p. 3i, (10.5)),

(1 .8) fi(t)= f^r(^T)*^(^,T,/?)/f-i(T)û?r, (t^o).
i/o ^

Les yi(^) ne sont définies que pour ^o. On les prolonge par zéro
pour t < o. Nous les écrivons, par abus de langage Y(t)fi(t).

Compte tenu de ce que/o(o) =à^fi(o)=o (^=1? 2, .. . ), on voit que,

en notant D= . — q{x^ t^ 7?),

(1.9) DY{l) [/o(<) -^/iW -+-...+/<W] =- <7£(^ ^ ̂ ) ̂ W/-W + ̂ xô<.

Cette formule nous suggère une méthode pour obtenir des paramétrix. En
effet, comme nous le montrerons, les Y ( t ) f / ( t ) sont des fonctions continues
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indéfiniment différen fiables dans le complémentaire de l'origine [dans
l'espace (a?, t ) ] et de plus fi(t) devient aussi régulière (dans un sens à
préciser) qu'on le veut, quand on augmente l'indice i.

Propriétés de ^Bx(ti i") (^^7). — Désignons par ^(i;; /, ï) (^^T^o)
la transformée de Fourier (en .z-, pour t et T fixés) de Rx(t-> T). Nous avons
alors

/ r 1 \
(l.io) ^(E;^T)==exp( ^ V ^(^)(27^/E)V^) (^r).

V7 IVl^ /

L'inégalité (1.3) entraîne alors

( l .n) ^(E; ^T)^exp[-ô | 27^1^(^-7)1 .

Le calcul de dérivation montre que y?^1. . ./^^(Eî /» T)î °ù Pi désigne

..- j est une combinaison de termes tels que

(i.i2). <R(^ ̂ T)^^5...^( f 2 yv(^)(27r^)^^y
< \ \ T M=^ //

Où ^l)-+-^4-.. .==^, (Â:^> o, i^| ̂ [) . On le constate par induction
mathématique.

LENNE 1 . 1 . — T étant jixé^ alors nous avons pour T^ t > T ̂  o,

(i) a^t,r)—>î pour tout Ç; |^(S;^T)|^I.
<\i;

(ii) ^•••^^(lî ^ , T ) — > O pourtant^
<\T

|^..^^;^)1^(^^^,^

OM CyL est une constante qui ne dépend que de T;
(iii) ^(Çî t) T) ̂  une/onction indéfiniment différentiable en t et T,

O^T <^t^T^ à valeurs dans (^)ç.

DÉMONSTRATION. — (i) est évident. Démontrons (ii). La première partie est
une conséquence de ( l . i2) . Démontrons la deuxième partie. Les formules
(1. i i ) et (1. y a) montrent que r 1 M 1
(l.l3) |^...^^(Ç;^T)|^cJ ^ (t-ry\9^ ^-l^l

L-Î^^^). J
xexp[— ô ( t — r ) \ aTrEi^j .

où ^ (p.) est le plus petit nombre entier s tel que ?5 ̂  | |JL |.
Nous n'avons qu'à vérifier la deuxième partie de (ii) pour | £ [ ̂ i, car le
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second membre de (l.i3) est borné pour £ borné. Pour [;[^i, posons
(/—r) [ ITI^ V^Tt ; alors le second membre de (1. i3) devient

IP- i "l24
•=.<(".) J

^r^ Z^^P^-^
L.<=.<(".) J

Or, r^ exp(— Sri) est borné pour YÎ ̂ o, d'où l'inégalité de (ii).
Démontrons (iii). Comme il est évident que ^(E; t^ T) € (^)ç, ainsi que

toutes les dérivées en t et T, pour t > T, il reste à démontrer que ^(E; ^, 7)
est une fonction indéfiniment differentiable en t^ T à valeurs dans (^>)^'
Démontrons la continuité en t et T. Prenons <oi ïo t^ls que /o> 7o, alors

^; ̂  T) - ̂ (£; /o, To) = [^(S; ^ ̂  - ̂ (S; /o, -)]
+i^a;^)-^a;^To)].

Considérons le premier terme du second membre :

:. / »-\ /a l'f.. i- ^\ — 1 û^y. / /; i l •>^(£;^7)-^(S; /o ,T)==^exp^ f y^q^(t')(wityclt'^—ï{^(^t,^).

( V0 lv l=^ / )

Pour ^ borné, ^(^î /, T ) — ^ ( Ç î ^0» 7) tend uniforment vers zéro
lorsque t->to. D^autre part, comme

2 1
| / o—T|^ o(<o—'ï 'o) , \t— to\^ « ( ^ o — 7 o ) ,

nous avons

^a^o,T)^=expr- jô l ^T r^ l 7 1 |^-7o |L

^^(^XaTTiÇr^-i ^exptâla^l^l^-^l]^!,

donc, pour Ç non borné, ^ ( Ç î ^ » T ) — ^ ( S î ^ o i ^ ) est majoré par

2 exp — 7. S | 2 Tri; [^ [ /o— ^o | • Cela montre que, quel que soit A'^o,

(i + |^ | )^[^(S; <? T ) — ^ ( £ î ^oî T)]-^0 uniformément par rapport à Ç

lorsque t —>• tç^ T restant dans l'intervalle | T — To | ̂  y ( t o — To).

Le même raisonnement montre qu'il en est de même de ^l(^; to^)—^^'i to^o)
lorsque T — ^ T O . Donc, quel que soit A-^o, (i+ |Ç | ) Â ^(^ î t, r) est continue
en t et T, t >> T, pour la topologie de la convergence uniforme sur (B^1)^.
La formule ( l . i a ) et le raisonnement que nous avons fait montreront qu'il
en est de même de p\^. ./^^(Sî ^ T) P01111 t > ̂  ce q01 démontre que
^(^; <, T) est une fonction continue en t et T, < > T, à valeurs dans (c^)^. 11
en est de même de ces dérivées en t et T. C. Q. F. n.
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2. Considérations préliminaires.

DÉFINITION DE (^o). — (^o) ̂  ̂  sous-espace de (dï) /orme ̂  fonctions
f(x) telles que f(o) == o. On munit (d3o) ̂  /a topologie induite par (dî).

DÉFINITION. - Décomposition (N). - Soit/(^, ..., ^)e(^o). Alors en
décomposant/^),

/(^i, ^2, ..., ̂ ) =f(x^ o, . . . , o)
-t-[/(^iî «^2, o, . . . , o)—/(^, o, . . . , o)]4-...

7l

^^L^ /(^l» ^2, . . ., ^-i, X^ 0, . . ., 0)
i--=t

—/(.ri, ^2, . . . , ^_i, o, . . . , o)]
et en posant,

(2.1) f(x^ x^ ..., ^_i, .c,, o, .. . , o)—/(^, x.^ ..., ^._i, o, . . . , o)
==Xifi(Xi, ^î;, . . ., ̂ ),

nous dirons que

(2.2) f(x^x^ ...,^)== ̂ 1/1(^1, ...,^)

-1-^2/2(^1, ...,^)4-...+^/^(^,, ...,^)

est la décomposition (N) û^/(^)€(^o).

Nous devons démontrer le

LEMME2.I. - Lîisomorphismef(x)^(f^(x),f^(x), . . . , fn(x)) de (^)
dans (d3)x(d3)x ... x(ûî) est une application continue.

DÉMONSTRATION. — Notre raisonnement s'appuie sur la formule de
L. SCHWARTZ, Théorie des Distributions, t. I, p. 122 : Soit/(.Ci)e(d3o)

alors ^(^^^•'-^^(tô); déplus, on aXi

d"1 d'^1

^ï(^) ^À, max, ^——/«)
|<j^|^| |̂

où km est une constante qui ne dépend que de w. Donc, si /(^)-^o
dans (tôo), alors y^(^)->-o dans (d3).

Cela étant, considérons/(a-i; ^)e(d3o), où ^ est un paramètre parcourant
J^ :À==(^, . . . , Â^)e^. Posons

(2.3) /(^; ^ )^^<p(^ ; ^), ^(^; ^)ç(^).

Alors, si /(.ri; ^) dépend de À de manière indéfiniment différentiable
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dans (^o)» il en est de même de 9(^1; À) dans (^0), et Fon a
^Vi+...+Vjfc

(2.4) ^/(^i; A) = ̂ 1^9(^1; À), où à\= ̂  ...^'

Dans la formule (2.i), considérons (a?i, . . . , ^-i) comme paramètre;
alors, nous écrivons (2 . i ) :

(2.5) /(«^i, . .., ^•-iî ̂  o, .. .-, o) —/(^i, . . . , ^-i, o, . . . , o)
==^•9(^1,^2, . . . , ^•)=^<p(^; .z-i, ...,^-i),

il en résulte que îp(^; ^i» • • • ? ^-i)e(^).ri dépend de (.2-1, ^2» • • • » ^i-i)
de manière indéfiniment differentiable. La formule (2.4) nous montre que
à\^(^i'i ^)^(^)xi dépend de À de manière continue, c^est-à-dire que

—*- — — î — — c p ( ^ - i , . . . , x^ sont des fonctions continues (| v | ̂ o quel-
àx^ ôx\1.. .(/^ri1
conque). Comme les dérivations sont permutables dans ce cas,

9(.Z?l, . . ., Xi) ==fi{x^ . . ., Xn)

est une fonction indéfiniment dérivable. Or

^Vi+...+v» ^i ^Vi+.-.+^î-i

^•^ .̂...̂ ^(;gl- -'^ = ̂ 7. ̂ ...^^.?("i;•gl- •••'"^-)

donc, en désignant par A cette quantité :
^Vl+...+Vt+l (

1 A \^-k^. max -r———. . , . , , B/^^ lllclA . /î^i+l
1 < 1 ̂  1 a". 1 1 ox l • • • °"î

^Vi+...+V»+l

^Â'vi 2 sup 5^——àx^^1' xî' ' " ' xn) '.r€^" ^'^l • • •^^i

OU

^=[/(.ri, ...,^-1,^,0, . . . , o ) —/(^i , . . . ,^/-i,o, . . . , o ) ]

c'est-à-dire, a fortiori

(2.7) l/^..^..^/^)!^^ ^ç Ip^1---^^1--^^^)!-
^c€.fl'*

DÉFINITION. — Espace hilbertien D^— oo < 5 < + oo). O/i ̂  que/çD^

si f est tempérée et ^(p)f== (i - P\ - PÎ -• • '-plYf^ ̂ W' On
2

munit Ds du produit scalaire suivant :

(/, g)^= /^(p)f, ̂ (p)g\ = (^(p)f. sY

Remarquons que, si s ' < ^ s ^ D5 est contenu dans 2)^, avec une topologie
plus fine.
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LEABIE 2.2. - Soit s eîitier quelconque; a(.r)e(tô), fçD^ Alors l'appli-
cation (a(^), /) -> a(œ)fde {^)xDS dans Ds est continue.

Pour 5^0, ce lemme est évident, puisque H/H^ est équivalente à

^j l!/^* • 'P^f\\L9" Pour le cas s < o, nous remarquons d'abord que D5

0 ̂  | V | ̂  .->•

II 'est autre que l'espace dual de D s. Alors, pour TçD\ ^(œ^D-5

^)e(^), <a(^)r , o(^)>=:<r, a(.2-)(p(^)>. Comme l'application
a(œ')->a(x)^{x) est continue de (d3) dans D-9, le lemme est démontré.

Nous indiquons un lemme qui sera utile dans un autre article.

LKMME 2.3. — Soit q un entier positifquelconque, /e(c<D^) et c(^)e(rô),

(-2.8) T. ,(p) c(.r)/=:= c(.r) T-,(7?)/

4- ^ 7/^.. .̂ ^ T .̂ (̂  ) c,, ̂ . (^) 7-,/ (̂  )y,
| v j ̂  /•

/—i;^....y

o^ /^ ^,/,(^') 5o/î/ des combinaisons linéaires des dérivées de c(.v).

DÉMONSTRATIO.N :

(i -p\ -. . .-^) c(x)f=c(..v) (i -pi-.. .-p^f

[ j
- ^7^? c ( ̂  ) / - ... ̂  {7,, <. (^) ; p,f.

/ • J / - i

En remplaçant/par ( i —^f—.. .—^)-iyeten appliquant T-,(^) à gauche,

[ ^ // 'I
c(.r)7_^V=T--,(7.) C(^)- ^T^^'^-) T_.,(^)-2^.^,c(^)}7.,T_,,(^) /.

/ = • l=. J

Par récurrence,

C(^)^(p)f==^(p)[c(^)+ ^ ^Â•(^)^^.•7^tT-À•(^)1/,

!v|^^
L Â-^J,2,. . . ,</ J

ou les c'v,/,(^) sont des combinaisons linéaires des dérivées de c(x). Comme
/€(^), on a pour tout 9(.r)€^^, <T-^/, 9 (.r) >==</, T-y0(^)>.
Donc, en considérant deux opérateurs transposés de la formule précédente,
nous avons (2.8).

DÉFINITION. — Espace ̂  (— x< s < 4- oo ) /e o^, ^/ ^t... ̂ »/€ Z)^ l '' i
pour fout | ̂  | ̂ o. On munit (Q5 de la topologie suivante : fj^o dans o)^,
si ̂ ... ̂ fj --> o clans D^lv l, pour tout \ ̂  \ ̂  o. ̂  est un espace ( ̂  ).

EXEMPLES : ôçcO-S où^<— n. e^'çCO^ oùs^î.
.2 ' '
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PROPOSITION 2.1. — a(^)€^, /e^5 (—oo<5<+oo), a/or^ l'applica-
tion (a(x)^ f) -> a(x)f de ((H) x (^s dans dD*' est continue.

DÉMONSTRATION. — Dans le cas s entier, cette proposition est évidente en
vertu du lemme 2.2. Dans le cas s non entier, décomposons a(x) :

n

(N) a(x)=a(o)-{-^Xiai(x), âi(x)çW.
(=i

Donc,
n

a(x)f=a(o)f^-^ai(x)Xif.
/=i

Comme les espaces (d3) et (^s sont des espaces (^), il suffit de démontrer
la continuité séparée (voir N. BOURBAKI, Éléments de Mathématiques^
livre III, chapitre IX, paragraphe 5, exercice 22).

Démontrons maintenant que, si/y-^o dans ̂ , a(x) fixé,'alors a{x}fj->Q
dans d^.

Pour a(o)/y, le problème ne se pose pas. Pour les deuxièmes termes,
comme xifj->Q (i==i^ 2, ..., /i), dans ̂ +1, a fortiori dans (X)^4-1, où [ s ] est

/ ^ \
le plus grand nombre entier tel que [5]^^, alors, la suite ( ^^ai(x)Xi j/y

\ < = i /
converge vers zéro dans dD^4-1, a fortiori dans (^s. Deuxièmement supposons
que a(.r)-^o dans (d3), alors en vertu du lemme 2.1, ai(x) ( î '=:i , . . . ,Ai)->o

7l

dans (c^), donc, comme ^/e^^', a fortiori ç^-4-1, V<2,(^)^/->o
(=1

dans d^i-n, a fortiori dans cO-'. c. Q. F. D.
Par définition, on voit que :

a. /e^ applications f->- Xif (i == i, .. .^n^deCQ9 dans (^+1 ̂ o^i^ continues ;
b. les applications f-> p^.. -p^f ae (QS dans ^-i^l ^o^< continues.

Preuve de b :

x\^ . . x^W.. .7.;;-/) = .̂ c,,..̂ -̂ .. .^-^(^—... ̂ -V).
/O^^/A
\o^f^v/

En tenant compte du fait que p^1.. .p^ est une application continue de JV
dans Z)*-"!^!, on vérifie b.

Compte tenu de a, du lemme 2.1, et de la proposition 2.1, nous énonçons :

PROPOSITION 2.2. — Soient a(.r)€(tôo), /€^ (—oo<s <+ oc), alors
l'application (a{x), f) -^ a(x)f de (d3o) X ̂  dans ^î4-1 e^ continue.



24 S. MIZOHATA.

DÉMONSTRATION. — La décomposition (N) nous donne
n

aWf==^ai(a!)^if.
i=i

C. Q. F. D.
Il y a une autre propriété remarquable de l'espace 0^ que voici :

PROPOSITION 2.3. — Soit &) un ouvert tel que o^&).
L'application : f^^^^ftù de (^s (s quelconque) dans CQ^(^) est continue.

DÉMONSTRATION. — L'application /-> r^f est continue de (^s dans D^^.

Pour [s}-\- 2Â:^:o, l'opérateur de restriction est continu. Comme -î-, ed3(c*)).
f~>fw est continue de W dans ^^-^(c»)), et k est arbitraire.

C. Q. F. D.

3. Nouveaux espaces fonctionnels.

DÉFINITION 3.1. — (^[a, b] est l'ensemble des applications continues
t'~>f(t) de [a, b] dans (Q3. On le munit de la topologie de la convergence
uniforme sur [a, b]. C'est un espace (^). On désigne par ^o[a^ b] le
sous-espace de <J^[a, b] formé des applications telles que f(a) = o.

PROPOSITION 3.1. — Soit
^t

g(t)= f ^,T)*^(.T,T,^)/(T)ûfT,
JQ W

T^t^o.

Alors, l'application f-> g de <î)'[o, T] dans ̂ «[o, T] est continue pour
a < î quelconque.

DÉMONSTRATION :
^t/* _

t'--^" <?(<)=/ y,c^...^-f{^t,T}^.v^-^...^'-v-'^(.x^p)f(T)dr.
c/0 ^/a v.

Tous les cofficients de q^x^ ty p ) appartiennent à (d3)a: et sont continus
en t\ de plus, comme tous les coefficients correspondant aux dérivations
d'ordre P appartiennent à (^)^ c'est-à-dire qu'ils s'annulent à l'origine,
alors en vertu du lemme 2.1, les propositons 2.1, 2.2 et la propriété b du
chapitre 2 nous montrent que l'application/(^-^^^-^...^-^^(•^î t•>p)f(t)
de <^[o, T} dans CQS+ï-p+\h\-\^\[o, T] est continue.

En désignant par ^%(E ; t, r) (t^r) la transformée de Fourier (en x, pour
t. et T fixés) de 7?a.(^, r), nous avons

(3.i) ^ (Ç î^T )=exp^ f yq^t')(^Ydt'\ (^T).
V7 v /
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Compte tenu de l'inégalité (1.3), nous avons

(3.2) |(^-T)a>^...pSîn^(Çî<,T)|^C^(l-+-|27^E|)-^-IN (^T).

En effet, dans la démonstration du lemme 1.1, (ii), nous avons la démons-
tration, compte tenu de (t — 7)^==: rf-' \ 2^ \~v•'p.

Nous avons démontré (lemme 1.1) que ^(Ç; <, r) est continue en t et T, f>r,
pour la topologie de (^)ç, donc en vertu de (3.2), (i 4-1 27rÇ D^-H M Jl(Ç; ^, r)
est continue en ^ et T et bornée (t >> r), pour la topologie de (^3°)^ où (û3°)ç
est l'espace des fonctions continues bornées, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur/?!*. Ce qui revient à dire que |wir l'étape a de la

démonstration de la proposition 4-.1, en effet, nous avons pour tout/€^,

II fiiff\\^ ̂  ̂ sup j (i+ l^l^ra)} H/ll^
^€^

où r(^) est la transformée de Fourier de /î1, l'opérateur

(t-^)a'^...^Iî^(t,r)
(̂ X )

est continu en < e t T (t>r) est borné pour la topologie de ^&(Z^, Z^-*-01^1^),
où £b(E^ F ) est l'espace des applications continues de E dans F^ muni de la
topologie de la convergence uniforme sur toute partie bornée de E. Sauf
mention expresse, nous écrirons simplement J£ au lieu de J^.

Alors, l'application f{t)->g(t) de Z^[o, T\ dans ^-^-^'[o, T},

a'<i :g(t)z=: f x^.. .^/?a,(<, T)*/(T) rfr est continue. En effet, on
t/Q VA /

peut écrire,
t(t-f:Ylx^..^^R^t^)iff{r)

^)^————————^-^'———————^ ^<1)-

Les propriétés de l'opérateur (^—T)01'^1...^'* 7?^ (<,ï) *, et comme ,j

QL' <^ i est sommable en T, nous montrent la propriété demandée. Cela montre
que l'application/(^^....z?^(<) de ^[o, T} dansD^-^-^^^^o, T]
est continue. Donc, l'application f(t)->g{f) de ̂ [o, 77] dans ̂ -^-^-^[o, 77]
l'est. En posant i — ( i — ( X ' ) P = = a, et comme a'< i est quelconque, on a la
proposition, c. Q. F. D.

PROPOSITION 3.2. — Soit

g{t) =: ( R^t, T) * ̂ (^ T, p)f(r) dr,jç. w
a<i .
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Hypothèse :

^f(t)e^"[o, T} ('.=o, i, 2, . . . . k).

Conclusion :

^(?•(<)€<0r''/'+ï[o, T} (',=0, i, 2, .... À-, Â-+I);

de plus, l'application

(/"».a/">--î>))-(^').a.'('>.-,^('>,^('))
^^ continue.

DÉMONSTRATION. — Remarqiions que

(3.3) ^/?,(^,T)= ^ ^(^^...^^(^T),

lv|^/^

où les ^v,^) sont des polynômes en q^(t), q^(t), .. ., ^)(^).
En enet,

^Rc(t^)=^^(t)p^...p^^(t^)',

par induction mathématique, (3.3) est évidente.
Cela étant,

» /* f j

dt^^ =j ^ ̂ •r(<' T)* yÉ(<' T' ̂ ^ ûfr + Jff;c(<' <)* ̂ (d'' t1 ^fW1

comme ffx(t, <)==ô, en désignant par gi{t) le second ternie, on a

^g•,(t)ç(Q•^p^')+l[o, T} (v==o, i, a, ..., k).

Donc, il suffit qu'on considère le premier terme. Et de proche en proche,
il suffit qu'on démontre que

f ^^(t,T)^qe(^^,p)f(r)dTeœ•^{k+ï)l'+sl[o, T}.
JQ al W

D'abord,/(^)€^'[o, T] entraîne

f ^(^^(^^/(T^Te^^O, T],
*/Q W
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d'où, compte tenu de (3.3), et de p\1... p^ \ ecPo^"1^0» T}'> donc,
•^0

ea^p^^'^o, T] comme les q^,i(t) sont des fonctions continues en t,
nous avons donc la démonstration, c. Q. F. D.

Si /(^)ecPS[o, F], alors en posant ^f(t)= f R^{t, T)*^/(ï)û?T,
Jn ^

nous avons^
£f(t)ç.(Q^[o, T}

/«)«^[o, r^ ̂ ^.^ ̂

=^^^-At)e^+îx-''p[o, T] (v=o, i, a)

^...^^^/(^^•^-^[O, 7'], (V=0, 1 , 2 , . . . , À:)

^ de plus ces diverses applications sont continues.

Le lemme 1.1 donne le

LEMME3.1 . — 7?.y(^ 0)€^[0, 77], O M 5 < — n '

DÉMONSTRATION. — Le lemme 1.1, (iii) montre que, pour t^> o, /?.r(^, o)
est une fonction continue en t à valeurs dans (^).r.

Il suffit donc de démontrer que, pour s <<— — 5
2

(I+47^2 |^2)5-^(^^o)->(I4-47r2 iS|2) i I Î
5 l^l

(I+47^2m2)T+^^../^^(Eî^o)-->o,

lorsque t->o^ pour la topologie de Z^T??), ce qui est une conséquence
immédiate de (i) et (ii) du lemme 1.1. c. Q. F. D.

On sait que f->fw est continue de (^s dans ^«(co) (proposition 2.3).
Alors, par (3.3)

^./K<)e^-?l-"'[o, T\

et pour <=o, elle est concentrée à l'origine. En efiet, (3.3) montre que

^7^(f, o) =^q^(t)p\'.. .^A.,(<, o),



28 S. MIZOHATA.

d1
donc, comme 7?a.(o, o) -==. ô, ,-^/?;i.(o, o) a son support à l'origine.

/^)=: F 7? ,̂ T)*^, T,/?)/,_i(T)^T,
*/o (al)

montre que, compte tenu de (3.3), si/^-i(o) a son support à l'origine, /<(o)
l'est aussi. Donc

|^)e^Wûû)[o, 77].

Nous avons donc, en prolongeante^) parzéro pour t < o, la

PROPOSITION 3.3. — Soit &) un ouvert tel que o^co, alors

[^/,«)1 €^,(.)[-oo, T} (^:';':'•••)•L^1 J(o \1 — °î I î 2^ • • • /

Maintenant, pour voir une autre nature de/o(^), fi(t). . . . , t€[o, T].

DÉFINITION. — L'espace <^[o, T] est l'ensemble des f(t) telles que
/(^)€^[o, T} et de plus, /(/^Z^e, T], e positifs quelconques. On le
munit de la topologie suivante : fj{t) ->- o dans ^[o, T], '̂ f/(t)-^o dans
^[o, 77], et déplus, f^(t)-^o dans Dw[e, T], quel que soit s > o. C'est un
espace (^).

Remarquons que fix(tj o^ê-^o, F], âp^^<— 7l (lemmes l.i et 3.i).
•a

On voit facilement la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4. — Soit g(t) == ̂ f(t), alors l'application G : f(t) ->g(t}
de ^[o, T] dans ^-^[o, T] (a <i) est continue. En outre l'application

(/(^^...,^))^(^/W,^/(^...^ ou

^/(^)€^-^[o, T^et^^fW^-^^ T}, est continue.

DÉMONSTRATION. —Démontrons seulement le cas f(t)->g(t). Nous n'avons
qu'à démontrer que g(t) çD^e, T], et que l'application f->g de ê^o, T}

£

dans Dx[£, T] est continue. Décomposons l'intégrale f dr -+- f Û?T, alors,
*>'o ^g

2

dans le premier /?y( t, ï)e(^), et continue en t, T; dans le second /(^e^)00.

4. Différentiabilité. — Considérons maintenant le cas où q^(t) (| v | ==P),
et les coefficients de ^e(^, ^,/?) dépendent du paramètre À ==(^i, ^•••î ^n, ^n+i)>
où ^ parcourt R^^.
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i° Nous dirons que q^t\ À) (| v | ==P) dépendent continûment (resp. de
manière indéfiniment différentiable) de \ si q^(t ; ̂ ) gardent toujours V inéga-
lité (1.3) et qu'elles, et toutes leurs dérivées en t, sont continues en À (resp.
indéfiniment différentiables) pour la topologie de C[o, T] c'est-à-dire pour
la topologie de la convergence uniforme sur [o, T] de toutes les dérivées en t.

2° Nous dirons que a(x^ t\ À) dépend continûment (resp. de manière
indéfiniment différentiable) de \ si elle, et toutes ses dérivées en ^, dépendent
de À continûment (resp. de manière indéfiniment différentiable) pour la topo-
Jogie (d3)4o, 77].,

Alors, considérons

^^)f(t)= f ̂ (^T;À)*^(^,T,^;}.)/(T)^T,
i/o W

où : 1° q^(f, À) (| v | =P) dépendent de À de manière indéfiniment différen-
tiable au sens de i°;

2° <7e(.r, /, p ; t) : les coefficients dépendent de À de manière indéfiniment
différentiable au sens de 2° ; de plus, les coefficients correspondant aux
dérivées d'ordre P, s'annulent toujours à l'origine c'est-à-dire e(tôo)^ Alors
nous avons la

PROPOSITION t . l .— 1° Soitg(t', ̂ )=^(^)f(t, À) , alors si f(t\ À) est une
fonction indéfiniment différentiable de\ à valeurs dans dD^[o, 77], g(t\ ^)
est une fonction indéfiniment différentiable à valeurs dans (^-^[o, 77], où
a< i quelconque; fo{t\ À) == K^(t^ o ; ^) .̂ç^ ^e fonction indéfiniment

différentiable à valeurs dans dD^[o, 77], 5 < — — •
2

2° Si f{t\ À) ^< une fonction indéfiniment différentiable de À a valeurs
dans ^[o, 77], a/or^ de proche en proche

^(•^)f(t^)ç^[o, T]
fu', À )€^ î ro î ^i^ ^' L J ,^^(À)/(^À)e^^[o, T]

^. . .=> ^j?(À)V(^; ̂ €^^-^[0, 77]^.. .

( y=o , i , 2, . . . , Â-).
r ^/ , "|

3° T-ffiÇf'î ^) €^z,î(îo)[—oo, 77] e^ indéfiniment différentiable en ^,

<?« o^ûo.
^/

4° ^//(^î ^) ^^ une fonction indéfiniment différentiable de À a valeurs

dans & Ld ^^ [o^ 7^]^ OM a < i quelconque.
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DÉMONSTRATION DE i°. — Divisons la démonstration en trois étapes :

a. Soit S tempérée, telle que la transformée par Fourier soit une fonction
continue, et que de plus, on ait

(^•0 \^{Q\^^-^^\\\r<s [^© étant la transformée de S\

Alors, sifçDS (s réel quelconque), nous avons, S^/çD^, plus préci-
sément si l'on définit l'espace des S par la condition ( 4 . i ) , avec la norme
^ s u p K i - h î i T r i E D ^ E ) |, alors, l'application ( S, f) -> S * / est continue.

En effet, f—>- c p ( E ) , alors
cy ' ^ - /

cp(E):=(i+47r^p)r^(o, 1 1 / 1 1 ^ = il ̂ (t) 11^
Or,

^*/-^^(Ocp(Ç)^(I+47^2|Ç|•2)~ i~ i[(I4-47r•2[Ç ̂ (o]^,).

Compte tenu de

eS*/||^^=::J...J (i+4^|^.2)^(^(^ 2^

et de

(i + 4^| Wi^ + 27: |^ |)^^(i + 4^1 \ l2)^,

selon qu'on a o-^o ou ^o. Donc,

(^.2) II ̂ */||^^ ̂ C^SUgJ(l+ 27: IÇD^a) [Il/Hz).,

où ^(Ç) élait la transformée de S.

b. Nous montrons que, pour la fonction

(4.3) (I+27T|^|) / 'Ja '+l^(^-T)a^...^^(^^T;/),

toutes les dérivées en À sont des fonctions continues et bornées en (^, T, À)
( ^ > ï ) , à valeurs dans (d3)°$. Il y a plus. Toutes les dérivées en À
de cîl(Ç; ^, T; À) sont, pour ^ — T > s > o, des fonctions continues de (<,T,? . )
à valeurs dans (c^);.

/?^. . ./^"^(S? ^5 ^i ^) est une combinaison linéaire de termes tels que

(4.4) ^a;^;^H p\i"'p^( f v ^(<7; ^)(^rî)-^\L
V' m^ /)

où Â-(1 ) + À-'-2) +...=: ^JL, ( /,(/) > o ) [ voir (l.i2)"|.
A partir de ( 4 . 4 ) , nous aurons l'expression de chaque dérivée de À.
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Les dérivées en À d'ordre q de <H(Ç; t, T; À) se majorent par

fî
^ ^ ^ — ^ n ^ i " | ^^ ;^7 ; .

L.?=i
et l'on a

| ^ (E; ^ T ; >0|^exp[--ô|.27^Ç| /^—T).].

D'autre part, dans (4.4) le deuxième facteur s'écrit

11 S^^r /^(^^'j.
^ ( | v l=P l/T )

Ceci montre que les dérivées en ^ du deuxième facteur se majorent par

r q 1
^ 2 (^-T)1^^-N .

u=.yw J
Ces deux majorations montrent que, en posant (t—T)\<27:^\p=rî, par le
même raisonnement que dans la proposition 3.1, toutes les dérivées de ?.
de (4.. 3) sont des fonctions bornées en (t, T, À) à valeurs dans (<0°)ç. Nous
laissons au lecteur la démonstration de la continuité dans CS)^.

c. En vertu de a et de b, l'opérateur (/ — T)»^*. . .x^R^t, T; ̂ )*,(/> T),
(X)

est une fonction indéfiniment différentiable de À, et dont toutes les dérivées
en X sont des fonctions continues et bornées de (t, T, ^) (<>r ) , à valeurs
dans ^(D9, jy^^ I N ) . Alors, sif(t^) est une fonction indéfiniment diffé-
rentiable de À à valeurs dans Z^[o, F], (^ — ï)01^1...̂ /?.̂  T; îl)*/'^; À)

est une fonction indéfiniment différentiable de À, dont toutes les dérivées sont
des fonctions continues et bornées en (t, T, À) à valeurs dans Z)*-^a'-^l.
Alors, nous refaisons le raisonnement de la proposition 3.1.

g ( t , >.)== f ̂ ...^"/?,(^ T; ^)*/(T; ' k ) d t
JQ W

^(^-T)^^...^/?,(^T;À)*/(T;?.)
= \ ___________________________W______^

Je (t-^'

est une fonction indéfiniment différentiable de À à valeurs dans D^^'^ 1 ̂  1 [o, 7"].
D'autre part, comme les applications (a(.c), /) -^a(x)f de (û3o) X û)5'
dans ^-1, f-^p\....p^nf de ^ dans ^-M, sont continues, l'applica-
tion (a(^), /) -^ a (.c)^1.. .jp^fde (d3o) x ̂  dans cî)^1'-!^ sont continue.
Cela entraîne, si f{t\ À) est une fonction indéfiniment differentîable de 5l à
valeurs dans ^[o, F], et si q^x, t ,p \ >.) dépend de À au sens de 2°,
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alors qe(^î t1 P\ ̂ f^'j ^) est une fonction indéfiniment différentiable de À a
valeurs dans ^-^-^[o, .Tj.

Envisageons la formule

^...^(<;^)

= f y^^...^^(^T;À)*^-^...^-^^(^,T^;À)^
Je AJ (-)

Compte tenu de ce que l'application f->^[ï-'-^nnf de ^[o, 77]
dans Z^l^o, 77] est continue, la fonction à convoluter est une fonction
indéfiniment différentiable à valeurs dans Z^^-^ 1 T 1 -1 ̂  1 [o, T]. La fonc-
tion œ[1. . .^n^•(^; À) est donc une fonction indéfiniment différentiable de À
à valeurs dans 7^+i-d-a')P-H y | ̂  7^ En posant a = i — ( i —a 7 )? , nous
avons la démonstration.

Démontrons la deuxième partie de i°. Il suffit de démontrer que, s

étant <— -? (i -h IÇI)'"^1^1. . -PÏ'1^^ ^ o; ^) est une fonction indéfi-

niment différentiable de À à valeurs dans L2(?)[o^ T]. Nous le montrons
pour ( i -+- |S|)^(Sî t'> °î ^)* D'après l'expression

^(Ç; ^, 0; À)=exp( f ̂ ^/; ^)(27T^)^A
Wo /

on voit facilement que les dérivées premières en À prises pour t fixé € /^(T?7^),
pour ^^o, et de plus elles sont continues en t à valeurs dans Z^T?^). En
effet, comme nous l'avons observé, quel que soit £ > > o , <^(^; /, o; ^) est une
fonction indéfiniment différentiable de À à valeurs dans (2?)^ [s, T]. Il suffit

donc de démontrer que, lorsque t->o, (i 4- \'^\Y -^r ^-(îs'i t-i o î ^) convergeoAi
vers zéro pour la topologie de Z2 (/?!)• Or, le raisonnement que nous
avons donné dans le lemme 1.1 donne cette vérification. Ensuite

(i -4- | ^ \Y -^- (^(ii t-, o; /) est une fonction continue de À à valeurs dans
Of^i

^(Bf) [o, 77], ce qui implique que (i 4- | Ç \Y ^(t; t-, o; À) est une fonction
une fois continûment différentiable à valeurs dans /^(/^[o, 77]. On
voit de proche en proche que, quel que soit k ;> o, ( i + | '^ \)5 ^-(Ï ; ^, o; ^)
est une fonction k fois différentiable à valeurs dans Z^/?71)^, T]. Pour
( ï -h 1 S 1 )A + 1 ^'/^î1- • 'P^^Ç^'i f"! °î T )5 nous parlons de l'expression
de (^.4)- Nous laissons la démonstration au lecteur.

Nous avons donc démontré que Iîx{t"> o î ^) est une fonction indéfiniment
différentiable de À à valeurs dans ^s [o, 77], 5 << — — •2

Nous ne donnons pas les démonstrations de 2°, 3° et de 4°* Le raisonne-
ment analogue à celui de la proposition 3.2 donnera le résultat de 2°. De
même, le raisonnement analogue à la proposition 3.3 (resp. la proposi-
tion 3.&) donnera 3° (resp. 4°)- c. o. F. D.
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Les propositions 3.3, 3.4 et 4.1 nous donnent

PROPOSITION 4.2. — Soit a(.ri, ..., x^ t) une/onction ç((^)^i telle que
son support ne contienne pas zéro : o^S[cn. (x^ ^)], [S{T) désigne le support
de 77], alors, les distributions a(.a?i, ..., Xn, t) Y(t)fi(t\ À) (1==: o, i, 2, ...)
sont des fonctions indéfiniment différentiables en (.z*, ^), et dépendent de ^
de manière indéfiniment diffèrentiable pour la topologie &x,i-

Nous admettrons sans démonstration le lemme suivant :
rn~\

LEMME 4 .1. — i° A'/çZA^J , ou n est la dimension de /'espace^ alors f
est une fonction continue; plus précisément^ la convergence au sens

rn-i
de /A'2-! entraine la convergence uniforme dans Rn.

[l\
2° Si /eZ^-'u ^ alors/est une/onction continue avec ses dérivées au

moins jusqu'à V ordre p; plus précisément la convergence au sens
r/n

de 2)1-2 J entraine la convergence uniforme dans R"^ avec ses dérivées
jusqu^à V ordre p.

Ce lemme et la proposition 4.1, 2° nous donnent :

PROPOSITION 4.3. — Quel que soit m, il existe io(m) tel que pour /^/p,
Y(t)fi{t\ À) est une fonction m fois continûment diffèrentiable au sens
usuel en (x^ t) et dépend de À de manière indéfiniment diffèrentiable pour
la topologie êj^.

Avant de passer au chapitre 5, nous indiquons un lemme qu^il est facile de
vérifier.

LEMME 4.2. — Si a(x^ t) définit une fonction indéfiniment diffèrentiable
de t à valeurs dans (<B)a., alors, en posant a(x-}- ^, 14- T) == a{x^ t ; Ç, r),
a(x^ t\ E, ï) est une fonction indéfiniment diffèrentiable de t^ T, ^ à valeurs
dans ((B)a..

Cela étant, le lemme 2.1 nous montre que l'application f{x) ->• (/i(^)î
/n{^)) de (tô) dans (d3) x . . . X (cB) est continue, où

W /(^)==/(o)+^^-(^).

En effet, l'application f{x) -> [/(^)—/(°)] d6 (^) sur (^o) est continue.
Cela nous montre que, en désignant par a^x^ t ; E, T) (1==: i, 2, . . . , n) les
composants de a(x^ t\ Ç, r) pour la décomposition ( N ) :

7l

(N) a(.z-+E, ^+T) -a (^ , ^+T)=^^a,(^, <; ^ T),
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ces cii{x, t\ f, r) ont la même propriété que celle de a{x, t\ £, r) que nous
avons explicitée dans le lemme.

o. Paramétrix. — Revenons à l'équation (1.2). Quand on applique
l'opérateur

(5.1) D=^- ̂  q.(^t)pW...p^^^-y(^t,p),
| V ( ̂  P

à la distribution

< 5 - 2 ) y(<)[/o(<)4-/.(^)+...4-/,(<)],

alors, en tenant compte de /y(o) == o C/= i, 2, ...,/) et/o(o)==â^ on a

(5.3) 7)r(<)[/o(Q+... 4- /.(/)] =-^(^^^)r(0/.(Q+^xô.

Considérons l'équation d'évolution qui dépend du paramètre (£, ï) :

(5'4) ^~ 2 ̂ +^+T)7?^••^•
V|^P

Alors, en écrivant y, (^ + £, < 4- r) = ̂ (^, <; E, ï), ̂ &^ + ï) = ̂ (<; $, r),
nous voyons que, en vertu du lemme ^-.2, et de la remarque à la fin du
chapitre 4, q^t\ S, -r) et ^,v(^, ^; £, r) :

(5.5) ^(^,^;Ç,T;^)= ̂  ^,v(^^£,T)^...^»
|vl^/*

= 2 [^(^+S^+7)-yvfê^4-T)]/?^...^
| v 1 == ̂

+ .̂ ^(^+£,^+T)^...^

fl^/'-l

dépendent de (£, ï) de manière indéfiniment différentiable au sens que nous
avons énoncé au début du chapitre 4. Donc, nous pouvons appliquer les
résultats du chapitre 4 aux/o(^; £, -r), . . ., et nous aurons la distribution

<5 -6 ) ^)[/o(^;E,T) +....+/•(/; £ ,T) ] .

Posons

(5.7) ^(S, T) = 6^r(<) [/^; ç, T) +... +y;.(^; ç, T)],

où 9^ est l'opérateur de translation. Nous fixons / une fois pour toutes.
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Appliquons D à gauche,

DE^,Ç., T) == D^r(t) [/„(<; £ , " )+• • •+ft(t; Ç, T)]

=9^[^-2^+£'<+T)^1•••^'•]
xr(<)[/,(<; ç, T)+. ..+/<(<; ^ ,T) ]

=ô^[^xô<-<7e(a-,<;S,T;^)r(<)/i(<;£,T)].
Or.

\^{x, t; £, T;/?)= ̂  [yv(,î-, <)-^(fc, ^^•••/^••eii.T
|V |=P

+ ^ ^(.r,<)^>...^-9ç,,
r'i^/'-i

= [^(a-, <,/>)- ^ y,,(E, f)^'.. .p;^ 9ç,,.
| V | -= P

Posons

(5.8) Z(^;£,T)

=-L(^,^^)- ̂  ^(^^^...^^[^(^//(^îE^)]-
L M=P J

Alors on a

(5.9) DE^, T)==^_çx ô,_,+Z(^, < ; Ç, T).

Alors, d'après la proposition 4.3, quand on prend / assez grand pour m
donné, L (*r, t\ ?, r) est une fonction en (*r, <)€(^)^ et dépend de (E, r) de
manière /n fois continûment différentiable pour cette topologie.

Deuxièmement, Ey:,i{^ T)€^.( dépend de (E, ï) de manière indéfiniment
différentiable (proposition 4.1); de plus, si a (.y, <)ec0.r.<, et que
(Ç,T)^^[a(^ , ^)] , alors a (^, t) E^ T)€^,< et dépend de (£, r) de
manière indéfiniment différentiable (proposition 4.2).

Enfin, nous démontrons la semi-régularité de Ex,i.(î,i ") en (^, ^) (1). Pour

toute 9(Ç, T)€^,T, ^Ex^ .T) cp(^ 7) û^ûfT€ê^<; si des cp/g, ï) de supports

contenus dans un compact fixe convergent vers zéro dans ô^ les inté-
grales = ôx,i convergent vers zéro dans 6x,i'

Nous allons démontrer que f ^r,/(£, ï) cp(Ç, ï) d^d^^êy:^ D'abord

(C^)CD^^ (\emme 4.1) et/^^; t, T)eZ^[o, Tj, . ç < — 7 î î est indéfmi-

( 1 ) M. L. SCHWARTZ nous a signalé que, dans son livre [3](t. I), il a oublié de men-
tionner cette condition de semi-régularité. Il faut ajouter cette condition aux conditions
des noyaux ou encore des paramétrix.
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ment différentiable en (^, r) (proposition 4.1). Comme T-/(/?) est une appli-
cation continue de I> dans Z^^, .T-/QD)/^; Ç, T)eZ^-2/[^ 7^ dépend

de (Ç, T) de manière indéfiniment différentiable. Prenons l=\ ̂ | + i , alors

la fonction f^x, t\ ̂  r) ==T_/ (/?)/< (t\ £, r) est continue et bornée en(.2?, ^ ,Ç, ï) ,
ainsi que toutes ses dérivées (prises au sens habituel) en (Ç, r).

Considérons, pour ^(x^ t)ç^,t->

(5.io) ff^[Y(t)fi{t,^r)}^^T)dî,d^(x,t)dxdt

==f^(^r) ûÇ d^^^[Y(t) T/(/^)/<(^Î Ç, T) ] ̂ (.r, t) dx dt}

f^[Y(t)...}^{x,t)dxdt

'==- / ^l{px)ft(^, t\ Ç, T)^(.c4-E, t-^^dxdt
^t^O

^ / /<(^ < î £, T)T/(/?.r)^(^+E,^4-T)-^^,
^^o

en remarquant qu'ici Ti(px)==^i(p^), et par Fubini,

(5.10) =C dxdt fT/ (^)[?(Ç,T) / - (^ ,<;S,T)]^(^+Ç^+T)^^
*^/^o ^

Supposons maintenant qu'une suite de ^j(x^ t)^ des supports contenus
dans un compact AT, converge vers zéro au sens de ^w. Alors, on peut
exprimer cette suite comme ^y (x, t) = D^ [<^ (x, t)~], où S[f (x, t)} c K( 3 K),
e\,'Dy:,t est un polynôme de dérivation d'ordre /n', et ^ / ( x , t) ->o dans (<î)°).
Alors

(5.10) ==f ^^f^^(^[<p(Ç,T)/,(^^Ç,T)]^,(^4-S^+T)^^
•^^o J •

où Z)ç^ est transposé de D^. Donc

|(5. io)[^ volume (S( 9 ) — ̂ '). volume (Â').Jf.max | ^-(Ç, r) [,

avec
M=z max | D'^i(p^) [<p(£, T)/.(^, ^ Ç, T)] |

pour
(x,t)€S(^)-&, (t^o), (S,T)€^(q?).

Donc, (5.10) converge vers zéro.

Comme K et m sont quelconques, cela montre que f ^a:,i(^ f) y(Ç, r) ûÇ Û^T

appartient à ê^,r Dans ce raisonnement, on voit facilement que Fapplica-
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lion cp(Ç, T)-> j Ejc,iÇ,i T) cp(^, T) d^d-r est une application continue de (<^^)ç,r

dans 63 ,̂ où 77 est un compact quelconque de (E, r) donc de (<î))ç,T
dans êa-,<.

Considérons maintenant, l'opérateur transposé

(5.ii) D'^-^- ̂  (-I)1V1^1..•^B^(^^)=-^-^(^^^).
j v j ^ P

Or, nous voyons que l'opérateur transposé D' est un opérateur antîpara-
bolique, c'est-à-dire que, en changeant t->—t, D' devient P-parabolique.
En effet, en posant t ' ^ — t , ( 5 . i i ) devient, compte tenu de ce que P est
pair,

( 5• I 1 / ) ^-j 2 <3^(^-^^•^n+ 2 ^(^</)^1-^}-
( |v|=P jv l^P—l )

Donc, nous pouvons appliquer à cet opérateur tous les résultats que nous
3vons obtenus. Alors, posons

( 5 . 1 2 ) ^,.(E,T)=-=e^r(< /)[/o(< /îÇ,T)+...4-/•(< /,ç,T)],

o\\ fo{t'\ ^, T), . . ., f i ( £ ' ' i Ï^ r) (on les prolonge par zéro pour ^^o), sont
des distributions qu'on obtiendra à partir de l'opérateur (5 . I I / ) , alors que
nous sommes partis de l'opérateur D.

(5 . i2) s'écrit

(5. i3) A^(£, T) = 6^r(- t) [/o(- ̂  E, T) +...+./;(- ̂  ^ 7) I-

Alors, en posant,

(5.14) L\x, ^ ; E , T )

=-\tq(x^p)- ̂  ^(E^)^...^1es,T[r(-/)y;.(-/,ç,T)],
L ivi=^ J

nous aurons

(5.15) D ' E ' ^ , T)=Ô^X ô^4-Z.'(^, ^ E, T).

Les noyaux 2T^(E, r), L' {x^ t\ Ç, T) ont les propriétés suivantes :

i° -É^(Ç, T) est une fonction indéfiniment differentiable de (E, ï) à valeurs
dans d0^.

2° Si a(^, ^)€^^, et que (E, ï)^[a(.r, /)], alors a(.r, f)^(Ç, T> est
une fonction indéfiniment differentiable en (£, r) à valeurs dans d^y^.
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3° La semi-régularité en (.r, t) : l'application

Cp(t,T)^^(^T)cp(Ç,T)^^T

de (^)ç,T dans ê.^< est continue.

4° L1(.r, t\ E, T) est une fonction m fois continûment différentiable de£, T
à valeurs dans 6^.

Alors, en appliquant au noyau E'y^^ T.) le raisonnement de L. SCHWARTZ,
{Théorie des Distributions ̂  1, p. i36-i39) (2), nous obtenons le théorème du
début de l'Introduction.

COROLLAIRE DU THÉORÈME. — Le cas elliptique n'est qu^un cas particulier
{Méthode de descente). Nous dirons que V opérateur différentiel

(0.16) q{x, p)z=z: ̂  q^{x)p\1.. .p^, ou encore ==^^v(<^)/^
IV |^P

est elliptique (au sens de Petrowsky) dans un ouvert t2, si

(0• I7) ^i ^v(lzl) (^S)^ °5 lorsque ̂ réel-^. o, pour tout xç^l.
|V|=Ja

Nous supposons les coefficients €(^). Nous dirons que l'opérateur (5 .16)
est hypoelliptique {au sens de Schwartz)^ si toute distribution U,v^ solution
de

(5.i8) q(x,p)Ux-==g^

est une fonction indéfiniment differentiable dans tout ouvert où g^ l^est.
De cette définition^ il résulte que^ si qi {x^ p) q^x^ p) est un opérateur
hypoelliptique {au sens de Schwartz)^ alors q.î{x, p) F est.

Compte tenu de cette remarque, il suffît de démontrer l'hypoellipticité de
l'opérateur (5.16), sous l'hypothèse,

(5.i/) ^ ̂ )(^)^i£r (o>o).
[v |=^

En effet, en posant ~q(x^p)==. ^ c^^(x}p\t• ' ' P ^ i nous n'avons qu'à
M=^

( 2 ) Cela suffit pour établir le théorème. En effet, le raisonnement de SCHWABTZ nous
montre que, si la solution est localement dans à?'"*, alors cette solution doit être loca-
lement dans dï'" (ne pas confondre cette notation avec notre notation (P*), et. nous pou-
vons donner u m des valeurs aussi élevées qu*on le veut.
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démontrer Fhypoellipticité pour l'opérateur q(x^ p) q(x^ /?), et cet opérateur
satisfait bien à la condition (5.17') (en remplaçant P par 2 P).

Alors, (5.17 /) montre que l'opérateur . — q(x^p) est un opérateur para-

bolique. Supposons maintenant que Ux satisfait à l'équation (0.18). Or, en
regardant U.v et gx comme des distributions dans l'espace {œ^ f ) , nous

avons , — ^{^i P ) Ux=^—g^, Donc, si gx est une fonction indéfiniment

différentiable dans un ouvert Î2, alors, d'après le théorème, U,v est une fonc-
tion indéfiniment différentiable dans l'ouvert î2 x /?1, donc Ux l^est dans Î2.
Ce qui prouve l'hypoellipticité des opérateurs elliptiques (au sens de
Petrowsky).

6. Cas général. — Considérons maintenant le système ( l . i ) dans le cas
homogène. Nous considérons ce système comme équation d'évolution (3), (4) :

(6.1) (^y^K^^s^^^^-^^ây0^^ (<=1^ -^).
/ (A-)

PÂ-o+^Â^Pn;,

n

en décomposant les coefficients aWÇœ, t) tels que Pk^-^-^^ki^Pn^ en
i=-i

n

m ^(^ t)=a\}\o, <)+2^a^(^, <),
/==!

nous considérons l'équation
N

(6.2) (^y\.(,)- ^ ^y(o^)p^...p^Çffu,(t)
7=1 W)p
N

=2 S^'^'t)^- • ̂ "{fff'^
/=! (À:)

O'==i, 2, .... 7V).

Remarquons que, dans le second membre, les coefficients correspondant à la
sommation ( ( k ) ) p s'annulent toujours à l'origine : ç((^o)x'

( 3 ) Gomme dans le cas général, nous pouvons supposer que les coefficients sont définis
dans l'espace entier, et ils y satisfont à la condition i° pour N = i, ni == i, et de plus ils
satisfont à la condition de parabolicité pour un ô fixé.

( 4 ) Comme nous le montrerons, pour notre but il suffit de considérer le cas
/?!=: riî = = . . . = n^. Dans ce cas, le raisonnement sera plus bref.
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Écrivons a^(t) au lieu de aff (o, t) dans (6.2), nous savons déjà que

l'équation (6.2) est bien posée dans [a, b\. Envisageons maintenant quelques
évaluations des solutions, en nous appuyant essentiellement sur le mémoire [2].
Considérons le système P-parabolique homogène :

N

(6.3) (^)"^)-2 ^^P^P^ff^W «=i,a,...,7V);
j=i ((k))p

fd\ f dV^^ / < ( / î '"î [dt ) ui^) nous les dési^nons p81* ̂ w (i==^v+1,..., M)^
et transformons-les par Fourier en x^ et désignons Ui(t) -^^(Ê; /).

îf
En posant

(6•4) ^(^O^^fôîOISI^^

ù AT, et Ti^ signifient ^ , } \ Ui(t) ==: u / ( t ) (i^N), ce qui revient àou

/ dVi
\dt) vi^t)==v^^''> t^ et en remplaçant ^(Ç, t) par ^.(Ç; t) dans
l'équation transformée, le calcul fondamental de Petrowsky donne ([2],
chapitre2, (64')).

M Ai

(6.5) Sl^^^l2^^!^^5^!'2^^-0!2^^^-^)^

où ^^/^/fr^o, 6' est une constante qui ne dépend ni de (^, /o) "i des
solutions.^?; (Ç; /)y=l•-M. En désignant par ̂ (t, r) (<^r), (j== i, 2, .... TV),
les solutions de (6.3) satisfaisant aux conditions initiales :

/ry(t^)\
(6.6) ^)(^^/ ^/)(^) \;

V^^T)/
/ d Y9

\ ' d t ) ^ 7 ) (^ < ) : = 0 » P01111 ^0=0, i, 2, .. ., ni— 2.
::::: ̂ / ^5 pour Âo === ^i — i

(ô^, symbole de Kronecker).

Alors, nous appliquons (6.5) aux solutions /^(^r). En omettant Pindicey\
A''

et compte tenu de^ [ ̂ ; (Ç; T, r) |̂  | Ç |̂ , et | ̂ yg; /, r) | = 1 W^^t, r)
f==i
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où Vi('c,\ tf T) est la transformée de r-i(t^ r), nous avons

(6^) K^y'^fê^^o) ^C(i+27:|;|)^-^exp| -^TTEI^-^I;
1 V^/ L 2 -I

( A o = 0 ' I' 2' ••„; /ii-1); où ^'(/, <o)->^->(Ç; <, <,).\if J — i , ^ . . . . , - / T y ^

Cette formule nous donne [voir [2], (72)].

PROPOSITION 6 .1 :

(6.8) p[•...pvn'(yv^(•î„t,t»)

^(^(i+aTrm)^1-".'-^!

^-^(i+aTrIEl)^ expF-^^l^^-^o)];X T,^-^) ï(I+27^|£|)'- f•• exp --- |27T; |'-(<-(o
1 ^l^u 1 1 •̂

.<=0 J

/ ( , . / = = I , 2, . . ., A7; Â-o==0, I , 2, . . . , ^ , — I \

\ | V |=:0, I , 2,. . . y

DÉMONSTRATION. — Induction mathématique. — L'équation transformée
est

.v

(ff^^ ^ to ) ̂ s ̂ ^-^w^1^1'''^1^ (ff^^ ̂ to)'
7=1 ((<-))

Nous omettons désormais (/). Nous admettons que la proposition est vraie
pour | v | ^</; en appliquant p^.. .7?^"(| v | ==. q + i) à gauche, le second
membre se compose de :

1° les termes qu^on obtient en remplaçant V^'—^p}1' - •/^n<^/;

2° les termes restants (Leibniz)

s r s^^scw^-^ • ••^'p\^1 • • •p^-1 (^y°^(s; ^ ^0)1
/' L K*)) w J

= W ( ( Ç ; < , f o ) ,

Naturellement, | v — (A | ̂  y, donc, en appliquant (6.8) et compte tenu de

P\'...P;,'(^}°Vl('^t^t,)==0 (À-o==0, I , ...,«(-!),

la formule classique donne

p\' • • -p^ (ff^c^'<' ^o) =•-/ 2 ( ff^^tf T)^^'T ' fo) r fT?
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et compte tenu de P^o-h-V/Q=P/î/, on a

/ q \WK£; t, t,) |̂  ̂ (i + 27; |E D^-^D j ^(i 4. ̂  ] ç |)^.^ _ ^), \
\.î=0 /

xexp -^aTrEl^^ -^ ) ] .

On a donc

^••^(^y^Ksî^/o);v /
^^C.Ï,f ( I-^27^|; |)p( /•o-^)expf-o |27^Ç|p(^-T)1

/-l ^o L 2 J/==1

r q i^(i+STrIEl)71-^!) ^(i+27r|E|)^(T-/o).^
L Î = O J

><e xp[-^ l^£^ î(^- /o)^^-.
^ 7V. C. &y(l + 27: 1 ^ |)^o-";4-l)-(./+i)

ry+i -i
1 ^^

x ^^^\W\t-t^ exp^-?|27^Ï| /\^-^) |.
L-o J 1- 2 ' J

Ce qui établit la proposition.

DÉFINITION 6 . 1 :

i0 c^^[a,b] (/t=^ ̂ ^ ' " \i J \-^<s<-,-ao}'

/.<0
F(t)^{ fj(t) \ç^M[a,b],

^MtY
SI

^)^(,e^^l(^2',^)^
. d t ) - " ^ -'—— ^"'^.^o,,, 2,-..,/,/('

2» ^•''[a,b], / / / (= : ; O . I>•^/(=--:o, 1 , 2 , ...\
*') v li l p

\ — — 0 0 <5<+30/\ — 00 < S <

F(t)e(SS'it[a, b],
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SI

)7^yo/•.(^e^4^-l-/,^^^ ^( y^i^ ...^v \ ^
( W 1 7 ^ 7 L ' ^0=0,1,...,(/1,-I)^..,(^.--I)+A;(

On les munit de la topologie d^ espace-produit, Si Von considère ^[a, b\
au lieu de ̂ [a, b\ on a les espaces d0^[a, &], ^^'[a, &].

Alors, considérons la distribution-solution

, N

(6.9) ^(t)==f y,r^(t,r)-kf,(r)dT (/=i, 2, ...., ̂ )
.A Al- (^)

ou encore
•*i

i(6.97) G(t)= f ^(t,r)içF(r)clr, où R,(/, r) = (r^(^ T))
•^0

de l'équation

(6.,o) (ff^-Ï ̂ ^•••P^ff^-fW
/=1 (W)

( i = = i , 2, . . . , 7 V ) .

Nous notons

(6.9') G.(t)=^F(t).

Alors, on a la

PROPOSITION 6.2. — L'application : F(t)->G(t) de d^'°)fo, T] dans

^y-pa^oj^ yj ç^ continue^ où o -< a'<< i quelconque.

DÉMONSTRATION. — La proposition 6.1 montre que l'application

d V""••^w 'r ^î(< — ̂ Y'x^.. .̂  ( ,- ) r^\t, T)* e.^(Z^, /)•s'+^^-l-^+lv|+pa^

dépend de t et T de manière continue et reste bornée pour 77^ f^ T^_O-
Donc, l'application

^^(^y^^^f Sf^Y'^^T)*//^)^ (Â:o==0,I,2,...,7l,-I)\MI./ ^/^ .̂ " \ui/ (.r)

de ^°)[o, 77] dans ^^(^-i-/o)+^'^^ T } ( o < ( x ' < î ) est continue, ce q^i
établit cette proposition.
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LEMME 6.1 :
o si lo<^.rii — i ;

i°(8) (^y0^,^d t ) rt"^ l ) "j sinon ^ <^(<)^. • •̂ " ô
| V J ^ ( / o — /?»+!)/*

^v
2° ( -7- l r^,T)==V ^a^,( ^J \n i+ni —- ,̂ ——« / /7 \ ^o
.0 ^) ^(,,,)^^^(^....^(^ ^)(^);

7=1 (Â-)

^^o +^ ki^, (rij 4- w) P, /To < rij + m ;

0(2 a\^(t)sont des polynômes en a^Çt) et leurs dérivées jusqu^ à l^ ordre m.

DÉMONSTRATION. — Induction mathématique. — Le lemme 6.1 donne,
si G(t)=z.€F(t).

LEMME 6.2:

( j .m-i+m
(6...) ^) gW

F 1 ^-^ / d \ni—l+m

^S(^) r^^Mr)d.

+s^v^)^l• • -^(^y^^)5
/i(^̂

o-4-^l^(w-l)P.

DÉMONSTRATION. — Induction mathématique. — Nous admettons cette

égalité pour m ̂  ç, et la démontrons pour w == q + i • Appliquons ( .- )

à gauche à (6.11) en mettant m •= q. Alors

/ d yi-i+y+i
[d-t) ^i(t)

/»^_- / /7 \/<i—l-4-<7+l __ / /7 \7ît—l-H7

-jf 2(^) ^)^T).^•(T)A+2(^) ^(^)^-«)
+2^(<^1- • •̂ " (^)vo+l^•(<)''

ÀC')

-Pvo+2v^(y-I)/ï;

( 5 ) En détaillant la notation : [(-^y'7'^'^» T)^ _ •
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en vertu du lemme 6.1, ï° le second terme est de la forme

^a^^(t)p\^ . .p^fj(t) | . \^qP.
h (v)

Ce qui prouve la proposition pour m = = ^ + i . Remarquons que b^m^^t)
sont des polynômes en les €iW(t) et leurs dérivées.

LEMME 6.3. —L'opérateur : {t — r)^ ( -, ) "r^ ( t, r) * est une application
\at ] {x)

continue de (^s dans d^+ '̂-^o-^-n)^ ; c'est-à-dire € ̂ (^, ^+paf-(/o-7î*+l)P) ;

z7 dépend de t et T û^ manière continue et est borné pour o ̂  T < t < T;
o <a / <I ( /o==o , i , 2 , . . . ) .

DÉMONSTRATION. — Nous avons démontré que c'est vrai pour lo<.fti—i
(voir la démonstration de la proposition 6.2). Démontrons-le maintenant par
induction mathématique en nous appuyant sur le lemme 6.1, 2°. Admettons
que celte proposition est vraie pour /o^ (ni— i) 4- y, et nous la démontrons
pour /o == ( HÎ — i ) 4- q •+-1. Posons dans le lemme 6.1,2°, m == y, alors, dans
le second membre on a

h^ nj-^-q—ï,

donc en décomposant 7?^.. .p^(t — T)01' ( -,- ) ^(^ r) * en produit
\at/ • ( k )

(t-^'(d^r^(t^)i,p\^..p^ où P/o+V^(n;4-<7)P.
\U(, ^ (.r) (;r) «•

Alors p \ i ' ' - p ' n n i f est une application continue de ^ dans d^-l^l. Or,
comme lo^n/— i 4- ç, l'application

(^ — T)31' ( d \ r^ ( t, T ) * ç C (^-1v 1 , ̂ -1 '' l+ '̂-(/.-^+i)^)
\a</ / (.Y)

a la propriété demandée. Cela entraîne la proposition, parce que

P(lo-n,)-}-\v\^qP,

donc, chaque terme dans le second membre du lemme 6.1, 2°

€J?(^, ciy+P^-(7+^) reste borné.

PROPOSITION 6.3. — L'application £ : ̂ (^ed^^o, T} dans

^(Qe^-^'^o, T]

est continue; s est un nombre réel ; A = = o , i , 2 , .. . ; o << a'<^i.

DÉMONSTRATION. — Le cas Ar=:o a été démontré (proposition 6.2). Le
cas A^i se démontre en vertu des lemmes 6.2 et 6.3. c. Q. F. D.
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En revenant au début, nous considérons le second membre de (6.2).
Notons,

, ^/(^ t , p , ̂ ^^^(^ ^P^'"P^\dt) oî

(6.12) ^

où Pko-}-^ki^Pn^ (Âo<^ / ) î

(6.13) Çs(^ ^,/?, ^^==^,y^, t , p , ̂ \\'

Alors, en tenant compte de ce que les coefficients a^^, t) tels que

PÂ'o+^À,=P^

appartiennent à (oïo)xi <m voit facilement :

LEMME 6.^. — L'opérateur Çg : G(t) == Çs(^, t, p, —\F(t) est une
\ av )

application continue de <P^[o, T] (resp. ̂ [o, 7"]) dans ^-^^[o, T]
(resp. ̂ -^^^[o, T]) ; s nombre réel quelconque^ h == o, i, 2, 3, ....

En combinant ce lemme avec la proposition 6.3, nous avons

PROPOSITION 6.^. — Z-'application

M-Ç^.t,?^}: F^(t)-> /^),
\ atJ eo,

clé ^^[o, T\ dans <Pso+a;//+l[o, T] est continue; o < a < i quelconque;
h •==. o, i, 2, . . . .

DÉMONSTRATION :
^-.(^Ç^-^)--.^),

<?. e
^[o, P'j-^-^-^^^fo, rj-x^^-^^^'^-^-^o, T].

Comme o < a' < i quelconque, on pose i — (i — a' ) P == a.
c. Q. F. D.

REMARQUE. — Cette proposition est naturellement vraie quand on rem-
place d^o par C^.

COROLLAIRE. — En vertu de la proposition 6.1,

F,(t)==B^(t, o)€^'°[o, 77],

en prenant s <<— — • A lors, les propositions 6.3^6.2 montrent que
'.î

F.w^.eO.F^çay^o, T],
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et la proposition 6.4 donne^ de proche en proche^

^(Qed^-w^o, 77], F.^ç^^o, T\, ....

D'autre part, 7?;r(^, o)^:^'0!/), 77], mais la formule du lemme 6 .1 , 2° nous
montre la propriété que voici :

A. JR^(t,o)çcy°[o, T\

=»€^''[o, r]=>€a)^[o, 77]^...=>/^, /)(^o)e(1DA•' /^[o, rj =>...-.

/ d VB. Pour tout ^ ( -7- ) ^z(^ o) a pour t == o son support concentré à\dtJ
l'origine. De la formule (6.11), nous déduisons de proche en proche que
cette propriétés est vraie pour F^ ( t ) , F ^ ( t ) , . . . . Nous avons donc, comme
la proposition 3.3.

PROPOSITION 6.5. — Soit w un ouvert tel que o^ûù, alors

[Y|h^(Q 1 e^.(^)[-oo, T] (/, /^=o, i, 2, ..-.).

Nous définirons de même l'espace ê^o, T], alors,

P^(t, o)eê^[o, T] C/^ï^ • • • ^V )

et l'on voit facilement que

Lî opérateur J^Çz est une application continue de ^''^[o, T\ dans
^^'^[o, T].

DIFFÉRENTIABILITÉ. — Considérons maintenant le cas où les coefficients
dépendent du paramètre À === ( ^ i , . . . , ^,+i) (qui parcourt l'espace /?^'), au
sens que nous avons explicité au début du chapitre h-. Alors, nous aurons
une proposition correspondant à la proposition 4 .1 . Nous n'écrivons ni les
énoncés ni les démonstrations. Nous nous bornons à remarquer que :

i° L'inégalité (6.7) est vraie quand le paramètre 1 parcourt un ensemble
compact; naturellement cette constante C dépend de cet ensemble, Tétant
fixé. En effet, nous avons supposé, comme dans le cas AT == i, /?/== i ; a. tous
les coefficients €(^3)a. avec toutes les dérivées en t\ b. la condition de para-
bolicité est remplie dans l'espace entier avec le même ô(> o) ;

-2° Le raisonnement que nous venons de faire pour déduire (6.8) à partir
de (6 .7) devient la base des démonstrations.
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7. Paramétrix (Cas général). — Notons par D l'opérateur parabolique

^ .. \-^v-...^, ,„,... ̂
^1 / \ {Â-.l /

^.-s/^̂
1

, (- 0{œ^^à}.
à'^ f \ ôt J
àt^/

Notons,

(7.2) F,(t)=(F^(t)^ . . . , F^(t)^ . . . ,^(<));

en détaillant la notation, F , ( t ) est une matrice à TV lignes et N colonnes :

FiW=(f\j}(t)), en particulier, Fo(t) = (r^(t, o)).

Alors, on a

(7.3) D K ( t ) [ F , ( t ) + F , ( t ) - } - . . . 4-^(0]

= /.ô, x ô,- Q,(x, t, p , ̂ \ r(t)F,(t^

(/== matrice identique).
Considérons l'équation d'évolution qui dépend de (Ç, T) :

((a) •.. ^^-(s^-'—^-K^y)-
\dt) /

on aura les distributions, comme dans le chapitre 5, Fo(t',^ T), ...,^(^;Ç,r),
et posons,

(7.4) 7^(£, T) = r(t)Q^[F,(t^ E, T) +. . .+ ;̂ E, r)],

où 9ç^ est l'opérateur de translation. Appliquons Z)à gauche, alors en posant

(7.5) £(., <; „ -)=-[<?(.. ̂ ^)-Ç.(S,^,^)]

x9s,T[r(Q/'',(<;ç,T)];

Ço(s,^.^)==/2<<(E.^....^^\,
\((*)) /
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on aura

(7.6) DE^{i, T) =/.^-çx ô^-h Z(^ ^ Ç, T),

et les noyaux Ex,i{^ r), L(x^ t\ Ç, r) ont les mêmes propriétés que celles
des noyaux que nous avons obtenus dans le cas 7V==i, ^==1.

Nous revenons maintenant au système P-parabolique donné (1. i)

(,/ ̂ -yr...-,.,,) (^••(^-(^•>= .(„,,
( i , j = î , 2, ..., 7V).

D'abord, nous pouvons supposer que Uç{ô')^,h en multipliant une fonc-
tion a (a?, <)€<î).r,/, qui vaut i sur l'ouvert dans lequel nous voulons
démontrer l'hypoellipticité. Dans cette condition, faisons le changement
d'inconnues : Soit max(^i, /^, .. ., n^)= w, alors le changement Uj->~Uj est
lié par l'équation

"'= (fê - (- I)/"-1A£'))"""^/«/ (J=.^ 2, ..., 7V), P'= ̂

Nous pouvons trouver les distributions ï2y(y'==i, . . . , N ) à l'aide de la
transformation de Laplace.

Alors, U==(u^ . . . , ï^v) satisfait à une équation, dont les degrés en ~ù^
Ti.^ . . ., Z^v sont tous w, et dont le déterminant caractéristique remplit la

condition de P-parabolicité [car ( à —(—ï)Pf-^^\^+^^..^•^)P'\

et de plus, dont le transposé ( 6 ) est antiparabolique [c'est-à-dire que, si dans
le transposé on fait le changement t —>•—t\ alors ce système est parabo-
lique dans le (x^ ^)-espace]. Pour notre but, il suffît donc, en changeant
d'équation dès le début, de considérer le système où ni •=- n^ ==:...== n^.
Alors, le transposé est antiparabolique, de sorte qu'on peut construire,
comme le cas N==ï^ le noyau ^.^(Ç, T) à partir de l'opérateur transposé.

( ô ) Par définition, l'opérateur transposé D' de l'opérateur D :

^-(^(-^^^-^(-•^•••'^•••^Kây'^^'0}\ (A-) /
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