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HYPOELLIPTICITE DES EQUATIONS PARABOLIQUES ;

PAR

Sicert Mizonata.

1. Introduction — Cet article a pour but de démontrer I'hypoellipticité
des équations paraboliques au sens de Petrowsky, dans le cas ou les coef-
ficients sont indéfiniment dérivables. Nous nous appuyons sur la méthode de
la paramétrix ([3], I, p. 136-139).

Nous dirons que le systéme

N
()""ll[ - ()kﬂ+...+k,,

'.' . q - a(‘:o' Kieoous hp) x, ) —————— U+ O

(.0 Jaeri Z Z i () dthdzhidxtn ™/ T 20

j=t (k)
(i=1, 2 ..., N); (hy<<nj, n;>o)

est parabolique ou P-parabolique dans un ouvert QC (x, t) ([2]), st :

1° il existe un nombre entier P tel que

ko P +2 ket P
s=1

20 les parties réelles des racines 2 du déterminant de la matrice

i

< Dl s ) (i .<iz_n>k"> - ,

(&) p

ot ((k))p désigne la sommation des termes tels que

kP +2 ke=n; P,

y=1

sont toujours inférieures & — d (9, positif quelconque) quand (%, ..
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parcourt la sphére |Z| =1, et quand (z, ) parcourt £. Nous supposons les
coefficients indéfiniment dérivables en (z, t), et nous allons démontrer le

TutoriME. — Soient g;(i=1, 2, ..., IN) des fonctions indéfiniment
dérivables dans Q, alors toute distribution U= (u,, ..., uy), solution de
Uéquation (1.1), est une fonction indéfiniment dérivable.

Pour simplifier, nous considérons en détail le cas V=1, n;—1, et ensuite
le cas général.
Nous nous servirons désormais des notations du calcul symbolique [1]. Nous

seriro lieu de -2 vi... p¥» au lieu d ( J \" i)’"
€eCcrl nS_p,‘ au lieu de &—11 ou encOl‘ePi...P" au lieu de (Tij .. d.z:,,

Les distributions que nous allons considérer ne sortent jamais du cadre des
distributions tempérées [ 3] ou plutét de celui de espace @7, de sorte qu'on
peut définir non seulement les dérivées de f : pi...py=f, mais aussi
wW(p)f=(—pi—...—ply¥f (—o<s<+ o), en s’appuyant sur la
transformation de Fourier. Nous éerivons la définition de I'opérateur 7,(p) :
Soit f tempéré; ¢ sa transformée de Fourier; alors (14 47 |E[2) 9 € (' )g;
donc, on définit 7,(p) f comme I'image réciproque (de Fourier) de cette
distribution ([3], [1]). Les notations des espaces §', @1, @, .. ., sont celles
de L. Scnwartz [3].
Considérons maintenant le cas V=1, n,=—1 :

. d v Vi YV —_—
(L.2) [m——/_qv(w,t)lepn]U—V-

vzl

Puisque la propriété que nous allons démontrer est une propriété locale,
nous pouvons supposer que :

1° les coefficients sont indéfiniment dérivables en (x, ¢), et de plus toutes
les dérivées en ¢ :

ok
qu(x,t) (k=o,1,2,...)

sont des fonctions continues en ¢ 4 valeurs dans (33)e..

0o

&
1.3) Partie réelle Z gz, ) (B =—3|EP  (3>0).

|v|=P

Nous considérons (1.2) comme équation d’évolution,

, d | . v
(L.%) (—ltu(t) — 2 gv(z, t)pir...pyru(t) =v(t),

<P
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ou en notant ¢(x, ¢, p) :2 qv(z, t) pY. .. pymy

- d
(1.5) | 2@ op]ur =2
Décomposons I'opérateur ¢(x, ¢, p) en deux parties :
d v v
(1.6) Zu® —[ > 9u(0, O pi. . pir+ ge(@, 8, p)]u(t)=v(t);
iv|=pP

ge(@, t, p)=q(@, t,p) — X, ¢+(0, £) plt. . .pir.

|v|=P

Considérons la suite des distributions : fo(£), fi(¢), ..., fi(f), ... ou les
Ji(t) sont des solutions de

d
(1.7) [g, -3 qv(t)P”f---p)i"]ff(t)qu(x, b p) fies (1)
|vi=P
(i=1,2,...)
[on a écrit ¢,(¢) au lieu de ¢,(o, t)], avec fo(t) = Rx(t, 0), et avec

les conditions initiales fj(o)=o (i=1, 2, ...). [R_I.(t, o) est solution

. . . d .
élémentaire de I’équation parabolique pr —Z ()Pt ... "‘l-] , c’est-a-dire

que Rx(t, 0) (¢>x0) est la solution unique de
d
[jt ——Eqv(t)p‘{‘. . .p‘,’ln]Rm(t, o)—=o

avec la condition initiale R.(0, 0) = .. En effet, nous savons déja que,
pour (1.7), le probléme de Cauchy pour I'avenir est bien posé dans ('),
(voir [2]). Alors, on a ([&], p. 31, (10.5)),

(1.8) fi(e) :flR,(t, T) ;5)qe(x, T, p) fia(t)dr, (t>o0).

Les fi(t) ne sont définies que pour ¢> 0. On les prolonge par zéro
pour ¢ << 0. Nous les écrivons, par abus de langage ¥ (¢) fi(¢).
Compte tenu de ce que f,(0) =0z, fi(0) =o ({=1, 2, ...), on voit que,

d
en notant D — pTin q(z, t, p),

(1.9) DY (O)[fo(®) + [f1(8) +.oot+ fi(8) | =— ge(, £, p) Y (£) fi(£) + 023,

Cette formule nous suggére une méthode pour obtenir des paramétrix. En
effet, comme nous le montrerons, les ¥'(¢) fj(t) sont des fonctions continues
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indéfiniment différentiables dans le complémentaire de origine [ dans
Pespace (x, )] et de plus f;(¢) devient aussi réguliére (dans un sens &
préciser) qu’'on le veut, quand on augmente l'indice i.

" - Propriétés de R (t, ©) (tx7). — Désignons par R (Z; ¢, 7) (T 0)
la transformée de Fourier (en z, pour ¢ et 7 fixés) de R.(¢, 7). Nous avons
alors

(1.10) R(E; t,r)::exp(fl 2 qv(t/)(zm'g)vdt'> (;ér).

" lv|=P
L’inégalité (1.3) entraine alors
(1.11) R(E; 1, 1) Lexp[— 8 |amE|r(t — 7)),
Le calcul de dérivation 'montre que p¥...p¢R(E; ¢, 7), ou p; désigne

[/} .
== est une combinaison de termes tels que
i .

C(1.12) . R(E; ¢ r)l](pl;‘.‘)...pf;(fl 2 qv(t’)(zrciz)"dt’>>,
1 T

|v|i=P

ot K kd . .. —=p, (k0>o0,.i<Z|p1|). On le constate par induction
mathématique.

Lléllis 1.1. — T étant fizé, alors nous avons pour T >t >1> 0,

() R(E; 6,7)—>1 pour tourt; | R(E; 4, 7)| L1
: (A :

(ii) p. . . pE=R(E; t, T)—>0 pour tout k;

. : (AN

) o
[Pt Pl R(E; 6 0) | < ey

ot ¢y est une constante qui ne dépend que de T';
(ii1)  AR(E; ¢, T) est une fonction indéfiniment dzférentiabié entetr,
oLt <tLT, avaleurs dans (S).
DEMONSTRATION. — (i) est évident. Démontrons (ii). La premiére partie est

une conséquence de (1.12). Démontrons la deuxiéme partie. Les formules
(1.11) et (1.72) montrent que '

) el
(1.13) | pt...pln R (% 1, r)lé-cp[ ¥ (t—r)‘lmii”s"'“']
' s==s (W)
xexp[— (¢t —1)|2mE|P].

ou s() est le plus petit nombre entier s tel que Ps > | p.|.
Nous n’avons -qu’a vérifier la deuxiéme partie de (ii) pour |£|>1, car le
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second membre de (1.13) est borné pour £ borné. Pour |%|X1, posons

(t—7)| 2w |P=m; alors le second membre de (1.13) devient

g
Cu 2 7* |exp(— on).
: IEIIP-I

s=s(W

Or, 75 exp(— on) est borné pour 7 > o, d’ou I'inégalité de (i1).
Démontrons (iii). Comme il est évident que R(£; ¢, 7)€ (S)g, ainsi que
toutes les dérivées en ¢ et 7, pour ¢ > 7, il reste & démontrer que R (£; ¢, 7)

est une fonction indéfiniment différentiable en ¢, = & valeurs dans (8):.
Démontrons la continuité en ¢ et 7. Prenons ¢, 7, tels que ¢,> 7, alors

R(Z 8 7) — R(E; bo, To) =[R(E; ¢, 7) — R(Z; b, 7)]
+[(R(E’ tov T)'— ‘R(£1 ’0? To)]-

Considérons le premier terme du second membre :

m(i;t,r)—m(z;to,r):{exp f qu(y)(gwig)"dt’ ——1;0'(('5_;5,1').
b \yi=p

>

Pour ; borné, ®R(:; ¢, 7) —R(E; &, t) tend uniforment vers zéro
lorsque ¢ — ¢,. D’autre part, comme

2 , I
Ito"—fléi(to—fo)a il—lolég(to—fo)s

nous avons

R (5 to 7) exp| — 3312 6= |
t
P fZ‘lv(t’H“iE)“dt’ —1|Zexp[d|anf [Pt — 4] +1,
lo v

donc, pour £ non borné, R(%;t, 7)— R(%; %, T) est majoré pag

2 exp [— 36[ amE [P tg— 7o |] Cela montre que, quel que soit AX o,
(1 EDF[R(E; ¢, ) — R(E; &, T)] >0 uniformément par rapport & §
lorsque ¢ — ¢,, 7 restant dans l'intervalle |7 — 7, | < %(to— To).

Le méme raisonnement montre qu’il en est de méme de R (£; £y, 7)—R(Z; £o, 7o)
lorsque 7 — 1. Donc, quel que soit k>0, (1+ |[§]|)*R(Z; ¢, T) est continue
en ¢t et 7, t >, pour la topologie de la convergence uniforme sur (R")g.
La formule (1.12) et le raisonnement que nous avons fait montreront qu'il
en est de méme de pY...pY»R(%; ¢, T) pour > 1, ce qui démontre que
R (%Z; t, ) est une fonction continue en ¢ et 7, £ > 7, i valeurs dans (). 11
en est de méme de ces dérivées en ¢ et 7. C. Q. F. D
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2. Considérations préliminaires.

DEFINITION DE (B,). — (3B,) est le sous-espace de (B) formé des fonctions
f(x) telles que f(o)=o0. On munit (B,) de la topologie induite par (3).

Dermimion. — Décomposition (N). — Soit Sf(x1y ..y 2,) €(0B). Alors en
décomposant f(x),
J(zy, 23y ooy 1) = f(24, 0, ..., 0)
+[f(z1, 23,0, ..., 0) — f(®1,0, ..., 0)]+...

:2[ f(xl,x'h"',xi—i,xi,o,...,o)

i==1
—fl@y, 4y ..., 24y, 0, ..., 0)]
et en posant,
(2.1) f(xy, Zay oory Zigy Ziy Oy ovey 0) — f(&y, L2y onvy Ziy, O, s 0)

= fi(xy, sy - ..y ZTp),
nous dirons que

(2.2)  f(x1y oy oory Tp) == &4 fr( @4y oeny )
A+ Lo fo X1y eoey Tn) + oot 2y fu (24, ey Tn)

est la décomposition (N) de f(x) € (@,).
Nous devons démontrer le

LemMe 2. 1. — L'isomorphisme f(x) — (fi(x), fo(x), ..., fa(2)) de (By)
dans (B)<(B)x...x(0B) est une application continue.

DeMonsTRATION. — Notre raisonnement s’appuie sur la formule de
L. Scawartz, Théorie des Distributions, t. 1, p. 122 : Soit f(z,) € (®B,)
(-ft

alors ¢ (o, )—f €(a@); de plus, on a

dnH— 1

=),

Id —@(xy) \Al\m max

<| x|

ol k, est une constante qui ne dépend que de m. Donc, si fj(z1)->o0
dans (@®,), alors ¢;(x,) > o dans (®B).

Cela étant, considérons f(z,; 1) €(d,), ou A est un paramétre parcourant
Rk A= (1, ..., &) € Rt. Posons

(2.3) S(zi; X)) =2, 9(z; 1), P(zy; ) E(B).

Alors, si f(x;; A) dépend de A de maniére indéfiniment différentiable
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dans (&,), il en est de méme de ¢ (x,; A) dans (B), et 'on a

Vit Vk

(2.4) O Jf(zy; A) =2, h ¢ (25 R), ou Oh=— IO

Dans la formule (2.1), considérons (zy, ..., ;) comme paramétre;
alors, nous écrivons (2.1) :

2.5  flzs, ..., Ly Liy 05«23 0) — f(Z1y oo 0, @iy, 0, ..., 0)

=XiQ( L1y Lay o vvy Li) =XiQ(&i3 Ly + v vy Liy),

il en résulte que ¢ (x;; @y, ..., ;1) €(B),, dépend de (x4, 25, ..., i)
de maniére indéfiniment différentiable. La formule (2.4) nous montre que
A”h9(zi; A)€(B),, dépend de A de maniére continue, c’est-a-dire que
dV,' d";+..‘+vi-1

9y oz oan 1 (Fn -

conque). Comme les dérivations sont permutables dans ce cas,

., #;) sont des fonctions continues (| v|> o quel-

&1y« ooy i) = fi(@yy « ooy Zn)
est une fonction indéfiniment dérivable. Or

gVt + Vi d¥i Vit Vieg

(2-0) Gy awpn ¥ @) = o aa

prST P(Zis iy veey Tiy)
.0x}i-

donc, en désignant par A cette quantité :

Vit H Vit
oz, . .0z} B
dv,-+...+v,-+1
T IS dx‘,‘i“f(x" Zyy oo vy Zn) |,
L

| A| <L kv, max

[t <] x|

< ky, 2 sup
xE€R"

ou
B=[f(xy, .. s Zic1y Zi, 0, ..., 0) — f(Z4, « ooy Liz1, 0y ..., 0)]
c’'est-d-dire, a fortiori
(2:7) |pYepite P fu@) | Lok, sup [Py pltt L pi f(2) |-
DerniTioN. — Espace hilbertien Ds(— o0 <s <+ ). On dit que f€ D,
si [ est tempérée et t,(p)f=(1—pi—pi—.. .—p,’,)%fe L:(R"). On

munit D¢ du produit scalaire suivant :

(/s g)D':(Tg(P)f’ Té(]’)é’) = (w(p)f 8)-

Remarquons que, si s'<<s, D¢ est contenu dans D¢, avec une topologie
plus fine.
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Lewvg 2.2. — Soit s entier quelconque; a(x) € (B), fe Ds. Alors I'appli-
cation (a(x), f)—> a(x) f de (B)x D dans D¢ est continue.

Pour s> o0, ce lemme est évident, puisque [|f||P* est équivalente &

Z | pt...piflie. Pour le cas s << o, nous remarquons d’abord que D*
0Zlv|Ls
n'est autre que l'espace dual de D-¢. Alors, pour T'e€Ds, 9(x)e€ D,
a(x)e (@), {a(z)T, 9(x)>=LT, a(x)e(x)>. Gomme l'application
a(z)—>a(x)9(x) est continue de (3) dans D—*, le lemme est démontré.
Nous indiquons un lemme qui sera utile dans un autre article.

Lenwe 2.3. — Sout q un entier positif quelconque, f€ (D) et c(x) € (B),
28) T, p)el)f=c(x)r,(p)f
+ D P prralp) @) Ty (p) S,
/.'i\\la,'le.A:,:/
ont les ¢y ((x) sont des combinaisons linéaires des dérivées de ¢(.x).
DEMONSTRATION :
(1—pi—.c.—pie(x)f=cx)(—pi—...—p2) [
—- [ zpl"’c(.z:)Jf-— 2 Z {pic(e)) pif.
i i1
En remplacant f par (1 — p? —...— p2)~' f eten appliquant =_, (p) & gauche,

n n

N pre(@) pra(p)—2 Z pic(L)} pita (P)J S

i=1 =1

ey (p)f=1-1(p) [ c(x) —
Par récurrence,

@)y (D =P e(@)+ ¥, (@) plepiei(p) |/,
Ivighk

k=12 ..,q

ou les ¢} 1 (x) sont des combinaisons linéaires des dérivées de ¢(z). Comme
J€ (@), on a pour tout @(x)EM, {15 f, ¢(x)>=L[, —,0(x)>.
Donc, en considérant deux opérateurs transposés de la formule précédente,
nous avons (2.8).

DeriNiTiON. — Espace @ (—x <s <<+ x) fe®*, st x)... 2l fe DIV
pour tout | v | > 0. On munit @ de lu topologie suivante : f; — o dans @,
st fi-> o dans DYV pour tout | v| X 0. @° est un espace (F).

N ¢ n . \

EXEMPLES : 6 € (¥, ou s << — SreTE®, ous L.

2
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ProrosiTioN 2.1. — a(z)e®B, fE€® (—oo < s <<+ ®), alors I'applica-
tion (a(x), )= a(z)f de (B) < B* dans ®* est continue.

DemonsTrATION. — Dans le cas s entier, cette proposition est évidente en
vertu du lemme 2.2. Dans le cas s non entier, décomposons a(z) :

(N) a(x)=a(o) —|—2x,a,-(x), ai(x)e(®).

i=1

Donc,

a(x)f= a(o)f—i—Zai(x) z, f.

i=1

Comme les espaces (B) et @ sont des espaces (F), il suffit de démontrer
la continuité séparée (voir N. Bourski, Eléments de Mathématiques,
livre 111, chapitre IX, paragraphe 5, exercice 22).

Démontrons maintenant que, si f;j— o dans &%, a(z) fixé,-alors a(z)f;— o
dans @s.

Pour a(o)f;, le probléme ne se pose pas. Pour les deuxiémes termes,
comme z;fj—>o0 ({=1, 2, ..., n), dans @®*+!, a fortiori dans M¥I+!, ou [s]est

n
le plus grand nombre entier tel que |[s] s, alors, la suite Za,(x)x, fi
i=1
converge vers zéro dans ¥+, a fortiori dans . Deuxiémement supposons
que a(x)—> o dans (), alors en vertu du’lemme 2.1, a;(z) (=1, ...,n) >0
n
dans (®), donc, comme x;f€®**', u fortiori € ¥+, D) ai(x)x;f—>o0
i=1
dans @+, a fortiori dans @*. C.Q.F.D.

Par définition, on voit que :

a. les applications f— x; f (i =1, ..., n) de ®* dans @*+! sont continues;
b. les applications f—pY:...puf de ®* dans 1! sont continues.

Preuve de b :
- [l N — .
A X \ —_ — — hy— Anhy—
i axh(ph. .. pef) = Z Ci i, Py paTs (L i f)

(05147\
0ZLiLy
En tenant compte du fait que pl:. .. pk= est une application continue de D*
dans Ds—I#1 on vérifie b.
Compte tenu de a, du lemme 2.1, et de la proposition 2.1, nous énoncons :

ProposiTioN 2.2. — Soient a(x)€(B,), fE€ D (—oo s <<+ ), alors
Uapplication (a(x), f)—> a(z)f de (B,) X ®* dans @+ est continue.
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DEMONSTRATION. — La décomposition (N) nous donne

a(x)f:Z ai(z)z;f.
i=1
C.Q.F.D.
11 y a une autre propriété remarquable de I'espace @° que voici :

PropositioN 2.3. — Soit w un ouvert tel que o ¢ ».
L’application : f

— Jo de ®@* (s quelconque) dans @ 1:(w) est continue.

DeMoNSTRATION. — L’application f— r2Af est continue de @ dans Disi+24,

, .. . 1
Pour [s]+ 2k> 0, I'opérateur de restriction est continu. Comme 5 €EBW)-

S —> fo est continue de @° dans D+ (w), et k est arbitraire.
C.Q.F.D.

3. Nouveaux espaces fonctionnels.

DermniTioN 3.1. — ®*[a, b] est U’ensemble des applications continues
t—>f(t) de[a, b] dans @*. On le munit de la topologie de la convergence
uniforme sur [a, b]. C’est un espace (¥). On désigne par 0,[a, b] le
sous-espace de ®*[a, b] formé des applications telles que f(a) = o.

ProrosiTioN 3.1. — Soit
11
g(t):f R.(t, r)(*r)q,(.x, T, p) f(7) dr, T>t>o.
0

Alors, U'application f—> g de ®*[o, T | dans ®3*+*[o, T'] est continue pour
o <1 quelconque.

DEMONSTRATION :
L
zh...xh g (2) :f Zcuz*{ﬂ v 2P Ry (8,7) g)x‘}"‘*"l. =V ge (2,1, p) f(7)dr.:
0
[

Tous les cofficients de ¢¢(x, ¢, p) appartiennent & (3), et sont continus
en ¢; de plus, comme tous les coefficients correspondant aux dérivations
d’ordre P appartiennent & (d¢)_, c’est-d-dire qu’ils s'annulent & l'origine,
alors en vertu du lemme 2.1, les propositons 2.1, 2.2 et la propriété b du
chapitre 2 nous montrent que I'application f(¢)—z)—t... 2 ¥ g. (x, ¢, p) f(?)
de @*[0, T'] dans @s+—P+I*I=1#1[ o, T'] est continue.

En désignant par R (§; ¢, 7) (¢ 1) la transformée de Fourier (en , pour
t.et 7 fixés) de R (¢, t), nous avons

3.1) m(g;t,r):exp<f Eqv(t’)(mii)”dt’> (tx 7).
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Compte tenun de I'inégalité (1.3), nous avons
(3.2) |[—1)¥pt...ptR(E; ¢t T) | Zep o (14| 2TE | )P 1¥I (7).

En effet, dans la démonstration du lemme 1.1, (ii), nous avons la démons-
tration, compte tenu de (¢ — 7)* =n*'| 27 |-*7. ‘

Nous avons démontré (lemme 1.1) que R (£; ¢, 7) estcontinueen? etz, t>7,
pour la topologie de (S)¢, donc en vertu de (3.2), (1+| 27 |)*P+I*I R (E; ¢, 7)
est continue en ¢ et 7 et bornée (¢ > 7), pour la topologie de (®3°);, ou (AB°)
est I'espace des fonctions continues bornées, muni de la topologie de la

convergence uniforme sur Rf. Ce qui revient 4 dire que [voir I'étape a de la

démonstration de la proposition 4.1, en effet, nous avons pour tout fe€ D?,

|| R e fllps+o < Cosup { (1+|E])° 7 (E) } || fllpe
tem; .

ou r(£) est la transformée de Fourier de R], Popérateur
(t—7)¥zth. .. xR (L, T) %
x)

estcontinu en £ et t (£>>7) est borné pour la topologie de £;(D?, Ds+*P+ikl),
ou £y (E, F) est I'espace des applications continues de £ dans F, muni de la
topologie de la convergence uniforme sur toute partie bornée de E. Sauf
mention expresse, nous écrirons simplement £ au lieu de £.

Alors, lapplication f(¢)—>g(¢) de D*[o, T} dans Ds+*P+itl[o, T'],

p /

a'<1:g(2) :f Wi, ..zt Ry (t, ) % f(7) dv est continue. En effet, on
A @

peut écrire,

,(t_f)“'x""*.‘.‘.x‘r’"" R.r(t, T)tf(f)
é’(‘):j; (t—1)¥ =

dr (a' <1).

0 v . ’ ’ l
Les propriétés de 'opérateur (£ — 7)* z¥... 2% R.,.(f, T) %, et comme ————,,
prop P % n X t—13

o' <1 est sommable en 7, nous montrent la propriété demandée. Cela montre
que Papplication f(£) > 2. 2k g(¢) de @[ 0, T'] dans Ds++—1—*1P+IAi[o, T']
est continue. Donc, 'application f(¢)—g(¢) de ®@*[o, T'] dans @*+—1—*1P[o, T']
Pest. En posant 1 — (1 —.a') P—a, et comme a’' <1 est quelconque, on a la
proposition. C. Q. F.D.

ProrosiTion 3.2. — Soit

g(t)zf Ra(t, ) e ge(@, v p) [ (D) de; a <.
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Hypothése :

(M

G/ OE@T 0. T) (v=0, 1,3, ..., k).

Conclusion :
& . S—YP+ A [
(_i_tvg(t)ewo [09 T] (‘J:O,I,Q,...,/\’,/\”—{—l);

de plus, U'application

(00 00w 10)) > (000, g0 s 80, G ()
est continue.
DEnMONSTRATION. — Remarquons que
(3.3) L et t)=S qui(t)pte...pi Rt <),
de! e

|viglpP

ou les ¢,,;(t) sont des polynomes en ¢,(2), ¢\ (¢), ..~, ql,“(f).
En effet,
d

TR, ) =D an(Op. . pir Ra(t, 1)
par induction mathématique, (3.3) est évidente.
Cela étant,

d ‘d
Eg(t) :£ Z(I—t R.(t, T)('lk) g<(¢, 7, p) f(7) dr + Ry (¢, t)(‘f.) g:(z, &, p) f(0),

comme R, (¢, t) =4, en désignant par g,(¢) le second terme, on a

v

() € @i P+1+1o, T (v=o0,1,2,..., k).

ars'

Donc, il suffit qu'on considére le premier terme. Et de proche en proche,
il suffit qu’on démontre que

bkt / .
f g e (6, ©) X qe(2, 7 p) f (1) de e @y 4P+% (o, T'].
0
D’abord, f(t)€ ®*[o0, T'] entraine

t
[ Be(t,) & (5 p) f(5) dee @40, T,
0 x
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¢
d’ou, compte tenu de (3.3), et de pj:.. .p‘,’,nf e®,+*—1"[o, T], donc,
0

€ @y~ kP+2[o T'] comme les ¢,,(¢) sont des fonctions continues en ¢,
nous avons donc la démonstration. C.Q.F.D.

L
Si f(t)yedi[o, T, alors en posant J:’f(t):f R, (¢, ‘r)*)qef(r) dr,
A X
nous avons,

£ f(¢)e@di+*[o, T]

J(Hedi[o, T]= ngf(t)e@'f,+“_P[°7 T

/

:%E*f(t)eu‘)f,*“*""[o, T (v=o,1,2)

/

a . s
=.. .=>a—t,—,ﬁ‘f(t)€@f,+"“_"’[0, T), (v=o,1,2,...,k)
et de plus ces diverses applications sont continues.

Le lemme 1.1 donne le

. n

Lenme 3.1, — R (¢, 0)e®@*[o, T), ot s <— 5

DiMONSTRATION. — Le lemme 1.1, (ili) montre que, pour > o, R.(¢, o)
est une fonction continue en ¢ A valeurs dans (§),.

11 suffit donc de démontrer que, pour s <<— ’—;,

(14472 [E12) R(E; 8 0) > (1 4m2 | £ 5
s Tl
(L+ 42 |E)TT T pi . pl R(E5 8, 0) >0,

lorsque ¢—> o, pour la topologie de L*(R), ce qui est une conséquence
immédiate de (i) et (ii) du lemme 1.1. C. Q. F. D.

On sait que f—> f,, est continue de ®* dans ®@.:(w) (proposition 2.3).
Alors, par (3.3)

d’ [ 2)1—i—w
Fr AR (5] [o, T},
et pour ¢ = o, elle est concentrée a l'origine. En effet, (3.3) montre que

d! . N
7 B (8 0) =X, qui(O) P .. pir Ru(t; 0),
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Rz (o0, 0) a son support a 'origine.

donc, comme R (0, 0) =, (%1

0 =:f Re(t, ©) % 4e(, 7, ) fis(7) s,

montre que, compte tenu de (3.3), si f;_,(0) a son support a I'origine, f;(0)
I'est aussi. Donc

d!
d—tlf,(t)ewu,o(w)[o, T].

Nous avons donc, en prolongeant f;(¢) par zéro pour ¢ <o, la

PRroPoSITION 3.3. — Soit @ un ouvert tel que o g w, alors

[%ﬂ(t)]memL.(m)[_w’ 7] <1:0’ - \)

1==0,1,2,...
Maintenant, pour voir une autre nature de f,(¢), fi(¢). ..., t€lo, T].

DeriNiTiON. —  L'espace &% o, T'] est U'ensemble des f(t) telles que
f(t)yem*[o, T] et de plus, f(t)eD”[e, T), ¢ positifs quelconques. On le
munit de la topologie suivante : f;(t) — o dans &[0, T], si f;(¢) > o dans
®*[ o, T, et de plus, fi(t)—>o dans D[¢, T'], quel que soit ¢ > o. C’est un
espace (¥ ).

Remarquons que R;(t,0)€&[o, T], avec s <— '—; (lemmes 1.1 et 3.1).

On voit facilement la proposition suivante :

ProrositioN 3.4. — Soit g(t) = £ f(t), alors U'application £ : f(t)— g(t)
de &[0, T'] dans &+*[o, T] (a <1) est continue. En outre l'application

k k41
(S0 G0 s gut @) > (£700 GRIO, o G 1)) ot

%f(t)e@‘—""[o, T, et %ff(t)e&‘*""*“[o, T'), est continue.

DEMONSTRATION. — Démontrons seulement le cas f(¢) — g(t). Nous n’avons
qu’a démontrer que g(¢) € D*[e, T'], et que l'application f— g de &[0, T']

e

¢t

dans D”[e, T'] est continue. Décoraposons l’intégralef dr+ | dr, alors,
0 €

dans le premier R, (¢, 7)€ ('S), et continue en ¢, 7; dans le second f(¢) € D~.
k. Différentiabilité. — Considérons maintenantle cas ou ¢,(¢) (|v|=P),

etles coefficients de g¢(z, ¢, p) dépendent du paramétre A = (A, As,..., An; Any1),
ou A parcourt R™+1,
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19 Nous dirons que ¢, (¢; A) (|v| = P) dépendent contintiment (resp. de
maniére indéfiniment différentiable) de A, si ¢, (¢; A) gardent toujours I'inéga-
lité (1.3) et qu’elles, et toutes leurs dérivées en £, sont continues en A (resp.
indéfiniment différentiables) pour la topologie de C[o, 7'] c’est-a-dire pour
la topologie de la convergence uniforme sur [0, 7'] de toutes les dérivées en ¢.

2° Nous dirons que a(z, ¢t; A) dépend contintiment (resp. de maniére
indéfiniment différentiable) de A, si elle, et toutes ses dérivées en ¢, dépendent

de } contintiment (resp. de maniére indéfiniment différentiable) pour la topo-
logie (®)x[0, T'].

Alors, considérons

£(2)f(2) :f R.(t, 73 ).):zqe(x, T, p; A) f(r) dr,

ou : 1°¢,(¢; ) (Jv|=P) dépendent de A de maniére indéfiniment différen-
tiable au sens de 1°;

2° ge(x, t, p; 2) : les coefficients dépendent de A de maniére indéfiniment
différentiable au sens de 2°; de plus, les coefficients correspondant aux
dérivées d’ordre P, s’annulent toujours a l'origine c’est-a-dire € (B,)_. Alors
nous avons la

ProprosiTioN &.1. — 1° Soit g(¢; A) = £(R) f(t; 1), alors si f(¢t; ) est une
Jonction indéfiniment différentiable de } a valeurs dans @*[o, T], g(¢; })

est une fonction indéfiniment différentiable a valeurs dans @*+*[o, T'], o
a <t quelconque; fy(t; A) = Rx(t, 0; X) est une fonction indéfiniment

différentiable a valeurs dans @0, T'], s <— L;

20 Si f(t; A) est une fonction indéfiniment différentiable de X a valeurs
dans @§[o, T'], alors de proche en proche
£(h) f(t; 1) €di+[o, T)
t; NYedi[o, T
St Medifo, T]= ‘%L‘?()\)f(t; 1) e @;+*—P[o, T]

?

=...= %B()\)"f(t; V) edyke—Plo, T)=...
(v=o0,1,2,..., k).
30 [%fi(t; K)]mewu(w)[——w, T') est indéfiniment différentiable en 1,
ou o w.
4° g:—, Ji(t; 1) est une fonction indéfiniment différentiable de } d valeurs

]—1+i1—1P

dans 6_[_’ [0, T'), o2 a < 1 quelconque.
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DEMONSTRATION DE 1°. — Divisons la démonstration en trois étapes :

a. Soit S tempérée, telle que la transformée par Fouuel soit une fonction
continue, et que de plus, on ait

(o.1) |SE|Lci+2m|E])° [S(£) étant la transformée de S].

Alors, si fe D* (s réel quelconque), nous avons, S¥% f€ Ds+7; plus préci-
sément si 'on définit I'espace des S par la condition (4.1), avec la norme
gsu,?|(l +oam!ENS(E)]|, alors, I'application (S, f)—> S% f est continue.
tern

En effet, f—;) @ (£), alors

O(E)=(1+4m 2] T4(E), (S loe=11Y(E) iz
Or,

el Q

Sk S 8@ 00 =+ Lo+ bz se]ve.

Compte tenu de

pskfeo= [ [ | am iz s@ee

2
d:,

et de

T

(v+4m[E])? "(I+27‘l¢|)”é a2* (l+47f'lﬁ| )%
selon qu’on a o> 0 ou < 0. Donc,

(b.2) li S*f]lowéccﬁsugl(l + 2w [EN)TS @) [Lf llos
py

ou $(£) é1ait la transformée de S.

b. Nous montrons que, pour la fonction
(4.3) (127 [E])Pe+Ivl (¢ —1)¥pte. . IR (E; ¢, T; b),

toutes les dérivées en A sont des fonctions conlinues et bornées en (¢, 7, 4)
(¢t>7), a valeurs dans (3)%. Il y a plus. Toutes les dérivées en 2
de R (%; ¢, T; A) sont, pour{ — 7> ¢ > o, des fonctions continues de (¢, 7, 1)
a valeurs dans ($);.

Pl .. pY=®(E; ¢, 75 A) est une combinaison linéaire de termes tels que

(".4) R(E; ¢, T )\)II gpAl-; ,,.pf‘}f (f 2 7u(2'5 1) (2 7rz'5)~'dz’)§,
i |vi=pP

ot M4 A4 .= p, (k> o) [voir (1.12)].
A partir de (%.4), nous aurons I'expression de chaque dérivée de 2.
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Les dérivées en A d’ordre ¢ de R (£; ¢, T; 1) se majorent par

q
Cq E(t«-——r)sl‘gll's 0{(2_;[, T;l),
et'on a -
[R(E; 8,73 1) | ZLexp[—d|amE|P(t—7))

D’autre part, dans (%.4) le deuxiéme facteur s’écrit
. L
I1 { X pr iy [ ae
i T

[vi=pr
Ceci montre que les dérivées en A du deuxiéme facteéur se majorent par

.

q
kol D (e—zy|amgjpel |

s=s(w)

Ces deux majorations montrent que, en posant (£ —7)|2 7% |"=m, par le
méme raisonnement que dans la proposition 3.1, toutes les dérivées de 2
de (&.3) sont des fonctions bornées en (¢, 7, 1) a valeurs dans (d3°);. Nous
laissons au lecteur la démonstration de la continuité dans ().

¢. En vertu de a etde b, 'opérateur (£ — 7)* 2. . .zl Ry (¢, 75 N %K, (¢> 1),
(@

est une fonction indéfiniment différentiable de A, et dont toutes les dérivées
en A sont des fonctions continues et bornées de (¢, 7, ) (¢>7), a valeurs
dans £ (D¢, Ds+Pa+1kl), Alors, si f(¢; A) est une fonction indéfiniment diffé-
rentiable de A & valeurs dans D*[o, T'], (¢t — )% z¥r... 2~ Ry(t, T; l)g’f(r; )

est une fonction indéfiniment différentiable de A, dont toutes les dérivées sont
des fonctions continues et bornées en (¢, 7, 1) & valeurs dans Ds+P¥+lul
Alors, nous refaisons le raisonnement de la proposition 3.1.

L
&(t; ).):f . bR (8, T A) ke f(T; A) dt
o @)

(t—1)¥ )

ft(t — )%z 2P R (8, T A) K f(z; )
J— ()
L]

estune fonction indéfiniment différentiable de A & valeurs dans D*+P¥'+1¥1[o, T'].
D’autre part, comme les applications (a(x), f) >a(x)f de (@) < ®*
dans @+, f—>py...pwnf de @ dans @*—!Vl, sont continues, Iapplica-
tion (a(x), f) > a(x)pir...pwfde (@B,) < @ dans @+ IV sont continue.
Cela entraine, si f(¢; 1) est une fonction indéfiniment différentiable de 2 &
valeurs dans ®*[o, T}, et si g(«, t, p; 1) dépend de A au sens de 2°,
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alors g:(x, t, p; X) f(¢; 1) est une fonction indéfiniment différentiable de A &
valeurs dans @**+'—*[o, T].
Envisageons la formule

x{. . .xlng(t; h)

¢t
Q R m— p—
::f Zcpw‘,“. o R (b, T l)(*)x;t WL xlnge (2, T, py B f(T5 R) dr.
0 X
[

Compte tenu de ce que lapplication f->z}...z)»f de ®@*[o, T]
dans D*+1¥I1{o, T'] est continue, la fonction a convoluter est une fonction
indéfiniment différentiable a valeurs dans Ds+—P+IYi=I¢I[o, T']. La fonc-
tion 27, ..2»g(¢; A) est donc une fonction indéfiniment différentiable de A
a valeurs dans Ds+1—(—*"+1Yl[o, T']. En posant « = 1— (1 — a’') P, nous
avons la démonstration.

Démontrons la deuxiéme partie de 1° Il suffit de démontrer que, s

étant << — %, (1 |E]) 1 pt . pinR(E; ¢, 05 ) est une fonction indéfi-

niment différentiable de A 4 valeurs dans L2(R%)[o, T']. Nous le montrons
pour (1 + |E|)*R(E; ¢, 0; 1). D’aprés 'expression

L
R(E;t, 035 1) :exp(f qi(t; ) (2 ni'g)"dt')
|2 |

on voit facilement que les dérivées premiéres en A prises pour ¢ fixé € L2(RE),
pour ¢ > 0, et de plus elles sont continues en ¢ & valeurs dans L2(R%). En
effet, comme nous I'avons observé, quel que soit ¢ >0, R(E; ¢, 0; ) estune
fonction indéfiniment différentiable de 2 & valeurs dans (S)¢[e, T']. Il suffit

donc de démontrer que, lorsque ¢t — o, (1 +|%]|)* o R (%; t, 0; 1) converge
i

vers zéro pour la topologie de L2 (R?). Or, le raisonnement que nous
avons donné dans le lemme 1.1 donne cette vérification. Ensuite
G+ |;|)‘di)\i R(E, t, o; A) est une fonction continue de A & valeurs dans
L*(Rt)[o, T], ce qui implique que (1+|£|)* R(£; ¢, 0;2) est une fonction
une fois continiment différentiable & valeurs dans L2(Rf)[o, 7]. On
voit de proche en proche que, quel que soit k> o, (1+|Z])* R(; ¢, 05 A)
est une fonction k fois différentiable a valeurs dans L2(R"%)[o, T']. Pour
(r+|E|)y+Ivip. . . pt=R(E; t, 0; T), nous partons de Dexpression
de (4.4). Nous laissons la démonstration au lecteur.

Nous avons donc démontré que R, (¢, 0; A) est une fonction indéfiniment

différentiable de 2 & valeurs dans & [o, T], s < — g

Nous ne donnons pas les démonstrations de 2°, 3° et de 4. Le raisonne-
ment analogue a celui de la proposition 3.2 donnera le résultat de 2°. De
méme, le raisonnement analogue & la proposition 3.3 (resp. la proposi-
tion 3.4) donnera 3° (resp. 4°). C. 0. F. D.
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Les propositions 3.3, 3.% et 4.1 nous donnent

ProprosiTioN &.2. — Soit a(zy, ..., Z,, t) une fonction € (M), telle que
son support ne contienne pas zéro : o S [« (z, t)], [S(T) désigne le support
de T, alors, les distributions a(z,, ..., x,, t) Y (t) fi(¢; ) (i=o, 1, 2, ...)
sont des fonctions indéfiniment différentiables en (x, t), et dépendent de )
de maniére indéfiniment différentiable pour la topologie &,,.

Nous admettrons sans démonstration le lemme suivant :

n
. T N . .
LemMe k.1, — 1° Si fe D[-'] , ou n est la dimension de lespace, alors f
est une fonction continue; plus précisément, la convergence au sens

‘]
—]+1 .
de D[’ entraine la convergence uniforme dans R".

;]

. —|+1+p . . (.

2° Si fe D[2 , alors f est une fonction continue avec ses dérivées au
moins jusqu'a Uordre p; plus précisément la convergence au sens

n]

=|+1+p . . .,
de D[g entraine la convergence uniforme dans R* avec ses dérivées
Jusqu'a Uordre p.

Ce lemme et la proposition k4.1, 2° nous donnent :

PRroPOSITION &.3. — Quel que soit m, il existe i,(m) tel que pour i> i,
Y (t) fi(t; ) est une fonction m fois continiiment différentiable au sens

usuel en (z, t) et dépend de ) de maniére indéfiniment différentiable pour
la topologie &1,

Avant de passer au chapitre 5, nous indiquons un lemme qu’il est facile de
vérifier.

Lemne &.2. — Si a(z, t) définit une fonction indéfiniment différentiable
de t a valeurs dans (B), alors, en posant a(x+E, t +7)=a(x,t;§, 1),
a(x, t; §, 7) est une fonction indéfiniment différentiable de t,, %, a valeurs
dans (3)y.

Cela étant, le lemme 2.1 nous montre que l'application f(x)— (fi(x),
fa(2)) de (B) dans (B) < ... (3) est continue, ol

(N) f(@) = f(0) + R zifi().

i=1

En effet, 'application f(z) —[ f(z) — f(0)] de (63) sur (63) est continue.
Cela nous montre que, en désignant par a;(z, t;£,7)(i=1,2, ..., n) les
composants de a(z, ¢; £, ) pour la décomposition (N) :

(N) a(@+§ t+7)—a(, t+1)= Y, ma(e, t; § 1),

i=1
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ces a;(x, t; &, T) ont la méme propriété que celle de a(x, t; %, T) que nous
avons explicitée dans le lemme.

5. Paramétrix. — Revenons a l'équation (1.2). Quand on applique
Popérateur
4 d \ v, ()
(8.1) D:m_ 2 v (z, t)Pi'P;""Pn"E(‘);_Q(‘L'v 6Lp)
|vli<P

a la distribution
(5.2) Y()[fo(t) +fi(t) +...+ fi(8) ],
alors, en tenant compte de f;(o) =o(j=1,2, ..., ) et fo(0) =0, oun a

(3.3) DY (1) [fo(t) +. ..+ fi(£) ) =— ge(, , p) ¥ (£) fi(2) + 32 X 3.

Considérons I'équation d’évolution qui dépend du paramétre (&, 7) :

d
(5-4) A Z Qo (@ +E, t +7) plt.. . pin.

vi<pP

Alors, en écrivant ¢y (x + £, £ +7) = gy (2, €55, 1), ¢ (£, £ +T) = gy (&3 &, T),
nous voyons que, en vertu du lemme %.2, et de la remarque a la fin du
chapitre &, ¢,(¢; 8, 7) et gey(x, €5 £, 7) ¢

(5.5) qe(x, t; 8, 75 p)= Z ez, L3 E, T) Y. . .pon
|vige

= Y [q(z+E t-+7) — .G L +D)]pY. . pim

|vi=P

+ Y (@ ) ple.pi

[vigP—1

dépendent de (%, 7) de maniére indéfiniment différentiable au sens que nous
avons énoncé au début du chapitre 4. Donc, nous pouvons appliquer les
résultats du chapitre & aux f,(¢; %, 7), ..., et nous aurons la distribution

(5.6) Y (8) [fo(t; By T) 4 fill5 £ T) )
Posons
(5.7) B (&, 1) =08 Y () [fo(¢; 8 )+ ..+ fi(t5 5 1)),

ou 0z . est 'opérateur de translation. Nous fixons i une fois pour toutes.
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Appliquons D a gauche,
DEr (1) = DO Y () [fo(6 & 1) +.. .+ fi( 856, 7)]
= e[ 5= Do+ b e prpr]

XY (&) [fo(t; & t) 4.+ fi(t; 5 7)]
=0::[02 < 0, —qe(x, ;5,75 p) ¥ (1) fi(£;E, 7))

Or,
Oioge(@, G815 p)= N, [qu(@, ©) — (5 1PV Pl O
vi=P
+ Y, @ Opl.. Pt
lv]2P—1
=|9@ ap— X € optpi| b
Posons e

(5.8) L, t5£,7)
—[q(w, Lo — Y a 0pt.. ] B[ ¥ (1) /it 5 7))

|vi=Pr

Alors on a
(5.9) DEy (£, T) =0zt X 0ic+ L(, t;, 7).

Alors, d’aprés la proposition 4.3, quand on prend ¢ assez grand pour m
donné, L (z, t;E, 7) est une fonction en (z, t) € (&), et dépend de (£, 7) de
maniére m fois contindment différentiable pour cette topologie.

Deuxiémement, Fy, (£, v) € @, , dépend de (, t) de maniére indéfiniment
différentiable (proposition 4.1); de plus, si a(x, t)€E@,, et que
(5, t)&S[a(x, t)), alors a(z, t) Ex(f, T) €Dz, et dépend de (&, ) de
maniére indéfiniment différentiable (proposition &.2).

Enfin, nous démontrons la semi-régularité de £, (£, 7) en (z, t) (!). Pour

toute 9 (£, 7)€ %, ra/Ert(m 7) @, 7) dEdr € 84, ; si des ¢;(E, 7) de supports

contenus dans un compact fixe convergent vers zéro dans &¢. les inté-
grales €&, convergent vers zéro dans &,,.

Nous allons démontrer quefEx,t(E_, 7) (£, 1) dkdr €65, D’abord

((cgu)cp[?]+1 (lemme &.1) et fi(¢; %, T)€D* [0, T), s < — ;—l, ‘est indéfini-

(') M. L. ScHWARTz nous a signalé que, dans son livre [3](t. I), il a oublié de men-
tionner cette condition de semi-régularité. Il faut ajouter cette condition aux conditions
des noyaux ou encore des paramétrix.
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ment différentiable en (%, 7) (proposition &.1). Comme 7_;(p) est une appli-
cation continue de D¢ dans D+, .t_(p) fi(¢; &, t)€ D5+ [0, T'] dépend

de (£, 7) de maniére indéfiniment différentiable. Prenons { = [;] -+ 1, alors

la fonction f (z, t; £, T) =11 (p) fi(¢; £, 7) est continue et bornée en(z, ¢, £, 7),
ainsi que toutes ses dérivées (prises au sens habituel) en (£, 7).
Considérons, pour ¢ (z, t) € Dy,

(5.10) ﬂﬂz,r[l’(t)fz(t; 5, 7)19 (5 7) di ded(a, ) da dt
= [0 (5 7) e [[0ca[¥ () 0(pa) filw, 655, 9) ] (2 0) do ]
feg,f[r(t)...]q;(x, t) dz dt

= T (pz) fi(z, t; 5, T)d(xz+ &, t+7)do dt

10

:f fi(z, t; 8, ) T(p) Y(x +E, t +7) dx dt,
)
en remarquant qu'ici 7;(p.) = 7(pe), et par Fubini,
G.10) =[ da dtf‘rz(pg)[q)(i, ) ful@, t; 5 T Y (@ +E, ¢+ 1) dE de
>0

Supposons maintenant qu’une suite de ¢;(x, £), des supports contenus
dans un compact K, converge vers zéro au sens de ®™. Alors, on peut

exprimer cette suite comme §; (2, £) = D, [, (2, ¢)], o0 S[J (=, ¢)] c K(>K),

et'D., est un polynome de dérivation d’ordre m/, et npi(x, t) — o dans (®°).
Alors

Go10) = [ dwde [ Dherlpd 95 Dl 155 DNy (@ -, €+ 7) i,

ot Df . est transposé de Dy ;. Donc
| (5. IO) | £ volume (S(cp) — I?).volume (i{).M.‘x?a_x | $,—(£, ) L
» T

avec

M= max|D’E,tT1(PE) [(P(E, T)ﬁ(.’l:, t; E’ T)]l
pour

(z, )eS(9)—K, (t>0), (§1)€S(9).

Donc, (5.10) converge vers zéro.
Comme X et m sont quelconques, cela montre quesz,,(E, 7)o, 1) dt dr

appartient & &,,. Dans ce raisonnement, on voit facilement que I'applica-
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tion ¢ (%, 7) > f ExZ,(E, 7) ¢ (&, 7) d% dt est une application continue de (® ), ;
dans &.,, ou /I est un compact quelconque de (£, 7) donc de (M)g;
dans &, .

Considérons maintenant, I'opérateur transposé

, {4 o1y y 9
(5.11) 1)::——52~ Z (—1)|’|pl'...p,;-qv(x,t)E—a;—‘q(x,t,p).

[RAP=2

Or, nous voyons que l'opérateur transpos¢ D' est un opérateur antipara-
bolique, c’est-a-dire que, en changeant ¢ — — ¢, D' devient P-parabolique.

En effet, en posant {—=—1¢, (5.11) devient, compte tenu de ce que P est
pair,
> 1 ‘) ) v - V] v
(8.11') ot —_{ 2 gv(z, =) ple.. .pir+ Z Gv(z, ) ple. .. n"}'
|v|=P |vigP—1

Donc, nous pouvons appliquer & cet opérateur tous les résultats que nous
avons obtenus. Alors, posons

(8.12)  Eou (& 1) =0 V(&) [fo(£5E 7)+.. .+ fi(d; & 7))y

ou fo(t'56,7)y ..y fi(t'; £, T) (on les prolonge par zéro pour ¢'<<o), sont
des distributions qu’on obtiendra a partir de 'opérateur (5.11'), alors que
nous sommes partis de 'opérateur D.

(5.12) s'écrit
(8.13) Eou(E, ) =0 ¥ (— ) [fo(— 1)+ .+ f(— 65 1)
Alors, en posant,
B.14) L'(@, t;E, )

—— [lg(x, Lp)— D il t)pza.-p";] 04 [ ¥ (— 1) fi(— 135,

|v|=P

nous aurons

(5.15) D'E'y((E, T) = 0pt X 0+ L' (, t; §, 7).

Les noyaux E, (¢, t), L' (2, t; &, ) ont les propriétés suivantes :

1° E, (&, 7) est une fonction indéfiniment différentiable de (¢, 7) & valeurs
dans @, ,.

2° Si a(z, t) €Dz, et que (§, 7)S[a(x, t)], alors a(x, t) E, (&, 7) est
une fonction indéfiniment différentiable en (£, 7) & valeurs dans @, .
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3¢ La semi-régularité en (x, ¢) : I'application

9 (5 ) > f By (5 7) 9(E, 7) di dt

de (®@)g,; dans &, est continue.

4° L'(z, t; £, ) est une fonction m fois contintiment différentiable de¢, ¢
a valeurs dans &7,

Alors, en appliquant au noyau E. (£, 7) le raisonnement de L. Scuwarrz,
( Théorie des Distributions, 1, p. 136-139) (?), nous obtenons le théoréme du
début de I'Introduction.

COROLLAIRE DU THEOREME. — Le cas elliptique n’est qu'un cas particulier
(Méthode de descente). Nous dirons que Uopérateur différentiel

(5.16) q(x, p)= 2 qv (Z) pit...pws ou encore :qu (z)p’
Iv|<P
est elliptique (au sens de Petrowsky) dans un ouvert &, si
(5.17) Z qv(z) (I£)? Z 0, lorsquek réel # o, pour tout x €.
|v|=P

Nous supposons les coefficients € (@B). Nous dirons que U'opérateur (5.16)
est hypoelliptique (au sens de Schwartz), si toute distribution U, solution
de

(5.18) q(-l',])) Ur:gr

est une fonction indéfiniment différentiable dans tout ouvert ou g. lest.
De cette définition, il résulte que, si q,(z, p)q.(x, p) est un opérateur
hypoelliptique (au sens de Schwartz), alors q,(z, p) Uest.

Compte tenu de cette remarque, il suffit de démontrer I’bypoellipticité de
I'opérateur (5.16), sous I’hypothése,

(3.17) N a(@) EPNS[ET (3> o).

|vi=p

En effet, en posant §(z, p)= Z g+(z) pit...pi, nous n'avons qu’i
|vi=r

() Cela suffit pour établir le théoréme. En effet, le raisonnement de ScHWARTZ nous
montrc que, si la solution est localement dans @', alors cette solution doit é&tre loca-
lement dans @™ (ne pas confondre cette notation avec notre notation @¢), el. nous pou-
vons donner & m des valeurs aussi élevées qu'on lc veut.
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démontrer I'hypoellipticité pour opérateur g(z, p) ¢(z, p), et cet opérateur
satisfait bien & la condition (5.17') (en remplacant P par 2 P).

Alors, (5.17') montre que 'opérateur P Th q(x, p) est un opérateur para-

bolique. Supposons maintenant que U, satisfait a 1'équation (5.18). Or, en
regardant U, et g comme des distributions dans l’espace (z, ), nous

d . e e o
avons [(ﬁ —q(a, p) | Up==— g~. Donc, si g est une fonction indéfiniment

différentiable dans un ouvert &, alors, d’aprés le théoréme, U, est une fonc-
tion indéfiniment différentiable dans 'ouvert Q < R!, donc U, l'est dans Q.
Ce qui prouve I’hypoellipticité des opérateurs elliptiques (au sens de
Petrowsky).

6. Cas général. — Considérons maintenant le systéme (1.1) dans le cas
homogéne. Nous considérons ce syst¢éme comme équation d’évolution (%), (*):

(6.1) (%)niu,(t)=22a§§)(x,t)pi’i... };»(d%)kou,-(t) (f=1,2,...N),
i

(k)
Pko+2 ki< Pn;,

n

en décomposant les coefficients a{® (z, t) tels que Pko-i—z k;=Pn;, en

i=1

n
(N) af) (@, 1) = af (o, t) + Y, maifi(=, 1),
1=1

nous considérons 1'équation

N
d \"i ! ) ) d \Fo
(6.2) (d—t) w(t) — 2 Zaﬁj‘-’(o, t)pﬁ!...pf,n(C%) uj(t)
j=1

(k) p

N

N\ ~rh ' A
=¥ D@ oph.pi () S0

i=t k)

(i=1,2, ..., V).

Remarquons que, dans le second membre, les coefficients correspondant a la
sommation ((k))p s’annulent toujours a I'origine : € (B )a-

(*) Comme dans le cas général, nous pouvons supposer que les coefficicnts sont définis
dans Despacc enticr, et ils y satisfont a la condition 1° pour N =1, n; =1, et de plus ils
satisfont A la condition de parabolicité pour un & fixé.

(*) Comme nous le montrerons, pour notre but il suffit dc considérer le cas
ny=ny==...= ny. Dans ce cas, le raisonncment sera plus bref.
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Ecrivons af% () au lieu de a{¥' (o, ¢) dans (6.2), nous savons déja que

I'équation (6.2) est bien posée dans [a, b]. Envisageons maintenant quelques
évaluations des solutions, en nous appuyant essentiellement sur le mémoire [2].
Considérons le systéme P-parabolique homogéne :

N .
6.3) (%)n‘u,(t)zx 2a§§’(t)p§l...pf,~(%)kouj(t) (i=1,2,...,¥);

j=1 ((k)p

N\ 2i—1
(%) ui(t), ey <%> u;(t), nous les désignons par u;(£) ({ =N+ 1, ..., Vy),
et transformons-les par Fourier en 2, et désignons u;(t) - V;(E; t).
5
En posant

(8.4) VilE; ) =; (& 1) [E [P,

k
ou k; et n; signifient <%) Iui(t):u;(t) (i £LN), ce qui revient &

k
<-‘%) “v,(g, t)=%;(k; ¢), et en remplagant V;(E, ¢) par ¥V} (E; ¢) dans

I'équation transformée, le calcul fondamental de Petrowsky donne ([2],
chapitre 2, (64')).

Ny Ny
(6.5) S10; (55 )z O 197 @ t0) [ exp[— 3| amE (¢ — 1))

i=1 i=1

ou I'>t> ¢ty 0, ( est une constante qui ne dépend ni de (¢, &) ni des
solutions (V] (£; £))="M:, En désignant par R (¢, 7) (17), (=1, 2, ..., V),
les solutions de (6.3) satisfaisant aux conditions initiales :

rf (¢, 7)
(6.6) RY (¢, ry=|( ri (¢t 1) );
r%)(t’ T)
-‘i kor‘i)(t t)=o pour ko=o0, 1,2, ..., ny— 2.
dt i ) ] )
=0/ 0y, pour ky=n;—1
(8/, symbole de Kronecker).
Alors, nous appliquons (6.5) aux solutions R{/(¢, ). En omettant l'indice j,
N

k
et compte tenu de 3 V7 (57, ) P21 P, et ¥, ) | = () G0

i=1
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ou V;(Z; ¢, 1) est la transformée de r;(¢, 7), nous avons

ko -
©9) |(5) Gt |<Cranizhriesimiesp| =S lamtre—o)

key=o0,1,2, ..., ;—1 . : i
o ; ou (¢, t)—> V(85 L, 6).
<l,J:1,2,...,/V >’ (4 °)9 P (E5 8 L)

Cette formule nous donne [voir [2], (72)].

ProrosiTion 6.1 :

d Nk _ o
(6.8) lp‘{l...p)’,»(d—t> VIE; L, L)

= C|v|(l “+ 27 |E])”(ko+1—“;)—]v|

vl

x| De—ortromzh |exp| = Slamire— ) |;

§=0

; \

(l,]:l, 2, ..., V; k=0, 1,2, ...,n,—l)

|v]|=o, 1,2,...
DEMONSTRATION. — Induction mathématique. — L'équation transformée
est
d - d \
i X . . . ... ° L
(m) VPG ) =2, Zaf;-"“""(t)(zm&-)*u--(zmen)*"(717) V(55 8, 1)
j=t k)

Nous omettons désormais-(/). Nous admelttons que la proposition est vraie
pour |v|-=Zgq; en appliquant p}:...pY(|v|=¢g +1) a gauche, le second
membre se compose de :

1° les termes qu’on obtient en remplacant V;— plt...ppV;;

2° les termes restants (Leibniz)

U X . x d \F .
¥ [ DX, et gt () 0 m]
j (k) ()

E‘W;(E; t, to)a

Naturellement, |v — (| < ¢, donc, en appliquant (6.8) et compte tenu de
d\k .
MY )4 <Zl> Vi(E; Loy L) =0 (ko=o0,1, ...,m;—1),

la formule classique donne

N
v A AT o/ d )\
p(;ﬂ) V(¢ ro>::fl Z(\;,—,) VP (E; £, T)W(E; T, &) di;

° i=1
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.
et compte tenu de Pk, -4—2‘ ki=Pn;, ona

q
|304Es 4 ) | £ Byl 2 g )i <Z<I+ A E]) (¢~ t.,>~f>

X exp [—— g[w:il”(t —gt:o)—l .

On a donc

AN o
e () )

N . .
=30, [ e anlzprierep | - Sanpe—o)|

Jj=1

q
X (14 2m[E])Pler [2(1+ 27 [E]) (7 — to)*]

X exp [ — Z|21r£_ 1P(t — to)] dr.

P N.C. b(/(l + 2T [ é ])”(*o—"s+1)—('7+1)

q-+1 N -
X[E("*‘ am|E])(t — to)s]exp ['_ (_; [ 2m% |” (6—ty) ‘

§=0
Ce qui établit la proposition.

DerFiviTION 6.1 ¢

10 @ a, b] </t:o,1,2,...>’
—oc s+
Ji(¢t)
F(t) = fiit) €N Na,b],
S ()
st
f ‘_l b . s—1,P J=1,2, ..., N (
\ae ) fr@re@ ey 01( " 0 )y
20 (D.\';/l[a, b]» <]l:’.‘ o, I, 2, ,..>’
—oo 5§ <]+

F(t)e @ [a, b),
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SL

/

CANS (Al P J=1,2, ..., ¥ |
H(5) 7oe@mmwria, b)( )i

lh=o0,1,...,(nj—1), 0., (nj—1)+h
L ]

On les munit de la topologie d’espace-produit. Si U'on considére ®3[a, b
au liew de ®™°[a, b, on a les espaces @M [ a, b], D[ a, b].

Alors, considérons la distribution-solution

N
(6.9) gi(t):fotngﬂ(t, r)zgf,(r)dr (i=1,2,...,V)
j=1
ou encore l
(6.9 G(t)zflln’x(t, )k F(t)de, ou Ra(f1)=(r(¢, 1))
0
de I'équation

d\"

N o
(6.10) (m) w() — Zas';-’um«--pz~(§,)‘°u,-<t>:m

i=1 (k)
(i==1,2, ..., V).
Nous notons
(6.9") G(t)=£F(t).
Alors, on a la
ProrositioN 6.2. — L’application : F(t)—~ G(t) de @690, T] dans
e
@+Pei[o, T'] est continue, ou o << a' <1 quelconque.
DEMONSTRATION. — La proposition 6.1 montre que I'application

. d\k
(L—rT)¥xy. .. x)» <Zi7> rif (e, r)t € £2(Ds, Ds+Pinii—ki+|vI+Pxr)

dépend de ¢ et T de maniére continue et reste bornée pour 7' ¢> 7> 0.
Donc, I'application

d ko l d ko .
F(t)——><;{—t> gi(t)E[ 2<Zﬁ> rS“(t,r)(t")f/(T)dr (ko=0,1,2,...,0;—1)

de @90, T'] dans @i+Pini—i=k+P2'[o T'|(0 < a'<<1) est conlinue, ce qu1
établit cette proposition.
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Lemne 6.1 :
o) si lh<<ni—1;

d\b .
o (s — (e, t) = .
0 <d‘> i 6) sinon Z aly()pl...pwmd

Ivigibe—ni+1) P

N
d \nitm . . ) d ko
o (G) e =3 Datopt-pi( ) 0

j=1 (k)

Pko—i—Zki__:_:(nj—f—m)P, ko<<n;+ m;

ot aif), (t) sont des polynomes en ak)(t) et leurs dérivées jusqu’a l"ordre m.

DeMONSTRATION. — Induction mathématique. — Le lemme 6.1 donne,
si G(t) =L F(2).

LensE 6.2 :
d \ni—i+m
(6.11) (%) e
t
. — i ni—i+m o .
—I 2'l<dt> r{/(t, r)(wzf,(r) dr
j
. WTAR
= D shnrprp( ) 10
J(v)
on+2v,é(m——1)P.
DeMoNsTRATION. — [nduction mathématique. — Nous admettons cette

égalité pour m =< ¢, et la démontrons pour m —¢q -+ 1. Appliquons ( gi>

a gauche a (6.11) en mettant m — ¢. Alors

d \"i—1+g+
<m) &i(2)
¢ d \ni—+re+1 d \ni—t+g
:fo E(Zﬁ) rﬁ/)(t,r)(;A)'fi(T)dr+;<m> il (6, )k fi(0)
j
~ . d Vo+1
+ bﬁ,’,,’;v(t)p‘{'...p)’l'!(E) fi(t);
)

Jiv

Py + P uiZ(g—1)P;

b,
(*) En détaillant la notation : [(%) 'rfl)(t, -r)] .
T==1t
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en vertu du lemme 6.1, 1° le second terme est de la forme
S Al (OPY- . PS8 Y| ZqP.
J1 (V)
Ce qui prouve la proposition pour m = g + 1. Remarquons que b{/).,(¢)
sont des polynomes en les aﬁf-’(t) et leurs dérivées.
- y AL .
Lemme 6.3. — L’opérateur : (t — 7)* <c7t> rif (e, ) (t) est une application
continue de @ dans @+P¥~\l—n+0P; c'est-g-dire € £(@°, @s+P¥—le—nit1)P)

il dépend de t et © de maniére continue et est borné pour o =t <t <T;
o< <<i(fhy=o0,1,2, ...).

DenonsTRATION. — Nous avons démontré que c’est vrai pour 4, <<n;—1
(voir la démonstration de la proposition 6.2). Démontrons-le maintenant par
induction mathématique en nous appuyant sur le lemme 6.1, 2°. Admettons
que celte proposition est vraie pour /,= (n;— 1) + g, et nous la démontrons
pou'r ly— (n;—1) + ¢ + 1. Posons dans le lemme 6.1, 2°, m — g, alors, dans
le second membre on a

Ioé n;+q—I,

d\b .
donc en décomposant pit...pi(t —7)¥ <Zt> o (e, ) t en produit
: k)
a’ d\b (k) v v, »
(t—1) (7[> riF (e, r)(*rr)pit. . .p,,»m ou Plo—|-2 viZ(n;+ q)P.
Alors pi...py»¥ est une application continue de @ dans @—!¥l. Or,
()
comme /< n;— 1+ q, 'application
A »

(& — 1) ( %) ,-(jk) (¢, T)(z € E((Ds—] VI, @s—1v ]+Ffa'—(l,-—nj+1)P)

a la propriété demandée. Cela entraine la propositton, parce que
P(lh—n;)+|v|<ZqP,

donc, chaque terme dans le second membre du lemme 6.1, 2°
€ £(®5, @+P¥—lg+1P)  reste borné.
ProrosiTiox 6.3. — L’application £ : F(t)€® " (o, T dans
G (t) e @+P¥i+ifo, T]
est continue; s est un nombre réel; h—o0,1, 2, ...; 0 <<a' <1.

DemoNsTRATION. — Le cas hA:z—o0 a été démontré (proposition 6.2). Le
cas A>\1 se démontre en vertu des lemmes 6.2 et 6.3. C. Q. F. D.
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En revenant au début, nous considérons le second membre de (6.2).
Notons,

d ~ . d\ﬁo
(e )=S0 ot ()
(6.12) (%)
ou Pk, +2/€1éPnj, (ko< nmj);

d d
(613) Qs(xa ¢, p, (_ﬁ) == <qij<x7 ¢, p, Et))

Alors, en tenant compte de ce que les coefficients a{¥' (z, t) tels que
Pk0+2k,:Pn,

appartiennent & (B, )z, on voil facilement :

LemMe 6.4. — L’opérateur Q. : G(t):QE<x, t, p,‘%

application continue de {0, T (resp. ®§"[o, T'|) dans @s—P+th[o, T']
(resp. @§—P+M[ o, T1); s nombre réel quelconque, h =o, 1, 2, 3, ....

>F( t) est unc

En combinant ce lemme avec la proposition 6.3, nous avons

ProrositioN 6.%. — L’application

d .
J;’Qa<w, t, p, Zl—t>: I'i_,,(t)l;—; Fy(t),

de @0, T'] dans @§+*"+[o, T] est continue; o < a <1 quelconque;
h—=o,1,2,....

DEMONSTRATION :
Fi i (¢) 'g' Q:Fi-1(8) — Fy(¢),
L 3 B

@540, 7,]+(D%:fp1»1,h)[0’ T]__>w‘:)—P+1+P1';/:+1[IO, T).

Comme o < o’ <1 quelconque, on pose 1 — (1 — a') P = a.
C. Q. F. D.

ReMARQUE. — Cette proposition est naturellement vraie quand on rem-
place @y par ®.

COROLLAIRE. — En vertu de la proposition 6.1,
F, ()= RY'(t, 0)e @0, T},
en prenant s < — % Alors, les propositions 6.3 et 6.2 montrent que

Fy(t)= £ O.F,(t)€ ®;+*[ o, T,
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et la proposition 6. donne, de proche en proche,
F,(t)e ®§>*2[o, T}, Fi(t)ye®y*[o, T, ....
D’autre part, £.(¢, 0) ¢ @3°[ 0, T'], mais la formule du lemme 6.1, 2° nous
montre la propriété que voici :
A. RY(t, 0)e®@ (o, T
=e®[o, T)=>e€ [0, T]=>...= R/ (t,0)€®"[o, T]=.. ..

d\/

B. Pour tout /, <Ft> I.(t, o) a pour t==o0 son support concentré a
Porigine. De la formule (6.11), nous déduisons de proche en proche que
cetle propriétés est vraie pour F,(¢), F»(t), .... Nous avons donc, comme
la proposition 3.3.

ProrositioN 6.5. — Soit w un ouvert tel que o& ®, alors

[(%)[Fi(t)]weo‘)u(m)[—oo, T] (i, =0, 1, 2, ...).

Nous définirons de méme 'espace &%"[ o, T'], alors,
R (t, 0)e &0, T] (J=1,2, ..., V)
et 'on voit facilement que

L’opérateur £ Q. est une application continue de &"[o, T] dans
&x+a¢;lx+1[0, 7'] )

DierkReNTIABILITE. — Considérons maintenant le cas ou les coefficients
dépendent du paramétre A = (2, ..., A,1y) (qui parcourt I'espace R**+'), au
sens que nous avons explicité au début du chapitre 4. Alors, nous aurons
une proposition correspondant & la proposition &.1. Nous n’écrivons ni les
énoncés ni les démonstrations. Nous nous bornons a remarquer que :

1° L’inégalité (6.7) est vraie quand le paramétre A parcourt un ensemble
compact; naturellement cette constante C dépend de cet ensemble, 7" étant
fixé. En effet, nous avons supposé, comme dans le cas N =1, n;,—=1; a. tous
les coefficients € (33), avec toutes les dérivées en ¢; &. la condition de para-
bolicité est remplie dans I'espace entier avec le méme o (> o0);

2° Le raisonnement que nous venons de faire pour déduire (6.8) & partir
de (6.7) devient la base des démonstrations.
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7. Paramétrix (Cas général). — Notons par D l'opérateur parabolique

g:_',-
ot o
(1.1) D= : <2a(“' ) (2, t)ple.. . ph dt"*’)
dt"‘
at . J
- o ”(‘)(x’ t’P’«ﬁ>'
ot
Notons,
(7.2) Fi(t)y=(F»(¢), ..., F(t), ..., FN(¢));

en détaillant la notation, F;(¢) est une matrice & /V lignes et /V colonnes :
Fi(t) = (f'(t)); en particulier, F,(¢) = (r{/’(¢, 0)).
Alors, on a
(1.3) DY (8)[Fo(t) + Fy () ... +F,(¢))
= 1.0, 0,— Qe<x, 2 9 >Y(t)F,(t),,

(I = matrice identique).

Considérons I'équation d’évolution qui dépend de (&, 7)

O
oy

on aura les distributions, comme dans le chapitre 5, F,(¢;8, 7),..., Fi(¢;8, 1),
et posons,

(1.4) Eei(8 1) =V ()0e[Fo(t; & 7)+. .. +Fi(2 B )],

. AN
— (Zaﬁ'}""""‘(w+;, t+f)p’:'~--p£i"<;,,—,> >»

ou ¢ ; est 'opérateur de translation. Appliquons D 4 gauche, alors en posant

(1.5) L= t;%,1)=— [Q(m t, ps ;,";) - Q"(E’ Lp %)]
< B[ ¥ (O)Fu(t; E, 7)];

d gk
2 (c,» 4 p dt <2a$f‘(F O)py- - P M,)

((k3)
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on aura

(7.6) DE. (¢, t) =1.0xt< 8+ L(x, t;§, 1),

et les noyaux Ey (&, 7), L(x, t; &, v) ont les mémes propriétés que celles
des noyaux que nous avons obtenus dans le cas N =1, n,—1.
Nous revenons maintenant au systéme P-parabolique donné (1.1)

O\ N AN/ 9Nk /9 \A
(a{ <B_t) —Xaﬁ’;""-"""’(x, 0(52) (ch]> <%_> )U:G(z, t),
& \ n
(i, j=1,2, ..., N).

D’abord, nous pouvons supposer que U& (&), en multipliant une fonc-
tion a(z, t)€®d,,, qui vaut 1 sur l'ouvert dans lequel nous voulons
démontrer I'hypoellipticité. Dans cette condition, faisons le changement
d’inconnues : Soit max(n,, n,, ..., ny)=m, alors le changement u;—; est
lié par 'équation

uj— (<a% —(— I)PI_1 A.ﬁ))m—nia/ (j:J? 2y .0y N)1 P = '12-)'

Nous pouvons trouver les distributions u; (=1, ..., V) a l'aide de la
transformation de Laplace.

Alors, U= (4,, ..., uy) satisfait & une équation, dont les degrés en u,,
Uy, - .., Uy sont tous m, et dont le déterminant caractéristique remplit la

condition de P-parabolicité [car <d% —(—1)P— A£'> A+ (Ef—f—...—i—'&f,)”']’

et de plus, dont le transposé (°) est antiparabolique [ c’est-a-dire que, si dans
le transposé on fait le changement t — — ¢/, alors ce systéme est parabo-
lique dans le (z, ¢')-espace]. Pour notre but, il suffit donc, en changeant
d’équation dés le début, de considérer le systtme ou n,=n,=...=ny.
Alors, le transposé est antiparabolique, de sorte qu'on peut construire,
comme le cas V=1, le noyau E, (&, v) a partir de I'opérateur transposé.

(¢) Par définition, I'opérateur transposé D’ de 'opérateur D :

. n; . . . ko
D = <811(_ l)n;(d_dt) >___ < 2(_l)ko+...+1n1)i| .. ‘pﬁu (;t) a;lk)(w, l))

(k)
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