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SYSTEMES MARKOVIENS ET STATIONNAIRES.
CAS DENOMBRABLE

Pak M. Paur LEVY.

INTRODUCTION.

1. L’origine du présent travail a été une conversation, au cours du sympo-
sium de Berkeley (aout 1950), avec M. K. L. Chung, qui a attiré mon attention
sur un probléeme non résolu, qui m’a d’abord paru facile a résoudre, et qui sera
résolu par le théoréme 11.6.1 du présent travail. Mais la démonstration de ce
théoreme n’est simple que pourles systémessans étatsinstantanés. Son extension
aux systémes a états instantanés oblige & distinguer plusieurs cas, et nous
avons été conduit finalement a proposer une classification des processus
étudiés, qui distingue sept types, dont quaire pour les systémes sans états
instantanés et trois pour les systémes a états instantanés.

Les principaux résultats ont été résumés dans quatre Notes présentées a
’Académie des Sciences (P. Lévy [3]; voir la bibliographie 4 la fin du présent
travail) (*).

Les théorémes fondamentaux de la théorie dont il s’agit ont été exposés,
dés 1936, pour le cas des chaines, par A. Kolmogoroff [1] et [2], et depuis, par
W. Doeblin [1] et [2], et, pour le cas du paramétre continu, par J. L. Doob [1]
et [2](?). Le présent travail contient quand méme un grand nombre de résultats
nouveaux et il nous a paru utile de présenter un exposé d’ensemble qui puisse
étre lu méme par des lecteurs n’ayant aucune connaissance préalable du sujet.
Nous évitons de renvoyer aux Mémoires de Kolmogoroff dont I’'un ne contient
que des énoncés sans démonstration et dont 'autre est rédigé en russe.

(1) Je voudrais m’excuser ici d’un malentendu, dit sans doute & ma difficulté a suivre une conver-
sation en anglais, qui m’avait fait croire que la littérature du sujet ¢élait presque inexistante, ct
“présenter d’abord comme nouveaux des résultats qui ne étaient qu'en partie.

(2) Poir aussi W. Feller [1]. Ce travail ne concerne pas uniquement le cas dénombrable, mais
contient des théorémes généraux quil applique en particulier & ce cas. Il ne suppose pas la slation-
narité.

/
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Dans tout ce travail, nous avons cherché a dépasser aussi vite que possible le
point de vue de Bernoulli, c’est-a-dire celui de 'étude des probabilités de
passage, pour arriver a I’étude des propriétés probables ou presque sures de la
fonction aléatoire H(#) ou, dans le cas des chaines, de la suite {H, |. Certaines
de ces propriétés ont déja été considérées par A. Kolmogoroff, W. Doeblin, et
J. L. Doob. Mais nous adoptons plus systématiquement le point de vue indiqué
et montrons que, dans certains cas, la démonstration la plus simple d’une
propriété des probabilités de passage repose sur laloiforte des grands nombres.
Bien entendu, il ne s’agit pas de contester qu’il soit logique de définir d’abord
les probabilités de passage et que la maniére naturelle de formuler analytique-
ment notre probleme repose sur leur introduction.

Le chapitre I est consacré aux chaines de Markoff (cas du parameétre discon-
tinu). C’est surtout un rappel de résultats connus de A. Kolmogoroff et
W. Doeblin; il y a cependant quelques remarques nouvelles, utiles pour la
suite.

Dans le chapitre 1I, nous commencons I’étude du cas du paramétre continu.
Nous y indiquons la classification déja mentionnée plus haut; les différents
types de processus que nous introduisons se distinguent essentiellement les
uns des autres par la nature de I’ensemble des points de discontinuité. La fin
du chapitre est consacrée a I’étude des systemes sans états instantanés. Nous
ne faisons que résumer au paragraphe I1.7 une question traitée parJ. L. Doob,
relative aux équations différentielles de Kolmogoroff, et donnons au para-
graphe 11.8 la démonstration de deux théorémes généraux qui semblent
nouveaux. Aprés quelques remarques sur les propriétés presque sures de H(¢)
et I'étude de quelques exemples, nous terminons ce chapitre par I'esquisse
d’une théorie générale de ce que nous appelons les états fictifs. Elle est néces-
saire pour arriver a une définition infinitésimale des processus analogue a celle
qui résulte pour le cas fini des équations différentielles de Kolmogoroff; mais
il n’est pas certain qu’'on puisse arriver & un résultat réellement satisfaisant.

Le chapitre III est consacré a I'étude des systémes a états instantanés. Ceux
pour lesquels les probabilités de passage sont mesurables forment deux types,
le cinquiéme et le sixiéme. Nous indiquons la forme la plus générale des
processus de ces deux types, et montrons que les théorémes généraux du para-
graphe II.8 restent applicables. Il ne saurait en étre de méme pour le septieme
type, qui introduit des probabilités de passage non mesurables. Nous nous con-
tentons d’en indiquer un exemple qui généralise un exemple de J. L. Doob [1]
et une nouvelle généralisation dont il y a lieu de se demander si elle ne
comprend pas tous les processus de ce type; ce serait un théoréme analogue a
celui qui a été démontré pour le sixieme type. Nous n’avons pas résolu cette
question.
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2. NOTATIONS; NOTIONS GENERALES COMMUNES AU CAS DES CHAINES ET AU CAS CONTINU.
— Le systeme étudié sera désigné par S, s’il y a un nombre fini r d’états
possibles et par S, s'il y en a une infinité dénombrable. Les différents états
seront désignés par A,, A, ..., les indices étant supposés entiers. Pour des
exemples particuliers, il pourra étre commode de les faire varier de zéro a
Uinfini, ou de — o a -+ o, ou méme de considérer des systtmes de deux
indices. Pour la théorie générale, leur nombre importe seul.

Le résultat des expériences s’exprime, dans le cas des chaines, par une suite
d’indices H,, dans le cas continu, par une fonction H(?) égale a I'instant ¢ &
I'indice de I’état réalisé a cet instant.

La loi de P’évolution ou loi du processus stochastique, supposé markovien et
stationnaire, est bien définie parles probabilités de passage. Dans le cas continu
nous les désignerons par

Pir(8)="Pr{H (&;) = k/H (¢,) = I { (t==t,— ;> 0).

Ces fonctions doivent vérifier les conditions bien connues

(9) Pir(0) =04,
(2) Pui(t) >0,
(B) 2 Ppi() =1,
-
@) Pri(s+ )= X Pii(s)Pix(¢) (s, t>0),

/

dont la premiére est inutile si I’on ne considere que les valeurs positives de ¢,
ce qui suffit pour définir le processus (*). Remarquons tout de suite qu’il n’en
résulte pas nécessairement que P, ,(+ o) existe et ait la valeur ¢, ;.

Inversement, tout systeme de fonctions P, +(z) vérifiant ces conditions définit
un processus markovien et stationnaire. La définition d’un processus est donc
exactement équivalente a la définition d’un systéme de fonctions P; .(?),
définies pour ¢ > o et vérifiant les conditions (), (%) et (C).

Pour définir une fonction aléatoire H(t), il faut se donner une condition sup-
plémentaire, qui sera en principe une condition initiale, relative & un instant¢,
(u’on peut supposer pris pour origine. Elle sera alors de la forme

Pr{H(0o)=h}|=wy,
avec t’l«"héo et X, =1, et les probabilités absolues seront

Wi()=PriH() =k} =3 wiPu().
i h

(®) Les lettres par lesquelles nous représentons ces équations sont les initiales des mols : initial,
positif, total, Chapman.
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Ainsi, pour un méme processus, on aura une infinité de fonctions aléatoires
particuliéres. Il faut remarquer que chacune de ces fonctions conserve le carac-
tére markovien, mais n’est en général pas stationnaire. Remarquons aussi que,
bien qu'il soit souvent commode de considérer un instant initial, il peut arriver
que la fonction soit prolongeable a gauche et définie de — o & -+ oo; tel sera
précisément le cas si elle est stationnaire. :

Toutes ces remarques s’appliquent en particulier au cas des chaines; il n’y a
qu’a remplacer la variable continue ¢ par 'entier n. Nous écrirons dans ce cas
Py au lieu de P, «(n) et Wi au lieu de W,(n).

CHAPITRE 1.

LES CHAINES STATIONNAIRES DE MARKOFF.

I.1. Le point pE vuE DE BernouLLi. — Dans le cas des chaines, toutes les
probabilités de passage sont bien définies par la seule donnée des probabilités

— P
Prik=— P,l,k)

assujetties a vérifier les équations () et (%). Les autres P, s’en déduisent par
['un ou I'autre des systemes d’équations de récurrence

(®Ry) Pt = Pilpj
j

(n=1,2, ...),
(Rs) - P =Y pu; P
j

qui sont des cas particuliers de (C). On vérifie sans peine que toutes les condi-
tions (), () et (€) sont alors vérifiées pour les coefficients obtenus de cette
maniére. On peut méme observer que cette vérification est inutile; il existe
stirement un processus markovien et stationnaire bien défini par I'itération de
I'opération élémentaire définie elle-méme par la donnée des p, ;.

Pour les probabilités absolues, on a un systéme unique d’équations de
récurrence

(R) W(knﬂ)—'—‘zpj,kw}")-

/

Dans le cas d’un systéme 8., on obtient la solution générale de ces équations
en cherchant d’abord des solutions de la forme ‘

WP = cpsm.
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En portant cette forme dans les équations (R), on obtient un systéeme de r
équations indépendantes de n; en annulant leur déterminant, on obtient une
équationen s, de degré ». A chaque racine d’ordre o correspondent p systémes
distincts de solutions, soit tous de la forme c;s", soit de la forme plus
générale P,(n)s", les P,(n) étant des polynomes de degrés < .p. En combinant
toutes ces solutions, on obtient la solution générale de (R).

Pour chaque 4 fixe, les P}, sont des solutions de (®R). On obtient ainsi
rsolutions linéairement indépendantes; on le vérifie immédiatement pour n=o.
Comme elles sont bornées, on voit que n’importe quelle solution reste finie,
quand » augmente indéfiniment. Donc, pour toutes les racines de I’équation
ens,onals| <1 et,sils|=1,le degré des pol}nomes P.(n) est toujours nul.
On en déduit immédiatement :

a. Les Py}, considérés comme fonctions de n, ne peuvent comprendre que
trois sortes de termes : des constantes, des termes périodiques et des termes
s’annulant comme des exponentielles pour n infini (¢’est-a-dire que tous les
W seront majorés par c¢c”, ous < o < 1, c étant une constante convenahlement
définie).

b. Les moyennes

(L.1) ;"L:ﬁEP“”

ont, pour n infini, des limites Py , et les P, , vérifient les conditions () et (),
écrites en supprimant 'indice n.

c. Pour que les fonctions P}’ elles-mémes tendent vers ces limites, il faut et
il suffit qu’elles n’aient pas de termes périodiques.

d. On déduit de () que 1 est racine de I’équation en 5. Il y a donc au moins
une solution formée de constantes, c’est-a-dire qu'au moins une des fonctions
aléatoires déduites du processus est stationnaire.

Enfin un raisonnement trés simple, du a M. Fréchet ([1], p. 108), montre
que :

e. Les termes périodiques ont nécessairement des périodes entiéres et =~ r.
En d’autres termes, elles correspondent 2 des racines (autres que ['unité)
d’équations binomes s°=1(p entier =_1).

Les méthodes et les résultats précédents ne sont pas tous applicables aux
systémes S,. En ce qui concerne les méthodes, observons que cela n’a plus de
sens de dire que, quand on a le nombre voulu de solutions linéairement indé-
pendantes, on a la solution générale du systéme d’équations (R). La méthode
de M. Fréchet pour démontrer la propriété e n’est absolument pas susceptible
de généralisation. En ce qui concerne les résultats, il suffit d’'un exemple
simple pour montrer que certains d’entre eux sont en défaut. Considérons, en
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effet, un processus pour lequel on ait p, ;= o si £ =Zh; alors la suite des H,
est constamment croissante et, quels que soient & et £, il vient un moment
ol Py, =o0. Donc les P, , existent, mais sont tous nuls et ne vérifient pas la
condition (B), et 'énoncé d devient complétement faux.

La maniére la plus naturelle d’étudier ces questions, si 'on veut rester au
point de vue de Bernoulli, est d’appliquer au systéeme (R) les méthodes
connues de la théorie des équalions intégrales; il s’agit au fond de représenter
la fonction ), de Ientier £ par une combinaison linéaire de fonctions fonda-
mentales. On arrive ainsi a I’énoncé a, sauf en ce qui concerne la rapidité de la
convergence vers une limite des solutions sans termes périodiques. On en
déduit immédiatement b et c, a cela prés que () est remplacé par

(%) Z Ph’kél.
k

s

Nous n’insisterons pas ici sur ces questions, désirant arriver aussi vite que
possible au second point de vue, qui nous donnera entre autres une démonstra-
tion trés simple de I’énoncé b, modifié comme il vient d’étre dit, et nous con-
duira aussi, mais moins simplement, a définir toutes les possibilités concernant
I’allure asymptotique-des PJ}. '

Rappelons d’autre part que, dans A. Kolmogoroff [1] et [2], est énoncé en
particulier (en termes un peu différents de ceux que nous employons) le
résultat suivant :

Quels que soient 4 et k, il existe une certaine progression arithmétique
n=n,+vp (p entier >>1; v=o0, 1, 2, ...) telle P}} soit nul si n n’appartient
pas a cette progression et tende vers une limite (positive ou nulle) si », appar-
tenant a cette progression augmente indéfiniment. La démonstration n’étant
donnée que dans le second Mémoire, rédigé en russe, nous ne savons pas sur
quelle méthode elle repose. En tout cas les différentes distinctions introduites
dans d’autres énoncés du premier Mémoire, dont nous parlons plus loin,
s'introduisent bien naturellement, comme nous le verrons, si 'on utilise les
méthodes qui reposent sur la loi forte des grands nombres.

1.2. GRrOUPES; GROUPES FINAUX ('), SEMI-FINAUX, ET DE PASSAGE; GROUPES CYCLIQUES.
— Pour faciliter le langage, nous dirons qu’un événement est possible, ou qu'il

(%) C’est & dessein que nous écrivons finaux, bien que la forme théoriquement correcte de ce
pluriel soit finals. L'usage conduit souvent & abandonner certaines formes grammalicales irréguliéres,
et qui, par suite, choquent l'oreille s’il ne s’agit pas de mots assez usuels ‘pour que l'oreille y soft
habituée. Il ne semble y avoir aucune raison de sauver le pluriel finals.

D’autre part, nous avons hésité a employer le mot groupe dans un sens différent de celui quil a
généralement en analyse. Le terme groupement employé par M. Fréchet présente un autre jnconvé-
nient : dans le langage courant, il signifie répartition en groupes. Le mot classe employé par certains
auteurs étrangers est peut 8tre préférable.
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peut se produire, lorsque sa probabilité est positive et cela au moins pour
certains choix des données qui peuvent étre indéterminées.

Nous dirons que deux états A, et Ay sont échangeables quand le passage de
A, a Ay est possible (c’est-a-dire qu’il existe au moins un n pour lequelﬁ*

P> 0), ainsi que le passage de A, a A,

Nous dirons qu’'un ensemble G d’états est un groupe si deux quelconques de
ses états sont échangeables et si aucun état n’appartenant pas a G n’est échan-
geable avec ceux de G. Un groupe est défini par un’seul de ses éléments;
¢’est la réunion de cet élément et de tous ceux qui sont échangeables avec lui.

Un groupe G est final si, un état du groupe étant réalisé, le systéme ne peut
pas sortir du groupe; en d’autres termes si, pour tous les A, €G et A, &G,

*pry=o0 et, par suite, Pj)= o0 pour tout n>o. Il peut ne comprendre qu’'un
seul état A, qui alors ne peut que se succéder a lui-méme, indéfiniment, (c’est-
a-dire que p,,=1). Un groupe non final peut aussi se réduire a un seul état
Ay; alors o < py < 1.

Désignons par v, la probabilité que le systéme, s'il est initialement dans
I’état A;, d’un groupe G, reste indéfiniment dans des états de ce groupe. Les v,
sont tous égaux 4 un pour un groupe final, tous <1 pour un groupe non final.
D’aillears, si A, et A, appartiennent au méme groupe, on a évidemment

Y>> Py

et, comme au moins un des P{} est positif, les v, sont tous nuls ou tous positifs,
donc, si le groupe n’est pas final, tous nuls ou tous compris entre zéro et un.
Le groupe sera dit de passage dans le premier cas et semi-final dans le
second (*).

Nous verrons que tous ces cas existent réellement et que, pour un groupe
semi-final, la borne inférieure des «, peut étre positive ou nulle; leur borne
supérieure est nécessairement un.

Un groupe peut, d’autre part, étre cycligue ou acychque On dit qu’il est
cyclique d’ordre 7 s’il se décompose en un certain nombre r de sous-ensembles
ou sous-groupes, G;, Gy, ..., G, tels que, st H, €G,, on ait nécessairement
Hooi € Gpn(r>15 g =1, 2, ..., 15 si p=r, G, désigne G,); en d’autres
termes, il y a entre ces sous-groupes une permutation circulaire non aléatoire,
le hasard n’intervenant a chaque opération que pour le choix d’un état dans le
sous-groupe imposé.

Cette distinction est indépendante de la précédente. SiI'on a défini un groupe
acyclique ‘d’une des trois catégories distinguées d’abord (final, semi-final ou
de passage), on n’a qu’a remplacer chaque état A, par r états Af (p =1,

(3) Nous introduisons une terminologie nouvelle. Dans le cas des systémes &, il n’y a pas de
groupes semi-finaux et il n’y avait pas d’inconvénient, pour la théorie de ces systemes, & confondre
les notions de groupe de passage et de groupe non final,
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2, ..., ') qui se succéderont dans 'ordre des ¢ croissants avant qu’un tirage au
sort ait 4 choisir I'état AY’ qui doit succéder a A}’. On obtient ainsi un groupe
cyclique de la méme catégorie que le groupe initial.

I.3. THEOREMES SUR LES GROUPES FINAUX ERGODIQUES. — 1° THEOREME [.3.1. — St le
systéme se trouve initialement dans un état.du groupe G, ou bien il est presque sir
que les états de ce groupe sont tous réalisés une infinité de fois, ou bien il est
presque stir qu’aucun ne Uest (°).

Nous dirons que le groupe G est ergodique dans le premier cas et non
ergodique dans le second. Le systéme (S, ou S,)) lui-méme est ergodique si tous
ses éléments constituent un seul groupe ergodique. Dans le premier cas, nous
dirons que le groupe est cycliquement ergodique s’il est cyclique et réguliérement
ergodigue dans le cas contraire (7).

Démontrons maintenant le théoréme énoncé. Soit «, la probabilité que le
systéme, partant de I’état A,, le reprenne au moins une fois; elle est positive,
puisque le systéme, en quittant I’état A,, ne peut prendre qu'un état A; du
groupe et peut, si k5= A, revenir a A, en une ou plusieurs opérations. La pro-
babilité que le systéme reprenne au moins n fois I’état A, est alors aj. Si
alors a,=1, la probabilité «, que le systeme reprenne une infinité de fois
I’état A, est aussi égale 2 un. Si o, <1, o, évidemment =~ a; (quel que soit n)
est nul. Donc chaque o), est égal, soit & zéro, soit 4 un.

Il reste & montrer que o, =1 pour un état du groupe entraine a;,=1 pour
tous les autres. Comme il y a une suite presque surement infinie de racines
Ny=o0, Ny, Ny, ... de H,= A, dire que le passage de A, a A, est possible, ¢’est
dire qu’il y a une probabilité positive B, , qu'un intervalle (N,_,, N,) contienne
une racine de H,=#£. Cette probabilité est évidemment indépendante de ¢,
puisque le processus est stationnaire, et du passé¢, puisqu’il est markovien. On
se trouve donc dans le cas classique de Bernoulli. La circonstance indiquée
(réalisation de ’état A, pour au moins un » compris entre N,_, et No) se produit
donc presque sirement une infinité de fois (*), €. Q. F. D.

2° TueoriMe 1.3.2. — Si le systeme se réduit a un groupe final ergodique, le
rapport des fréquences de deux états quelconques A, et A, tend presque sirement

”
2hk

ﬁk,/t

vers la limite

(8) Cf. A. KoLmogororr [1].

(7) Nous nous excusons d’abandonner aussi bien la terminologie de M. Fréchet (ue celle de
A. Kdlmogoroff qui appelle classe récurrente ce que nous appelons groupe ergodique. 11 nous semble
que Dessentiel, pour définir le caractére ergodique, n’est pas Dexistence d’une limite (vraie ou au
sens de Cesaro) indépendante de /%, mais le fait que, presque sirement, le systéme reprenne une
infinité de fois n'importe lequel des élats possibles. Dans le cas des espaces continus, c¢’est de méme
que, presque sirement, la trajectoire traverse une infinité de fois n’importe quel domaine donné.

(8) Le méme raisonnement montre qu'on aboutit i une contradigtion en supposant qu’un étal
n’appartenant pas a un groupe final puisse étre réalisé une infinité de fois.
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Nous pouvons évidemment faire abstraction des états autres que A, et A;
alors la suite des H, se décompose en suites partielles S,, S,, ..., de termes
consécutifs égaux a £, alternant avec des suites S, S|, ... de termes égaux
a k. Désignons respectivement par L, et L, leslongueurs des suites S, et S, (c’est-
a-dire leurs nombres de termes). En conservant les notations du 1°, on a
évidemment

(L.3.1) Pr{L,=r|="8nr(1— Bas)" (r==1,2, ...),

et, par suite, en supprimant 'indice v,

(L.3.2) CE(Lj=g, L=l P
Bui B
et des formules analogues pour les L'. Toutes ces variables aléatoires sont
d’ailleurs indépendantes; on est encore dans le cas de Bernoulli.
Les nombres des réalisations des événements A, et A,, 4 un instant quel-
conque, sont toujours de la forme

U,=L +L,+...+L,+0L,,
U,=L,+L,+...+ L, + 0L,

(0, 0/=~0 et Z1). Sivesttres grand, les derniers termes sont négligeables et
les nombres considérés sont des infiniment grands presque strement équi-
valents a vE{L| et vE{L'|. Compte tenu de (1.3.2), le théoreme énoncé en
résulte.

3* Remarques. — a. On peut préciser le théoréme 1.3.2 en appliquant les
principaux théorémes connus sur le cas de Bernoulli; loi des écarts, loi du
logarithme itéré. C'est pour rendre cette application plus facile pour le lecteur
(ue nous avons indiqué 'expression ¢* { L.

Il faut remarquer que ces applications introduisent explicitement la
variable v, c’est-a-dire le nombre des séries partielles de chaque espece. On
peut aussi chercher la loi dont dépend U’ au moment ou U, atteint une valeur
donnée ¢ —+1, c’est-a-dire au moment ot n=N_. Pour cela il vaut mieux
partir de la remarque que I'augmentation de U, quand » varie de N,_, 4 N, a V
pour valeur probable

" B
CarE{L )= Ben
Ces augmentations étant indépendantes, on en déduit une nouvelle démons-
tration du théoréme [.3.2, et il devient facile de le préciser dans le sens
indiqué. On en déduit ensuite aisément les lois dont dépendent U, et U’ lorsque
leur somme est donnée. v

Si 'on fait abstraction des états autres que A, et A;, cette somme n’est autre

que n. Si au contraire on en tient compte, le probléme n’est plus aussi simple.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. _/;AI
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Nous verrons, en effet, que le rapport U—n—", c’est-a-dire la fréquence de 'état A,

a une limite presque sure, qui peut étre positive ou nulle; le probleme ne se
présente pas du tout de la méme maniére dans les deux cas.

b. Si le systeme ne se réduit pas a un seul groupe final ergodique, il y a
plusieurs cas a distinguer. Dans tous les cas, la conclusion relative a la limite
du rapport —[[% est immédiate, le seul cas non trivial ayant été traité. Il peut

n

~ naturellement arriver que U, et U, restent tous les deux nuls et 'on ne peut pas
parler de ce rapport. Dans tous les autres cas, il a presque sirement une limite
et cette limite est en général aléatoire, la loi dont elle dépend dépendant de
I’état initial. Si U, et U, restent tous les deux finis, mais sans borne supérieure
certaine (une telle borne ne peut d’ailleurs étre que un), il peut arriver que
I’ensemble des valeurs possibles pour cette limite soit I'ensemble des nombres
rationnels positifs; il est facile de donner des exemples de cette circonstance.
Enfin U, et U, ne peuvent devenir tous les deux infinis en méme temps que
si A, et A, appartiennent 2 un méme groupe ergodique; il ne faut pas oublier
dans ce cas que la probabilité o, que le systéme atteigne ce groupe dépend de
I’état initial A, et que, si ;< 1, le rapport considéré a une probabilité 1—

d’étre de la forme (—;, et seulement une probabilité «, de tendre vers la limite
indiquée ci-dessus.

4° Limaites des fréquences. — Placons-nous toujours dans le cas d’un systéeme
réduit & un groupe ergodique unique et choisissons un état A, comme dénomi-
nateur commun. Désignons par N,, N,, ..., la suite des n pour lesquels
H,= o et par ¢, le nombre probable des réalisations de I'état A, (25£0) entre
deux réalisations consécutives de A .

On a évidemment, en posant ¢,=1,

»

E{N,—Npi} =Y =S5,
0
et il y a deux cas a distinguer suivant la nature de la série Z¢,. Comme c, est la
fréquence relative des états A, et A, tous les ¢, sont multipliés par un méme
nombre positif et fini si I'on change I'état choisi pour dénominateur commun;
cette distinction est donc indépendante de ce choix.

Si alors S est fini, la loiforte des grands nombres montre que % tend presque
stirement vers S, quand o augmente indéfiniment. Donc la fréquence de I'état A,,

qui est la valeur de % pourN,Zn <N,,,, tend presque siirement vers % et celle
de n’importe quel état A, tend presque sirement vers % Au contraire si S est

infini, toutes ces fréquences tendent presque sirement vers zéro.
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Nous dirons que le groupe final considéré est fortement ergodique dans le
premier cas et faiblement ergodique dans le second. Ces définitions nous
paraissent naturelles, puisque dans le second cas, s’il est bien presque sir que
chaque état est réalisé une infinité de fois, la portée de ce fait est diminuée par
la rareté de ces réalisations (*). Naturellement, dans chacun des cas, le groupe
peut étre cyclique ou non cyclique.

5° Remarques. — a. Laquestion se pose tout naturellement, pour les groupes
fortement ergodiques, de préciser la loi forte de la méme maniere qu’au 3°, a.
Ce probléme oblige a introduire une nouvelle distinction, suivant que le second
moment

o*=0*{N,— N,y | =E { (N,— N, )* | — S

N, S,
a\/p
tiquement une variable laplacienne réduite, et I’on peut le borner supérieure-
ment par la loi du logarithme itéré. Il n’en est pas de méme dans le second cas;
il peut arriver, par exemple, que N,— S, soit asymptotiquement de la forme

est fini ou infini. Dans le premier cas, I'écart réduit est asympto-

cp*X, o étant compris entre é et 1, et X dépendant d’une loi stable d’ex-

I . . . .\ L A
posant _- Comme il est bien connu, des circonstances trés variées peuvent étre

réalisées dans ces conditions.

b. 11 existe naturellement des processus de types miztes pour lesquels le
systéme peut, en partant d’un état initial A,, évoluer de plusieurs maniéres
différentes et, par suite, arriver a I'un ou 'autre de plusieurs groupes qui ne
soient pas du méme type. Il semble inutile d’insister sur cette extension
triviale.

I.4. Exemeres. — 1l est bien évident, dans le cas d’un systéme S,, qu'il y a
nécessairement au moins un état réalisé une infinité de fois et que cet état doit
appartenir 4 un groupe final fortement ergodique. Nous nous proposons de
montrer par des exemples qu’au’ contraire, pour les systémes S,, toutes les

circonstances prévues par la théorie sont possibles.

1° 1l peut n’y avoir aucun groupe final. Tel est le cas d’un systéme a évolution

(°) Dans le premier cas, les fréquences limites étant positives, A. Kolmogorolf appelle ce cas cas
positif. Nous préférons ne pas abuser du mot posizif, quand il ne dispense pas le lecteur de
rechercher les définitions pour savoir ce qui est positif. D’autre part, F. G. Foster [1], réunit le
type faiblement ergodique et le type non ergodique en un seul type, qu’il appelle type dissipatif. Ses
systémes semi-dissipatifs sont des systémes composés, c'est-d-dire ne se réduisant pas & un seul
groupe; un groupe n’est jamais semi-dissipatif. Pour Pétude des systémes composés, il nous parait
préférable de mettre avant tout ce caractére composé en évidence.
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irréversible ou, par exemple, les H, ne peuvent varier qu’en croissant (c’est-
a-dire que p;, ;=0 si k< h). Si en plus p, ,=o, il n'y a aucun groupe. Si, au
contraire, les pj , sont >>o et <1, chaque état A, forme un groupe de passage.

On peut généraliser beaucoup cet exemple en considérant une infinité de
groupes de passage G,, G, ..., tels que le systeme ne puisse quitter un de ces
groupes que pour un groupe d’indice plus élevé.

2° Considérons un systtme comprenant un état A, et d’autres états répartis
en familles F,(hA=1, 2, ...). Si le systéeme est initialement a I’état A,, il y
aura une probabilité «, que I’état suivant appartienne a F;; dans ce cas, aprés
un séjour dans F, de longueur L, presque sirement finie, il reviendra a
I’état A, (nous appelons longueur le nombre des états successifs). On peut
donner a E{ L, } = p, n’importe quelle valeur positive. Il suffit de constituer F,,
par un état A, pour lequel

. I - I

Phro— 1;1’ Phh=—1— E
(on peut aussi définir F,, de maniére a associer 2 une valeur donnée de p., des
valeurs arbitrairement grandes de o,=g{L,}. Au contraire, si p, n’est pas
entier, o, a une borne inférieure positive. Si y, est entier, on peut annuler o,
en supossant I, formé de p., états qui se succédent dans un ordre déterminé).
On a alors c,=o,pp et S =1+ Za,p,. Il est facile de rendre cette série
convergente ou divergente, donc de former des processus fortement ou faible-
ment ergodiques. Il est facile aussi, dans ce second cas, d’en former pour
lesquels les ¢, tendront vers zéro ou, au contraire, augmenteront indéfiniment
avec A. On peut, plus généralement, réaliser n’importe quelle suite de valeurs
positives données. On aurait pu étre tenté de croire qu'on peut ranger les
différents états dans 'ordre des ¢, décroissants. Il en est évidemment ainsi
dans le cas d’un groupe fortement ergodique; on voit que cela n’est pas

toujours vrai pour un groupe faiblement ergodique.

3° Considérons maintenant un systéme défini par
Pro=%,  Prpm—=1—ar (=0, 1, ...50ZLap<1).

Il constitue évidemment un groupe unique a2 moins que tous les o, d’indices
assez grands ne soient nuls. La probabilité que, en partant de H,=o, on ait
H,=vpourv=1, 2, ..., A, est

Ba==.(1— o) (1— ay) ... (1 — o).

Les B3, forment donc une suite non croissante, variant depuis un jusqu’a une
limite positive ou nulle 3; @ cela prés, elle est absolument quelconque.
Il y a manifestement deux cas a distinguer :

Premier cas : la série Ea,, est convergente, donc 3 > o. — Il y adonc une proba-
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bilité positive 3 que la suite des H, soit constamment croissante, c’est-a-dire que
I'on ait indéfiniment H,=v. La probabilité que cette série croissante soit au
contraire interrompue par un retour a I’état A, est 1— 3. La probabilité qu’il y
ait ainsi n retours est (1— 3)"; la probabilité qu'il y en ait une infinité est
nulle. Il est, par suite, presque sir que la suite des H, finit par augmenter
indéfiniment, aprés un nombre de retoursa A, dont la valeur probable, d’apres

I

un calcul fait plus haut [formule (1.3.2)], est B Le systéme est donc non

ergodique.

Deuxiéme cas : la série Xa, est divergente, donc 3 =o0. — Alors, la suite
des H, ne peUt pas augmenter indéfiniment; il y a presque sirement, tot ou
tard, un retour a I'état A,, et, par suite, une infinité; le systéme est ergodique.

Entre deux retours a I’état A,, un autre état A, ne peut étre réalisé qu'une
fois et 'a une probabilité 3, de I'étre. Son nombre probable de réalisations est .
donc ¢,= B, et le systeme est fortement ergodique si la série Xf3, est conver-
gente et faiblement ergodique si cette série est divergente. Les deux cas sont
effectivement possibles.

Une variante de ’exemple précédent s’obtient en prenant
Phi==1—7n, Phyo=="Yn%, Phiet = Ya(1— ap), avec o<<yp<lI.

Alors, I'état A, pourraserépéteretle nombre probable de ces répétitions, avant
. , I

le passage a un des états A, et A, ,, est p,= - Alors, ¢, = By, formule ana-
0

logue & celle relative a I’exemple donné au 2° ci-dessus.

4° Exemple de groupe semi-final. — Modifions I’exemple du 3° en supposant,
qu’en plus des états Ay, A,, ..., il y ait un ou plusieurs autres états, formant
une famille F, d’oui le retour aux états A,(h=o0, 1, ...) ne soit plus possible.
Posons '

" ”
ap=ap+ oy el PR &),  Pro= 0 Prha=I1— 0

(pn¢ indiquant la probabilité du passage directde A, i la famille F). Supposons
que «), soit positif pour une infinité de valeurs de 4, et qu’au moins un «), soit
positif. Alors les états A, d’indices positifs ou nuls forment un groupe G qui
n’est pas final. Sila série Za, est divergente, c’est un groupe de passage, que
le systéme doit quitter tot ou tard pour atteindre F. Mais si la série Za, est
convergente, il y a, comme tout & ’heure, une probabilité positive 3 que H,
augmente indéfiniment sans retour a A,, ce qui suffit pour conclure que G est
un groupe semi-final.

Si d'ailleurs 3'<1— 3 est la probabilité d’un retour a A, il y a une proba-
bilité 33" que Paugmentation indéfinie de H, se produise aprés exactement n
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g

retours a A, et une probabilité totale — —p v ‘elle finisse par se produire. De

méme, si 3'=1— 3 — {3 est la probablllte d’une fuite vers F sans retour préa-
ﬁ//
—g"

Le principe de Bayes permet d’obtenir autrement ces probabilités. Les deux
seules circonstances finalement possibles ayant chaque fois des probabilités 3
et 37 de se produire sans nouveau retour a A,, leurs probabilités totales sont
respectivement :

lable 4 A,, la probabilité totale d’une telle fuite est —

e o (BF=1—8).

5° Remarque générale sur les groupes semi-finauzx. — Soit 4, la probabilité
que le systéeme, placé initialement dans un état A, d’'un groupe semi-final G,
reste indéfiniment dans ce groupe. Par définition des groupes semi-finaux,
o < A, <1, pour tous les états du groupe. Dans ’exemple qui précede, X, tend
vers un pour 4 infini, tandis que la borne inférieure des 2, est positive.

On peut modifier cet exemple de maniére a annuler cette borne sinférieure.
L’indice / variera de — .4 -, I'ensemble des états possibles comprenant le
groupe G des états A, et la famille F; nous prendrons

—_— ! _-__' " — . —_ 1 "
Phy= 0y, Ph—n= 0y, Pht =1 — &y, (ap=aj+ ay)

et supposerons a, = o (donc a,= o, ) pour h=o. S’il existe des A arbitraire-
ment grands pour lesquels o), > o, et que les «; soient tous <1, G est bien un
groupe. Si au moins un des o, est positif, il n’est pas final; si, de plus la

série Eah est convergente, I’augmentation indéfinie des H, est possible et c’est
0

un groupe semi-final. Cela n’empéche pas de supposer que certains des o),

d’indices négatifs, forment une suite infinie ayant pour limite un. Comme évi-

demment A, < 1— o), la borne inférieure est bien zéro.

Au contraire, leur borne supérieure est toujours un. C’est une conséquence
immédiate d’un théoréme général connu (¢f. P. Lévy[1], p. 129) : 57 une pro-
priété de la suite { H,, | a une probabilité, v, si vy, désigne la nouvelle évaluation de
cette probabilité quand on connait tous les H, d’indices —n, les ensembles de
suttes {H,} définis, U'un par la propriété considérée, I’autre par limy,=1, coin-
cident, a un ensemble de probabilité nulle prés. Ici, la propriété considérée est que
tous les H, soient des indices d’états de G; vy est positif; v, est la valeur de A,
pour h=H,. Il existe donc une suite partielle de A, qui tend vers un et, sile
systéme peut rester indéfiniment dans G, ¢’est en parcourant les états d’une
telle suite.

6° Autres exemples. — Comme au 4°, nous allons former un groupe G non final, en
partant d'un groupe final G’ et en modifiant certains des p;: de maniére a permettre la
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fuite vers une famille F d’ou le retour a G soit impossible. Pour simplifier, nous ne modi-
fierons que les py z, en les multipliant par un facteur ¢ compris entre zéro et un; la proba-
bilité disponible 1 — g sera celle du passage de A; a F. Dans ces conditions, il est bien
évident que si G’ était un groupe ergodique, les retours successifs a I’état A, finiront par
entrainer le passage a F; G est alors un groupe de passage. Dans le cas contraire, il y a une
probabilité positive d’échapper au retour a A, et G est semi-final,

Opérons maintenant d’'une maniére analdgue sur r groupes finaux G} qui deviendront
des groupes de passage ou semi-finaux Gy,(v=1, 2, ..., r); aprés ’état A" distingué
dans G, il y aura seulement une probabilité ¢, que le systéme reste dans G, ; mais sup-
posons que, dans le cas contraire, au lieu de passer a une nouvelle famille I, il passe dans
un autre des états A{P); désignons par ¢,,,(p 2 v), la probabilité du passage de Al a AP,
si I’on pose

Gov= G on doit avoir Z Gup=T.
4

Dans ces conditions, les G, deviennent des sous-groupes, qui s’échangent suivant une loi
bien définie par les ¢y,. Supposons que l'ensemble forme un groupe unique G. Si tous
les G! étaient ergodiques, il est bien évident que G le sera aussi. Mais si un ou plu-
sieurs G, étaient non ergodiques, il est possible que le systéme reste indéfiniment dans un
des G, correspondants, et cette circonstance finira presque stirement par se produire; G est
aussi un groupe non ergodique. Cela était bien évident; ceux qui rendent leur proie
finissent par la perdre définitivement, si tout le monde ne fait pas de méme.

Si les Gy sont en nombre infini, une nouvelle circonstance est possible. 1l peut arriver
que les ¢,,, définissent une évolution non ergodique, qui fasse apparaitre comme possible
une augmentation indéfinie de I'indice v. Si alors les G! étaient tous ergodiques, cette
augmentation finira presque sirement par se produire. Dans le cas contraire, il pourra
arriver qu'un des G, garde sa proie; mais, si la probabilité de cette circonstance est le
terme général d'une série convergente, il reste encore possible que le systéme quitte
successivement tous les G, et que v augmente indéfiniment. Ainsi G a plusieurs maniéres
bien différentes d’étre non ergodique.

I.5. RETOUR AU POINT DE VUE DE BERNOULLI. —1° Existence des limites en moyenne
1 Y

des Pi",. — Si U, , désigne le nombre des termes égaux a £ dans la suite H,,

H,, ..., H, et si Q)" est défini comme au I.1.6, on a évidemment

‘,{t}.:E%%U,{,n/H(o):hg-

On sait que, quand des variables aléatoires bornées ont une limite presque
stre, leur valeur probable tend vers cette limite. Or nous avons vu que la
fréquence —,;U,\..,, a une limite presque sure, positive ou nulle, quand A, appar-

tient 3 un groupe ergodique, et si le systéeme est, pour n assez grand, dans les
états de ce groupe. Dans tous les autres cas, cette fréquence tend évidemment
vers zéro au moins presque sirement. Donc, dans tous les cas, il y a une limite
presque sure ®,, pouvant étre aléatoire. Par suite,

Q%% —>Prr=E{®/H(o)="1].
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Donc : la probabilité de passage P\’ a, pour n infini, une lunite au sens de Cesaro
et cette limite P, ;. est la valeur pmbable de ®,, dans U’hypothése H(o)=h

Si A, et A appartiennent & un méme groupe final, P, , a une valeur P, indé-
pendante de A, positive seulement dans le cas d’un groupe fortement ergodique.
St A, n’appartient pas & ce groupe et que «, soit la probabilité de I'atteindre en
partant de A,, on a évidemment H,,—o,P,. Dans tous les autres cas, les
limites P, , sont nulles.

Nous attirons l'attention sur le raisonnement qui précéde. Il peut paraitre
naturel de commencer par I’étude approfondie du point de vue de Bernoulli.
On voit qu’il peut arriver aussi qu'un théoréme, qui n’est pas du tout évident
_au point de vue de Bernoulli, soit un corollaire immédiat d’un théoréme lui-
méme facile & démontrer et méme, a notre avis, presque intuitif, si 'on est
-habltue a la loi forte des grands nombres.

2* Limites des P, dans le cas d’un groupe acyclique. — 11 est bien évident
que, si A, et A appartiennent a un groupe cyclique (d’ordre » > 1) et fortement
ergodique, P;"; ne peut étre positif que si n est de la forme n,+ vr (v entier,
n, dépendant de /4 et k) et, pour ces valeurs, tend au moins en moyenne vers
rP,>o0; donc dans ce cas, P;"; ne tend pas vers P,. Si A, appartient seul 4 un
tel groupe, il peut arriver aussi que P"-n’ait pas de limite. Nous nous pro-
posons de montrer que; dans tous les autres cas, P}", tend, pour n infint, vers une
limite (évidemment égale a la limite en moyenne P, ;).

Nous allons d’abord nous placer dans le cas ou A, et A, appartiennent & un
méme groupe ergodique et acyclique, c’est-a-dire démontrer que :

TaeorEME 1.5, — St Ay et A, appamennent a un méme groupe G, ergodique et
acyclique, P,", tend, pour n infini, vers P,.

Ce théoréme une fois démontré, il sera facile de conclure dans tous les cas.

3° Remarques préliminaires. — Ce théoréme est connu dans le cas d’un sys-
téme S, (voir W. Doeblin [1], n° 5). Rappelons seulement que sa démonstration
repose sur le fait que, d’aprés 'équation de Chapman, les P;","” sont des
moyennes pondérées des Pj,. Il en résulte une réduction indéfinie de I'inter-
valle de variation possible de ces probabilités pour (% fixe et n croissant), a
laquelle on ne peut échapper que dans le cas cyclique.

Rappelons aussi que, pour reconnaitre si 1'on est dans le cas cyclique, il
suffit de considérer un seul état, par exemple A,. Si P{, n’est positif que
pour des valeurs de n ayant » pour plus grand commun dmseur, A, appartient
a un groupe cyclique d’ordre r. Cela est évident, et d’ailleurs bien connu
(er. A. Kolmogoroff [1]).
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4° Ne nous occupons d’abord que de I’état A,. Supposons-le réalisé initiale-
ment, et désignons par Ny=o0, N,, N,; . .., la suite, presque siirement infinie,
des racines de H,= o. Toutes les différences X,=N,—N,_, dépendent de la
méme loi. Comme elles sont indépendantes, la donnée de cette loi détermine
celles des N, et, par suite, toutes les probabilités

Py, =Y Pr{N,=n|.

v=t

La réciproque est vraie aussi (¢f. A. Kolmogoroff [1]); mais nous n’aurons
pas a lutiliser.

D’aprés ces remarques, nous pouvons nous borner a I'étude d’un type simple
de chaines. Pourva que n’importe quelle loi possible pour les X (compte tenu
du fait que G est ergodique et acyclique) soit réalisée pour au moins une chaine
de ce type, la conclusion relative aux P{") sera générale. Cela ne nous empeé-
chera pas d’introduire dans nos raisonnements les autres P}’ ; mais la conclu-
sion relative au cas oit & =4k = o pourra seule étre généralisée.

Prenons, comme type simple, celui défini auI.4.3°, dans le cas ergodique,
o 3=o0. On a donc

Pr{X=~hl=vi=Bs1—Bao0 <2yhzl>.
1

Le groupe G étant supposé acyclique, les valeurs possibles de X, c’est-a-dire
les & pour lesquels y,=a;_, B, >0, n’ont pas de diviseur commun autre
que 1 ('°). Remarquons tout de suite que, dans ces conditions, on peut
déterminer un nombre m tel que les valeurs possibles inférieures & m soient
aussi sans diviseur commun. Remarquons, d’autre part, que

(I.5.1) Pih=o0 (n<<k), PO=FPIPZLB (n2k).

Choisissons un nombre r, supérieur a m et qui devra, en outre, étre assez
grand pour vérifier des conditions qui seront indiquées plus loin. Extrayons
de la suite des H, une suite partielle H,, comprenant tous les termes Zr et
ceux-la seulement. Pour cette suite, il y a au plus r—+ 1 valeurs possibles,
formant un groupe acyclique. Elle est d’ailleurs markovienne et stationnaire.
Le théoréme a démontrer étant déja connu dans ce cas, les probabilités de
passage P, relatives a cette chaine ont pour ~ infini une limite P, , =P’ et il

(19) Cela n’empéche pas que ces valeurs possibles peuvent appartenir toutes & une progression
arithmétique A= hy+vo(v=o0, 1, 2, ...); seulement %, et p devront é&lre premiers entre eux. La
suite des N, aura-alors un caractére cyclique, mais non celle des H,.

Ann. Fe. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 4. 42
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résulte du fait que cette limite est aussi une limite presque sire de la fréquence
de I'état A, que '

; P B :
<4 L— R —_—
(1.5.2) ) ey oy el <s_§‘ ;3,,>
0

(puisque P,=(3,P; B,=1).

Désignons par A, et A, les hypothéses H,r et H,>r et leurs probabilités
par 1 — et 1. Dans 'hypothése @, et en supposant toujours H, = o, la proba-
bilité de H,—= t Zr est ‘

'3 "(n 1 n
(1.5.3) - Pil= P

Dans cette hypothése, H, figure dans la suite des H, avec un rang aléatoire v et
PI=E{P}.
Or, on peut choisir v assez grand pour que v>> v entraine
P —Pil <e,
puis n assez grand pour que n > n entraine

Priv<<i}<e ().
On a alors
I P,S(:Ik)“‘ ¥l <e2s
c’est-a-dire que, pour n infini, P{"} (end vers P.
Il reste & montrer que, pour r assez grand,
P, —P; et Max|P{— Py

peuvent étre rendus arbitrairement petits. 1l en résultera bien qu’en prenant

d’abord r, puis n assez grand, Py — P, (qui ne dépend pas de r) peut étre

rendu arbitrairement petit, donc que P{’, tend, pour n infini,.vers P;.

Pour cela, il faut distinguer deux cas.
Premier cas : S 2200‘ Bn est fini. — C’est le cas fortement ergodique. D’aprés
(I.5.1), on a 0 3 | i
Pric,j =Y Py B

r—+1 r—+1

donc, pour r assez grand, on peut rendre cette probabilité inférieure, quel que

(1) Le rang n de Hj dans la suite des H, est cn effet une variable aléaloire presque sdrement
finie. Il n’y a qu’a choisir » de maniére que

Prin>n}<e.
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soit n, & un nombre arbitrairement petit et, d’aprés (1.5.3 ), il en est de méme
de |Pyy—PL|. D'autre part, daprés (1.5.2), Py— 2 tend pour r infini

r

k . . ’ .
vers P, = %, ce qui termine la démonstration.

Deuzxiéme cas : la série Z@h est divergente. — (Clest le cas faiblement ergo-

dique. Les P, sont tous nuls et les P, tendent vers zéro. Done, pour r assez
grand, P, Z P << et, pour n assez grand, compte tenu de (1.5.3),

PO <P <e,
de sorte que le résultat est encore vrai dans ce cas.

5° La démonstration du théoréme énoncé est maintenant immédiate. Le
résultat obtenu pour P’ s’étend naturellement & P}, qui tend vers P,. Si N,
désigne la premiére racine de H,= 4k et si Ho=~h =<k, on a

n

Py =3 Pr{Ni=v ] P{7".
1

On peut déterminer v et n de maniére que

Pr{N,>v}<e,
[P —Pi<e  (n>n).

Alors, pour n>v-n, on a
: | P — Pr| < 26, c. Q. F. D.

6° Le théoréme 1.5 étant ainsi démontré, il n’y a aucune difficulté a conclure
dans tous les autres cas.

a. Si A, n'appartient pas a un groupe ergodique, le systéme partant de A, a
une probabilité « d’atteindre A, au moins une fois. Dans ce cas, il y a presque
stirement une racine N de H,=k qui est la derniére réalisation de cet état. Pour
tout n assez grand, on a

P{N=n}ZPr{Nxn|<s, donc P <<ae¢, -

c’est-a-dire que P}’ tend vers zéro.

b. Si A, et A, appartiennent & un groupe cyclique d’ordre r et ergodique, la
suite des H, ., (v=o0, 1, 2, ...) constitue une suite du type acyclique. Si I'on
détermine n, de maniére que P}5™ soit positif (au moins pour certains v), le
théoréme 1.5 nous montre que Py, sirement nul si »— n, n’est pas multiple
de r, tend, pour n — n,=vr et v infini, vers une limite qui ne peut étre que rP,

(puisqu’en tout cas P, est la limite en moyenne).
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c. Si A, appartient seul a4 un groupe ergodique G, «, désignant toujours la
probabilité que le systéme partant de A, atteigne G, il est évident, sile groupe G
n’est pas cyclique, que Py, tend vers H, = «,P,. Si le groupe est cyclique
d’ordre r, on ne sait pas a 'avance de quelle maniére le systéme atteindra le
groupe, c’est-a-dire quelle sera la valeur de n, (n,=1, 2, ..., r) pour laquelle
les P{«"" pourront étre positifs. On peut évidemment répartir comme on veut
la probabilité entre ces r possibilités; donc, ¢(n) étant une fonction de la
variable entiére », non négative, de période r et de moyenne dans une période
égale a 1, on peut définir des processus pour lesquels

Lm [Py — anPrg(n)] =o.

Naturellement, si le groupe G est faiblement ergodique, c’est-a-dire si P,=0
et aussi si a, = o, P}, tend vers zéro. Si, au contraire, G est cyclique d’ordre r
et fortement ergodique et que, de plus, «, soit positif, P} sera en général
asymptotiquement périodique, c’est-a-dire différera infiniment peu d’une
fonction a,P,0(n), «(n) étant périodique (de période r), non négatif, en
moyenne égale i un. .

A cela pres, cette fonction est quelconque. En effet, si le systéme arrive au
groupe G, nous ne saurons pas toujours a I’avance comment il y arrivera.
Nous pouvons supposer, par exemple, que I'état qui suit immédiatement A, ne
- puisse qu’appartenir & un des r sous-groupes de G, ou 2 un ensemble d’états
d’ou il ne puisse pas revenir a G; nous pouvons répartir la probabilité comme
nous le voulons entre ces 2+ 1 possibilités, c’est-a-dire que, sans autre restric-
tion que o <o, =1 et les conditions triviales indiquées pour ¢(n), nous pou-
vons prendre n’importe quelle détermination de a;, et o(n).

On remarque qu’en particulier ¢(n) peut avoir une période sous-multiple
de r, ou méme étre constant (c’est pour cela que, dans le cas considéré,
P, n'est qu’en général asymptotiquement périodique).

7° Résumé des principaux résultats. — a. La limite en moyenne P, existe
toujours. Elle est de la forme a,, Py, P, étant positif si A, appartient a un groupe G

Sfortement ergodique et dans ce cas seulement; a,, ; est la probabilité du passage
de Ay, a ce groupe.

b. Pour qu’il y ait des oscillations asymptotiquement périodiques, il faut que le
groupe G soit cyclique et fortement ergodique; il suffit que, de plus, A, appartienne
ausst a ce groupe. S’il n’y a pas de telles oscillations, P}, tend vers P, ;. S'il y en a,

P, (?) est la somme d’un terme périodique, a période entiére et de moyenne Py, 4, et
d’un terme tendant vers zéro.
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CHAPITRE I1I.

LE cAs coNTINU.
NOTIONS GENERALES ET ETUDE DES SYSTEMES SANS KETATS INSTANTANES.

II.1. LES COEFFICIENTS A, ET \t,. — Désignons par @,(z) la probabilité que
le systéme, s’il est initialement dans I'état A;, y reste constamment pendant
I'intervalle de temps (o, ). C’est évidemment une fonction non croissante et,
de plus on a, quels que soient < positif et n entier positif

Oy (nt) = [Bs(7)]"
Il en résulte évidemment que ®,(¢) est de la forme

(IL.1.0) D,(8) =ew

(A 0; les valeurs limites o et 4 o ne sont pas exclues.

Nous attirons l'attention sur le fait que ce résultat simple, bien connu et dont
il est inutile de rappeler les nombreuses applications, ne suppose rien d’autre
que le caractére markovien et stationnaire de ’évolution. La signification du
coefficient %, est d’ailleurs trés simple : A, dz est, & O(d¢*) preés, la probabilité
qu’il yaitau moins un changement d’état pendant I'intervalle de temps (¢, -+ d¢),
siH(2)=~h ('?).

Nous désignerons par T le temps au bout duquel le systéme quitte I’état
initial A,. La loi dont dépend la variable auxiliaire U="2,T ne dépend d’aucun
paramétre. C’est la premiére loi de Laplace. On sait que E{U|=1. Donc la
durée probable de chaque séjour du systéme dans I’état A, est

; S
(I1.1.2) E{T} =m= "

Nous dirons que ce coefficient y, est la vie probable de A,,.

Si 2,=o0 (donc p,=o), I'état A, est un état final. Si le systéme arrive a cet
état, son évolution est terminée.

Si A= (donc p,=0), A, est un état instantané; si 1, est fini, 'état A,
sera dit stable (sa stabilité est mesurée par ;).

(12) Ces coefficients, avec d'autres notations, ont été considérés par J. L. Doob [1], qui les définit
par la formule P}, ,(+ 0) = — ;. Nous pensons qu’il y a intérél & les introduire directement. Mais,
dans la suite, nous supposerons connue la définition du processus par les fonctions Py x(¢), qui a
été rappelée dans Dlintroduction et qui donne sans doute la seule base possible, en tout cas la plus
naturelle, pour 'étude générale des processus markoviens et stationnaires.
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Nous appellerons variable du type U, ou simplement désignerons par U,,
U,, ..., des variables dépendant de la premiére loi de Laplace. Elles joueront
naturellement dans la suite un role important.

I1.2. ErATs INSTANTANES ET ETATS FICTIFS. — Les états instantanés jouent un
role essentiel pour I'étude de certains processus. Ainsi il peut arriver
que P () ait une valeur P, indépendante aussi bien de % que de z. Alors les
valeurs successives de H(Z) résulteront d’expériences absolument indépendantes
les unes des autres et, s’il y a plusieurs états effectivement possibles, il ne peut
pas arriver que toutes les expériences faites pendant un intervalle fini, si petit
soit-il, donnent toutes le méme résultat. Donc, H(¢) ne peut pas rester constant
pendant un tel intervalle; tous les états sont instantanés.

Il arrive d’autres fois que I'introduction d’états instantanés semble résulter
d’une mauvaise définition du processus et qu’il vaille mieux les éliminer.
Ainsi, suposons que les états A, se succédent nécessairement dans’ordre des /
croissants, que g =0, [k, et |, étant positifs. Si le systéme est initialement
dans 1état A,, I'état A, aura une existence instantanée a I'instant T =y, U.

D’ailleurs, la probabilit¢ que T ait une valeur donnée ¢ est nulle; donc
P,.(t)=0, et naturellement, tous les autres P, ,(¢) sont nuls aussi, pour
tout ¢ positif. Donc, non seulement ’état A,, 4 cause de son caractére instan-
tané, est inobservable, mais il ne joue aucun role dansla définition du processus
par les fonctions P, ,(z). 11 vaut mieux I'éliminer et considérer que le systéme
passe directement de I’état A, a 'état A,.

D’une maniére générale, nous dirons qu'un état A, est un état fctzf s'il
n’intervient pas dans la définition du processus par les fonctions P, ;(2), c’est-
a-dire si P;, ;(2) =o quels que soient £ >0 et /. Si I'on veut éliminer les états
fictifs, on a évidemment le droit de le faire (**). Mais nous verrons que, dans
des cas moins simples que celui qui vient d’étre indiqué, il peut étre utile
d’introduire des états fictifs, nécessairement instantanés, pour définir le
fonctionnement du processus. Naturellement un état fictit ne peut étre qu’ins-
tantané. En effet, pour un état stable, on a

Pui(t)> e > o,

de sorte qu'un tel état ne peut pas étre fictif. Par contre, 'exemple indiqué au
début du présent paragraphe montre qu’un état instantané peut n’étre pas
fictif.

(13) S'il y en a au plus une infinité dénombrable, leur réunion conserve le caractére d’état fictif.
S’il y en a une infinité non dénombrable, ou bien leur réunion: F conserve le caractére fictif, c’est-
a-dire que Ppp(¢) = o quels que soient £ > o et 2; ou bien elle le perd, mais en méme temps le
systéme étudié cesse d'dire un sysiéme S, A une infinité dénombrable au plus d’états réellement
possibles. Ce qui est dit dans le texte est donc toujours exact pour les systémes Se,.
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IT.3. SYSTEMES SANS ETATS INSTANTANES. LA DUREE D'UNE EVOLUTION DONNEE POUR UN
TEL SYSTEME. — 1° Pour un systéme sans état instantané, chaque état A, est,
a I'intérieur d’un intervalle donné (o, t), presque siirement réalisé sur un ou
plusieurs intervalles (7, #;, ...), ou n’y est pas réalisé. Désignons par &, la
réunion de tous ces intervalles ouverts, et par & I'’ensemble complémentaire,
c¢’est-a-dire I'ensemble des points ou H(¢) est discontinu. Il est nécessairement
mesurable. Montrons que : sa mesure m est presque sirement nulle. En effet,

dans le cas contraire, elle aurait une valeur probable positive p.. Or %L, qui est

la probabilité qu'un point 6 choisi au hasard entre zéro et ¢ appartenant a &,
- peut se calculer en choisissant 6 avant la détermination de H(¢), ce qui donne

¢
p.:f Pr{te&,}dt=o.
0

Donc m est presque strement nul (**), €. Q. F. D.

Donc : ¢ est exactement la somme des temps passés par le systeme dans les
différents états. ‘

2° Proposons-nous maintenant d’étudier le temps T qu'il faut au systeme
pour parcourir une succession donnée d’états. Leur ordre est évidemment
indifférent. Il nous suffit de connaitre, pour chaque indice %, le nombre de
réalisations n, de I'état A,. Le temps total passé dans cet état est alors de la
forme 113, Sy, S;, désignant la somme de n, variables indépendantes du type U.
Elle dépend d’une loi bien connue de Pearson. 1l nous suffira de rappeler que

Y e—u ynh—1

Pr{S,<s}= (7;—:-1—)—‘(11; (s>o0,n,>0)
0 ¢ :

et que
E{S/l}:O""{S;I}::ll/l.

On a ensuite évidemment
T= Z[J.], S/u

tous les S, étant indépendants les uns des autres.
3° Tukorkme I1.3.1. — T est presque siirement fini ou infini en méme temps que
sa valeur probable a :2 g e

Ce théoréme est évident dans le cas ou I'un au moins des n, est infini (on
peut d’ailleurs le vérifier en appliquant & la somme S, le raisonnement qui va

(1*) Nous supposons bien entendu que le théoréme de Fubini soit applicable. Nous n’insisterons
pas ici sur ce point; nous reviendrons sur la légitimité de cette application dans un cas ana-
logue (I1.6.2°). :
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étre appliqué a la somme T). Il est évident aussi dans le cas ou a est fini (si la
variable aléatoire positive T n’était pas presque surement finie, sa valeur
probable serait infinie).

Supposons donc a infini, mais tous les n, finis et supposons d’abord tous
les gy, au plus égaux a un. Posons

h
To= 2 mSe  a=E{Ti}, Gi=c{Ts}.
1

On a

h h
b; :2 "W?«éE N [e= ap,
1 1

d’ou, puisque @, augmente indéfiniment avec %, b,= o (a,). Dans ces condi-
tions, quelque petit que soit ¢ et quelque grand que soit s, I'inégalité de
Tchebycheff montre que, pour 4 assez grand,

Pr{TyZLs} <<,

et, comme T, ne peut que croitre avec A, il en résulte bien que sa limite T est
presque surement infinie.

Il reste 2 montrer que le résultat subsiste si certains des p, sont <1.
Remplacons-les par 1, ce qui ne peut que diminuer T, T,, a et a,. Mais a reste
infini; en effet, ou bien on n’a changé qu’un nombre fini de termes n,p.,, et
cela ne peut pas changer la nature de la somme, ou bien on en a changé une
infinité; alors les termes réduits sont > 1 et la somme est encore infinie. Le
résultat obtenu dans le cas précédent montre alors que, malgré la diminution
de certains termes, T est presque strement infini (¢’est-a-dire que T, augmente
indéfiniment avec &). Cela est vrai a fortiord sans cette modification.

4° Remarque. — 1l est utile, pour la suite, d’attirer I'attention sur le cas
particulier du théoréme précédent mentionné au début de la démonstration :
Un méme état A, non instantané, ne peut pas étre réalisé une infinité de fois en
un temps fini.

5° L’image moyenne d’une succession donnée d’états. — Nous appellerons
ainsi la figure obtenue en remplacant chacun des intervalles %’ ou H(z)=1/
par un intervalle /" ayant pour longueur lalongueur probable y, de /. L’ordre
de ces intervalles ne sera pas changé et il n’y aura toujours aucun vide entre
eux; en d’autres termes, chacun de ces intervalles aura pour extrémité de
gauche le point dont I’abscisse est la longueur totale des intervalles placés a sa
gauche. En d’autres termes encore, I’ensemble complémentaire & sera de
mesure nulle.
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Il y a naturellement une correspondance biunivoque (aléatoire) entre I'axe
des ¢ et son image; on peut la définir avec précision en supposant que, quand
¢t décrit £}, t soit une fonction linéaire croissante de ¢ et décrive }’. Alors ¢ est
une fonction continue ¢(¢)de ¢, toujours croissante, et qui varie avec ¢ de zéro a

I'infini. La relation ¢t = o(¢) fait correspondre & a ’ensemble & des points de
discontinuité de H(?).

6° Tuiorime II.3.2. — Dans le cas oit Xny, u, est fint, T dépend d’une loi abso-
lument continue, a densité de probabilité positive de zéro a U'infin:.

Nous supposons bien entendu un au moins des n, positifs; nous ne restrei-
gnons rien en supposant que ce soit n,. Alors T=y, U+ T, T’ étant non
négatif et indépendant du premier terme (**). Ce premier terme dépendant
d’une loi absolument continue a densité de probabilité positive dans (o, ), il
en est de méme de la somme dans 'intervalle (MinT’, «). Il reste donc a
montrer que T (et a fortior: T'<_t) peut étre inférieur 2 un nombre < arbitrai-
rement petit.

Choisissons d’abord un nombre 4 assez grand pour que

»

T
2”1‘["‘/‘: a— ap<< Za
. h—+1
et, par suite,

3
Pr{(T_d‘h)ég§>§ ThZEp.kSk
1

D’autre part, pour que T, <_ ge il suffit que chacune des variables U qui inter-
h

viennent dans cette sommesoit < t/2 Zn,‘. ;. Le nombre de ces variables indé-

0
h

pendantes étant an<oo , la probabilité « de cette circonstance est positive et
0
1l vient

Pl‘{T<T}>—E>O, C. Q. F. D.

[I.4. CLASSIFICATION DES PROCESSUS. 1° Remarque préliminaire. — Placons-nous
toujours dans le cas des processus sans états instantanés et observons d’abord
que I’ensemble & défini au I1.3.5° est de mesure nulle et fermé (puisqu’il
est le complément d’une réunion d’intervalles ouverts). Montrons que : 4 cela
pres il est quelconque.

(13) Au premier terme, on pourrait écrire S, au lieu de U. En écrivant U, nous évitons d’utiliser
les propriétés de la loi de Pearson rappelées plus haut.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. 43
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5

En effet, si 'on se donne un tel ensemble & (soit de —w & + o, soit de o
4 + ), son complément est la réunion d’au plus une infinité dénombrable
d’intervalles ouverts; on peut donc les dénombrer (7, 7,, ... ) et faire corres-
pondre & chaque 7, un état A, du systéme. On aura ainsi évidemment I'image

moyenne d'un certain processus, dans lequel I'ordre de succession des états est
défini, la rapidité de I'évolution étant seule aléatoire.

Naturellement, si plusieurs des intervalles z;, sont égaux, on peut les faire
corréspondre 2 un méme état A, qui sera ainsi réalisé plusieurs fois. Dans le
cas contraire, tous les états introduits d’abord sonl nécessairement distincts.

2° Classification des fonctions H(t) possibles. — Cette classification repose
sur celle des ensembles &, qui sont de quatre types possibles.

Premier type, ou type fini. — Dans n’importe quel intervalle fini, & ne
comprend qu’un nombre fini de points. Ces points sont alors des sauts de H(?).
Réciproquement, si H(¢) n’a pas d’autres discontinuités que des sauts, H(z) est
du type fini. Naturellement, s’il n’y a pas d’état final, le nombre total des sauts
(de zéro a I'infini) est infini.

Deuxiéme type, ou type transfini. — & est un ensemble bien ordonné, avec
au moins un point d’accumulation a distance finie. On peut alors utiliser la
numeération transfinie pour numéroter, soit les points de discontinuité T,, soit
les valeurs successives H, de H(z). L'instant initial sera T,=1¢, et la valeur
initiale H(¢,+ o) =H,, et U'on aura toujours H(T,+ o)=MH,. Les indices v
utilisés forment ce que A. Denjoy appelle une tranche commengante (1, v) de
I’ensemble des nombres transfinis de la premiére classe. Le nombre v est
évidlemment un nombre quelconque de cette classe [ puisqu’on peut toujours
faire 'image de la tranche (1, 5) sur ’axe des t]. Mais, bien entendu, si v est fini

ou siv=w, on est dans le cas fini; il faut que 5> w pour qu’on soit dans le
cas transfini.

Observons, en outre, que v=g¢ -1 implique 'existence d’un état final A,,
pour lequel A,=o. '

Troisiéme type. — & est dénombrable, mais n’est pas bien ordonné.

On remarque que le premier type est caractérisé par le fait que H(z— o) et
H(z+ o) existent partout. L’ensemble des deux premiers est caractérisé par le
fait que H(z -+ o) existe partout. Le troisitme type est donc caractérisé par
I’apparition des points ou H(z + o) n’existe pas.

Il y a évidemment en tout, & ce point de vue, quatre espéces de points de discontinuité,
qui se distinguent par l'existence ou la non-existence de H(¢ — o) et H(Z + o). Toutes les
quatre sont possibles pour le troisieme type.” On pourrait évidemment le diviser en
plusieurs subdivisions, suivant celles de ces espéces qui sont effectivement réalisées. On



SYSTEMES MARKOVIENS ET STATIONNAIRES. 353

pourrait aussi mettre en évidence le nombre des ensembles dérivés de & qui ne sont pas
vides (ce qui introduirait une classification transfinie, pour ce type comme pour le
précédent). Cela ne nous a pas paru nécessaire.

Quatriéme type. — & est toujours de mesure nulle, mais n’est pas
dénombrable.

1l résulte du 1° que ces quatre types sont effectivement possibles. Nous en
donnerons d'ailleurs des exemples. On remarque que cette classification repose
sur des caractéres qui ne sont pas modifiés si 'on remplace & par son image

moyenne &. On peut donc parler indifféremment du type de &, de & ou de H().,

3° Cas des systémes comportant des étals instantanés. — Ces systémes seront
étudiés au Chapitre III; mentionnons tout de suite qu’ils conduisent & intro-
duire deux types nouveaux; pour les distinguer, nous introduirons I'ensemble E,
des racines de H(¢) = h.

Cinquiéme type. — Tous les E, sont mesurables et il existe au moins un état
instantané A, réalisé sur un ensemble E, de mesure positive [dire que A, est
instantané revient 4 dire que E, ne contient aucun intervalle].

Siziéme type. — 1l existe au moins un E;, non mesurable (donc au moins deux);
disons tout de suite que la réunion des E, non mesurables peut remplir des
intervalles, ou au contraire former un ensemble discontinu de mesure positive).

Naturellement, la définition de & ne s’applique plus ici, ou du moins devrait
étre convenablement précisée.

4° Classtfication des processus eux-mémes. — La succession des élats possibles,
que nous avons jusqu’ici supposée connue, est naturellement le plus souvent
aléatoire, et le type méme de la fonction H(2) qui sera réalisée peut dépendre &
la fois du hasard et du choix de I’état initial. La complexité des six types qui
viennent d’étre définis étant croissante et la distinction entre le cas ou les
fonctions P, 4(t) sont toutes mesurables et celui ol certaines de ces fonctions
ne le sont pas ayant aussi une grande importance, nous sommes conduits aux
définitions suivantes :

Un processus est du n'*™ type (n<6) si toutes les fonctions P, ,(t) sont mesu-
rables, st la fonction U () peut étre du n*™ type, et si elle ne peut pas étre d’un
type de rang > n. Il est du septieme type st une au moins des fonctions Py, (1)
n’est pas mesurable (il y en aura alors au moins quatre qui ne le sont pas).

[[.5. LES COEFFICIENTS py, ;. — 1° Définition. — 1l est entendu qu’il n’est plus
question que des systémes sans états instantanés; tous les &, sont donc finis.
Considérons I'instant aléatoire T,, ou le systéme quitte I’état initial A,. Il
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peut & ce moment prendre un quelconque des états autres que A,. Désignons par
Pr.r laprobabilité que ce soit I’état A,.. Ces coefficients py, , vérifient évidemment
les conditions

Phi> 0, Pih=0, Pr :Z Phir< 1,
3

p,=1—p, étant la probabilité de la non-existence de H(T,+ o). On voit
donc que :

La condition p,=1 (quel que soit &) exprime que H(t~+ o) existe en tout
point ot H(t — o) existe. Llle est nécessaire pour que le processus considéré
appartienne @ un des deux premiers types. Elle est vérifice, en outre, pour certains
processus du trotsiéme type [ceux pour lesquels H(z+ o) peut ne pas exister,
mais seulement en des points o H(z — o) n’existe pas non plus].

2° Conséquences immédiates de la définition. — Supposons d’abord p,=1
(quel que soit A). A ’état initial succéderont successivement des états d’indices
H,, H,, ..., qui forment une chaine de Markoff, du type étudié au chapitre I,
avec seulement la condition restrictive p, ,= o. Ainsi, la donnée des p,, , définit
la lov dont dépend la succession des états réalisés, tant qu”il n’y a eu qu’un nombre
fini de changements d’états. Les coefficients ), antérieurement définis déterminent
la loi dont dépend la rapidité de I'évolution ('*). Donc : si 'on connait a la fois
les py i et les \y, et st p,=1 (quel que soit &), la lor dont dépend ['évolution est
complétement définie jusqu’a U'instant T,, (si en particulier T, est infini, elle est
définie depuis I'instant initial jusqu’a 'infini).

A T'instant T,, la loi de ’évolution ultérieure n’est plus définie. Si nous
voulons définir un processus du type transfini, H(T,,+ o) devra exister; mais
c¢’est une variable aléatoire pour laquelle nous pouvons nous donner arbitraire-
ment une nouvelle loi de probabilité, définie par des formules de la forme

Pok=Pr{H(T, 4 0) =k}, avec Py >0, Zp,ﬂ,kz I.
k

Mais on n’a pas toujours ainsi toutes les solutions du probleme. 1l peut arriver
que les p, x dépendent de la succession des états qui ont précédé 'instant T,,.
En d’autres termes, on ne pourrait pas considérer qu’il existe un état fictif
réalisé a I'instant T,,, mais il pourra exister plusieurs états fictifs qu’il faudra
distinguer, parce que la suite de I’évolution dépendra de celui qui est réalisé.
Nous reviendrons sur cette question, Retenons pour le moment que : aprés
Uinstant T, la loi dont dépend la suite de Uévolution n’est pas complétement
définie par la donnée des coefficients py, ; et A, '

(1%) Remarquons tout de suite que, si certains des X, sont nuls, ils correspondent 3 des étals
finaux et, pour ces valeurs de 4, la donnée des pj » est devenue inutile.
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La conclusion de ces remarques est le théoréme suivant :

Takorkme I1.5. — 1° Un processus du type fini est entiérement défini par la
donnée des coefficients Ay, et p,x; 2° pour un processus du type transfini, ces
coefficients suffisent a déterminer la loi de I'évolution jusqu’a linstant T, (*7).

Nous verrons qu’il peut arriver aussi qu’un processus du troisieme type soit
complétement défini par la donnée des coefficients 2, et p; s, La propriété des
processus du type fini que nous venons d’établir n’est done pas caractéristique.

3° Remarques relatives au cas fini. — Pour qu’un proeessus soit de type fini :

a. Il suffit que les &, soient bornés supérieurement, donc les ., inférieure-
ment. En effet, dans ces conditions, une suite infinie d’états ne peut pas étre
parcourue en un temps fini.

b. 1l faut que p, = o (quel que soit £).

Le rapprochement de ces deux conditions montre que les conditions triviales
imposées séparément aux A, et aux p,, ne suffisent pas pour qu’il existe un
processus formé avec ces coefficients. Si tous les A, sont bornés par un nombre
fini %, et si un au moins des p, est positif, un tel processus ne peut pas exister.

11 ne semble pas exister de condition nécessaire et suffisante simple pour
reconnaitre s’il existe un processus du type fini correspondant aux coefficients
donnés. La marche a suivre est la suivante : il faut que p,=1, pour tous les 4;
les H, forment alors une chaine de Markoff bien définie par les p, , et pour
laquelle il est facile de calculer les p;’;. Chacune des chaines ainsi possibles a
une durée probable T = XN, . (N, étant le nombre de réalisations de A;).
Il s’agit de savoir si T est presque surement infini. ‘

On remarque qu’une condition nécessaire est que E{T} soit infini, c’est-a-
dire que, quel que soit %, on ait

N Y Pr{H,=kHy=h}=c.
k n '

Elle n’est pas suffisante.

Si T peut étre fini, des données complémentaires permettent, comme nous
I'avons dit, de former une infinité de processus du type transfini correspondant
aux coefficients donnés. Il peut aussi en exister qui appartiennent a d’autres
types; nous reviendrons plus loin sur ce cas.

I1.6. Les COEFFICIENTS p; .. — Leurs relations avec les coefficients 4, et p;, ;. —
1° Proposons-nous d’évaluer approximativement P, ,(z) pour ¢ trés petit. Nous
montrerons dans un inslant que I’erreur commise en négligeant la possibilité
qu’il y ait plus d'un changement pendant 'intervalle de temps ¢ es o(dt).

(17) Cf. W. Feller [1] et J. L. Doob [2].
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Admettons-le provisoirement. Il en résulte évidemment que

Pui(t) =e "+ o(t) =1— Mt + o(2),
et, si k£ h,
Pra(t)=(1— &) pp i+ 0(t) = Mpr it + o(2).

Par suite, on a Py (+ 0)=28,, les dérivées P}, (o) et P, (o) existent et ont
les valeurs

U — P/ P ;\l,
(I1.6.1) { Phrp=Phn(0)=—4,

Pip=Ph(0)=hprr  (kz=h).

Ces équations montrent I'équivalence de la donnée des p; , et de celle de
’ensemble des coefficients 4, et p, .. Elles sont en effet résolues par rapport
aux premiers. Inversement, si 'on se donne les p, ,, on en déduit 4,, puis les
Pui» du moins pour les valeurs de 4 n’annulant pas 7,. Mais, si A,=o0, ’élat A,
est final, et il n’est pas nécessaire de lui associer des coefficients p, ;. Donc la
donnée des p; , est, au point de vue de la définition du processus, exactement
équivalente a celle des A, et des ps . On voit aussi que les conditions triviales
qu’il faut imposer aux p; , sont

(2") Pra=0,  pPrpi>0  (kZFh),

(%) - N P L1 Pisls
k#£h

cette derniére condition devenant une égalité, soit si I'état A, est final, soit si,
a l'instant T, ou le systéme le quitte, H(T, -+ 0) est presque surement bien
défini.

2* Démontrons maintenant le résultat admis au début du 1°. Il ne s’agit pas,
bien entendu, de démontrer que la probabilité qu’il y ait plus d’'un changement
pendant I'intervalle de temps (o, t) est o(¢); cela est faux si p), > o, puisque
cette probabilité est au moins (1—e=")p), donc A,p,t— 0(e*). Il s’agit (que
k soit =h ou £ h) de la probabilité d’'un changement, autre que le premier,
et tntéressant l'état Ay, de maniére a modifier la probabilité de sa réalisation a
I'instant . Si T, est l'instant du premier changement et si T, <¢, il s’agit de
montrer que la probabilité d’un second changement intéressant Iétat A, est
trés petite si ¢, el, a fortior, t —T,, sont trés petits. La probabilité de T, <¢
étant X,z — 0(2*)=0(t), la probabilité que ces deux circonstances soient
réalisées successivement sera bien o(2).

D’abord, si l’état A, est réalisé aprés un premier changement, la probabilité
d’un second changement est majorée par u.2. Dans ce cas le résultat énoncé est
exact. )

D’autre part, si I'état A, n’est pas réalisé aprés le premier changement, il
s’agit de majorer la probabilité qu'un chemin conduisant de A, a A, puisse étre
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‘parcouru en un temps ¢. Pour démontrer que cette probabilité tend vers zéro
avec ¢, il suffit d’observer que le temps qui s’écoule, depuis I'instant T, ou le
systéme quitte 1'état A, pour prendre un état inconnu, mais autre que A,
jusqu’a la premiére réalisation de A, est une variable aléatoire, finie ou infinie,
mais presque surement positive. La probabilité qu’elle soit < ztend donc vers
zéro avec ?. _ C. Q. F. b.

II.7. Lgs kquations pe KoLmocororr. — 1° Dans le cas qui nous occupe, les
équations différentielles formées par A. Kolmogoroff [ 1] a propos de problémes
plus généraux, s’écrivent aisément, au moins si I'on se contente d’un calcul
formel. D’une part, en dérivant par rapport a s les équations (C) du para-
graphe 2 de I'introduction, puis faisant s = o, il vient

(%) ik (£) =, Phi Pra(2).
: j

Si 'on opére de la méme maniére aprés avoir échangé ¢ et s, on trouve

(50,) ok (6)= X, Pl Pas(0)-
j

Il n’y a pas lien d’étre surpris de trouver deux expressions différentes des
mémes dérivées. Considérons les fonctions P, ,(z) comme les éléments d’un
tableau a4 double entrée dans lequel 4 indique la ligne et £ la colonne. Dans le
systéme (XK, ), on peut fixer £; on a ainsi un systéme d’équations vérifié par les
fonctions d’'une méme colonne. Le systéme (JK,) correspond au contraire 3 un
groupement par lignes (**).

Dans le cas d’'un systéme &, sans états instantanés, les équations (XK,) et
(XK,) sont toujours exactes et, jointes aux conditions initiales Py, ,(~0) =2, ,
un quelconque de ces systemes détermine parfaitement les P, ,(). Dans le cas
qui nous intéresse (systémes S, sans états instantanés), bien que nous ayons
établi I'existence des p, , et la validité des conditions initiales P, x(4-0) = Ch.ses
la légitimité des dérivations effectuées n’est pas évidente. Celte question a été
discutée par J. L. Doob [2] Nous nous contenterons d’énoncer ses résultats :
lexistence des P, () et la validité de (K, ) caractérisent les processus des deux
premiers types; Uexistence des P, (1) et la validité de JC, caractérisent les pro-
cessus pour lesquels H(t — o) est presque sirement bien défini sur tout 'axe des 1.

2° On peut étre surpris, les systémes (J,) et (JC,) ayant I’aspect canonique,

(18) Rappelons que les rdles respectifs de ces deux_systémes apparaissent plus neltement encore
si I'on étudie le probléme général des processus markoviens (non nécessairement stationnaires).
Alors, au lieu de Pp x(¢—s), il faut écrire Px (s, ¢) (s, inslant initial; ¢ instant final). Les deux
systémes d’équations donnent alors respectivement les dérivées par rapport & s et par rapport & ¢.
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que la solution du probléme de Cauchy ne soit pas toujours bien déterminée.
Cela prouve simplement que les théorémes de Cauchy ne peuvent pass’étendre
sans précaution aux systémes d’ordre infini. Il y a d’ailleurs a ce point de vue
une différence importante entre les deux systémes d’équations (K,) et (K,),
provenant de ce que

v Z | Pt = M(1 -+ pr) < 2

7

Done, dans chaque équation de (XK,), la somme des coefficients est finie. Si,
de plus, les A, ont une borne supérieure finie A (ce qui implique que le pro-
cessus étudié soit du type fini, donc p,=1), la méthode de Cauchy s’applique
sans difficulté et montre que toutes les fonctions P, ,(¢) sont représentables
par des séries entiéres majorées par la série

e?)\t: VZ (2,??)7:.

0

3° Supposons toujours A, A < et désignons par P;",(z) la probabilité
que, si H(o)=~h, I’état A, soit réalisé a I'instant ¢ aprés n sauts. Dans le cas
fini, on a toujours

(11.7.1) Pii(2) =X P (0).
0

De plus, si 4,=ZA < o et si le passage de A, 2 A, en nsauts est possible, il est
presque évident que P;", (¢) est positif de zéro a I'infini et a, pour # infiniment
petit, une valeur principale de la forme ¢, ,¢". Dans le cas contraire, P} ()-est
constamment nul (sauf pourt=o, sin=o0, h=1F).

Par suite, la formule (11.7.1) représente, pour t infiniment petit, un dévelop-
pement asymptotique du premier membre, dans lequel le (n—1)®™ terme est
¢t + o(t"). On remarque; en outre, que chaque fonction P, ,(2) est, ou bien
constamment nulle, ou bien constamment positive. Nous ne faisons ici que
mentionner ce théoréme, sur lequel nous reviendrons au paragraphe II.8.

4° Siles A;ne sont pas bornés, les résultats précédents ne sont en général
plus exacts. On peut toutefois faire une remarque sur la fonction

S (8) =Y Pk (0)
k

qui est la probabilité que, si H(o)=~/, ily ait exactement » sauts avant
instant ¢£. Un raisonnement analogue a celui fait plus haut (I[.4.2°) 4 propos
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du second saut montre que, dans le cas fini, s’il y a n sauts, la probabilité du
(n—+1)"me reste trés petite pour ¢ trés petit, c’est-a-dire que

S () = o [S{P(2)] (¢—>o0).

Par suite, la formule

1— e =3 8" (¢)
1

donne un développement asymptotique du premier membre, pour ¢ infiniment
petit. Ce résultat subsiste dans le cas transfini, 4 cela prés qu’au second
membre la série doit étre transfiniment prolongée. Il ne subsiste pas, bien
entendu, s’il peut exister des points (non connus & I’avance), pour lesquels
H(tz+ o) n’existe pas.

Il peut arriver que le résultat, vrai pour la somme S;”(¢), le soit pour chaque
terme (c’est-a-dire que le développement (I1I.5.1) de P, ,(?) ait le caractére
asymptotique déja signalé dans le cas ou 2, < oo. Mais, comme nous
I'avons dit, il n’en est pas toujours ainsi. Entout cas, dans un groupe cyclique,
le développement considéré ne peut avoir un caractére asymptotique qu’en
faisant abstraction des termes nuls. Il est facile de définir d’autres cas ol ce
caractére asymptotique n’existe pas. Il serait peut-étre plus intéressant, a
défaut de condition nécessaire et suffisante, de définir des cas aussi étendus
que possibles ou le développement considéré est sirement un développement
asymptotique.

I1.8. Dgux THEOREMES SUR LES FONCTIONS P, ,(¢). — 1° Lemme I1.8.1. — 8¢ le
systéme peut passer de l'état A, a Uétat A, l'instant T o il atteint A, pour la
premiére fois est une variable aléatoire absolument continue, a densité de proba-
bilité positive de zéro a l'infini.

L’état A, ne pouvant pas étre réalisé une infinité de fois en un temps fini, on
peut numeéroter les instants T (y =1, 2, .. ,) de ses réalisations successives.
Nous n’excluons pas le cas ou k=~4; alors T{"sera I'instant ou le systéme
revient pour la premiére fois a I’état A, apres lav01r quitté. S’il n’y a pas v
réalisations de A, nous considérerons que T'" est infini.

On a évidemment

T = 2;8;,

N; désignant le nombre des réalisations de I'état A; qui précedent la premiére

réalisation de A, (donec Ny=o sik==/let 1 sik=h), et S; étant la somme de

N; variables aléatoires indépendantes du type U défini au paragraphe II.1.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. 44
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Le théoréme est tout a fait analogue au théoréme II.3.2; mais ici les N; sont
aléatoires. ‘

Tout d’abord, I'état initial étant A,, T est la somme d’un premier terme
w, U et d’une somme partielle non négative et indépendante de ce premier
terme. Donc cette variable aléatoire dépend d’une loi absolument continue et a
densité de probabilité positive depuis un certain minimum m jusqu’a l'infini.
Il s’agit de montrer que m = o, c’est-a-dire que, quel que soit = >0, on a

o(t)=Pr{TP <] >o0.

~ Désignons par ¢.(N) la probabilité conditionnelle de la méme inégalité

~ quand on connait les N;. Par hypothése, le systéme peut passer de A, a A,
c¢’est-d-dire qu’il y a une probabilité positive « que, partant de A, il prenne un
chemin conduisant 4 A, et dont la durée de parcours probable XN, u, soit finie.
Pour chacun de ces chemins, d’apreés le théoréme I11.3.2, U.(N) > 0. Donc

@(T);E{¢:(N)}>O, C. Q. F. D.

2° On peut faire une objection au raisonnement qui précéde : 'expression Y-(N) est-elle
bien une variable aléatoire ? En d’autres termes, sa valeur probable n’est-elle pas I'inté-
grale d’une fonction non mesurable, c’est-a-dire une expression dépourvue de sens ?

Ce serait un progrés important, pour la théorie générale des processus stochastiques, de
pouvoir arriver, a I'aide d’'un théoréme suffisamment général, a éviter d’avoir 4 examiner
cette objection dans chaque cas particulier. Il semble que pour nos systemes S, sans élats
stationnaires, on pe risque pas de se trouver en présence de fonctions non mesurables.
Plus généralement, dans la théorie des probabilités dénombrables, une fonction non aléa-
toire, déduite sans ambiguité des données, donc nommée, est mesurable si 'on n’a pas
introduit dans les données des fonctions non mesurables. Aussi ne reviendrons-nous pas
dans la suite sur les objections de ce genre. Mais dans le cas qui nous occupe nous allons
indiquer briévement un raisonnement qui évile cette objection.

D’abord, en faisant abstraction des états d’indices /> r, on obtient un systéme ‘S, pour

¥

lequel il n’y a pas de difficulté. On en déduit, si 4 el & sont < r, que 2 Nju; est une

0
variable aléatoire; donc les séries infinies ZN;u; et 2 ;S;, dans les cas de probabilité « ou
toutes les deux sonl convergentes, représentent aussi des variables aléatoires. On peut
alors déterminer / de maniere que

Pr52 wiS; > e gg
|5 S

puis ¢ de maniére que,

PI‘{N1[J-1+...+N/‘LL/> f,'} < 9{;‘

On aura alors

= T &
Pr!N,pi+...+ Ny e, ZH/S/é > >§

[+1
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D’autre part, les termes U, qui interviennent dans les sommes S,, Si, ..., S; sont indé-
pendants de N, ..., N;y S;y, S;ps ... ; il y a donc une probabilité positive 8 qu'ils soient

T s T
tous inférieurs a 7o donc que

H1S1+-. .—FH[S[< 5%(N1H|+...+N]‘U-[).

Il vient donc finalement

Pr{ZWSj<T}>E;'—3>0, C. Q. F. D.
1

3° Posons ¢(t)=aF(7), de sorte que F(¢) est la fonction de répartition
conditionnelle de T¢", relative au cas ou H(0) =/ et ou cette variable aléatoire
existe (**). Désignons de méme par 8 la probabilité de I’existence de T(" si
H(o)=#%, et, par G(¢) la fonction de répartition de cette variable, si elle
existe.

Placons-nous alors dans le cas ou H(z)=# et désignons par T}, T, ..,
les extrémités de gauche des intervalles correspondant aux réalisations succes-
sives de A;. Toutes les différences T — T , sont indépendantes, et dépendent
de la méme loi, définie par 3G(2), de sorte que la probabilité de I'existence de
T est a3"~" et, si cette variable existe, sa fonction de répartition est le produit
de composition de Volterra-Stieltjes

Fo(t) =F (&) % [G(t)n—tl (20,

Sous la méme condition, la probabilité qu’une valeur donnée de zappartienne
au n*™ intervalle de réalisation de A, est alors

t
f e dF,(u) = e ok F(2) # [G(2) ).

0

Si alors A, est réalisé a I'instant ¢, ¢ appartient 4 un des intervalles de réali-
sation, dont le rang n ne peut étre que fini. On en déduit que, pour k£ A

* t
(I1.8.1) Prs() =Y a@n—if M=) dF, (),
0
1

c¢’est-a-dire, symboliquement
(I1.8.17) : Pri(t)=e "ok aF(2) % [1 =BG ()],

(19) Nous préférons mettre en évidence cette fonction F (&) qui varie de zéro & un. Mais les for-
mules seraient un peu plus simples en conservant la notation ¢(¢) .

(2°) Nous définisons ce produit par la formule
¢ L
F(t)* G@) = f F(t—u)dG(u):f G(t—u)dF (u),
0 0
et nous utiliserons aussi la notation inspirée par celles de Volterra

[ =8GO =1+ Y B GO
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tandis que, si A ==#, il faut tenir compte de I'intervalle initial, et il vient

(I1.8.2) Pt =e N B [ e d[G(u)

0

—e M eiW *BG(L)*[1— BG(e)]=1.

Il nous a paru utile d'indiquer ces formules exactes. Pour la suite, il suffit
de retenir que ces fonctions sont au moins égales a leurs premiers termes.
Donc

(11.83) P;,’h(t)ée")‘ht,
et, si k£ A,
AL .
(11.8.4) Ppr(t)> a/ e M= dF (1) > o e F(2).
0
4° TukoreMe 11.8. 1. — Chacune des fonctions P, ,(t) est, ou bien nulle de zéro

(inclus) a linfini, ou bien positive de zéro (exclu, sauf si h=1~) a l'infini.

Si en effet k£ h et « =0, le passage de A, 4 A, est impossible; P, .(t) est
toujours nul.

Si o > o0, il résulte du lemme II.8.1 que F(z) est positif pour tout > o et,
par suite de (I1.8.4) que P, ,(¢) est positif. P, ,(2) I'est aussi, d’aprés (11.8.3)

Nous verrons au chapitre III que ce théoréme reste vrai pour le cinquiéme

type et pour le sixiéme. Pour I'instant il n’est établi qne pour les systémes sans
états instantanés.

5° TutorkMe I1.8.2. — Méme pour les systémes a états instantanés, pourvu que

les fonctions P, () soient mesurables, -elles tendent, pour t infini, vers des
limates P, ;.

Choisissons arbitrairement un nombre positif =. La suite des H(n<) est une
chaine stationnaire de Markoff. Il résulte alors du paragraphe I.5.7° que, pour
n entier,

(11.8.5) Pii(nt) =P} (nt) + PPk (n1),

le premier terme, considéré comme fonction de z=n=, étant une fonction
périodique de période multiple de = et le second tendant vers zéro pour
n infini.

Utilisons maintenant un théoréme de J. L. Doob [1], d’apres lequel, si les
fonctions P, () sont toutes mesurables, elles sont continues pour tout > o.
Il résulte d’ailleurs de son raisonnement que la continuité est uniforme dans
tout intervalle (z,, o) (2, >0)(**).

(2t) 11 en résulte aussi que son résultat s’applique a Pensemble des fonctions correspondant & un
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Utilisons, d’autre part, une idée de N. Kryloff et N. Bogoliouboff [1], en
appliquant la formule de décomposition (11.8.5) pour deux valeurs ' et <" de <
dont le rapport soit irrationnel; nous écrirons alors P’ et P" (=1, 2)aulieu
de P@. Nous pouvons choisir deux suites {#,} et {z | de nombres indéfiniment
croissants, respectivement multiples de <" et <" et tels que #,— ¢, tende vers
zéro. 1l en est alors de méme de
: Pui(t) — Pui(sy), Pi(e,), Pii(a),
et par suite de

P (6,) — PR,
ce qui n’est manifestement possible que si ces deux fonctions sont constantes et
égales. '

Il résulte alors de la formule (I1.8.5) que, quel que soit =, P, ,(nt) tend
vers une constante P, , indépendante de <. La fonction P, , (¢) étant uniformé-
ment continue, tend vers la méme constante quand ¢ augmente indéfiniment
d’une maniére quelconque, C. Q. F. D.

I1.9. — Propriites PRESQUE sORES DE H(¢). — On remarquera que ces propriétés
vont étre obtenues indépendamment de celles des fonctions Py, ,(¢) qui viennent
d’étre établies. Le point de départ est la notion bien claire de la probabilité
a =y, que le systéme, partantde A, atteigne A, en un temps fini T, Il n’est
méme pas nécessaire de savoir que « > o entraine P, ,(¢) > o dés que zdépasse
la borne inférieure des valeurs possibles de T, [ce qui d’ailleurs se déduit
bien simplement de (11.8.4)]. ~

Cette probabilité étant définie, la notion de groupe et celles de groupe final,
semi-final ou de passage se définissent exactement comme dans le cas des
chaines. La démonstration du théoréme 1.3.1 et la définition des groupes ergo-

~diques subsistent aussi sans changement. Il en est de méme du théoréme [.3.2
de ses extensions (loi des écarts, loi du logarithme itéré), du retour aux proba-
bilités de passage (§1.4. 1°) qui montre simplement I’existence d’'une limite en
moyenne (ici, pour ¢ infini), et de la distinction entre les groupes faiblement et
fortement ergodiques, 4 cela prés qu'il faut prendre comme point de départ,
non le nombre probable ¢, des réalisations d’un état A, entre deux réalisations
consécutives d’un état A, pris comme dénominateur commun, mais le temps
probable c,u, passé dans cet état. Le systtme sera fortement ergodique si la
série Xcj, ., est convergente et faiblement ergodique si elle est divergente. La
série Xc, elle-méme ne peut d'ailleurs étre convergente que dans le cas fini.
Placons-nous dans ce cas. La série Xc, peut aussi bien étre convergente que

méme indice final, méme si les autres ne sont pas mesurables. Rappelons d’ailleurs que, si % est
fini, la continuilé de Pz z(¢) est ¢vidente. On a en effet

| Pra(t+¢€)— Pra(l)]| Z1— e—Hi2,

Si hz est fini, on déduit aisément le méme résultat des remarques du II.6. 20,
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divergente et, dans chacun de ces cas, on peut réaliser le cas voulu pour ¢,

e e I
en choisissant convenablement les u,. Prenons par exemple ¢, = a0 = h. La

chaine des indices H, successivement réalisés sera fortement ergodique, et
Pr{H,=k} aura, pour » infini, si le groupe n’est pas cyclique, une limite posi-
tive indépendante de ’état initial. Mais le systéme restera plus longtemps dans
les états d’indices élevés, et il en résulteraqu’il deviendra faiblement ergodique
et que P, ,(?) tend vers zéro pour? infini. Le contraire a lieu si I'on prend par

exemple ¢, =, = % (2*).

Considérons maintenant un processus qui ne soit pas du type fini et suppo-
sons, pour simplifier, le systéme réduit 2 un groupe ergodique unique. Le
nombre probable total des changements d’états qui séparent deux réalisations
consécutives de A, est alors nécessairement infini (puisque, dans des cas de
probabilité positive, il y a au moins un point de discontinuité non isolé). La
série Xc¢;, est donc toujours divergente. Mais la série X¢, w;, est convergente ou
divergente, suivant les cas. On peut aisément former des exemples de ces deux
possibilités.

Attirons maintenant l'attention sur une circonstance spéciale relative au cas
transfini : ['extension de la notion de groupe liée au prolongement transfini de la
chaine des H,. Un exemple fera bien comprendre ce phénomene.

Supposons que les états A, soient répartis en groupes de passage G, nécessairement
parcourus dans 'ordre des v croissants, le premier élément de chaque groupe étant imposé
et la durée probable m, de la traversée de chaque G, étant finie. Si Zm, est fini, v
augmente indéfiniment en un temps fini; supposons qu’a ce moment il y ait une probabilité
oty que le systéme revienne au premier état de G, avec a,>> 0 et Za,—=1. Cette possibilité
de retour a G, fait que maintenant tous les G, vont former un groupe unique, fortement
ergodique.

D’une maniére générale, il peut arriver que certains passages d’un état a un
autre, qui ne sont pas possibles s’il n’y a qu’un nombre fini d’intermédiaires,
le deviennent par le prolongement transfini de la chaine des H, et la définition
des groupes se trouve modifiée en conséquence. Dans I’exemple précédent, et
toutes les fois que, aprés un point d’accumulation de sauts, on ne peut que
choisir le nouvel état (H, ou H,,, ..,) parmi les états antérieurs, et parcourir
a nouveau la méme suite d’états, toutes les différences T,,— T,,_,,, auront la
méme valeur probable, et il est presque sur que T,, augmente indéfiniment
avec n. L’énumération transfinie des indices sera alors bornée a w*. Pour
dépasser w?, il faut de nouveaux états toujours renouvelés; si I'on considere la

N

(22) Nous hésilons a proposer de nouvelles définitions. Peut-8tre pourrait-on conserver pour les
chaines la terminologie du chapitre I, et, pour les systémes faitblement ergodiques dans le temps,
adopter lexpression de systémes dissipatifs proposée par F. G. Foster [1], et déja mentionnée plus
haut (note du § I.3. 4°). _—
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suite des états fictifs réalisés aux instants T,,, et dont chacun détermine la loi
dont dépend le choix de H(T,, 4 o), certaines répétitions ne sont pas exclues;
mais il faut que la fuite vers un nouvel infini soit possible; autrement dit, que
I’ensemble de ces états fictifs ne constitue pas un groupe ergodique. Sous des
conditions analogues les indices utilisés pour I’énumération des états successifs
du systéme pourront atteindre et dépasser tous les nombres transfinis précé-

dant le nombre transfini v qu’on aura choisi comme limite, qui peut étre choisi
~arbitrairement dans la seconde classe. Il est en tout cas essentiel qu'aucun

état ne soit réalisé une infinité de fois avant que ce nombre v soit atteint. I

dépendra alors du choix des p, que tous les indices précédant v soient atteints
en un temps presque surement fini.

" Remarquons que, quel que grand que soit v, cela n’empéche pas que tous ces
états peuvent former un groupe unique. Ce sera le cas, par exemple, si tous les

états d’indices v<v se succeédent dans I'ordre des indices croissants, a cela
prés que chaque état A, donne une probabilité trés faible «, au retour a A,. Si
la somme de tous les o, est finie, 'ensemble forme un groupe non ergodique;
aprés un nombre plus ou moins grand de retours a A,, la fuite vers v finira par
se produire.

I1.10. Exeserrs. — Les trois premiers exemples n’ont pas d’autre but que de rappeler des
exemples concrets de types de processus bien connus depuis le Mémoire de J. L. Doob [2].

1° Phhr=1— 0Up, Pho=—= %n, 2"O‘h< @, 2“[J~h< oo .

Alors le systéme atteint en un temps fini un état fictif A, apres lequel on définit par des
coefficients py, ; un nouvel état initial. Si tous les o sont nuls (ce qui, si de plus p, =1,
donne ’exemple le plus simple de processus du type transfini), on a

» h
T _— N
E { Iy — T § :Z[J‘/l ZPU),""

0 0
20 —1— 0 S, << 2y <<
Ph,h by ~ap , e ’

tous les autres p,; sont nuls. A T'instant ou le systéme quitte I'état Ay, il y a alors une
probabilité a; que H (£ + o) ne soit pas défini. Cela n’est possible que d’une seule maniére :
le passage a I'état fictif A,,, a partir duquel les autres états seront parcourus dans 'ordre
des indices décroissants, jusqu’au retour suivant a A,,.

Remarques. — Le fait qu'il n’y ait qu'un chemin pour revenir de 'infini, donc qu’une
maniére d’échapper a ce que H (¢ + o) ait une valeur déterminée, fait que le processus est
bien défini par les p; x et les 4;. Il est facile de donner d’autres exemples de cette circons-
tance. En dehors des exemples de cette nature, ou du type fini, la donnée des 2; et des
Ph,x ne suffit jamais a4 déterminer un processus.

Si 2= oo, et au moins un a;>> o, les données sont incompatibles. La seconde condition
implique la possibilité du passage a un état fictif A, d’ou le systéme ne pourrait plus
revenir en un temps fini. Il devrait étre prévu comme état possible.

Si 'on modifie I'exemple précédent, en prenant par exemple p,,o ,==1— a;<1, tous les
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autres py, ¢ nuls, il y aurait deux chemins pour revenir de I'infini; il n’y a pas d’incompati-
bilité. Au contraire, une donnée supplémentaire est nécessaire, pour définir les conditions
du choix entre ces deux chemins.

3 h=o, £1, 2, ...; prir =1, tous les autres pi i nuls; 2y, << 0. H (¢) devient
infini en un temps fini et passe instantanément de —+ o0 & —oo. A cet instant, on a un
nouveau type de discontinuité; ni II (¢ — o), ni H (£ + o), n’existent. On peut modifier cet
exemple et rendre possible, soit le passage de —+ o a une valeur finie, soit celui d'une
valeur finie & — 0o0. On peut ainsi réaliser toutes les combinaisons théoriquement prévisibles
entre les divers types de singularités possibles pour H (¢).

h° Exemple de processus du quatriéme type. — Etablissons une correspondance
biunivoque r,= f(4) entre les états A, et les nombres rationnels r,; u,= o(r),
o(r+1)=10¢(r); ¢(r)=o pour r irrationnel. Aux r,>>r et < r-+1 corres-
pondent des u, de somme finie S. Enfin, les A, se succédent dans 'ordre des r,
croissants, la rapidité de I’évolution étant seule aléatoire. Alors f[H(2)] est
une fonction continue, non décroissante; & chaque r, correspond un arrét de
durée probable 1,; aucun temps d’arrét n’est réservé a I'ensemble des nombres
irrationnels. Ils correspondent a des points de discontinuité, pour chacun
desquels ni H(z—o), ni H(z+ o) n’existent, et qui forment, sur I’axe des ¢,

“un ensemble de mesure nulle.

Il y a dans cet exemple une sorte de périodicité moyenne. Le temps probable pour que
SIH (¢)] augmente d’une unité est toujours S, et les écarts relatifs a prévoir sont d’autant

plus faibles que le plus grahd des % est plus petit.

S
On pourrait ralentir le processus en réservant du temps aux valeurs irrationnelles, qui
pourraient par exemple étre parcourues avec une vitesse constante donnée. Le processus
serait encore markovien et stationnaire. Mais on ne pourrait plus considérer comme fictifs
les étals correspondant aux valeurs irrationnelles de r; il ne s’agirait plus d’un systeme .

5° Autre exemple. — Cet exemple différera essentiellement du précédent,
parce qu'un meéme état fictif A, sera réalisé une infinité non dénombrable de
fois. Il est défini par

Pri—=—1— an> o0, Phrw=— %1, Pow—1I, -\:a/z: @ (h =1, 2, ... )*,
et de plus

(11.10.1) S:Z‘u/lcp(h)<oo [cp(h):(

0

1

1—a1)(1—a2)...(1—ayt)]’

[done @ (o)=1]. La divergence de X«, semble exclure la possibilité pour le
systéme de quitter I’état A,,. Nous allons voir que, grace ala derniere condition,
il n’en est rien.

Faisant d’abord abstraction de toute considération métrique, placons sur
I’'axe des ¢t des intervalles qui indiqueront I'ordre de succession des différents
états, l'intervalle I} correspondant & la v réalisationde A, aprés un intervalle
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initial I, Nous pouvons placer d’abord les I,, puis, par des interpolations suc-
cessives, placer les I\”, puis les 1Y, et ainsi de suite. Pour chaqueindice 4, nous
commencerons par placer I,” entre 1) et 1,” ; puis nous effectuerons un tirage au
sort pour savoir si cet intervalle I)"’ doit étre suivipar une réalisationde A, _, ou
par un retour & A,; dans ce dernier cas, I,” sera placé entre I et 1,"; dans le

premier cas, il sera placé a droite de I)”, et éventuellement de tous les autres

intervalles (I;”,, ...) qui précéderaient I}’ , mais & gauche de ce dernier
intervalle. Dans les deux cas, on procédera & un nouveau tirage au sort pour
savoir si I, est immédiatement suivi d’'un I}, ou s’il faut placer d’abord 1{”; et
ainsi de suite. Si pour chacun de ces tirages au sort on donne respectivement a
ces deux éventualités les probabilités 1 — a,, et «;, et qu'on recommence pour
toutes les valeurs de / rangées dans I'ordre naturel, il est bien clair qu’au point
de vue de P'ordre de succession, on aura réalisé le schéma défini par les p;, ;.
D’ailleurs, puisque Xo,= o0, doncg (o ) = o, deuxintervalles I,” et I finiront
toujours par étre séparés par une infinité d’intervalles, de sorte que, si on ne
laisse aucun vide entre les intervalles placés, ’axe des ¢ sera constitué par des
intervalles dans chacun desquels H(¢) ne peut que décroitre, I’ensemble complé-
mentaire E,, étant un ensemble parfait discontinu.

Sans changer 'ordre ainsi obtenu, nous pouvons réaliser 'image moyenne de
I’évolution qu’il définit en donnant a4 chaque intervalle I}’ la longueur ,, et &
E, une mesure nulle, c'est-a-dire que 'origine de chaque 1} aura exactement
pour abscisse la longueur totale des intervalles analogues qui le précédent. 1l
faut bien entendu que cette longueur totale soit finie. Cela résulte de ce que,
entre les origines del) et 1Y, parexemple, il y a, outre le premierde ces inter-
valles, N, intervalles I?” N, intervalles I,”, et ainsi de suite. Or, E{N, } =0 (h)
(la vérification par récurrence est immédiate). La distance qui sépare les deux
points considérés a donc pour valeur probable I'expression (I1.10.1), que
nous avons supposé finie. Elle est donc elle-méme finie.

Naturellement, ce que nous venons de définir n’est que I'image moyenne de
I’évolution. Il reste a faire les expériences qui déterminerontles durées p., U’
des séjours représentés sur cette image moyenne par les intervalles I}, Mais la
conclusion qui précede subsiste pour le mouvement réel (d’apreés le théoréeme
II.3.1). Nous avons donc bien défini un processus pour lequel I'état A,, est
réalisé pour les points d’un ensemble E, parfait discontinu, et de mesure
nulle.

6o Bemarques. — Considérant toujours I'exemple précédent, nous pouvons
definir sur E, un parameétre © continu et constamment croissant. Si en effet
N/, désigne le nombre des I} compris entre deux points donnés ¢, et z, de I'axe

’

des temps, on déduit aisément de la loi forte des grands nombres que Ni_
¢(h)

a presque surement, pour 4 infini, une limite positive; c’est cette limite qui sera
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. 45
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la variation 7, — 7, de 7 entre ces deux points. La durée de parcours de ces N,
intervalles étant d’ailleurs pour /% infini un infiniment petit presque surement
équivalent 4 N, py,, donc & (to— 7,) pn@ (h), on peut dire que cette variation de
=~ mesure le temps consacré, a 'intérieur de Uintervalle (¢, ¢,), aux états
d’indices élevés. '

Cette définition de = ayant un caractére stationnaire, il est bien clair que, si
I'on prend < comme variable, le proceésus reste markovien et stationnaire;
t=X(7) est alors une fonction aléatoire constamment croissante, ne croissant
que par sauts, dépendant d’'un processus additif et stationnaire. C’est un type
de processus bien connu. On sait qu’il peut étre défini par une formule du type

Yo

(11.10.2) logE { €% | =1 [ (et#* — 1) dF (u),

la fonction F (u) étant non décroissante, et infinie négative pour u=o.

Une formule analogue, mais avec une autre fonction F (), s’applique aussi
a I'image moyenne du mouvement.

Remarquons d’autre part que si, aulieudez=X(t), on prend ¢t = ¢t + X (%),
’ensemble E, sera maintenant de mesure positive; A, ne sera plus un état
fictif et le processus devra étre rattaché au cinquieme type.

Ces remarques sont susceptibles de généralisation. Toutes- les fois qu’il
existe un état instantané A, susceptible d’étre réalisé sur un ensemble parfait
discontinu, on peut définir sur cet'ensemble un parameétre <, et le temps X ()
consacré aux états autres que A, est une fonction aléatoire du type (11.10.2).
Posant alors t = ¢t + X (=), on obtient une famille de processus associés, dont
un seul (obtenu pour ¢ =o0) est du quatriéme type; les autres sont du cinquieme
type.

Nous reviendrons plus loin, & propos des processus du cinquiéme type, sur
les processus du quatriéme type ayant au plus une infinité dénombrable d’états
fictifs. Par contre si, comme dans ’exemple du 4° ci-dessus, il y a une infinité
non dénombrable d’états fictifs, réalisés dans leur ensemble sur un ensemble
parfait discontinu E, et si chacun d’eux est réalisé au plus une infinité
dénombrable de fois, E doit étre de mesure nulle, et le processus ne peut pas
otre associé a des processus du cinquiéme type. On peut encore définir sur E un
parametre 7, et étudier = X(7) en fonction de . Mais le caractére stationnaire
des accroissements de X (t) disparait et, si dans I’exemple rappelé ci-dessus le
caractere additif se conserve, il n’en sera pas toujours ainsi, car on ne saura
pas toujours a 'avance quel état fictif associer 4 une valeur donnée de ~.

II.11. Esquisst D'UNE THEORIE GENERALE DES ETATS FICTIFS. — Les remarques qui
suivent ne sont qu’une esquisse, au cours de laquelle nous ferons quelques
hypothéses qui semblent raisonnables, sans démontrer (ce dont nous pouvons
seulement dire que cela nous semble exact) qu’elles résultent nécessairement
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de celles sur lesquelles repose la définition des processus markoviens. Tout
d’abord, nous admettrons qu’on peut raisonner sur un état fictif comme sur un
état réellement possible. En d’autres termes si, a4 un certain instant ¢,
H(z—o)[ou H(z+ 0)] n’a pas une valeur bien définie, nous considérerons que
le systéme est a I'instant £ — o (ou ¢ 4- 0) dans un état fictif A, (ou A;), et qu’on
peut parler des fonctions P, () et P 1(¢) aussi bien que des fonctions Py, ;(¢).
Alors n est une fonction non aléatoire du passé immédiat; sa connaissance
résume tout ce qui reste du passé. Une expérience faite & U'instant ¢ lui-méme
définit le passage de v 4 {, et la connaissance de { définit les conditions initiales
de I’évolution ultérieure. Ainsi, il y a une transition en trois étapes (passages
du passé a v, de vy 2 {, de {a l'avenir) et, en précisant les lois de ces passages,
on peut a premiére vue espérer compléter les renseignements déduits des p,, ,
et des 2, et obtenir dans tous les cas une définition infinitésimale du processus.
A priori cela n’est pas absurde, puisque, quelque petit que soit = >> o, la con-
naissance de tous les Py, ,(¢) pour o< ¢< 7 suffit a définir e processus. Mais
on n’arrive pas a des résultats aussi simples et précis que dans le cas fini, ou la
donnée des p;, et des A, est suffisante.

Occupons-nous d’abord de la premiére étape : le passage du passé a la
valeur v de H(z— o). En raison du caractére markovien du processus, il suffit

A . I .
de connaitre, par exemple, la suite des H(z— _); la connaissance de chacun

de ces nombres rend inutile la connaissance de ceux qui les précédent. On peut
grouper les suites possibles en classes, deux suites appartenant 42 une méme
classe si et seulement si elles coincident & partir d’un certain moment; v a
nécessairement la méme valeur pour toutes les suites d’'une méme classe.

Mais ce n’est pas une fonction quelconque des classes ainsi définies. Nous
admettrons qu’elle a nécessairement le caractére de fonction P-mesurable (la
lettre P indiquant que la mesure est la probabilité de la réalisation des suites
considérées). Des propriétés connues des fonctions mesurables résultent alors
quelques conséquences importantes qu'un exemple fera bien comprendre.

Supposons que chaque état A, ait deux formes possibles A}, et A}, de méme
durée probable py; Zu,< o et py =1, de sorte que £ = H(¢) devient infini
en un temps fini; quand le systéme passe de A, a A,., I'indice supérieur a une
probabilité «, de varier. Si alors Xa,< oo, cet indice a presque sturement une
valeur finale déterminée et I'on peut distinguer deux états fictifs A}, et Aj,.
SiXa(1—o)<wo,0n est aisément ramené au cas précédent. Mais si oy, (1—oy,)=00,
une fonction mesurable de la suite des indices ne peut étre qu'une constante,
et il n’est plus possible de distinguer deux états fictifs A,, et A;,. Cela est d’ail-
leurs lié au fait que les indices associés a deuxvaleurs de / suffisamment
éloignées I'une de I'autre sont presque indépendants. Donc, quelque grand que
soit 4, I'indice supérieur associé a A, finira par étre oublié. Il ne reste alors
aucun souvenir du passé permettant, a l'instant ou H(¢) devient infini, de
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distinguer deux états fictifs. Bien entendu, ce dernier raisonnement ne devient
rigoureux qu’en vertu de I’hypothése de mesurabilité indiquée ci-dessus.
D’une maniere générale, on déduit de cette hypotheése que la durée acciden-
tellement plus ou moins grande du séjour dans ses états successifs ne peut
avoir aucune influence. On peut alors faire abstraction des valeurs effectives de
t et ne tenir compte que du temps moyen u nécessaire a I’évolution considérée.
Si alors on pose H(¢z) = K(u), v apparaitra comme une fonction de la suite des

1 ; . I . )
K'<u— ;) <0u d’autres suites analogues, — pouvant étre remplacé par une

autre fonction de n qui tende vers zér0>. On est ainsi conduit & considérer

espace des A, comme une fermeture @ droite de’espace des A;, dans une topo-
logie ou un état A, serait considéré comme wvoisin de A, et a sa droite sile
systéme peut passer de A, 4 A, en un temps moyen trés petit, donc en un temps
réel trés petit en probabilité. De méme, 'espace des A; serait une fermeture
a gauche.

L’élimination du temps réel pour la définition de A, n’épuise pas les consé-
quences du caractére mesurable de v. Il faut que 7 soit une fonction P-mesu-

rable de la suite des K (u - ;l—> La détermination de cette suite comporte en

général un certain nombre de choix, donc de bifurcations. Si ces choix sont
rendus définitifs par I'exclusion de toute communication entre les différents
chemins possibles, ousidumoins ces communications sont assez peu probables

/
pour que le choix relatif & chaque K (u—— ’—12> ait une influence ne tendant pas

) I e, , . . 1 . .
vers zéro avec - sur les probabilités relatives a K<u— ;) (**), il peut y avoir

plusieurs états fictifs; il peut méme y en avoir une infinité non dénombrable.
Si, au contraire, cette influence tend vers zéro, il ne peut y avoir qu'un état
fictif.

Des remarques analogues, avec naturellement quelques différences dues au
fait que les processus considérés ne sont en général pas réversibles, s’appliquent
a 'ensemble des A.. Il s’agit ensuite de définir, dans cet espace, une loi de pro-
babilité qui dépende de v, la seule restriction étant I'’exclusion des fonctions
non mesurables. Tout cela ne semble pas permettre une définition constructive
générale et simple, comparable & celle relative au cas fini. Faisons seulement
quelques remarques.

2° Donnons d’abord un nouvel exemple de cas ou I'’ensemble des A, n’est

(23) Nous entendons par la que, F désignant un ensemble quelconque d’états Ay,

P-{K(u—%) eF/K(u—%)=h%——PiK(u—;)eF/K<u—%>=h’H

ne tend pas vers zéro.

Max
hA,F
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pas dénombrable; mais au lieu que ces états soient tous réalisés dans un ordre
déterminé, il n’y aura que des réalisations isolées dont chacune comporte un
choix (**).

Considérons a cet effet un ensemble d’états A,, (A entier, r rationnel);
h=H(¢) suivra le processus simple défini par p;, ., =1, Zu,<o. A chaque
variation de %, r, augmentera d’une quantité rationnelle g;; les ¢, seront indé-
pendants, et la série th presque surement convergente, sa somme dépendant

. . 1
d’une loi continue (on peut, par exemple, prendre g,== 5> les valeurs pos-

sibles de la somme varient alors de —oo a4 + o). Il y a alors une infinité non
dénombrable d’états fictifs A,= A, ;, R étant un nombre réel quelconque.

On peut faire une hypothése analogue pour le retour de I'infini. Le systéme
reviendrait de A_,, ;, (R" étant choisi d’apres une loifonction de R; la plus simple
est sans doute R'=1R; dans ce cas il ny a pas liea de distinguer A, et A;). Mais
on peut aussi supposer qu’a chaque 4 négatif ne corresponde qu’un état A_, le
second indice n’intervenant que si 2>>o0. Alors il n’y a qu’un A; et, bien qu’il
y ait une infinité de A, possibles, il devient inutile de les distinguer. On peut
aussi supprimer les indices £ négatifs et se donner, pour le choix de I’état A, ,
qui succédera a A, y, une loi qui dépende de R d’'une maniére quelconque. On
voit ainsi qu’un processus de type transfini peut comporter I’existence d’une
infinité non dénombrable d’états fictifs A,, et la nécessité d’introduire pour sa
définition des coefficients py 5 - qui dépendent du paramétre continu R.

3° Dans le cas transfini, on peut numéroter les points de discontinuité et
parler de H(T,—o), H(T,,—o) ou H(T,-—o), par exemple, comme de
variables aléatoires ayant chacune une certaine loi de probabilité dans 'espace
des A,. La méme remarque s’applique si, comme dans I’exemple précédent, on
peut numéroter les points de discontinuité autres que des sauts. Mais dans
d’autres cas, et notamment dans tous ceux du quatriéme type, cette numéro-
tation n’est pas possible. On ne peut donc qu’introduire a priori, comme nous
I'avons fait, la notion d’un état fictif défini par la succession de ceux qui le
précédent ou par une suite partielle extraite de cette succession.

4° Terminons ces remarques en indiquant la relation évidente entre les
états A, et les fonctions P, ,(¢). Compte tenu toujours du caractére mesurable
dernetde p, >o0,0na

a

Poa(ty=1im Py u(),

(2+) Remarquons d’ailleurs qu’on peut modifier 1'exemple 11.10.4° en introduisant des sauls dans
la variation de r; ils peuvent &tre vers la droite ou vers la gauche et leur probabilité peut étre
répartie comme on veut entre les r, rationnels ct les valeurs irrationnelles de r.
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{ h,} désignant les indices d’une suite d’états dont A, est la limite & droite (au
sens de la topologie définie au 1°) et

P*q,k'—: Iim P-,],k(t).
(>0

Si I'on pose alors p,=ZXp, ., on peut caractériser le cas transfini par
I’ensemble des conditions A
pr—1, P"l‘:l'

pour tous les indices d’états réels ou fictifs. Ces formules montrent bien que
cela a un sens de parler des probabilités évaluées a I'instant ou un état fictif est
réalisé, et qu’il y avait intérét & se rendre compte des difficultés que présente
'étude directe des états fictifs et la définition des processus par leur inter-
médiaire.

CHAPITRE III.

SYSTEMES A ETATS INSTANTANES.

[l1.1. U~ LEMME DE LA THEORIE DES ENSEMBLES (lemme de Baire). — Si /a
réunion d'au plus une infinité dénombrable d’'ensembles E, recouvre entiérement
un ensemble compact &, on peut trouver au moins un B, et un ensemble ouvert @,

intérieur a &, tel que la fermeture B, de E, recouvre @,.

Si, en effet, E, ne recouvre pas &, on peut trouver dans & un ensemble
ouvert E, dont la fermeture soit extérieure 4 E,. Si E| n’est pas recouvert par E,,
on peut y trouver un ensemble ouvert E, dontla fermeture soit extérieure i E,;
et ainsi de suite. Tous les E, ont au moins un point commun, qui n’appartient
ainsi 4 aucun E,, donc & aucun E,. Cela est en contradiction avec I'hypothese
que tout point de & soit recouvert par au moins un E,. Cette hypothése
', soit recouvert par E, et puisse
étre pris pour @, C. Q. F. D.

implique donc que, pour au moins un rn, E

COROLLAIRE. — La réunion des ensembles tels que @, est partout dense dans &
(cela résulte évidemment de ce que le lemme s’applique 4 tout ensemble
compact intérieure 2 &). '

«

Dans la suite, ce lemme ne sera appliqué qu’au cas ou & est un segment de
I’axe des ¢.

III. 2. Processus pu cixquiiMe TYpE. — 1° D’aprés la définition de ce type les
fonctions P, ,(¢) sont mesurables etil existe au moins un état instantané A, qui
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peut étre réalisé sur un ensemble E, de mesure positive. Supposons d’abord
qu'il n’y en ait qu’un, soit A,. Soit = la mesure de la partie de E intérieure a
dr
dt
et est égale & un sur E, et est nulle en dehors de E,. En ne considérant que la
dérivée a droite, cela veut dire que, sauf pour un ensemble ¢, de mesure nulle,
un point ¢ choisi sur E, a la propriété suivante : la mesure de la portion de E,

(0, t). On sait que, sauf sur un ensemble de mesure nulle, la dérivée — existe

intérieure (¢, ¢+ u) est, quand u tend vers zéro, de la forme u —o(u).
Or la valeur probable de cette mesure est

[ Py, (2)de.
70

Done P, ,(¢) tend en moyenne vers 1 quand ¢ tend vers zéro. D’apres un théo-
reme de J. L. Doob[1] déjarappelé plus haut, si les fonctions P, ,(¢) sont mesu-
rables, elles sont continues pour tout  positif. Si elles le sont aussi pour t=o,
il résulte de la remarque précédente que P, (+o)=1. Il y a lieu de se
demander si cette conclusion n’est pas toujours exacte pour le cinquiéme type.

2° Montrons maintenant que : E, est un ensemble parfait discontinu et < croit
constamment sur cet ensemble. ‘

Observons a cet effet que, si E, est connu jusqu’a un certain point ¢ (par
exemple celui ou = atteint pour la premiére fois une valeur donnée), la proba-
bilité que ce point appartienne & e, est nulle. De méme, la probabilité qu’un
intervalle donné comprenne des points de E, et que tous ces points appartiennent
A ey, est nulle. Il est, par suite,aussi presque impossible que, parmi I'ensemble
desintervalles a extrémités rationnelles, ily en ait un seul qui ait cette propriété.
Donc la portion de E, intérieure 4 un intervalle (ouvert) quelconque, est, soit
vide, soit de mesure positive (puisqu’il en est ainsi s'il y a un point de E,
n’appartenant pas ae, ). En d’autres termes encore, < est constamment croissant
sur E,. :

La fermeture E, de E, est donc un ensemble parfait discontinu, et E, ne peut
différer de E, que par un ensemble de mesure nulle. Rien n’empéche sans doute
d’imaginer un état instantané A, qui serait réalisé sur un ensemble de mesure
nulle, E,, sous-ensemble de E,. Mais ce serait un état fictif, quin’auraitaucune
chance d’¢tre réalisé pour une valeur donnée de z. Il n’y a aucune raison de
P'introduire. Il n’est donc pas nécessaire de distinguer E, et E,, ce qui achéve
la démonstration du résultat énoncé.

3° Désignons parfi=t —7=X(7)lalongueurtotale desintervalles extérieurs
a E, compris entre les points o et = de cet ensemble. Dans ce qui suit, nous
pouvons indifféremment raisonner sur 6, ou bien sur sa valeur moyenne

6 =X(7) (durée probable de la succession d’états dont 0 est la durée réelle;
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elle reste aléatoire puisqu’on ne sait pas a 'avance quels seront ces états). Ces
fonctions sont manifestement additives, & accroissements stationnaires [ ¢’est-a-
dire que la loi dont dépend X (7 4 ¢) — X(7) nedépend que de c], et constam-
ment croissantes. Comme nous ’avons dit plus haut, on a alors

logE { e3X% | =17 (ef=*-—1) dN(u),
0

N(u) désignant une fonction non décroissante, telle que

»N(o):—oo, [ I_'l_tu'dN(u)<oo.

Comme elle n’est définie qu’a une constante preés, on peut supposer
N(w®)=o0;c|N(u)| est alors le nombre probable des sauts supérieurs & u sur
un segment de longueur ¢ de I'axe des 7; c’est-a-dire des intervalles extérieurs
2 E, et de longueurs > u entre deux points = et <+ c de E,. Leur nombre réel
est évidemment une variable de Poisson; sa loi est bien définie par cette valeur
probable.

Les mémes résultats s’appliquent évidemment 4 6 = X(¢), N(«) devant seu-

lement étre remplacé par une autre fonction N(u). Il y a d’ailleurs une diffé-
rence importante entre les deux représentations analogues ainsi obtenues. La
durée réelle du parcours d'une succession d’états étant une variable aléatoire
continue (et cela est vrai méme si cette succession est elle-méme aléatoire), la
fonction N(u) est continue. La fonction N(«), au contraire, peut étre continue
ou discontinue.

Ainsi, considérons I'exemple du II.10.5°, modifié d’aprés une remarque
du 6°; en prenant ¢=r<t—+ X(7), on a bien un processus du cinquiéme type.
Dans ce cas les sauts possibles de X (=), donc les discontinuités de N(u), sont les

nombres uh:Z wr(h=o0,1,...)et,dans chaqueintervalle, (u,, u;.,) N(u) est
h
1—
2
(pour & >1), et les autres sans changement, les sommes ci-dessus seront rem-

placées par des sommes partielles ayant une infinité non dénombrable de
valeurs possibles; la fonction N(u) sera alors continue, mais sa nature

constant. Sil’on modifie les p;, ;, en prenant par exemple p, s =pj 10 =

)

peut encore dépendre du choix des w,. Si, par exemple, p,= 5» elle est

I
(h+1)
absolument continue, si, au contraire, ., tend vers zéro rapidement <par

exemple p,=gq, avec q<§>, elle ne varie que sur un ensemble .parfait
discontinu, de mesure nulle).

4° D’apres la loi forte des grands nombres, le nombre des sauts de X(<) [ou
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de X(z)] supérieurs & un nombre tres petit v (aussi bien que la somme des sauts
inférieurs a ) est presque surement asymptotiquement proportionnel a la
variation de 7, et, comme nous I’avons vu a propos d’un exemple (I1.10.6°),
on peut, en connaissant seulement la suite des sauts de X(<), retrouver~, 4 un
facteur constant prés. En prenant alors t=rc< + X(7)(c>x0), on a une infinité
de processus du cinquiéme type et un seul du quatriéme type (pour ¢ =o).

On peut ainsi considérer qu’on a obtenu une définition constructive pour le
processus le plus général du quatriéme ou du cinquiéme type, n’ayant qu'un
seul état instantané A, (donc I’ensemble des discontinuités est la réunion de E,
et d’'un ensemble dénombrable). En effet, dans chacun des intervalles n’appar-
tenant pas a E,, le processusse réduit 4 un processus d’un type antérieurement
étudié.

Il faudrait d’ailleurs, pour que le probléme d’une définition constructive
apparaisse comme définitivement résolu, résoudre deux problémes accessoires,
que nous ne faisons quc mentionner ici :

a. Définir pour N(u) et pour N(u) le champ des fonetions possibles;
b. Le choix d’une de ces fonctions restreignant ’ensemble des processus

possibles, méme sil’on avait obtenu pour les trois premiers types une définition
constructive maniable, il resterait a choisir parmi eux ceux qui peuvent étre

associés a une fonction N(u)[ou N(«)] donnés. En outre, pour la construction
effective de H (¢) dans chacun des intervalles extérieur a E,, on se trouvera en
présence d’un probléme de probabilité conditionnelle, puisqu’'on connait a
I’avance la longueur réelle de cet intervalle [ou la variation correspondante

de X()] (**).

5¢ Supposons maintenant qu’il y ait plusieurs états instantanés, ou méme
une infinité, nécessairement dénombrable. Dans ces conditions, d’apres le
lemme de Baire (paragraphe 1II.1), il est impossible que la réunion de
I’ensemble de mesure nulle qui correspond aux états fictifs et des ensembles
parfaits discontinus E, qui correspondent a ces états instantanés remplisse
un intervalle. Il faut donc qu’en plus des états instantanés A, il y ait des
états stables A,, et que ’ensemble des E, soit partout dense sur 'axe des ¢.
Il est méme évident qu’il faut une infinité d’états stables (un méme état ne
peut, en effet, étre réalisé qu'un nombre fini de fois en un temps fini. Oril doit y
avoir une infinité d’intervalles correspondant chacun a un état stable).

Dans chacun des intervalles extérieurs aux E,, on se trouvera dans les mémes
conditions que s’il n’y a qu’un état instantané. D’autre part, en ce qui concerne

(25) Ce dernier probléme semble plus simple que le précédent. I1 I'est au moins dans le cas ou,

comme dans I'exemple du paragraphe II.10.5°, une valeur donnée de la variation de X(t) dans un de
ces intervalles ne peut 8tre réalisée que d'une seule manidre.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 4. 46
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‘

I’ordre de succession des A,, on n’a qu’a appliquer exactement ce qui a été dit
pour les processus des trois premiers types. Ainsi, s’il n’y a que deux
ensembles E,, on peut, comme nous I’avons expliqué, choisir sur ces ensembles
des paramétres T et 7' (qui pourront étre leurs mesures réelles si ces mesures
ne sont pas nulles), et la probabilité du passage d’un des états considérés i
'autre pendant un intervalle correspondant 2 une variation dt ou d<’ sera
de la forme A dt ou \'d+/, A ne pouvant ici étre infini. De méme, s’il y a plus
de deux états instantanés, le choix des paramétres © permet de ramener |’étude
de leur ordre de succession a celle d’un processus sans états instantanés.

Naturellement, comme nous I’avons déja observé, I'étude des processus du
quatriéme type a une infinité dénombrable d’états fictifs ne rentre pas dans le
cadre de la construction qui vient d’étre définie.

III. 3. Processus pu sixiiMe TYPE. — 1° Ils sont caractérisés par le fait que, les
fonctions P, ,(¢) étant encore mesurables, un au moins des E;, peut ne pas
I’étre. La réunion des ensembles disjoints E, étant mesurable, il y en a alors au
deux moins qui ne le sont pas.

Nous avons déja rappelé I'exemple trivial P;, .(¢£)= P, (indépendant de 4 et?).
Il ya dans ce cas indépendance compléte des différentes valeurs de H(z), done
absence compléte de toute continuité. Il est en particulier presque sar que H(?)
n’est pas mesurable.

Attirons a ce sujet 'attention sur le fait suivant : une probabilité nulle est 'inverse
d’une puissance. Si I'on choisit un nombre X au hasard entre zéro et un (la répartition
étant uniforme), la probabilité de trouver exactement une valeur donnée est nulle; c’est
ici I'inverse de la puissance du continu. Si I'on répeéte cette expérience de maniére a consi-
dérer une fonction aléatoire X (¢) dont toutes les déterminations sont indépendantes, on ne
peut pas dire que la probabilité que X (¢) prenne exactement au moins une fois une valeur
donnéeest encore nulle; on ne peut pas non plus dire qu’elle soit positive. C'est une forme

indéterminée — a laquelle il est absolument possible d’attribuer une signification (2¢).
0

Introduisons maintenant un second parameétre u; tous les X (¢, «) étant indépendants,
demandons-nous quelle est la probabilité pour que, pour au moins un u, X (¢, u) se réduise

a une fonction donnée de ¢. C'est encore une forme indéterminée du type — ; mais ici nous
e}

avons au numérateur la puissance du continu et au dénominateur une puissance supérieure
et il semble qu'on puisse considérer cette probabilité comme nulle.

Si I'on admet ce genre de raisonnement, on peut montrer qu'il est encore plus impos-
sible de trouver pour H(¢) une fonction continue (ou méme mesurable) que de trouver
exactement un nombre donné par te choix au hasard de ses décimales.

2° L’exemple trivial du 1° se généralise aisément de la maniére suivante : on

-

(2¢) Les contradictions auxquelles on arrive en cherchant a lui donner une signification sont iden-
liques & celles dont M. Emile Borel rend I'axiome de Zermelo responsable. Pour nous, elles viennent
de ce qu’on cherche & mesurer des ensembles non mesurables.
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consideére un systéme d’états possibles dépendant de deux indices 4 et /; pour
chaque valear de %, / a un certain nombre n, (fini ou infini) de valeurs possi-
bles; un au moins des n, est > 1. La variation du premier indice dépend d’un
processus d'un des cing premiers types; pour chaque /4, la variation de / dépend
d'un processus du type défini au 1° ci-dessus.
Les probabilités de passage de (h, /, a k, [) sont alors de la forme
Pai(£) Pl

(l, n’intervenant pas). On remarque que, si =1/ et n, >1, elle tend, pour
t=o, vers la limite P} ,, nécessairement >o et < 1).

Considérons un des A& pour lesquels n,>1. Si A, (en faisant abstraction du
second indice), est un état stable, les E,, ne sont pas mesurables, et leur
réunion E, est une réunion d’intervalles. Si A, est un état instantané (la varia-
tion de /& dépendant donc d’un processus du cinquiéme type), les ensembles
non mesurables E, ; forment par leur réunion un ensemble parfait discontinu
de mesure positive. L’ensemble des points de discontinuité peut donc com-
prendre des intervalles, mais n’en comprend pas nécessairement.

3° Nous allons maintenant démontrer que :

TueorkMe 111.3. — U n’y a pas d’autres processus du sixiéme type que ceux
formés au 2°.

Lemme. — Sl y a un état A, instantané et presque sirement réalisé pour les
points d'un ensemble E, partout dense sur l'axe des t, le processus est du type tri-
vtal P, ;(t) =P, (il est entendu que nous supposons toujours les fonctions
P, «(?) mesurables, donc continues).

Pour simplifier la démonstration, nous admettrons I'axiome du choix sous la
forme suivante : I'ensemble E, étant partout dense, nous pouvons; dans n’im-
porte quel petitintervalle (¢,— a, ¢,), choisir un point? de E, et la connaissance
de la relation H(¢')=o0 ne modifie pas les probabilités relatives & H(¢) pour
e > (7).

I’existence de ¢ étant presque sare, on a, pourt >¢, t,=t—: et a<{,,
P/,’/C([) e I)O)k(t —_ l/).
Or la fonction P, ; est continue. On a donc

Pui(t)=1lim Py (t—¢)="Por(t—1t,) = Por(2).
a>0

Comme ¢ est arbitrairement petit, P, ,(¢) est bien indépendant de A et de /.

(27) Pour rendre ce raisonnement indépendant de l'axiome de Zermelo, il suffirait de démontrer
. . a . . . . . .
que la suile des points ¢y — R (n=12 ...) conlient presque surement au moins un point de E,.

C’est exact, mais non ¢vident si I'on n’admet pas axiome de Zermelo.
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Pour démontrer le théoréme II1.3, considérons un état A, de la nature qui
caractérise le sixiéme type, c’est-a-dire que, au moins dans des cas de probabi-
lité positive, I’ensemble E, est discontinu et non mesurable. Sa fermeture E, est

mesurable; soit = la mesure de la partiede E, intérieure 4 (o, ). Nous pouvons
prendre T comme variable pour la succession des états A, ; qui se succedent

sur E,. Le processus qui définit cette succession est évidemment markovien et
stationnaire, et 'on vérifie aussi aisément que les probabilités de passage sont
mesurables, donc continues, en méme temps que celles relatives au processus
initial. On peut alors appliquer le lemme, qui nous montre qu’en chaque point
de E, l'indice / résulte d’un tirage au sort régi par une loi indépendante aussi
bien de © que des résultats des tirages antérieurs.

Ce résultat s’appliquant & tous les ensembles E, analogues a E,, le théoréme
énoncé est établi.

Remarque. — Si, les fonctions P, ,(#) étant mesurables, I’ensemble des
points de discontinuité peut remplir un ou plusieurs intervalles, il résulte
immédiatement du lemme II[.41 que le processus est du sixi¢me type. Nous
avions d’ailleurs déduit de ce lemme que cette circonstance est exclue pour le
cinquiéme.

II. 4. Processus pu septitME TYPE. — Ce dernier type est caractérisé par le
fait qu'au moins une des fonctions P, ;(¢) n’est pas mesurable. Il y aalors au
moins deux valeurs de £ telles que, quel que soit &, P, ;(¢) soit, ou bien non
mesurable, ou bier identiquement nul ; donc au moins quatre de ces fonctions
ne sont pas mesurables. -

J. L. Doob [1] a montré par un exemple 'existence de ce type. Il faut natu-
rellement utiliser I'axiome de Zermelo, sans lequel on n’a jamais réussi a
prouver l'existence de fonctions non mesurables. Nous généraliserons son
exemple de la maniére suivante : :

Considérons deux ensembles F et F' de nombres réels, qui vérifient les
~conditions suivantes : .

a. Tout z réel peut étre mis d’'une maniére et d’une seule souslaforme u + o/,
onuel, el ;

b. Siu,eF, u,eF, toutes les combinaisons linéaires u = r, u, + ryu, a coef-
ficients rationnels (positifs, nuls, ou négatifs) appartiennent a I ;

b'. Propriété analogue pour F’;

c. F est dénombrable (et non vide, donc, compte tenu de b, partout dense
sur 'axe des ¢; F' est évidemment non dénombrable et partout dense).

En prenant pour F n’importe quel ensemble qui vérifie les conditions b et c,
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on déduit aisément de I'axiome de Zermelo qu’il existe des ensembles F' tels
que toutes les conditions indiquées soient vérifiées.

Etablissons une correspondance biunivoque entre les éléments de F et les
états A,; I'indice & devient une fonction de u, que nous supposons lui-méme
fonction bien déterminée de z; donc % est une fonction bien déterminée f(¢)
de z. Prenant maintenant H(z)= f(¢— a) (a, constante inconnue), nous
obtenons évidemment un processus markovien [puisque la fonction H(z) est
complétement déterminée par la connaissance de sa valeur en un seul point]
et stationnaire. Les probabilités de passage sont discontinues, donc non mesu-
rables (d’apres le théoréme de Doob rappelé au paragraphe II1.2,1°).

On remarque que, dans cet exemple, le hasard n’intervient pas, ou n’inter-
vient que par le choix de I'état initial.

Nous appellerons type de Doob (généralisé) le type qui vient d’étre défini et
nous appellerons processus du septiéme type pur tous les processus de ce type
pour lesquels les fonctions Py, 4(¢) n’ont pas d’autres valeurs que zéro ou un; le
hasard ne peut intervenir que par le choix de I’état initial. Tout processus de
Doob est de ce septieme type pur. Nous ne savons passi la réciproque est vraie.

On peut évidemment former des processus de type mixte par des combinai-
sons d'indices analogues a celles indiquées a propos du sixieme type. On peut
introduire ici trois indices successifs, A, £, [. Le premier indice /A varierait
d’aprés un processus d’un des cinq premiers types. Pour certaines valeurs de /2
(et en tout cas au moins pour une), £ aurait une infinité de valeurs possibles et
varierait (en fonction du parameétre © relatif 4 'ensemble E, considéré) d’apres
un processus du septiéme type‘pur. Enfin, pour chacun des ensembles E, ,
correspondant 4 des valeurs données des deux premiers indices, on peut intro-
duire un troisieme indice, ayant plusieurs valeurs possibles ou méme une infi-
nité dénombrable et qui, en chaque point de E, 4, serait choisi d’aprés une loi
fonction de A~ et £ et indépendante aussibien de ¢ que des choix antérieurs.

Une question qui se pose naturellement est de savoir si par des combinaisons
de ce genre on obtient le processus le plus général du septieme type. Nous ne
I'avons pas résolue.

III.5. RETOUR AUX THEOREMES GENERAUX. — 1° Continuité des fonctions Py i(t).
— D’aprés les définitions et le théoréme de Doob rappelé au paragraphe I11.2. 2°,
ces fonctions sont continues pour les six premiers types, sauf peut-étre au
point z=o. En ce point, pour les quatre premiers types, P, ,(+ o) existe et a
la valeur ¢, ;. Pour le cinquiéme type, nous avons seulement démontré I’exis-
tence d'une limite en moyenne, encore égale a Snxs la question de savoir si
P, (+ o) existe (et est alors égal d 8, 1) n’est pas résolue. Pourle sixieme type,
il ya de méme limite en moyenne, mais, pour la fonction relative au passage
de Ay, A Ay, cette limite est de la forme Sni Py done, si A=1F et qu’a cette
valeur de £ soient associées au moins deux valeurs de /, comprise entre zéro et
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un. Il y a limite véritable si la variation de & dépend d’un processus d’un des
quatre premiers types (le cas du cinquiéme restant en suspens).

Naturellement, pour un processus du septieme type, celles des fonctions
P, «(t) qui ne sont pas mesurables ne sont pas continues.

2¢ Extension du théoréme 11.8.1. — Nous 'avons démontré pour les quatre
premiers types. L’apparition d'un état instantané A, dans le cinquiéme type ne
change rien d’essentiel. Si cet état intervient dans les successions d’états qui
peuvent conduire de A, & A;, le temps © passé dans cet état est une variable
aléatoire du type .U (U ayant toujours la signification indiquée au para-
graphe I1.1) et peut étre arbitrairement petit; il en est de méme de la durée
totale de chacune des successions d’états considérés. S’il y a plusieurs états
instantanés, cela ne change rien non plus. Le théoréme considéré reste vrai.

Il le reste aussi pour le sixiéme type, puisqu’on le déduit du précédent en
multipliant certaines des probabilités de passage par des facteurs constants.

Il est manifestement faux pour le septiéme type, au moins pour les exemples
de ce type considérés au paragraphe III.4 et pour celles des probabilités de
passage qui ne sont pas mesurables.

3° Nous savons déja que le théoreme I1.8.2 est vrai pour les six premiers
types. Il est évidemment en défaut, pour le septicme, au moins pour certaines
des fonctions Py, ,(¢).
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