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CONTRIBUTION A L'ETUDE
DE3

TREILLIS SEMI-MODULAIRES
DE L O N G U E U R I N F I N I E

PAR M. ROBERT CR01SOT.

INTRODUCTION.

On sait qu'un treillis est dit modulaire s'il vérifie la condition
x^y entraîne {xc\z)\j y = xc\^z.\j y ) .

Il est bien connu que, dans les treillis de longueur finie, la modularité peut
être caractérisée autrement : soit par l 'ensemble des deux conditions :

(2) x couvre xÇ\y implique x\j y couvre y
et (2^), duale de (2), soit par Pensemble des deux condit ions :

( i ) x et y couvrent xÇ\y implique x\j y couvre x et y
et (Y), duale de (i).

La notion de treillis semi-modulaire de longueur finie a son origine dans
l'idée d'imposer seulement la condition (2) ou la condition (i). Que Fon se place
à Pun ou à l'autre point de vue, on aboutit à la même notion, les conditions
( i ) et (2) étant équivalentes dans les treillis de longueur finie. Cette notion est
digne d'intérêt, car il existe des exemples importants de treillis de longueur
finie semi-modulaires et non modulaires : treillis des variétés linéaires d 'une
géométrie affine, treillis des partitions d'un ensemble fini, treillis des sur-
corps algébriquement fermés d'un corps K contenus dans un sur-corps de K
de dimension finie. G. Birkhoff (Lattice Theoi^y, Colloquium, 1949) a donné
deux autres caractérisations des treillis semi-modulaires. En fait, il existe
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204 R. CROISOT.

une foule de conditions équivalentes à la semi-modularité dans les treillis de
longueur finie, conditions que j ' introduis ici (Chap. I) et qui const i tuent
autant de propriétés caractéristiques utiles de ces trei l l is . G. Birkhoff a
remarqué la non-équivalence des caractérisations qu'il indique lorsqu'on les
étend à des treillis qui ne sont plus de longueur finie et il demande en parti-
culier dans son problème 44 de comparer les deux dernières caractérisations
dans les treillis quelconques et dans les treillis satisfaisant à une condition de
chaîne. Je résouds ce problème dans le Chapitre II en recherchant plus généra-
lement toutes les implications binaires existant parmi les conditions introduites
précédemment, successivement dans les treillis quelconques, dans les treillis
satisfaisant à la condi t ion de chaîne ascendante, dans les treillis satisfaisant à
la condition de chaîne descendante. Cette étude montre que la notion de semi-
modularité se morcelle à t1 extrême dans les treillis quelconques. Un regroupement
partiel des conditions apparaît lorsqu'on se borne aux treill is satisfaisant à une
condition de chaîne, regroupement différent suivant qu'il s'agit de la condit ion
de chaîne ascendante ou de la condition de chaîne descendante.

Cette divergence considérable des divers aspects de la semi-modularité dans
les treillis quelconques soulève le problème de la définition générale d'un
treillis semi-modulaire. Ce problème sera repris à l'occasion d'une .autre
publication (1). Son étude conduit à adopter comme définition générale de la
semi-modularité la condition suivante, due à S. Mac Lane :

(5) xç\z < j <x < .r u ̂

entraîne l'existence de t tel que l'on ait
xr\z<t^z et (<uj)n^=j.

Le Chapitre IV s^occupe de la validité des conditions examinées dans un
exemple concret intervenant en Physique mathématique, celui des variétés
linéaires fermées d'un espace de Hilbert.

Ce travail donne, en particulier, la solution des problèmes 44 et 47 de
G. Birkhoff qu'il replace dans le cadre d'une étude beaucoup plus générale.
D'autre part, il pourra être utile dans un certain nombre de question s, notamment
dans la caractérisation axiomatique des exemples concrets importants de treillis
semi-modulaires de longueur inf in ie et dans la recherche de tous les treillis
vérifiant de théorème de Schreier (V. Korinek ayant montré que les seuls
treillis de longueur finie vérifiant le théorème à un certain point de vue sont les
treillis semi-modulaires).

La publication ci-dessus mentionnée sera consacrée à quelques applica-
tions et propriétés des notions étudiées ici.

( L ) R. CROISOT [3]. (Les numéros entre crochets renvoient à la Bibliographie placée à la fin du
Mémoire.)
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Je tiens à remercier M. Dubreil, qui m'a constamment encouragé avant et
pendant l'élaboration de ce travail, et à qui je dois de précieuses suggestions.
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CHAPITRE I.

INTRODUCTION D^UN CERTAIN NOMBRE DE CONDITIONS ÉQUIVALENTES'A LA SEMI-MODULARITÉ

DANS LES TREILLIS DE LONGUEUR FINIE.

1. CONDITIONS PORTANT SUR DES CHAINES EXTRAITES DES TREILLIS. — Cl. Soient X et y

deux éléments d'un treillis. Envisageons xÇ\y et x\Jy.

THÉORÈME 1. — Les propriétés suivantessont équivalentes :

i° Si une chaîne [x,\ telle que xÇ\y^x,^x est sans répétition^ la
chaîne {x , \jy } ( telle que y ̂  x, \jy ̂  x Uj) est aussi sans répétition;

2° Inapplication x' -> x' \jy du sous-treillis [xF\y, x~\ (1 ) dans le sous-treillis
[y , x Uy] est biunivoque (^ 7^ x'^ entraîne x'^ \jy ̂  x\_ Uy)/ '

3° Inapplication y' -^ y' C\x du second de ces sous-treillis dans le premier est
une application sur;

4° Toute chaîne maximale [x^\ entre xC\y et x peut être obtenue sous la
forme x^ == y^ (\ x à partir d^une chaîne [ y\} entre y et x \Jy';

5° Pour tout élément z tel que xÇ\y ^z ̂ x, on a ̂ z\}y)c\x= z ;
6° Le couple Çx^ y) est modulaire (2), ce qui signifie que, pour tout élément z

tel que z ̂  x^ on a z U (y H x) == Çz Uy) H x.

Démonstration. — II est manifeste que 2° entraine i°.
3° entraîne 2° : si 2° est en défaut, il existe x\ et x'^ tels que x\ \jy = x\_ uj;

on ^Çx\\jy)r\x^x\ et {x^\jy)c\x^x'^', x\ et ̂  étant distincts, il y a au
moins une de ces inégalités qui est stricte, soit par exemple (x\ \jy)r\x^>x\ ;
x\ ne s'écrit certainement pas sous la forme y ' ^ Ç\x avec y^y\-^x\jy, car on
devrait avoir y'^x\ ety'^y, doncy^^, Ujetj7, C\x^{x, \Jy)C\x^>x, ;
3° est aussi en défaut.

4° entraîne 3° : si 3° n'est pas satisfaite, il existe un élément x ' tel que
xÇ\y^x'^x qui ne s'écrit pas sous la formeyn^; il Suffit alors de faire
passer une chaîne maximale entre x(\y et x par x ' pour mettre 4° en défaut.

(1) La notation [</ , b], où a et b désignent deux éléments d^un treillis tels que a ̂  b, représente
le sous-treillis convexe, ensemble des éléments u tels que a ̂  u ̂  b.

( 2 ) Notion due à L. R. WILCOX [1J.
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5° entraîne 4° ; la chaîne [x,\Jy\ répond à la question, car xÇ\y ^-x.^lx
implique, en vertu de 5°, (x^\)y^ç\x=x^.

6° entraîne 5° trivialement.
i° entraîne 6° : supposons qu'i l existe un élément z tel que 6° soit en défaut;

on a xC\y ^z\J(y C\x) <^(^z\jy)C\x ̂ x\ la chaîne sans répétition
[ z u(yn^') <^ (^ \Jy^)C\x \ est telle que la chaîne

H^u(jn^)]uj=[(^uj)n^]uj;

présente une répétition; i° est en défaut.

Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu, pour un couple (<r, j), je dis
que ce couple vérifie la propriété a.

b. J ' introduis les propriétés suivantes, analogues à i° et 4° ''

Définitions. — (.r, y) vérifie la propriété b si, pour toute chaîne maximale
[x^} (telle que x(\y ^x^^x), la chaîne {x,\ jy}Ç tell e que y ^x,\jy ^x\jy')
est aussi maximale.

(x, y) vérifie la propriété c si, pour toute chaîne maximale sans répétition
[ x^}, la chaîne { x^ \Jy ) est aussi maximale sans répétition.

(^ y) vérifie la propriété l si, pour toute chaîne maximale [ x^ \ obtenue sous
la forme x^=y,r\x à partir d'une chaîne [y^\ entre y et.ruj, la chaîne [y,}
est nécessairement maximale.

Çœ, y) vérifie la propriété m si, pour toute ç\i^we maximale [ x ^ } obtenue sous
la forme x,=y,r\x à partir d'une chaîne [y^\ entre y et x\jy, la chaîne [y^\
peut être choisie maximale.

c. En analogie avec le théorème 1, on a le théorème 2 :

THÉORÈME 2. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i° Si une chaîne} (^, y^)\ du produit cardinal [ x d y , x^ x [x(^y, y] (3) est
sans répétition, la chaîne [x^\jy^\ {du treillis [xC\y^x\Jy^ est aussi sans
répétition;

2° L'application (x' ,y') -> x ' \ j y ' de\xr\y, x\ x \xC\y,y^dans[xC\y,x\Jy\
est biunivoque;

3° Inapplication z 1 -> (z' n x, z' C\y) de [x H y, x \jy] dans [x Hy, œ\ x [x r\y,y]
est une application sur;

4° Toute chaîne maximale {{x,y y^\ de [xÇ\y^ œ] X [^Hy, y] peut être
obtenue sous la forme x^=z^Ç\x^ y^=z^f\y à partir d^une chaîne \z^\ de
[xC\y,x\jy\;

( 3 ) Le produit cardinal Ti x Ts de deux treillis Ti et Ta est le treillis, ensemble des couples (^5 x^}
où xi e Ti, x'ï e T-2, dans lequel on a (.ri, x^ ) ̂  {x\, x^_ ) ̂  x^ ̂  x\ et x^ ̂  x^ (G. BIRKHOFF [ 1 ], p. 7).



CONTRIBUTION A L^ÉTUDE DES TREILLIS STMI-MODULAIRES DE LONGUEUR INFINIE. 207

5° Pour tout élément u tel que xÇ\y^u^x et pour tout élément v tel
que xÇ\y ^v ̂ y, les couples Çx, ^) et (y, u) sont modulaires.

Démonstration. — On voit, comme dans le théorème 1, que 2° entraîne i°,
4° entraîne 3°, 3° entraîne 4° (ici, c^est la chaîne [x^\jy^ qui répond à la
quest ion) .

3° entraîne 2° : si 2° est en défaut, il existe x^ x'.^ y\, y\ tels
que x\\)y\=x^\}y'., avec {x\, y[) ̂  (^, j,); on a Çx\ \Jy\)C\x^x\,
{x^\jy\)c\x^x^ Çx\ \Jy\)c\y^y\, {^^y'^^y^y^^ il y a donc une
au moins des inégalités qui est stricte, soit par exemple Çx\ \Jy\ )C\x'^>x\ ;
(•^i? Yi) ne ^é^it certainement pas sous la forme (^ Ç\x^ z\(\y\ car on
devrait avoir z\^x\\jy\, d'où z\ f\x^{x\ \jy\)r\x^>x'^ ; 3° est alors
en défaut.

i° entraîne 5° : supposons qu'il existe, par exemple, un élément v tel que 5°
soit en défaut; il existe donc ^ .^x tel que w\)(yç\x)^(^\)v)Ç\x\ on a
alors xr\y ^^\j(vC\x)<^Ç^\jv)c\x^x et la chaîne sans répétition
{ (^U(^H^)? ^)<^((^U^)H^, v)} est telle que la chaîne

{ w u ( ^ n ^ ) u ^ = = [ ( w u ^ ) n ^ ] u ^ }

présente une répétition; i° est en défaut.

Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu pour un couple Çœ, y), je dis
que ce couple vérifie la propriété d.

d. J'introduis les propriétés suivantes, analogues aux propriétés i° et 4° du
théorème 2 :

Définitions. — (^x^ r) vérifie la propriété f si, pour toute chaîne maximale
{(^, y ^ ) } du treillis [.rOy, x^ x [.rOy, y^, la chaîne [x^\jy^\ est aussi
maximale.

{x, y) vérifie la propriété g si, pour toute chaîne maximale sans répétition du
trei l l is [.rOy, ^jx[^ny,^r] , la chaîne [x^\jy^\ est aussi maximale sans
répétition.

Çx^ y) vérifie la propriété i si, pour toute chaîne maximale [ (^, y ^ } du
treillis [.rHy, ;r]x[^ny,y] obtenue sous la forme x^=z^r\x, y^~= ̂ Hy
à partir d'une chaîne [ z ^ } entre xC\y etx\jy, la chaîne [ z ^ ) ^{nécessairement
maximale.

(x , y ) vérifie la propriété j si, dans les mêmes conditions, la chaîne [ z ^ } peut
être choisie maximale.

e. En analogie avec les théorèmes 1 et 2, on a le théorème 3 :

THÉORÈME 3. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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i° Si une chaîne [ z , } du treillis [xr\y, xUy] est sans répétition, la chaîne
\ {z , U x, z, \ j y ) } du treillis [x, x \Jy] X [y, x u y] est aussi sans répétition •

2» L'application z ' -> {z ' \ j x , z'Uy) du premier treillis dans le second est
oiumvoque;

3° L'application {x', y') ̂ x'f\y' du second treillis dans le premier est une
application sur;

_ 4" Toute chaîne maximale { z , } du premier treillis peut être obtenue sous la
/orme z, = x, Uj, à partir d'une chaîne {x,, y [ ) } du second treillis;

5° Le couple (x, j) est n -distributif, ce qui signifie que, pour tout élément z tel
quez^x\jy,onaz\j{xf\y)={z\jx)f\{z\jy).

Démonstration. — On voit, comme dans le théorème 1 , que 2° entraîne i°
^"entraîne 3°, 5° entraîne 4° (ici, c'est la chaîne {(z^x, z^v)} qui convient).'

3° entraine 2° : si 2» est en défaut, il existe z\ et z, tels que z\ \jx=z \jx

et^uy=^U.r;ona(^ua-)n«Uy)^<et(^u^)n(^U7)^<;rune
au moins de ces inégalités est stricte, soit par exemple {z\ U.r)n« Ur)>2 ;
^ ne s'écrit certainement pas sous la forme x\ ny;, car on devrait avoir
•v^z\,y\^z\,d'oùx'^z\ \Jx,y\^z\\jyetx\r\y'^z\ \Jx)r\(z, Uy)>s' ;
3° est donc en défaut. ' '

i» entraîne 5° : supposons qu'il existe un élément z tel que 5° soit en défaut-
on a ̂ nj^-U(a'nj)^(5U^)n^U,y)^Uy; la chaîne sans répétition
i s U(a-ny)< (z Ua-)n(sUj)} est telle que la chaîne

i[^^(^nj)u.r,5u(^nj)uj]=([(^^)n(^j)]ua.,|(5u^)n(;uj)]uj){

présente une répétition ; i» est en défaut.

Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu pour un couple {x, y), je dis
que ce couple vérifie la propriété e.

f. J'introduis les propriétés suivantes analogues aux propriétés i° et 4" du
théorème 3 :

Définitions. - (x. y ) vérifie la propriété p si, pour toute chaîne maximale
[ z , } entre xr\y et x\)y, la chaîne {(z^x, z,Uy)} du produit cardinal
[x , x \ j y ] x [y, a-Ur] est aussi maximale.

(x,y) vérifie la propriété q si, pour toute chaîne maximale sans répétition
! z,}, la chaîne {(z, \jx, z, \jy)} est aussi maximale sans répétition.

(a-,y) vérifie la propriété r si, pour toute chaîne maximale {z,} entre x(\y
et xuy obtenue sous la forme z,=x^y, à partir d'une chaîne {(x,, y:)} du
produit cardinal [x, xUy] X [y, xuy], la chaîne {(^, y^} est nécessairement
maximale.

(^ y) vérifie la propriété s si, dans les mêmes conditions, la chaîne { ( x y ) ^
peut être choisie maximale. " l
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g. Une grande partie des condit ions examinées par la suite sont alors
formées de la manière suivante :

Par exemple, je dirai qu'un treillis vérifie la condition (A) si chaque couple
d'éléments (^, j) vérifie la propriété a.

On obtient ainsi les conditions (A), (B), ( C), (D), (E), (F), (G), (I), (J),
( L ) , ( M ) , ( P ) , ( Q ) , ( R ) , ( S ) ( 4 ) . ^ ' . '

Je dirai aussi, par exemple, qu 'un t re i l l i s vérifie la condition (a) si le couple
d'éléments (.r, j) vérifie la propriété a dès qu'il en est ainsi du couple
d'éléments (y, ,v\

On obtient ainsi les conditions (a), (?), (y), (X), Çy.) (5).

Ces conditions complètent d'une façon assez naturel le la condition (F) et la
condition (a) (6).

h. Les théorèmes suivants permettent d'exprimer les conditions (M) et (S)
sous une forme en apparence plus forte.

THÉORÈME 4. — La condition (M) équivaut à la condition suivante :

(M,) Pour tout couple ^éléments (.r, y), si une chaîne [x^ maximale
entre xÇ\y et x est telle que l''on ait Çx^\Jy^)C\x= x^ pour tout i/ la
chaîne [ x^ \Jy \ est maximale entre y et x U y-

Démonstration. — D'abord, (Mi) ent ra îne (M). En effet, si, pour un
couple {x, y), une chaîne [x,} maximale entre xÇ\y et x est obtenue sous la
forme x^=y,ç\x à partir d'une chaîne [y,\ entre y et x\jy, on a x,^-y^
d'où ^tUy^y, et {x,\)y')Ç\x^y,ç\x=x,\ puisqu^on a évidemment
,x,^Çx,\jy)c\x, on en déduit ^x,\jy)c\x=x^ pour tout i. La chaîne
\x^\}y} étant maximale d'après (M^) , la chaîne { y , } peut être choisie maximale
et (M) est vérifiée.

On a également : (M) entraîne (M,). En effet, supposons que (Mi) soit en
défaut. Il existe un couple (^, j) et une chaîne { x ^ } qu'on peut supposer sans
répétition, maximale entre xÇ\y et x, telle que l'on a i t (^ tUj)n X=X,^Q\JLY
tout L et telle que la chaîne [x^\jy\ ne soit pas maximale entre y et x\jy.
Soit u un élément qu'on puisse intercaler dans la chaîne [x,\jy}. La chaîne

( 4 ) Les conditions (A), (G), (D) , (E), (G), (P), (Q) ne caractérisent pas la semi-modularité dans
les treillis de longueur finie. Elles sont introduites ici en raison de leur analogie avec les autres
conditions. D'ailleurs, les conditions (A), (C), (D), (E); (G), (Q) seront exploitées dans R. CROISOT [3],
Chap. I.

(°) De même, les conditions ( X ) et (p.) ne répondent pas à la question posée ici.
( G ) La condition (F) est la condition ( f ) de G. BIRKHOFF [l], p. 101. La condition (a) est là

condition (a), p. 101.
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\x,\ étant maximale, l 'élément uÇ\x en fait par t ie . Posons uÇ\x= a, a\jy =- b
et envisageons le couple (x\ 6). On a xc\b=-^ a et x\jb=x\jy, La chaîne [x,\,
où Fon n'accepte que les éléments x^ tels que x,^a est maximale entre a et x.
Elle est obtenue à partir de la chaîne [x,\jb=x,\jy\ entre b et x\jy. Mais,
elle ne peut être obtenue à partir d'une chaîne maximale [y,} car, pour toute
chaîne réalisant cette obtention, on a y,^x,\jb=x^\jy^> u pour tout L tel
que^^>^ et l 'élément u peut être intercalé dans la chaîne [y^\ au-dessus du
premier élément. Le couple (<r, 6) ne possède donc pas la propriété m et la
condition (M) est en défaut.

THÉORÈME 5. — La condition (S) équivaut à la condition suivante :

(S^ ) Pour tout couple à) éléments Çx, y), si une chaîne [ z ^ } maximale entre xÇ\ y
et x\jy est telle que z^= {z^\Jx)c\(^z^\Jy) pour tout i, la chaîne [ Çz^\Jx, z ^ \ j y ) }
est maximale dans le produit cardinal [x, x\Jy^ x [y, x\jy^.

Démonstration. — On voit d^abord, comme dans la démonstration du
théorème 4, que (S^) entraîne (S).

De même, (S) entraîne (S^). En effet, si (Si) est en défaut, il existe un
couple {x, y) et une chaîne { z\} qu'on peut supposer sans répétition, maximale
entre xÇ\y et x\jy^ telle que Fon ait ^=(^U^)n(^Uj) pour tout L et telle
que la chaîne [{z,\jx, z,\jy)\ ne soit pas maximale dans le produit cardinal
[x, x\jy^ x [y, x\jy^ Soit Çu, ^) un élément qu'on puisse intercaler dans la
chaîne [ Çz^ \Jx^ z ^ U y ) } - La chaîne [z,,} étant maximale, l'élément uf\v en fait
partie. Posons uC\v==c, c\}x==-a, c\jy=b et envisageons le couple Ça, 6).
On a af\b=c et a\jb=x\jy. La chaîne {z^}, où Von n'accepte que les
éléments ^ tels que ^i^c est maximale entre c et x\jy, elle est obtenue à
partir de la chaîne [Çz,\ja, z,\jb)}. Mais elle ne peut être obtenue à partir
d'une chaîne maximale {{x^ y;)} car, pour toute chaîne réalisant cette
obtention, on a x,^z,\ja=z^\jx^u pour tout i tel que z,^>c, et de
même y^^u6=.^uy:=^^ avec, de plus {z,\Jx, z,\jy)^(u, ^), d'où
(^, Ji)^>(^, ^); l 'élément (u,v) peut être intercalé dans la chaîne {(^, , js)}
au-dessus du premier élément. Le couple (û, é) ne possède donc pas la
propriété s et la condition (S) est en défaut.

i. A la condition (J), on peut de même associer la condition suivante :
(Ji) Pour tout couple d'éléments Çx^ y\ si une chaîne {(^i, y ^ ) } maximale

dans le produit cardinal \^xC\y^ x^x[xr\y^ y] est telle que l^on ait
x^=Çx^\Jy,^C\x et y^=(^x^\jy^)C\y pour tout i, la chaîne [ x ^ \ j y ^ } est
maximale entre x(\y et x \jy (7 ).

( 7 ) Notons, dès maintenant, que la condition (J) est strictement plus faible que la condition (Ji).
On voit aisément que (J i ) entraîne (J) et le treillis B2 du Chapitre II montre que (J) n'entraîne
pas (Ji) [prendre le couple (c, ai) et la chaîne f (a, a )< . . .< (<^ ai ) < . . . < (c, a i ) } ].
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2. CONDITIONS PORTANT SUR DES PROPRIÉTÉS DE COUVERTURE ET DES PROPRIÉTÉS

ALGÉBRIQUES. — a. J'examinerai aussi les conditions suivantes :

(1) x et y couvrent xÇ\y=^x\jy couvre x et y (8).
(2) x couvre xç\y=^x\jy couvre y (°).
(3) ^couvrej , eiz couvre ^^[ (^uQn^]Uj==[(^Ur)n^]U?.
(5) y C\2 <^x <^z <^JU z=> il existe t tel que yç\z<^t^y et

(^u0n^=^(10).
(6) r n ^ < ^ 0 < J U ^ = > il existe t tel que y n ^ < ^ j et

(.ruQn^<^(11).

&. Le théorème suivant permet d'exprimer la condition (2) sous deux autres
formes équivalentes :

THÉORÈME 6. — La condition (2) équivaut à F une ou Vautre des conditions :

(26) ^cow^^nj^^^j=>^n(^uj)=(^n^)uy(12).
(20) xcowrexÇ\z et 2^y=>zr\{x\jy) •==- (zC\x)\}y.

Démonstration. — On a d'abord (2) => (20); supposons que la condition (2) soit

( 8 ) Condition (ç7), G. BIRKHOFF [l], p. 66.
( 9 ) Condition (2), G. BIRKHOFF [l], p. 100, ou condition E^ S. MAC LANE [1].
(10) C'est la condition Eg de S. MAC LANE [1].
(11) C'est la condition Eg de S. MAC LANE [1].
(12) Cette condition m'a été inspirée par une remarque de L. Lesieur, selon laquelle, dans une

géométrie affine, l'égalité modulaire a lieu dès que x est un point. Il est facile de voir que (ïb)

Fig. 2.

renforce cette condition (qui ne suffit pas comme le montre le diagramme ci-contre à caractériser la
semi-modularité dans un treillis de longueur finie quelconque).

Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. - FASC. 3. 26
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satisfaiteetque.rcouvre^n^vec^y;onatoujours^n^ur)^^n^uy
posons.=(.n^)uj; on a^n^.-n.-et^n^^n.;d'où^=^nl;'
donc, d après (2) et l'hypothèse, ^a couvre a; de a^Ur^Ua et
de a^x, on déduit x^y=x^a; enfin, de ̂ .rn--, on déduit^^ua
etsn(a-U7)=^n(a-Uû)=a.

On a (2c)^(2&); en effet, si x couvre xç\r et si l'on a z^y, du fait que
Ion a a'̂ n.-^nr, on déduit ou bien ^=^n^, c'est-à-dire .-̂ .r
auquel cas l'égalité à établir est évidente, ou bien x couvre x^, auqueïcas
1 égalité a établir résulte de (ac).

Enfin, on a (aè).^); en effet, si (2) est en défaut, il existe deux
éléments^ et y tels que ^couvre x^y et^uj ne couvre pasj; choisissons
un élément z tel que rOOu.r; on a alors ^n(a-ur)=.- et
(5na')ur=(.rnj)u.r=,r; (2&) est aussi en défaut.

De là, résulte l'équivalence de la propriété (a) et de l 'une ou l'autre des
conditions de modularité affaiblie (26) et (ac).

c. On sait que la condition (6) peut s'exprimer sous la forme équivalente :

(6û)jn^ <a?<^<7Ua-^ il existe t tel que

yr\z.<t^,y ei (a-u()n-s<3 ( 1 3 ) .

De la même façon, le théorème suivant donne une forme équivalente à la
condition (5) :

THÉORÈME 7. — La condition ( 5 ) équivaut à la condition :

^<3tyy^z<x<^<y\}x^ilexistettelquey^\z<^l^yet(x\Jt)^\^=x.

Démonstration. - On a (5)=>(5a); en effet, si l'hypothèse de (5^)
est vérifiée, celle de (5) Fest également et la conclusion commune est vraie.

On a (ja)^(5); supposons vérifiée l'hypothèse de (5); siy\jx=YUz
celle de (5a) est aussi vérifiée et la propriété a lieu; sinon, on a yUa^

(") C-est la condition E, de S. MAC UNE [1]. L'équivalence est élabliep. 465.



CONTRIBUTION A î^ÉTUDE DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR INFINIE. 2l3

et (yU^)n^ = ^ i <^^ î si l'o" a ^ i ==0', la propriété a lieu en prenant t-=y\
sinon, les trois éléments x, y, ^, satisfont à l'hypothèse de (5^); il existe
donc ^i tel que y H z == yC\^\ <^ î^^=.y et ( ^ U ^ i ) n ^ i =.r; or, on a
( ^ u ^ i ) n ^ < (^u j ) n^ == 3i, d'où ( ^ ' u ^ i ) n 3 == ( ^ u ^ i ) n ^ n ^ i == ( ^ u ^ i ) n ^ i ==^;

la propriété a lieu en prenant t = t^
yuz

3. CONDITIONS PORTANT SUR LES TREILLIS D'IDÉAUX. — Un treillis de longueur finie
est isomorphe à la fois au treillis de ses idéaux et au treillis de ses idéaux
duaux (14). Il en résulte que, si (X) représente une des conditions précédentes
équivalente à la semi-modularité dans un treillis de longueur finie, la condi-
tion (X,-), condition (X) imposée au treillis des idéaux et la condition (X1),
condition (X) imposée au treillis des idéaux duaux, possèdent la même
propriété. Le procédé peut évidemment être itéré.

Je n'étudie pas ici toutes les conditions (X^), mais seulement les conditions
(a'), (2'), (i') choisies parmi celles qui renforcent la condition (X) corres-
pondante (1q).

De même, je me limite aux conditions (a,), (2,), ( i / ) .

4. AUTRES CONDITIONS. — II existe encore un grand nombre de conditions
caractérisant la semi-modularité dans les treillis de longueur finie.

a. Citons, par exemple, les conditions suivantes, entraînées par la condi-
tion (B) et entraînant la condition (2) :

(B , ) Pour tout couple (^,j) et pour toute chaîne [x,\ maximale entre xC\y
et^, il existe une chaîne \y,\ maximale entre yeix\jy telleque l'on aity^^
pour tout L .

(83) Pour tout couple (x, y), il existe une chaîne { ^ { m a x i m a l e entrevu y
etx telle que la chaîne {x.^jy} soit maximale entre y et x\}y.

(u) Pour les définitions, voir G. BIRKHOFF [1], p. 21.
(15) En fait, la plupart des autres conditions (X1) ne renforcent pas la condition (X) corres-

pondante : le treillis Bl l du Chapitre II satisfait, en effet, à toutes les conditions (XQ et seulement
aux conditions (a), (2), (i), (5), (6), (3), parmi les conditions (X).
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(B,) Pour tout couple („, y), il existe une chaîne {x,} maximale sans
répétition entre œ^y et x et une chaîne {y,} maximale (-) entre y et .z-Uy
telles que Ion ait y^x, pour tout i. \ / ./ v/j

(B,) Pour tout couple (x, y) et pour toute chaîne {x,} maximale entre xç\y
et x, il existe une chaîne {y,,} maximale entre y et x\jy telle que l'on
ait y,.^x,\jy pour tout i. '

(BO Pour tout couple (.r, y), il existe une chaîne {^} maximale sans
répétition entre .z-ny et x et une chaîne {y,} maximale (-) entre y et .ru y
telles que Ion ait y^^uj pour tout i. ^ ^ J

(Be) Pour tout couple (a-, y) et pour toute chaîne { x,\ maximale entre a-n y
et,r, i existe une chaîne {y,} maximale entre j et x\j y (isomorphe à la
chaîne (a-^). ^ \ y

(BQPouttout couple (x, y\ il existe une chaîne {.r,} maximale sans répé-
tition entre xÇ\y et a- et une chaîne {y,} maximale ( f 6 ) entre y etx y j y .

Ces conditions ne sont pas étudiées ici.

b Notons aussi la condition (B) (que nous n'étudierons pas non plus
en détail) qui renforce également la condition (B) à un autre point de vue
et qui est remarquable par le fait suivant : Bien que caractérisant la semi-
modularité dans les treillis de longueur finie, elle n'est pas conséquence
dans les treillis quelconques, d'une propriété considérablement plus forte'
la distnbutivité (17). '

Cette condition est la suivante :

(B) Soient trois éléments a, b, c tels que l'on ait a^b. Pour toute
chaîne [x,\ maximale entre a et &, la chaîne [x^c\ est maximale entre a\jc
et b\jc.

Un treillis semi-modulaire de longueur finie satisfait à cette condition
11 suffit de le montrer pour des éléments tels que l'on ait a^c (dans le cas
général, on peut remplacer c par a^c). Si l'on a b\jc=a, le résultat traduit
directement la condition (B). Sinon, il sera conséquence de la condition (B)
et du fait suivant : la chaîne {(b^c)u^} est maximale entre b ne e f • b
Pour établir ce fait, appelons x,=a, ̂  ^, ..., ̂ b les éléments
de la chaîne {^}. Si l'on a x^b^c, on a (ènc)u^=6nc; sinon,
on a (6nc)n^==^ et, puisque x, couvre ^, (6nc)ua-, couvre énc,
d après la condition (2). D'une façon générale, si l'on a x,^{br\e}\jx-_
on a (&nc)u.r,==(6nc)u^_,; sinon on a [(ènc)u^-Jn^- .r,, 'et,'

(16) Pouvant présenter des répétitions.
(") Parmi les conditions étudiées, la condition (I) présente une singularité du même ordre

^Z Ï̂P6;;6 n'est pas conséquence de la modularité dans les Lllis ̂ "^Tes°î;
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puisque x, couvre x^, (bç\c)\}x, couvre (6nc)u^-r La chaîne {(&nc)u^4
est donc bien maximale et le résultat est démontré.

Un t rei l l is distributif ne satisfait pas nécessairement à la condition (B)
comme le montre le diagramme ci-dessous.

Il représente manifestement un treillis (complet) satisfaisant à la condition
de chaîne ascendante. Ce treillis est distributif et ne satisfait pas à la
condition (ë) (il suffit de prendre a, b, c comme indiqué sur le diagramme).

Fig. 5.

CHAPITRE II.

IMPLICATIONS BINAIRES RELIANT CES CONDITIONS DANS LES TREILLIS QUELCONQUES

ET DANS LES TREILLIS SATISFAISANT A UNE CONDITION DE CHAINE.

1. TREILLIS QUELCONQUES (18).

THÉORÈME 1. — Dans les treillis quelconques^ les conditions étudiées sont liées
par les implications binaires indiquées dans le tableau suivant Çfig. 6) et par leurs
conséquences logiques, à l'exclusion de toute autre.

a. Démonstration de ces implications. — i° (R)=>(S) : Supposons qu'un
couple (cT, y) d'éléments d'un treillis vérifie la propriété /', c'est-à-dire
que, pour toute chaîne maximale [z,\ entre xC\y et x\jy obtenue sous
la forme z^=x^(\y^ à partir d 'une chaîne {{x^ y ^ ) } du produit car-
dinal [a?, .rUyjx [y, x\j y], la chaîne { (x,y y ^ ) } soit nécessairement maximale.

(18) II sera montré plus loin, au Chapitre 111, que ces conditions caractérisent la semi-modularité
dans les treillis de longueur finie.
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Il est alors évident que ce couple (a-, j) vérifie aussi la propriété ., c'est-à-dire
que, dans les mêmes conditions, la chaîne {(a-,, y,)} peut être choisie maximale.
Il en resuite immédiatement que (R) entraîne (S).

2° (R)=»(L): On sait que, par définition, un couple (a-, y} d'éléments
dun treillis vérifie la propriété / si, pour toute chaîne maximale [œ \
entre xf\ y et x obtenue sous la forme x,=y^x à partir d'une chaîne [ y , }
entre y et x [ j y , la chaîne { y , } est nécessairement maximale. Supposons alors
qu'un couple (a-, y) vérifie la propriété r et montrons qu'il vérifie aussi
la propriété /. Soit \x,} une chaîne maximale entre xç\y et x obtenue à partir

Fig. 6.

d'une chaîne {y,} entre y et x \ j y . Envisageons une chaîne maximale quel-
conque {u,} entre a-exclus et a-uy. La chaîne { ^ } : { ,r,<^}(") est maxi-
male entre xr\y et x\jy et elle est obtenue sous la forme z^==x^r\y,^
à partir de la chaîne {{x^y^} : {{x, y.)<(^, x\jy)\ du produit cardinal
[x, x \ j y ] X [y, xuy]. Le couple {x, y) vérifiant la propriété /-, cette chaîne
est maximale et, en particulier, la chaîne {y,} est maximale entre y et x u y.
On déduit immédiatement de là (R)=>(L).

30 (0=>(L) : Soit un couple (x, y) vérifiant la propriété /, c'est-à-dire que,
pour toute chaîne maximale {(x,, j,) '; du produit cardinal [xr\y, x} x [xf\y, y]
obtenue sous la forme x,=s,r\x, y,=3,r\y à partir d'une chaîne lz.\
entre xr\y et a-Uj, la chaîne {z,\ est nécessairement maximale. Montrons
que ce couple (x,,/) vérifie aussi la propriété /. Soit {x,} une chaîne maximale
entre xf\y et x obtenue sous la forme x,==y^x à partir d'une chaîne [y,\
entre y et xuy. Envisageons une chaîne maximale quelconque { ̂ } entre a-n.r

(") ! ̂ i< «a! désigne la chaîne obtenue en juxtaposant les chaînes { a-ij et ' M a ' -
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et y exclus. La chaîne {(.r?, y ^ } t ' { ^ ^ \ y , ^a)<(^, y)} est maximale
dans le produit cardinal \^cç\y, x}x[xf\y, y} et elle est obtenue sous
la forme x^=z^ç\x^ y^=z^r\y à partir de la chaîne { z ^ } : {u^<^y,\
entre xC\ y et x\) y . Le couple (x, y ) vérifiant la propriété i, cette chaîne
est maximale et, en particulier, la chaîne \y,\ est maximale entre y et x\) y .
On voit donc que (I) entraîne (L).

4°(I)=>(Ji) : Un treillis satisfait à la condition (J^) si, pour tout coupler, y)
et pour toute chaîne maximale { (x^ y,)} du produit cardinal

[ x r \ y , x} x{^nj,j],

obtenue sous la forme x^=z,r\x, y,=z,f\y à partir d'une chaîne { z ^ \ entre
xC\y et x\jy, la chaîne [x^\jy,\ est maximale. Cette dernière chaîne pouvant
être prise comme chaîna [z^ ceci a lieu dès que le couple Çx, y) vérifie
la propriété i et, par conséquent, on a (I)=>(Ji).

5° (F)=>(B): Supposons qu 'un couple (x, y) vérifie la propriété/, c'est-
à-dire que, pour toute chaîne maximale {(x,, y,)} du produit cardinal

[œc\y, x} x [xc\y, j],

la chaîne [x,\j y,} soit maximale entre xC\y et x\jy. Montrons qu'il vérifie
aussi la propriété &, c'est-à-dire que, pour toute chaîne maximale [x,\
entre xÇ\y et x, la chaîne [x,\jy\ est maximale. En effet, soit une chaîne
maximale [x^\ entre x n y et x et soit une chaîne maximale quelconque { U y , \
entre xÇ\y et y . La chaîne {(^, y^)\ : {{xC\y, u^)^^x,, y ) } est maximale
dans le produit cardinal [^Oy, x\ x [xr\ y , y]. La propriété'y étant vérifiée,
la chaîne {x^\jy^} est maximale et, en particulier, la chaîne [x,\jy\
est maximale entre y et.ru y. On a donc (F)==>(B).

6° (F)=^(Ji) : Cette implication est triviale.

'7° (S)=^>(M) : Un couple (x, y ) vérifie la propriété m si, pour toute chaîne
maximale [x^\ entre xç\y et x obtenue sous la forme x^=y^r\ x à partir
d'une chaîne \y^} entre y et x\j y , la chaîne {y,} peut être choisie maximale.
Si un couple (rr, j) vérifie la propriété s, il vérifie la propriété m. En effet,
soit [ x ^ } une chaîne maximale (sans répétition) entre xÇ\y et x obtenue
à partir d'une chaîne [y^\ entre j et x\j y et soit une chaîne maximale
quelconque \u^\ entre x et x\jy. La chaîne { z ^ } : [x,<^u^\ est maximale
entre rcHyet x\j y et est obtenue sous la forme z^=x^C\y^ à partir de la
chaîne {{x'^ y^)\ : [ ( x , Jc)^(^a» x\J y) j du produit cardinal

\x, œ\j y } x [ y , x\j y}.

Le couple vérifiant la propriété s, on peut choisir la chaîne [{x^ y y ) j pour
quelle soit maximale entre {x, y) et {x\jy\ x\jy\ Faisons ce choix.
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L'élément x appartient à la chaîne \z^\ : c'est le dernier élément de la
chaîne { x^\\ il ne peut être obtenu sous l a fo rme^gnypqu^en prenant .73= x \jy
et x^= x. Les éléments précédents de la chaîne { z^ \, c'est-à-dire les éléments
précédant x dans la chaîne [x^\ sont donc obtenus en prenant x^^_x^
donc x^=xei la chaîne [(x^, y ^ ) == (x, y ^ } } relative à ces éléments est maxi-
male entre Çx, y) et Çx, x\jy^)\ autrement dit, la chaîne [y^\ relative
à ces éléments est maximale entre y et x\j y et peut être prise comme
chaîne [y^\\ le couple (x, y) vérifie la propriété m et l'on a (S)=4>(M). [On peut
aussi établir un peu plus rapidement que (Si) implique (Mi)].

8° (L)=>(a) : Plaçons-nous dans un treillis qui satisfait à la condition (L) et
envisageons un couple (x, y) d'éléments du treillis vérifiant la propriété a, c'est-
à-dire que tout élément x ' tel que x H y ^ x ' ^ x s'écrit sous la forme x'= y ' r\ x,
où y est tel que J^./^^UJ. Il faut montrer que le couple (j, x) vérifie

^y

aussi la propriété a. Pour l'établir, nous utiliserons seulement le fait [qui
a lieu puisque le couple (x, y ) vérifie a\ qu'il existe une chaîne { y , } entre y
et x\J y telle que la chaîne [xC\y,\ soit maximale entre xç\y et x (2 0) .
Supposons, avec cette hypothèse, qu'il existe un élément a tel (\wxÇ\y^n^x
ne se mettant pas sous la forme a === bc\yyvecx^b^x\jy. Posons a \jx=c,
On a cC\y^a et cÇ\yj^a. Posons c Ç \ y = a ' . Montrons que, moyennant
cette supposition, le couple (^, a) ne peut vérifier la propriété /. On a
d'abord a \j x =c, a ç\ x == x c\ y. D^autre part, la chaîne { c r\ Ji} est une chaîne
entre a1 et c; c^est donc aussi une chaîne entre a et c et certainement non maxi-
male entre a etc. Pourtant, elle donne une chaîne maximale [xÇ\cC\y,=xr\y,}
entre xç\y et x. Il en résulte que la supposition faite n'est pas légitime;
donc, le couple (y, x) vérifie a et l'on a (L)=>(a).

g° (L)=>(y) : Montrons d'abord que, dans un treillis satisfaisant à la condi-
tion^), un couple d^éléments ( x ^ y ) qui vérifie la propriété a, vérifie également
la propriété 65 c'est-à-dire que toute chaîne maximale [x,\ entre xÇ\y et x

( 2 0 ) Cette démonstration établit que la condition (L) entraîne la condition suivante [qui entraîne
manifestement la condition (a)] : Si, pour un couple (a*, y), il existe une chaîne \y\} entre y
et x\jy telle que la chaîne j xr\y^\ soit maximale entre xr\y et x, le couple (y, x) est modulaire.
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donne une chaîne maximale \y\jx,} entre y et x\jy. Pour établir ce point,
supposons que le coupler, y) d'éléments d'un treillis satisfasse à la propriété a
et non à la propriété 6. Il existe donc une chaîne maximale [x,\ entre xf\y
et x telle que la chaîne [x,\jy\ ne soit pas maximale. Or, la propriété a ayant
lieu, on a, pour tout élément x,, (^ u y) C\x=x,. Il en résulte que la
chaîne non maximale | x, \j y } entre y et x\}y conduit à la chaîne maximale
{{x, uy) n x}, ce qui prouve que le couple {x, y) ne vérifie pas la propriété /.

xuy

D'autre part, pour un couple {x, y), vérifier la propriété c (toute chaîne
maximale sans répétition { x , ) entre xç\y et x conduit à une chaîne maximale
sans répétition [x,\jy} entre y et x\jy) équivaut à vérifier s imultanément les
propriétés a et &. En effet, si les propriétés a et b ont lieu, il est évident que la
propriété c a lieu (en utilisant la forme 1° de la propriété a). Réciproquement,
supposons que la propriété c ait lieu; alors, une chaîne maximale \x,} donne
une chaîne maximale {x,\jy} (on supprime les répétitions éventuelles pour
appliquer la propriété c, la chaîne { x, \jy ] reste maximale lorsqu'on les rétablit)
et la propriété b a l ieu; de même, une chaîne sans répétition [x,} donne une
chaîne sans répétition { x, \jy \ (on rend la chaîne { x , ] maximale pour appliquer
la propriété c, la chaîne [x,\jy\ reste sans répétition quand on supprime les
éléments introduits) et la propriété a a lieu.

Le rapprochement de ces remarques montre que (L)==>(y). En effet, si la
condition (L) est vérifiée et si un couple (x, y) satisfait à la propriété c, il
satisfait à la propriété a. Le couple (y, x) satisfait à la propriété a, puisque
(L)==>(a); il satisfait donc aussi à la propriété b et, par conséquent, à la
propriété c. La condition (y) est vérifiée.

10° (L)^(M) : II est évident qu'un couple {x, y) satisfait à la propriété m
dès qu'il satisfait à la propriété A On a donc (L)=>(M).

11° (B)=>(6) : Supposons que la conditionne) soit en défaut. Il existe*,
d'après le théorème 7 du Chapitre I, trois éléments x, y, z tels que
y n ^ = y n ^ < ^ < ^ < y U ^ = y U ^ e t tels que, pour tout élément t vérifiant
yC\x<^t^y, on ait t\jx^z. On voit immédiatement que la condition (B)

Ann. Éc. Norm., (3), LXV1II. — FASC. 3. 27
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est en défaut : le couple (y, x) ne vérifie pas la propriété 6. En effet, n'importe
quelle chaîne maximale [ y , } entre yç\x e t j donne une chaîne [y,\Jx\ non
maximale, car on peut y intercaler l'élément z (aucun élément y^yC\x ne
peut être tel qviey,\jx =z, puisqueyn^==.yn^\

12° (B)=>(p) : Cette propriété est évidente.

i3° (B)=»(M) : Cette implication est triviale si l'on utilise (M) sous la
forme équivalente (Mi ).

i4° (Ji)=>(M) : Supposons que (J\) ait lieu et montrons qu'il en est de même
de (Mi). Soient deux éléments x et y tels qu'il existe une chaîne { x , } maximale
entre x(\y et x avec x,= (x, \jy)r\x pour tout t. Envisageons une chaîne { ^}
maximale entre xç\y et y et considérons la chaîne du produit cardinal
[>n.y, x}x[xf\y, y} obtenue en juxtaposant les chaînes {{xc\y, u^)} et
[{x^ j)}- ^ette chaîne satisfait à l'hypothèse de la condition ( J < ) . Donc, la
chaîne {u^x,\jy} est maximale entre xç\y et x\)y, ce qui montre que la
chaîne \x,\}y\ l'est entre y et x\jy. On a donc (J^)=>(M).

i5° (Ji)=>(J) : Cette propriété est immédiate.

16° (a)=>(2)(21) : Plaçons-nous dans un treillis qui ne satisfait pas à la con-
dition (2). Il existe deux éléments x et y tels que x couvre x(\y et x\jy ne
couvre pas j. On peut donc trouver un élément z tel que y<^z <^Uj. Le
couple {x, z) vérifie a, puisque x couvre x(\z=xC\y et le couple {z, x) ne
vérifie pas a, carj ne peut s'écrire sous la forme z n c avec x^ c^x^jy==x\j z.
La condition (a) est donc aussi en défaut.

17° (M)^(2) : La condition (2) n'étant pas satisfaite, il existe deux
éléments x et y comme dans la démonstration précédente et le couple {x, y)
ne vérifie pas m, car la chaîne maximale [xc\y<ix} ne peut être obtenue à
partir d'une chaîne maximale entre y etx\jy. (M) est en défaut.

( 2 1 ) La propriété 16° est due à I. Kaplansky. Voir G. BIRKHOFF [l], exercice 2, p. 101.
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i8° ( J )=^>( i ) : Supposons ( i ) en défaut. Il existe trois éléments x, y et z
tels que x et y couvrent x(\y et ^u r>^>y. La chaîne

{(.^nj, x r \ r ) < (^nj, j) < 0, j) j

satisfait à l'hypothèse de la propriété j pour le couple Çx, r) sans satisfaire à
sa conclusion. D'où (J)=^>(i).

19° (6)=»(2) ( 2 2 ) : (2) étant en défaut, il existe x, y, z tels que

^ n 5 < j ' < ^ < ^ u r

et x couvre xÇ\y\ il n'existe donc aucun élément t tel que xç\z <^ t^Lx
et {y\jt)r\z<^z et (6) est aussi en défaut.

20° (2)=»(i) : Cette implication est manifeste.
'21° (2)=>(3) : Plaçons-nous dans un treillis vérifiant la condition (2) et

envisageons, s'il en existe, deux couples d^éléments x et y , z et ttels que x
couvre y et z couvre t. Il faut établir l'égalité [(x u t) n z\ \jy === [(^ U.y) f\x\\Jt.

Supposons d'abord que l'on ait x^t. L'égalité a démontrer devient
{xC\z)\jy=Çz\jy)c\x. Or, de t^x et t^z, on déduit t^xÇ\z et,
puisque z couvre t, xç\z= z ou xÇ\z=t. Si x(\z=z, l'égalité a lieu trivia-
lement. Si xç\z=t, z couvre xÇ\z et l'égalité résulte de la forme (20) de la
condition (2) (Chap. I, théorème 6). On traite de la même façon le cas où l'on
a 5^7.

Supposons maintenant qu'on n'ait aucune de ces deux relations. On voit
immédiatement qu'il n'existe entre les quatre éléments x, j, z , t aucune
relation autre que x^y et ^^ï. Considérons l'élément y\Jt. Il est néces-
sairement distinct de x, y , z , t. Plusieurs cas sont possibles : on peut avoir
y\jt^x ou non, y\jt^z ou non.

Ier cas. — y U ^ ^ e t j U ^ ^ . O n a alors (y\}t)C\x ==y et {y\Jt)r\z = t.
Par conséquent, d'après la condition (2), Çy\jt}\jx=x\jt couvre y\jt et
Çy\jt)\jz=z\jy couvre y Ut. Ce cas se subdivise : ou bien x\jt=z\jy, ou
b\enx\jt=^2\jy. Si x\jt=z\jy, l'égalité à établir devient z\jy=x\j t; elle

,yuz xuz

( 2 2 ) La propriété 19° est due à S. MAC LANE [\ ].
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est vérifiée. Si x\jt-^z\jy^ on a {x\jt')C\(z\jy) ==y\Jt et, d'après la condi-
tion (2), (x\jt)\J(s\jy) =x\jz couvre ^ U ^ e t ^ U j . Onaalors( . ru^)n^==^
car on n'a pas x\jt^z et (^uy)n^==j, car on n'a pas z\jy^x. L'égalité à
établir devient t\jy=y\jt9, elle est vérifiée.

2e cas. — y\jt^x et y\jt^z. On a x\jt=y\jt et Çy\Jt)c\z=t,
{y\jt)\}z=y>jz=x\jz couvre y \ J t . L'égalité à démontrer devient
t\jy=x\jt qui est satisfaite. Le cas où y\Jt^x et y\jt^z se traite de la
même façon.

3e cas. — y\jt^x eiy\jt^z. On a y\jt=x\jt= z\jy=x\jz. L'égalité
s'écrit z \jy =x\jt qui est satisfaite.

22° (a,)=^(2,)=^(i ,) ; (a^r^^1)^^) : Dans les treillis quelconques, on
sait qu'on a (a)=^(2)=>(i) . Ces implications ont donc lieu dans les treillis
d'idéaux, et dans les treillis d'idéaux duaux.

23° (a,)=^>(a) : Envisageons un treillis L qui vérifie la condition (a,), c'est-
à-dire que le treillis L, de ses idéaux vérifie la condition (a) et supposons que,

^y

pour tout élément x ' tel que x r \ y ^ x ' ^ x , on ait (^x1\Jy)c\x=x''. Il faut
montrer que, pourtoutélémentytelque^Hj^y^y, ona(yu^)ny ==y-

Plaçons-nous dans L; et montrons que, pour tout élément ï ' tel que
(^nj)^;r^(», on a |yuCr)]nO)=^ (23). Si ^ est un idéal prin-
cipal Çx'), ceci est trivial, car on sait que (^i U^) == (^i)U(^2) et
(^ n^2)=(«^i)n(^2). Sinon, x1 est caractérisé par l 'ensemble X/ de ses
éléments compris entre xç\y et x : n' est, en effet, l 'ensemble des éléments u
tels qu'il existe x ' çXf avec u ^ x ' ' . Jt^U(j) est alors l'ensemble des éléments v
tels qu'il existe x ' e X f avec v^x'>jy, et [^^U(y)]n(^) est l 'ensemble
des éléments w tels qu^i l existe x ' çX^ avec w^Çx'\)y)c\x. Or, on a
(^Uj)n^==^. On en déduit [ï'ru0/)]n(^)=^/. Le treillis L, vérifiant
la condition (a), pour tout élément \)' tel que (crny)^i)^(j), on a
^\j(x)](^(y)=r)^ En particulier, ceci a lieu pour tout idéal principal

( 2 3 ) (x) désigne Pidéal principal engendré par l'élément x^ ensemble des éléments u tels que
u, ̂  x.
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}}' ={yf)f cîest ^ïre que, pour tout élément y ' eL tel que ^ C \ y ^ _ y ' ^ y , on
a(yu^)nj=y.

24° (^^(a) : Nous considérons ici un treillis L qui vérifie là-condition (a^),
c'est-à-dire que le treillis L1 de ses idéaux duaux vérifie la condition (a) et
nous montrons qu'il satisfait à la condition (a).

Il suffît de reprendre la démonstration précédente^ en y remplaçant u^_x1

^ ^ x ' \ j y , ^^(^Uy)n^ respectivement par u^x', ç\.^ \j y ,
^^{x'\jy)c\x.

25° (2,)=» (2) : Soit L un treillis tel que le treillis L, vérifie la condition (2).
Soit x et y deux éléments de L tels que x couvre xÇ\y. Dans L,, l'idéal prin-
cipal Çx) couvre l'idéal principal (d?nr). Donc, l'idéal principal (x uj) couvre
ridéal principal (y). On en déduit que, dans L, x\jy couvre j.

26° (2^)^>(5) ( 2 4 ) : Soit L un treillis dans lequel la condition (5) est en
défaut. Il existe, dans L, trois éléments a, b, c tels que l'on ait

bc\c-=^bç\a<,a<^c<^b\!a^=.bç\c

Fig. i4.

et tels que, pour tout élément x satisfaisant à & H c <^x^b, on ait (x \j a) ç\ c ̂ > a.
Plaçons-nous dans le treillis IÂ Considérons les idéaux duaux suivants
(éléments de L/) : i° l'idéal principal (&nc) ; 2° l'idéal x, ensemble des
éléments u de L tels qu'il existe un idéal ï, d'une chaîne maximale d'idéaux { x , }
entre (6nc) exclus et (6) (choisie une fois pour toutes) avec uçx, : on voit
que x est un idéal et que cet idéal ne contient pas & H C ; on a donc ï^>(br\c);
de plus, ^ couvre (&Hc) , car il appartient nécessairement à la chaîne maxi-
male { ï i } et c'est Télément minimum de cette chaîne; 3° l'idéal i )=ru(û) :
c'est l'ensemble des éléments v de L tels qu'il existe x^y, et satisfaisant
^br\c<^x^b avec v^x\ja\ 4° l'idéal j=qn (c ) : c'est l'ensemble des
éléments w de L tels qu'il existe x avec w^^^x\}a)ç\c. Montrons que (2') est

(2 4) Cette propriété est aussi établie dans R. P. DILWORTH [l], p. 343.
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alors en défaut. Il suffit de remarquer pour cela : i° y\jia)==n;
2° ; r n ( a )= (&nc ) : en effet, m (a) est l 'ensemble des éléments de L tels
qu'il existe x avec t^xç\a=bç\c; 3° X couvre (&nc) ; 4°l) >3 >(a) : en
effet, d'une part, c e 3 et c^i), car on ne peut trouver x avec c^a? donc
avec c^a?ua; d'autre part, ae(a) et a^), car on ne peut trouver x avec
a'^Ça'\ja)r\c, puisque (S) est défaut.

27° ( i , )=^>( i ) . Soient.r e t y d e u x éléments d'an treillis L satisfaisant à ( i , )
tels que a; et y couvrent a-n.y. Dans le treillis L,, (x) et (y) couvrent (xf\y)-,
par conséquent, (a;)uCr)=-=(a;Uj) couvre (a?) et (y) et, dans L, x\jy
couvre x et y.

28° ( r')=» ( i ) : La démonstration précédente est valable, L' remplaçant L,.

29° (5)=»(6) : Cette propriété est triviale.

b. Indication des contre-exemples montrant qu'il n'y a pas d'implication
binaire autre que celles-là et leurs conséquences logiques ( 2 ! > } .

i« ( a , )^ ( i ' ) , (6 ) , (Y) , (p ) , (M) , ( J ) :B6 .
2° (a1)^!,), (y), (p), (M), (J) : €9, B i i .
3° (R) ^>(i,), (i1), (6), (p), (J) : €9, B3, A4.
4° (t) ^(^(^^.((^(S^CQ.BS.CS,.
5» (F)^>(i,), (r), (5), (a), (y), (S) : £2, B i 3 , C5.
6° (2;)^(a): B i .
7° (2')^(a): €2.
8» (S)^(a),(y):C2.
9° (B)^(J ) :A4.

io°( i , . )^(3):B2.
i i » ( I l )^ (3 ) :CI .
12° (S)^!1)^!/».

i3o(Y)^( i ) , (3):C3.
14° (P)^(i),(3):C3.
i50 (J)^(3):B2.
16° (3)^(i):A5.

Les contre-implicat ions qui précèdent suffisent pour s'assurer que le tableau
du théorème 1 donne'bien toutes les implications binaires reliant les conditions
étudiées. De i° à 5°, les contre-implications indiquées assurent que les condi-
tions (a,), (a'), (R), (I), (F) n'entraînent rien qui ne résulte du tableau; par
exemple, on a(R)9^(I) , car on a(B)7^(J). De 6° à 16°, on a procédé de là
même façon en ne figurant pas, de plus, ce qui résulte d'une contre-implication

( 2 3) Les contre-exemples utilisés sont groupes et étudiés plus loin.
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déjà écrite : par exemple, on a (-2/)7^(L), car on a (a,):7^>(L); de même, en
plus des conditions que (R) n'entraîne pas, (L) ne doit pas entraîner (R) ni (S),
mais cela résulte du fait que (I) n 'entraîne pas (S).

2. TREILLIS À CONDITION DE CHAÎNE ASCENDANTE.

THÉORÈME 2. — Dans les treillis satisfaisant à la condition de chaîne ascendante^

Fig. i5.

Fig. 16.
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les conditions étudiées sont liées par les implications lunaires indiquées dans la

figure i5 et par leurs conséquences logiques (2 6) , ou par celles de la figure 16
obtenue en groupant les conditions qui deviennent équivalentes.

a. Démonstration des implications supplémentaires. — i° (M)=>CL) : La
démonstration repose sur le lemme suivant :

LEMME 1. — Dans un treillis satisfaisant à la condition de chaîne ascendante
si la condition (M) est vérifiée et si une chaîne maximale {x,} entre xÇ\y et x
peut être obtenue sous la forme x,=xC\y,, à partir d'une chaîne {y,} entre y
et x\jy, la chaîne [ y , } assurant cette obtention est unique.

Démonstration. — On peut toujours admettre, pour établir ce lemme, que la
chaîne [x,} est sans répétition; supposons qu'il existe deux chaînes telles
que {y,}. La chaîne [x,\jy\ possède certainement cette propriété. Envisageons
donc cette chaîne [x,\jy\ et une autre { r j . Soit alors b l 'élément de la

chaîne [x,} maximal parmi ceux qui possèdent la propriété x,\)y ^=-y,. On a
donc b \}y = c < d, d étant l'élément correspondant de la chaîne [ y , } ; et, pour
tout élément ^>6, on a x,\jy=y,. Montrons que le couple {x, c) ne vérifie
pas la propriété m. On a d'abord xr\c=b et x\jc=.x\jy. La chaîne [x,\
avec (^^6) maximale entre b et x est obtenue sous la forme x,=y,(\x à
partir d'une chaîne, la chaîne [y[ ] (avec y^ d) entre c etx \jy. Or, il est impos-
sible de choisir une autrechaîne entrecet^uy, soit{j^ assurant cette obten-
tion tout en étant maximale : en effet, la chaîne {y[} devant être maximale
entre c et x\jy, c doit en faire partie et il conduit à h=cç\x\ d'autre, part,
pour tout élément x, tel que ^>6, on doit avoir y'^x, et j^c, donc
y^x,\jc-=x,\j y=y^d, ce qui montre que d peut être intercalé dans
la chaîne [y\] immédiatement au-dessus du premier élément c, si bien que la
chaîne {y\} ne saurait être maximale. L'hypothèse faite conduisant à admettre

( 2 6 ) Je pense qu'on a aussi (L)=>(R) , mais je n'ai pu rétablir. Je n'ai pu décider non plus si l'on
a ou non (2Q==>(a^) . Les contre-exemples indiqués plus loin montrent qu'il ne peut y avoir d'impli-
cation binaire qui ne soit pas conséquence de ces deux-là et de celles figurées dans le tableau.
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que la condition (M) est en défaut doit être rejetée et la chaîne [y,} est unique.
On a d'ailleurs y,=x,\jy'

De ce lemme, il résulte immédiatement que, dans un treillis satisfaisant à la
condition (M) et à la condition de chaîne ascendante, si une chaîne maxi-
male [x^\ entre xf\y et x peut être obtenue sous la forme x^=x(\y^ à partir
d'une chaîne maximale entre y etx\jy, {j i}, on ne peut remplacer la chaîne [ y , }
par une chaîne non maximale assurant cette obtention. On voit donc que l'on
a(M)=>(L).

2° (S)=>(R) : La démonstration, tout à fait analogue à la précédente, repose
sur le lemme suivant :

LEMME 2. — Dans un treillis satisfaisant à la condition de chaîne ascendante,
si la condition (S) est vérifiée et si une chaîne maximale [ z,} entre xÇ\y etx \jy
peut être obtenue sous la forme z,=x,Ç\y^ à partir d'une chaîne {(x,, y,) } du
produit cardinal [x^ ^Uj]x[y, ^Uj]? la chaîne {(x^ y,}} assurant cette
obtention est unique.

Démonstration. — Nous suivons la même marche que dans la démonstration
xuy

du lemme 1. Admettons que la chaîne [z,\ soit sans répétition et supposons
qu'il existe une chaîne {{x,, y,)} différente de la chaîne }{z,\jx, z,\jy)}(\m,
elle, assure certainement l'obtention de la chaîne {z,}. Soit alors b l'élément de
la chaîne { z,} maximal parmi ceux qui possèdent la propriété z, U x ̂ - x,, s'il en
existe. S'il n'en existe pas, il existera au moins un élément tel que l'on ait
z,\jy^Éy, et l'on raisonnera de la même façon en remplaçant x par j. On a
donc b\jx-=c<^d, d étant l'élément x, correspondant ; et, pour tout élément
z^b, on a z,\}x=x,. Posons b\jy= CL et montrons que le couple (c, a) ne
vérifie pas la propriété s. On 3Ldï3ihordc^\a=beic\Ja=x\Jy. La chaîner}
(avec^^è) maximale entre b et.rUj est obtenue sous la forme z,=x,r\y, à
partir d'une chaîne, la chaîne {Çx,, y,)} [avec (^, j,)^(rf, e\ e ( 2 7 ) étant
l'élément y , associé à x,==d pour donner 6]. Or, il est impossible de choisir

( 2 7) II est possible que Pon ait e = a.
Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — FASC. 3. 28
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une autre chaîne entre (c, a) et (x\jr, ^Uj), soit { ( ^ , y,)| assurant cette
obtention tout en étant maximale : en effet, la chaîne {{x\, y[)\ devant être
maximale entre (c, a) et Çx\jy, ̂ Uj), (c, a) doit en faire partie et il conduit
à b=cr\a; d'autre part, pour tout élément ^ tel que z^h, on doit avoir
x^z, et^^c, doncx[^^,\jc=.z,\jx=x^d; l 'élément (rf, a) peut être
intercalé dans la chaîne { ( x [ , y[)}^i\ n'en fait certainement pas partie, car on a
dr\a^cf\a==b et dr\a^dr\e == b, donc d(\a^b et l 'élément b est obtenu
à partir de l 'élément (c, a); la chaîne { ( x , , y\}\ ne saurait être maximale. (S)
étant vérifiée, la chaîne [(x^ y,)\ est un ique et l'on a x,=z,\)x, y,= z,\)y.

De ce lemme, il résulte facilement, comme dans la démonstration précédente,
que l'on a (S)=>(R) dans les treillis satisfaisant à la condition de chaîne
ascendante.

(3°) (L)==>(I) : Nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 3. — Soient deux éléments s et x tels que s ̂ x d^un treillis S, deux
éléments t et y tels que t^y d'un treillis conditionnellement complet (28) T; si la
chaîne {{x,, y,)} est maximale dans le produit cardinal [s, x ] x [ t , j], la
chaîne [ x^} est maximale entre s et x. En particulier^ soient deux éléments x et y
d^un treillis conditionnellement complet; si la chaîne [ (^, y^ ] est maximale dans
le produit cardinal [xC\y^ x~\ x [xC\y^ y], la chaîne \x,} est maximale entre
xÇ\y et x, la chaîne { y ; } est maximale entre xÇ\y et y.

Démonstration. — Supposons la chaîne [x,\ non maximale : on peut y
intercaler un élément u. Soit lo Fensemble des indices L tels que l 'on ait.r,<^/.
Posons r^^y- Cet élément existe, car l'ensemble d'éléments { y , } est

^e io
borné. Envisageons l'élément (u, y ' ) du produit cardinal [s, x} x [t, y].
On a u^>x, pour tout i € Ï o , J^Jt pour tout L e î o ; u<^x, pour tout i^Io,
y ' ^ y , pour tout t^Io. On voit qu'on peut intercaler l'élément (u, y ' ) dans la
chaîne {Çx,, y,)}, en contradiction avec le fait qu'elle est maximale.

Remarquons que la deuxième propriété du lemme 3 est inexacte dans un
treillis non conditionnellement complet. Par exemple, en désignant par R la
chaîne des nombres rationnels r tels que o^r^i, le treillis R2 met la propriété
en défaut. Prenons rc==(0, i ) , j=(i , 0) et plaçons dans la chaîne { ( ^ , y , ) {
les éléments [(0, r), (0, 0)] avec r^ ï- et les éléments [(0, r), ( i , 0)] avec

^^> -^ On voit que cette chaîne est maximale sans que la chaîne {y,\ le soit.

LEMME 4. — Un treillis qui satisfait à une condition de chaîne (ascendante ou
descendante) est conditionnellement complet,

( 2 8 ) Pour la définition, cf. G. BIRKHOFF [i], p. 5i.
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Démonstration. — Montrons-le, par exemple, pour un treil l is satisfaisant à
la condit ion de chaîne ascendante. Soit { i i y , j un ensemble borné d'éléments du
treillis. Cet ensemble admet un plus petit majorant : soit u^ un élément de
l'ensemble. Si l'on n'a pas Ui^Uy, pour tout a, il existe u^ tel que u^^u^ et
u^<^Ut\ju^. Si l'on n'a pas u^uu^^Uy, pour tout a, il existe ^3 tel que
^3^ u^ u^2 et Ui U^<^ ^i U ^ U ^ 3 . Et ainsi de suite. Cette chaîne ascendante
est finie. Soit s son dernier élément. On a ^ = U ^ a - L'ensemble {uy.} admet

a

aussi un plus grand minorant. II existe un élément a du treillis tel que l'on ait
a^_u^ pour tout a. On voit aisément que F\ Uy, est égal à U a^ où{a^} est

^
l'ensemble des éléments tels que l'on ait a^^u^ pour tout a (^ 9 ) .

LEMME 5. — flâ^ un treillis satisfaisant à la condition de chaîne ascendante et
à la condition (L), si x et y sont deux éléments tels qu'une chaîne maximale
{ (x,, y,) } du produit cardinal [xF\ y, x~\ x [xr\y, j] soit obtenue à partir d'une
chaîne {z,} entre xÇ\y etx\Jy sous la forme x,= z,r\x, y,= z,C\y, la chaîne
{x , } peut être obtenue à partir d'une chaîne [ y \ } entre y et x\Jy sous la forme
x,=y[ Ç\x, la chaîne \y, \ peut être obtenue à partir d'une chaîne { x\ } entre x et
x \jy sous la forme y, = x\ Hy.

XIP/

Démonstration. — On peut admettre que la chaîne { (^, y^)\ est sans répéti-
tion. Comme il a déjà été remarqué, on peut prendre pour chaîne \ z,} la chaîne
[x,\jy,\ et il faut montrer qu'on a (x,\jy) H x=x,, (y,\jx)r\y==y,. Suppo-
sons qu'il n'en soit pas ainsi et soit Çx^y^ l 'élément maximal de la chaîne
{ ( x ^ y ^ ) } tel que l'une de ces deux égalités au moins soit en défaut; par
exemple, on a (^i \jy)f\x=u ̂ >x^ Soit Io l'ensemble des indices i tels que
l'on ait(^,ji)^>(^i, ji). Pour tout ( . e ï o » on a

(^u^)n^=^^(^iUj)n^==^,

( 2 t J ) Oh voit, par le même raisonnement, que, dans un ensemble partiellement ordonné satisfaisant
à la condition de chaîne ascendante, il suffit de s'assurer que tout couple d'éléments admet un plus
petit majorant, pour pouvoir affirmer qu^on a affaire à un treillis conditionnellement complet. S'il
existe un élément zéro, on a un treillis complet.
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et pour tout i^Io, on a u ̂ >x^^x^ L'élément u peut donc être intercalé dans
la chaîne {^}. Celle-ci étant maximale d'après le lemme 3 et le lemme 4,
u appartient à cette chaîne dans laquelle il suit^. La chaîne { (^?y / )} étant
maximale, l 'élément (^,ji) lui appartient et il suit (^,ji). La chaîne \ ( x ^ y ^ ) }
étant obtenue à partir de la chaîne [x,\jy,\, on a nécessairement

•^lUji^Uji;

plus précisément, on a x^ uji==^i <^= u\j,Yi' D'autre part, on a
^inj== vç\y ==ji et ^iUj==^Uj==w

Montrons que le couple d'éléments ( y , z ^ ) ne peut vérifier la propriété /. En
effet, la chaîne [ y , } (avec y ^ y ^ ' ) maximale d'après les lemmes 3 et 4, peut
être obtenue sous la forme y^=Çy,\jx)c\y à partir de la chaîne [ y , \Jx\,
entre y^\Jx et x\jy, elle peut, par conséquent, être obtenue sous la forme
y^= [(jiU^) r\^]r\y à partir de lachaîne {(y,\J^)F\^} entre(/i u^)H^^^
et w\ cette dernière chaîne n'est certainement pas maximale entre z^ et
w=z^\jy, puisqu'elle ne contient pas l'élément z^ La condition (L) devant
être vérifiée, l'hypothèse faite est illégitime et le lemme est démontré.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que, dans les treillis satis-
faisant à la condition de chaîne ascendante, on a (L)=>(I). Pour cela, envi-
sageons un tel treillis dans lequel la condition (I) soit en défaut. Nous pouvons
y trouver un couple d'éléments ( x , y ) tel qu'il existe une chaîne { ( ^ , j i ) }
maximale dans le produit cardinal \xÇ\y, x\ x \xr\y, y} obtenue sous la
forme x,=z,C\x, y,=z,C\y à partir d'une chaîne [z,\ non maximale entre
xf\y et x\jy- On peut admettre que la chaîne {(x,, y,)} est sans répétition.
D'autre part, on peut toujours supposer qu'on n'a pas, pour tout i, z,==x,\jy,\
s'il en était ainsi, on pourrait toujours remplacer la chaîne {z,} par une autre
également non maximale, assurant la même obtention et où cette égalité ne
serait pas toujours vérifiée; en effet, on peut intercaler un élément u dans la
chaîne { z , } ; l 'élément (ur\x, ur\y) appartient à la chaîne maximale {(^,j,)},
c'est-à-dire qu'on a, pour un certain L = = i o , uç\x=x^ ur\y=y^: on modi-
fierait la chaîne [z,\ en remplaçant z,=x^\jy^ par u^x^ UJ,. Faisons donc
cette hypothèse et soit c l'élément maximal de la chaîne \z,\ parmi ceux pour
lesquels on ^z^x,\jy,\ soient x,=a^y,=b les éléments correspondant à
z,=c et posons a\jb=d. On a certainement c ^> rf. Formons a\jy=u. Deux
cas sont possibles : ou bien on a u^c, ou bien il n'en est pas ainsi.

^er ç^y — ï/^c. Alors, le couple (y, d) ne vérifie pas la propriété /. On a
yf\d==b, y\jd=u. La chaîne {y,} (avec y^b) est maximale entre b et j,
d'après le lemme 3. Elle est obtenue sous la formej^==(^n^)nj à partir de la
chaîne [z^r\u\ (avec z,^c) entre c et u, non maximale entre d et u.

2e cas. — u ̂  c. Posons c \jy = c U u = v. La chaîne \ x^} est maximale entre
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xÇ\y etx, d'après le lemme 3. Étudions la chaîne \x,\jy\. Pour tout i tel que
l'on ait x^a, on a x,\jy^a\jy=u. Pour tout i tel que l'on a i t^>û, on a
^Uj^^U7t=^^ d'après la définition de l'élément c, d'ou l'on déduit
x,\Jy^^,Uy^c\jy=^' Distinguons deux sous-cas : i° l'élément a de la
chaîne [ x^ \ est couvert par un autre élément de cette chaîne : remarquons que les
éléments de la chaîne { ( x ^ y , ) ] tels que l'on ait (x,,y,)^>(a, b) satisfont à
^>û,carsi l'on avait Ça, y,)^>Ça, &) ,on aurai ta\j y, =z,^>c, d'après la défi-
nition de l'élément c, d'où l'on déduit u=a\jy^>c, ce qui montre qu'on
serait dans le premier cas; il en résulte que, si un élément x,= a' suit immédia-
tement a dans la chaîne { x , } , l'élément (^/, 6) fait partie de la chaîne maximale
{Çx^ y,)} et l'on a a'>jb=d'^>c, toujours d'après la définition de l 'élément c;
on en déduit que le couple (a'', d) ne vérifie pas la propriété /, car on a a' H d= a^
a' U d= d , a' couvre a et d ne couvre pas rf; 2° dans la chaîne [ x,}, l'élément a

^y î^

n'admet pas de successeur immédiat : si la condition (L) est satisfaite, il ne peut
alors exister dans la chaîne [x,} aucun élément tel que x.^\jy=^, car si l'on
avait pour x,==- a"^> a, a"\jy= ^, on aurait pour tout élément x^ tel que
ar/^x,^>a,x^\Jy= v, en contradiction avec le lemme 5, puisqu'on doit avoir
Çx^\jy)r\x=x^, le couple (x, y) ne peut donc pas vérifier la propriété /,
puisque la chaîne maximale { x ^ } entre xç\y et x doit être obtenue à partir de
la chaîne {x , \jy} entre y etx \jy, d'après le lemme 5 et que la chaîne { x , \jy}
n'est pas maximale, puisqu'on peut y intercaler l'élément v\ on aboutit à une
contradiction.

Dans les deux cas, la condition (L) ne peut être satisfaite et l'on a (L) =>(!) (30).

4° (y)^>(2) : Soit an treillis ne satisfaisant pas à la condition (2). Il existe

( : îo) La même démonstration montre que, dans un treillis satisfaisant à la condition de chaîne
ascendante et à la condition (L), si une chaîne maximale { ( ^ i ? J\) i du produit cardinal

est obtenue sous la forme x^ --
nécessairement ^ == x\ uji.

[,rnj, x] x [^nj,j]

^ n x^ y^ == z^ nj" à partir d'une chaîne { z , ^ } entre x nj et ^uj*, on a
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deux éléments x et y tels que x couvre xf\y et .rUj ne couvre pasj. Soit ^
un élément tel quey<^ <^x\jy et tel que x\jy couvre z (il en existe d'après
la condition de chaîne ascendante). Le couple {x, z) vérifie la propriété c et le

w

couple (^, x) ne vérifie pas la propriété c, car toute chaîne [ z , } entre xç\y ei z
passant par l'élément/ donne une chaîne \z^\jx\ présentant une répétition :
y\jx=z\Jx. La condition (y) est aussi en défaut et l'on a (v)==>(2) .

5° (p)==>(Y) : Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (y). 11 existe
un couple d'éléments (*r, y ) vérifiant la propriété c, alors que le couple (y, x)
ne la vérifie pas. Toute chaîne maximale sans répétition [x,^\ entre xc\y et x
donne une chaîne maximale sans répétition {x.,\jy\ entrer et x\jy. Si l'on
suppose satisfaite la condition (p), le couple [ x , y \ vérifiant la propriété b
impliquée par la propriété c, le couple (j, x) la vérifie aussi et toute chaîne
maximale entre xf\y et y doit donner une chaîne maximale entre x et x\jy.
Il doit donc exister une chaîne maximale sans répétition \y^\ qui donne une
chaîne maximale avec répétition \y.,\jxY II existe donc deux éléments de là
chaîne { y ^ } , soient a et b Ça <^ b) tels que l'on ait a\jx= b\jx= c. Montrons

xuy

que le couple Ça^ x) vérifie la propriété b et que le couple {x, a) ne la vérifie
pas, ce qui constituera une contradiction. On a d'abord af\x=xc\y et
a\jx=c. Toute chaîne maximale entre xÇ\y et a donne une chaîne maximale
entremet c, car toute chaîne maximale entre xf\y et y donne une chaîne maxi-
male entre xetx\jy- D'autre part, soit \x,\ une chaîne maximale entre xr\y



CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR INFINIE. 233
»

eta? : la chaîne \x,\ja\ n'est certainement pas maximale entre a et c. Soit, en
effet, i/l'élément maximal parmi les é léments x, tels que l'on ait x,\)a^x,\jb.
Posons u\ja=a', u\jb==b'. Pour tout x, tel que^>î/, QY\^x,\ja=.x,\jb^b'.
Or, il ne peut exister aucun élément x^ tel que x, u b=b1', car on a déjà u \J b == V
et ceci contredirait le fait que le couple {x, y) vérifie la propriété c. L'élément
b' peut donc être intercalé dans la chaîne [x^\ja\ et cette chaîne n'est pas
maximale. La condition ((3) est donc en défaut et l'on a (P)=>(Y).

6° (3)=^>(2) : Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (2). Il existe
deux éléments x et y tels que x couvre xÇ\y et x\jy ne couvre pas y. Soit z
un élément tel quej<^ <^^Ujet t un élément tel que z ^> t^y et tel que z.

^y

couvre ? (il en existe d'après la condition de chaîne ascendante). Posons x = u,
xC\y=v. Les couples d'éléments u et c, z et omet tent la condition (3) en
défaut. En effet, on a d'une part \(u\jt)(\z}\jv= z et l'on a d'autre part
[(z\jv)r\u]\jt=t- On a donc bien (3)=>(2).

^° (a)^>(a^), (2)==>(a,), ( i ) = = > ( i , ) : Ces propriétés résultent trivialement
du fait que, pour un treillis L satisfaisant à la condition de chaîne ascendante,
le treillis L, de ses idéaux se réduit au treillis des idéaux principaux, donc est
isomorphe à L.

8° (6)=>(a) : Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (a). Il existe
un couple d'éléments Çx, y) tel que, pour tout élément a;' avec xÇ\y ^L x^ ^Lx^
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on ait \x'\jy)r\x=x', alors que, pour un élément au moins y avec
^nj^y^y, on ait (yuaQn.y=y>y. Supposons que le treillis envisagé
satisfasse à la condition (6). Il existe au moins un élément z avec xr\y<^z^x
tel qu'on ait <>uy)ny==y<y. Soit u un élément maximal parmiTes
éléments -s possédant cette propriété. Posons u\jy'==u', u\jy\=u . On a
u'\la'=u\{jx^a-\Jy'.On3L3iUSsiu^u'r\x^u\jy)f\a-=u,d'oùu'r\^==u-,
de même, on a ù,r\x=u. Pour tout élément v tel que u<^v^_x, on a
^'Uu'')r\u\==u\', en effet, si l'on avait {v\)u')r\u\ == u;<u',, on aurait
^Uy')ny\^\ju'')r\u\=u',_, d'où (^uy)ny^u,ny<y, en contra-
diction avec la définition de u. Il résulte de là que (6) est en défaut, ce qui
infirme l'hypothèse. On a donc (6)=^(a).

b. Indication des contre-exemples (2 8) :

i° (a1)^),^)^!!.
2° (R)^(i ' ) ,(6),((3):B3.
3° (F)^( iQ,(5) :Bi3.
4° (B)^>(F) : B4.
5° (J)^(2):B2.

6° (I^T^^BIÔ.
r(5)^( i ' ) :Bi4 .
8° (P)^(J) , (a) :Bg.

La remarque faite à la suite de l'indication des contre-exemples du para-
graphe 1 est valable ici.

3. TREILLIS A CONDITION DE CHAINE DESCENDANTE.

THÉORÈME 3. — Dans les treillis satisfaisant à la condition de chaîne descendante

Fig. 26.
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les conditions étudiées sont liées par les implications binaires indiquées dans la
figure 26 et par leurs conséquences logiques (31), ou par celles de la figure 27
obtenue en groupant des conditions qui deviennent équivalentes.

Fig. 27.

û. Démonstration des implications supplémentaires. — (2)==>(F) : Soit un
treillis qui ne satisfait pas à (F). Il existe un couple cTéléments (x, y ) ne
possédant pas la propriété/, c'est-à-dire qu'il existe une chaîne {{x^y,^}
qu'on peut supposer sans répétition, maximale dans le produit cardinal

^y

[^Hy, x^ x [ x n y ^ y ] , telle que la chaîne [x^\jy^ ne soit pas maximale entre
xÇ\y et x\jy. On peut intercaler un élément u dans la chaîne [x,\jy,\. Le

(31) II est possible qu'on ait aussi : ( a )=>(L) , ( i z )=^(a , ) , ( i , ) = = > ( R ) . Les contre-exemples
indiqués plus loin montrent qu^il ne peut y avoir d'implication binaire qui ne soit pas conséquence
de celles-là et de celles figurées dans le tableau.

Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — FASC. 3. 29
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treillis satisfaisant à la condition de chaîne descendante est conditionnellement
complet d'après le lemme 4. On peut donc définir un élément ^ par \Jx^ to

i€ïo
étant l'ensemble des indices i tels que l'on ait x^\jy,^u. On définit de
même l'élément y par \jy^ L'élément (x\ y) peut être intercalé dans la

i€Io
chaîne {{x^ y,) |. Cette chaîne étant maximale, {x\ y) en fait partie. Appelons
(«^a?Ja) le successeur de {x\ y) dans cette chaîne [il existe d'après la condi-
tion de chaîne descendante vérifiée par le produit cardinal [xf\y, x] x [«^ny?yL
puisqu'elle Fest par les treillis composants]. On ne peut avoir à la fois Xy^z^x^
etja^y- II en résulte que Von a a^I^, d'où Von déduit ^aUja^> ^- D'autre
part/on a

^\jy=(\J^\v(\J^\^^J(^uy,)^u,
t€h / \ t€ïo / t€ïo

d'où l'on tire x^y'<^ u. L'élément (^a?Ja) couvrant rélémenl(*r\ y), on doit
avoir soity===ja et x^cowre x^ soit ^==^a et ja couvre y. Supposons, par
exemple, que la première hypothèse soit réalisée. Posons ^uy=û et
x^\Jy^•==^x^\Jyf^==-b. La condition (2) est en défaut, car Pon a Xo,\ja-=^b,
x^r\ci-===.x' et b ne couvre pas a. On a donc (2)==>(F).

2° (a)=>(y): Soit un treillis satisfaisant à la condition (a) et, dans ce
treillis, un couple (x, j) d'éléments possédant la propriété c. D'après une
remarque déjà faite, ce couple possède la propriété a. D'après la condition (a),
le couple (y, x) possède aussi la propriété a. D'autre part, la condition (2),
conséquence de la condition (a), est satisfaite; la condition (B), conséquence
de la condition (F), est satisfaite, d'après le résultat établi ci-dessus; il en
résulte que le couple (y, x) (comme tout autre couple) possède la propriété 6.
Le couple (y, x) possède donc la propriété c, diaprés la remarque rappelée. La
condition (y) est satisfaite et Fon a (a)=>(y).

3° (3)=>(2) : Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (2). Il existe
deux éléments x et y tels que x couvre x(\y et x\jy ne couvre pas y . Soit z
un élément tel que y <^ z <^ x\jy et z couvre y (il en existe d'après la condi-
tion de chaîne descendante). Posons x==u, x{\y-=^\y=t. Les couples
d'éléments u et P, z et t mettent la condition (3) en défaut. En effet, on a, d'une
part, [Çu\jt)C\z^\jv-==-z et, d'autre part, [ (^U^)n^JU t==t. On a donc bien
(3)=»(2).

My



CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR INFINIE. 237

4° (J )==>(2) : Soit un treillis ne satisfaisant pas à la condition (2). Il existe
deux éléments x et y tels que x couvre xr\y etx\jy ne couvre pas y. Soit [y^\
une chaîne maximale sans répétition quelconque entre xç\ye\.y. La chaîne
{ ( x f\y, y,) <^ (x, y)} est maxi mâle dans le produit cardinal [x c\y, x} x [x n,r, j].

^y

Fig. 3o.

Cette chaîne est obtenue à partir de la chaîne [y^ x\jy} entre x(\y et x\jy^
chaîne qui est non maximale, puisque x\jy ne couvre pas y. Montrons qu'il
n'existe pas de chaîne maximale entre xç\y et x\jy assurant aussi cette
obtention. S'il existe une telle chaîne, s o i t { z.^x\jy}^ appelons a le premier
élément de cette chaîne parmi ceux tels que l'on ait z,^é.y,\ appelons b
l'élément y; correspondant. On a û^>6. Pour tout L tel quey^é, on a
^==y^<^ h. Pour tout i tel quey^é, on a s^^a. Il en résulte que l'élément b
peut être intercalé dans la chaîne { z , } qui n'est donc pas maximale. (J) est
donc en défaut et l'on a (J)=^>(2).

5° (a)=>(a1), (a):^^'), (ï)=>(i1) : Ceci résulte immédiatement du fait que
le treillis des idéaux duaux d'un treillis satisfaisant à la condition de chaîne
descendante lui est isomorphe.

6° ( i ,)=^(2) : Soit un treillis L ne satisfaisant pas à la condition (2). Soit
(^, r) un couple d'éléments minimal parmi ceux qui sont tels que x couvre

ûu(>} (xuy;

<r)

W
Fig. 3i.

Il W

xc\ y sans que x\jy couvre y . Il résulte de ce choix que pour tout z tel que
xç\y^ ^<^y, on a z\jx couvre z. Plaçons-nous dans le treillis des idéaux
L,. Soit il un idéal tel que (<rny)^ii<^(y) et (y) couvre n (pour l'obten-
tion d'un tel idéal, voir l'étude duale dans le paragraphe 1, û, 23°). L'idéal a
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est caractérisé par l'ensemble de ses éléments z tels que xç\y^z <^ y : c'est
l'ensemble des éléments t tels qu'il existe z avec t^z. Montrons que a\J (x)
couvre a. Soit u un idéal tel que l'on ait : au (^)^>tt^ a. L'idéal a\j(x)
est Fensemble des éléments^ tels qu'il existe z avec t^z\jx. Il existe, dans
l'idéal au(^), un élément ^ n'appartenant pas à ti. Soit z^ l'élément z tel que
l'on ait v^z^\jx. L'élément z^\jx appartient à au(^) et n'appartient pas
à u. Soit maintenant u un élément quelconque de l'idéal tt. On a^eau(^ ) /
II existe donc un éléments, soit ^2, tel que u^z^\jx. On a n^-z^ \Jz^\jx
avec Zi U ^ 2 € a et ^ U^aU^^t t . On a aussi z^ \jz^^_u\jz^ u.^^^i \Jz^\jx
avecz/U^i U ^Êtt, car ^i U ^ 2 € d^u. On en déduit î /U^ i U^a^^i U^U^.
Or, d'après le choix du couple (^, y), ^ i U ^ 2 U ^ couvre ^ l U ^ s - On a donc
u\jz^ u ^ 2 = = ^ i U ^ 2 î d'où ? /^^ iU^2 et i/ect. Finalement t t==(ï et au(^)
couvre a. Le treillis L( ne satisfait pas à la propriété(i) : on a[au(^)]n(y)=iî,
car (j) couvre a et au(^)^(.y) [en effet, on a J^au(^), puisqu'il n'existe
aucun élément z tel que ^y ̂  ̂  U ̂ » ^ U x couvrant z] ; on a

[aU(^)]u(j)=:(^Uj);

il existe un idéal principal (r) telque(y)<^(r)<^(^uj). Le treillis L ne satisfait
pas à la condition (i,) et l'on a (11)^(2).

^° (2()=>(a) : Soit un treillis L ne satisfaisant pas à la condition (a). Soit
Çx^ y ) un couple d'éléments minimal parmi ceux qui ne possèdent pas la

autx)^^

propriété û, alors que le couple symétrique la possède. Soit n un idéal tel que
(^ny)^a<^(j) et (y) couvre a. Cet idéal est caractérisé par l'ensemble
de ses éléments z tels que xf\y^z <^y : c'est l'ensemble des éléments t tels
qu'il existe z avec t^z. Pour tout élément z , on a (z\jx)c\y=z. D'autre
part, il existe un élément b entre x(\y etx tel que (&Uy)n x^>b. D'après le
choix du couple Çx,y), on a nécessairement b\jy = x\jy et x couvre 6. De
plus, on a, quel que soit z , b\jz^x\jz, sans quoi le couple (^, z ) ne possé-
derait pas la propriété a, alors que le couple (^, x) la possède évidemment,
contrairement au choix du couple Çx, y). Ceci posé, considérons les idéaux
rt U {x\ ensemble des éléments t tels qu'il existe z avec t^z\j x et a U(6),
ensemble des éléments t tels qu'il existe z avec t^z\jb.
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On a
(^Uj) > au(^)> au(6)

car, d'une part, on ay€(^Uy) ety^E ci U(^) [il n'existe aucun élément z tel
quey^^u^ puisque le couple (j, x) possède la propriété û]; d'autre part,
on a .re ttU(^) et .r^s ctU(6) (il n'existe aucun élément z tel que x^z\jb,
ce qui entraînerait ^ u^"== z\jb^ contrairement à la remarque qui précède). Le
treillis L( ne satisfait pas à la condition (2) : on a [du(6)1n(j)= a, car (y)
couvre a et (j)^ (ïU(é); on a [dU(6) ]U CO'^^Uj) et Çx\jy) ne couvre
pas dU(6) . Donc, le treillis L ne satisfait pas à la condition (a^) et Fon a
(3,)^(a).

A. Indication des contre-exemples ( 2 5 ) :

i° (a,)^(I):C8.
2° (R)^>( i / ) , ( I ) :C9 ,C8 .
3° ( I )^( i , ) , (S) :C9,C5.
4° (S)^(Y):C..
5°(Y)^( i ) , (P) :C4.
6° (p)^(i):C3.
7-(i)^(3) : Ci.

4. ÉTUDE DES CONTRE-EXEMPLES UTILISÉS (32). — a. Treillis ne satisfaisant à
aucune condition de chaîne.

i° A4 : Dans ce diagramme, les traits terminés de chaque côté par une
double flèche symbolisent la chaîne des nombres réels r tels que o <^ r <^ i. Les
éléments du treillis sont ainsi ceux des trois chaînes [Xr\^ { y r } y { ^ i • } • ) auxquels
il faut ajouter les éléments a, &, c, d, e. Les relations imposées sont lisibles sur
le diagramme (on a Xr^yr' et Zr^yj" si les nombres r et r ' satisfont aux mêmes
relations avec leur sens ordinaire). On a bien affaire à un treillis dans lequel
on a^Hc^^, a\Jc==b, ar\d=e, a\jd=b^ cf\d==e, c\jd=b; û0y,.==^,
a\jy,=b, ar\Zr=e, a\j2r==b, cf\y,=z^ c\jy,=b, cr\x,==e, cU^r==6,
dr\Xr=e, d\JX,.=yr-> dÇ\Zr=e, â?U^,•==Jr;^r^7r'=^mm(r.r/),^rUJr-=7nlax(r,r')»

X r r \ Z r ' = € ^ ^rU^==&,Jrn^=^mm(r.r/),JrU^=7nlax(7•,r'). On S'âSSUre fâCile-

ment que ce treillis est complet : une famille quelconque d'éléments admet un
plus grand minorant qu'on obtient en remplaçant d'abord les éléments de la
famille appartenant à la chaîne [xr\ (s'il en existe) par leur plus grand
minorant et en faisant de même pour ceux des deux autres chaînes; on voit de
la même façon que toute famille d'éléments admet un plus petit majorant. On
obtient le treillis des idéaux en remplaçant chacune des trois chaînes [xr\,

(32) Tous les contre-exemples utilisés sont des treillis complets.
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j y / . i , i^.} par la chaîne de ses idéaux (avec des relations évidentes entre les
éléments des chaînes d'idéaux). On obtient de même le treillis des idéaux
duaux en remplaçant les chaînes par les chaînes d'idéaux duaux. Le treillis A4

w
{X.} {z.}

Fig. 34.

satisfait à la condition (R) : on le voit en remarquant que les couples d'éléments
(û, c), (û, d\ (c, d\ (û,y,), (a, z,\ (c, y,), (c, x;), (rf, x^ (d, ̂ ), (^ y^\
{x,, Zr'\ (jr, ̂ ) vérifient la propriété /\ II satisfait à la condition (B), car les
mêmes couples et les couples symétriques vérifient la propriété h. Il satisfait a
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la condition (a/) : le t rei l l is de ses idéaux satisfait à la condit ion (a), car les
couples d'éléments (a, b ' ) , {a, y , ) {a, y',\ Ça, d}, Ça', y , ) , { a ' , Y / ) , Ç a ' , d),
(.z*,., y^), Çx,,, y/.,), Çx\., y , •'), Çx,^ y / , )» et les couples symétriques ainsi que les
couples du diagramme symétriques de ceux-là par rapport à la chaîne médiane
vérifient la propriété a, alors que les couples (a, c), Ça, c ' ^ , (û, z,.\ Ça, z ' ^ ) ,
( a ' , c), Ça', c'), Ça', z,), Ça', z',), Çx,, c), Çx,, c'\ Çx,, z,), Çx,, 4,), Çx\., c), Çx',, c'\
Çx',, Z r ) j Çx^ ^ / / ) e^ ^es couples symétriques ne la vérifient pas. Il satisfait à la
condition (a') : le treillis de ses idéaux duaux satisfait à la condition (a), car
les couples d'éléments (a, y.), Ça,y,.), (^Jo)» (^ d)^ (^ ^o)» (^V-/)? (^ J/-')?
(^•5 Jû), (^^ rf), (^.» -^o), (^/-? y/./), (^o y/-'), (^/-, Jû), (^/•, û?), (^/-, ^o). (^O? rf),

(^o? ^o) et les couples symétriques ainsi que les couples du diagramme symé-
triques de ceux-là par rapport à la chaîne médiane vérifient la propriété a,
alors que les couples (û, c), Ça, ^.), (û, ^/.), (^, c), (^, ^;,,), (.z>/,., ^), (.r,., c),
(.z*/., ^^), (^/, ^7 ) et les couples symétriques ne la vérifient pas. Il ne satisfait
pas à la condition (J) : le couple (a, c) ne vérifie pas la propriété /, car la
chaîne [Ce, e)<^Çx,., ^/.)<^(a, c)} (r décrivant la chaîne des nombres réels de
l'intervalle ouvert [o, i]) maximale dans le produit cardinal \e, a] x [e, c] peut
être obtenue seulement à partir de la chaîne {e<^y,<^b} ou à partir de la
chaîne [d<^y, <^b], toutes deux non maximales entre e et 6.

Le treillis A4 satisfait donc aux conditions (R), (S), (L), (B), (a), (y), (p),
(M), (6), (2), (i), (3), (a--), (a,), (2,), ^i), ( i < ) , (iQ, (5).'11 ne satisfait pas
aux conditions (I), (F), (Ji), (J).

2° A5 : Le treillis A5 est formé des éléments a, b, c, r fe t des deux chaînes

Fig. 35.

[xr\ et { y r } (des nombres réels r de l'intervalle ouvert [o, i]). Il est immédiat
qu'il s'agit bien d'un treillis. Ce treill is est complet. Il satisfait aux conditions
([3) et (y) car, quel que soit l'élément x pris dans Fune des deux chaînes
joignant d et a et quel que soit l'élément y pris dans l'autre, le couple (^ j)
ne vérifie pas la propriété b Çx ety étant différents de a et d ) , ni a fortiori \^
propriété c. Il satisfait à la condition (3) : en effet, pour avoir x couvre y et z
couvre t, il faut prendre x=b,y=d,z=c, t=donx=z=b,y=t=d
(ou les éléments du diagramme symétriques par rapport à la droite ad). Dans
les deux cas, on a \(^x\jt)r\z\\jy=\^z\jy')C\x\\jt. Il ne satisfait pas à la
condition ( i ), b et c couvrant d sans que a couvre b et c.

Le treillis A 5 satisfait donc aux conditions (y), (?), (3). Il ne satisfait pas
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aux conditions (R), (I), (F), (S), (L), (B), (JQ, (a), (M), (J), (6), (2), (i),
(aQ,(a/),(2^(.2Q,(i ,) ,(iQ,(5).

6. Treillis satisfaisant à la condition de chaîne ascendante.

i° Bi : Dans ce diagramme et dans tous les suivants, les traits terminés
d'un côté par une flèche symbolisent la chaîne des nombres entiers positifs.
Les éléments du treillis sont ceux des deux chaînes { û,} et { hj} et les éléments
a, é, c. On voit immédiatement qu'il s'agit d'un treillis complet, car deux
éléments quelconques admettent un plus petit majorant [voir la note (29)]. Ce
treillis satisfait à la condition (2) comme il est facile de s'en assurer. On obtient
le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments a' et b ' . Le treillis Bi ne
satisfait pas à la condition ( i'), car a' et c couvrent a et V ne couvre pas c. Il ne

satisfait pas à la condition (J) : le couple (c, a) ne vérifie pas la propriété j,
car la chaîne {(a, a)<^(c, a)<^(c, a^)} (i décroissant jusqu'à i) maximale
dans le produit cardinal [a, c] x [a, aj peut être obtenue seulement à partir
de la chaîne { a <^ c <^ bi} ou à partir de la chaîne { a <^ b <^ b,} et ces chaînes
ne sont pas maximales entre a et 61. Il ne satisfait pas à la condition (y), car
le couple (c, ^i) vérifie la propriété c et le couple (a^ c) ne la vérifie pas. Il ne
satisfait pas à la condition (a), car le couple (a^ 6) vérifie la propriété a et le
couple (6, ^i) ne la vérifie pas.

Le treillis Bi satisfait donc aux conditions (2), (i). Il ne satisfait pas aux
conditions (aQ, (R), (I), (F), (2-), (B), (J), (iQ, (5), (a), (v), (8), (6).

2° B2 : Les éléments du treillis 82 sont ceux des trois chaînes { û / j , { & , } ,
{ c / , } et les éléments a et c. Deux cléments quelconques admettant un plus petit
majorant, il s'agit bien d'un treillis complet. Ce treillis satisfait à la condition
(J) : il est évident qu'un couple d'éléments auquel n'appartient pas c vérifie la
propriétéy et l'on s'assure facilement qu'il en est de même des couples (c, û,)
et (c, bj). On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments a ' ' ,
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b'', c ' . Le treillis B2 ne satisfait pas à la condition (i'), .car a1 et c couvrent a
et.c7 ne couvre pas a''. II ne satisfait pas à la condition (2), car c couvre a == cr\ a^
etc^==c\j^i ne couvre pas a^

c^

Le treillis B2 satisfait donc aux conditions (J) , ( i ) . Il ne satisfait pas aux
conditions (aQ, (R), (I), (F), (2-), (B), (iQ, (5), (a), (y), (?), (6), (2).

3° B3 : Les éléments du treillis B3 sont ceux des deux chaînes { a i } et {bj}
et les éléments c et d. 11 est immédiat qu'il s'agit d'un treillis complet. Le
treillis B3 satisfait à la condition (R) car, quels que soient a, et bj, toute chaîne
du produit [û/, c] x[bj, c] est finie et ne saurait donner une chaîne maximale
entre d et c, ce qui montre que le couple (a,, bj) vérifie la propriété r. Le
treillis des idéaux duaux est obtenu en ajoutant les éléments a! et 6', Le treillis
B 3 ne satisfait pas à la condition ( i'), car a! et b' couvrent d sans que c couvre

a' et V. Il ne satisfait pas à la condition (?), car le couple (^i, &a) ne vérifie pas
la propriété b alors que le couple (63» ûi) la vérifie. Il ne satisfait pas à la
condition (6), car on a a^C\b^=a^Ç\b^-=.d, a^ U^i= ûi \jb^==c, alors que
tout élément x tel que d<^x^_a^ est tel que x\jb^=c, donc tel que
{x u &2 ) n &i = c n 61 == &i.

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXVIII. — FASC. 3. 3o
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Le treillis B3 satisfait donc aux conditions (R), (I), (J), (a), (y), (2), ( i ) .
Il ne satisfait pas aux conditions (o^), (F), (^), (B), ( i^) , (5), (?), (6).

4° B4 : Les éléments du treillis B4 sont ceux des trois chaînes {cii}, \bj],
{ c / , } et les éléments b et d. C'est un treillis complet, car deux éléments quel-
conques admettent un plus petit majorant. Ce treillis satisfaite la condition (R) :
les couples d'éléments (û,, 6y), {a^ c^), (èy, c^), (a,, b), (6, c/,) vérifient la
propriété r. Il satisfait à la condition (B); les mêmes couples d'éléments et les
couples symétriques vérifient la propriété &. On obtient le treillis des idéaux
duaux en ajoutant les idéaux non principaux a ' r , V, c ' . Ce treillis satisfait à la
condition (a), car les couples (^, b,\ (b^ c/,), (a^ 6), (b, c/,\ (a,, &'), ( b ' , c/,),
(di, c ' ) , (a', c/,), Ç a ' ' , 6), (6, c'), {a ' , c ' ) et les couples symétriques vérifient la

propriété û, alors que les couples (û,, c^) et les couples symétriques ne la
vérifient pas. Le treillis B4 satisfait donc à la condition (a1). Il ne satisfait pas
à la condition (F); le couple (a^ Ci) ne vérifie pas la propriété/, car la chaîne

\{d,d) <.. .<(^,^)<(a^^•-l)<(^-l5^•-l)<• • •<(<^ c^)<(a^(\)< ( a i , C i ) {

maximale dans le produit cardinal [d, a^\ x \d. Ci] donne la chaîne
{ d\jd== d^.. .^ai\jCi== bi^ai\jfi^= b^^. . .^^2U'?i== b^^a^\jc\=: b^ \

non maximale entre d et 6, puisqu'on peut y intercaler Félément 6.
Le treillis B4 satisfait donc à toutes les conditions étudiées, sauf à la condi-

tion (F).

5° B6 : Les éléments du treillis B6 sont ceux des chaînes [dn}, { ^ i w ^ {^sn},
{ a^n}, .. ., { bn}, { Cn}, {c^}, {c^}, {c^} , . .. et les éléments a et c. On voit que
c'est un treillis complet en s'assurant que deux éléments quelconques ont un
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pins petit majorant. Ce treillis satisfait à la condition (a) : les couples d'élé-
ments (a,, cy), (a,,, c/) avec /'^/, (a/,, c,y), (a, c,), (a, c,y) vérifient la
propriété a ainsi que les couples symétriques; les autres couples (^r,j)(où l'on
n'a ni x^y, ni y ' ^ x ) ne vérifient pas la propriété a. On obtient le treillis
des idéaux duaux en ajoutant les idéaux non principaux a ' , a\, d^ a\, a'^ . . .,
V, c' ' , c'^ c',, c'^ c\, . . . . Le treillis B6 ne satisfait pas à la condition (i'), car a
et c ' couvrent c, alors que a' ne couvre pas a. Il ne satisfait pas à la condi-
tion (6), car on a b,C\c, =b^C\c^=c et b, \jc\=b., \Jc^= a, alors que tout
éléments tel que c<^x^,c^ est tel que {b^\jx)c\h^=b^ II ne satisfait pas à

la condition (y) : le couple (a, ̂ ) vérifie la propriété c et le couple (ci, a) ne
la vérifie pas, car la chaîne maximale { c < ^ c / } (où i décroît jusqu'à i) sans
répétition entre c et c^ donne la chaîne { cUâ F =a<^Uo=^} non maximale
entre a et ûi. Il ne satisfait pas à la condition (J) : le couple (a, Ci) ne vérifie
pas la propriété j\ ca r ia chaîne { ( c , c) <(û, c)<(û, c,)} (où i décroît
jusqu'à i) maximale dans le produit cardinal [c, a] x^c, cj ne peut être
obtenue qu'à partir de la chaîne { c <^ a <^ a,•} non maximale entre c et ûi .

Le treillis B6 satisfait donc aux conditions (a), (2), (i). Il ne satisfait pas
aux conditions (a1), (R), (I), (F), (2-), (B), (J), (i-), (5), (y), (?), (6).

6° Bg : Les éléments du treillis Bg sont a^i^ bij, c^, rf/y, e où les indices
sont des entiers positifs quelconques. Il est immédiat que l'ensemble partielle-
ment ordonné défini par le diagramme satisfait à la condition de chaîne ascen-
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dante. On voit sans difficulté que deux éléments quelconques admettent un
plus petit majorant. Le diagramme représente donc un treillis complet. Ce
treillis satisfait à la condition (?) : on peut, en effet, constater que les couples
d'éléments (a,,,, a,,,,,,), (a/,,, b,,\ (û,,/,, c,,,,,,), (a,,,, rf,,,), (é,,,6,,,), (c,,,, c,,,,,,),
{c-ijk, a,,j,), (d,j, ai,/) et les couples symétriques vérifient la propriété b, alors

que les couples (6,y, c,,y,/,), (éy, rf^.,) et les couples symétriques ne la vérifient
pas. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les idéaux non princi-
paux a a , a - a'^, d^ a'^, d^ b'^ b'^ b'^ c^, c'^ c;.,,, c'̂ , c^,
cl»^ f o o o » "o/» ",0» «oo- Le treillis 89 ne satisfait pas à la condition (i*), caré'^,
et <„ couvrent e sans que a^, couvre <„. Il ne satisfait pas à la condition (a°5,
car le couple (&^, d^) possède la propriété a que ne possède pas le couple
(</u, ^i). Il ne satisfait pas à la condition (J), car le couple (6,1, c^) ne
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vérifie pas la propriété/; en effet, la chaîne {(e, e)<^(e, rfi y) <(^,Cii^)<^ (6^,0112)^
(/ et/ décroissant jusqu'à i, k décroissant jusqu'à 2) maximale dans le produit
cardinal [e, bu] x [e, ^12] peut être obtenue seulement à partir de la chaîne
j e<^dij<^Cn/,<^ a^^-r} ou à partir de la chaîne déduite de celle-là en remplaçant
c^2 par Cm et ces deux chaînes sont non maximales entre e et âna.

Le treillis BQ satisfait donc aux conditions (y), (P), (2), (i). Il ne satisfait
pas aux conditions (aQ, (R), (I), (F), (^\ (B), (J), (i7-), (5), (a), (6).

7° Bu : Les éléments du treillis Bu sont a,y, 6^, aoj, a^, boj, b^, &oo? où

Fig. 42

les indices sont des entiers positifs quelconques. On voit facilement que c'est
bien un treillis complet. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les
idéaux non principaux a\^ d^, d^, ai, 03, b\^ V^ b^, pi, pa. Le treillis des
idéaux satisfait à la condition (a): les seuls couples d'éléments ne possédant
pas la propriété a sont les couples (a<o? ^oy)? (^o? ^ï)^ (^-i? aQj\ (a!» a2) et les
couples symétriques. Le treillis Bu satisfait donc à la condition (a1). Il ne
satisfait pas à la condition (y) : le couple ( & i o » ^01) possède la propriété c et le
couple ( û o i » ^10) ne la possède pas, car la chaîne { 6 0 0 <^ ^07} (où / décroît
jusqu'à i) est maximale sans répétition entre &oo et ûoi , alors que la chaîne
[bio<^^ij'} n'est pas maximale entre &io et un . Il ne satisfait pas à la condi-
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tion W^ couylQ (^.M ne vérifie pas la propriété ./, car la chaîne
K6oo, 6oo)<(6;o, &oo)<(6,o, aoy)}(où ; et./ décroissent jusqu'à i) maximale
dans le produit cardinal [600, 6,0] X [6,0, ̂ 1 peut être obtenue seulement à
partir de la chaîne {60, < 6, < a,,} ou à partir de la chaîne déduite de celle-là en
remplaçant 6,, par a^ et ces deux chaînes sont non maximales entre 600 et a,,.

Le treillis Bu satisfait donc aux conditions (a*), (2'), (i''), ('5), (a), (6),
(a), (i). Il ne satisfait pas aux conditions (R) , (I) , (F), (B), ( S ) , (y)', (3).'

8° B i3 : Les éléments du treillis Bi3 sont ceux des trois chaînes { a ; } [b •\
{c,} et les éléments a et 6. On voit immédiatement que c'est un treillis complet'
II satisfait à la condition (R) : on voit aisément que les couples d'éléments
(a,, 6y), (a,, cy), (m, b), (6,, c/) possèdent la propriété r. Il satisfait à la condi-

a'i

tion (F) : les mêmes couples vérifient la propriété/. On obtient le treillis des
idéaux duaux en ajoutant les éléments a', b', c'. Celui-ci ne satisfaisant pas à la
condition (i), car a' et 6 couvrent a sans que b' couvre 6, le treillis Bi3 ne
satisfait pas à la condition (i1). Il ne satisfait pas non plus à la condition (5)
car on a a, n b = a, n c,= a, a, \j 6 == a, u c. = 6, et, pour tout élément x = a,
telqueo<a;^;ûi, on a (a,u6)nc, =6,nci=c,.

Le treillis B i3 satisfait donc aux conditions ( R ) , ( ï ) , ( F ) (B\ ( S } ( a ^ ( v ^/ Q \ /c\ / \ / \ TI , • /> - , , ' v / ' / > ' • y ' \ " \ " / f \ï}fW» W><2) ' ( I ) - ll ne satisfait pas aux conditions (a'), ( 2 ' ) , ( i''), (5).

9° Bi6( 3 3 ) : Les éléments du treillis Bi6 sont ceux des deux chaînes { a , , '
et^}, les éléments Cy, où i, j sont des entiers positifs quelconques et les

(:") Les contre-exemples Bi6 et Bi4 sont directement inspirés d'un exemple de R. P. DILWOKTH
[ 1J , P. 049- )
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éléments a et 6. On voit aisément que l 'ensemble partiellement ordonné défini
par le diagramme satisfait à la condition de chaîne ascendante et que deux
éléments quelconques admettent un plus petit majorant. On a donc bien un
treillis complet. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les idéaux
non principaux a' et b ' ' . Celui-ci satisfait à la condition ( i ), donc le treillis B 16
satisfait à la condition (i'). Le treillis B 16 ne satisfait pas à la condition (2),
car b couvre a =- a^ H b sans que &i = a^ U b couvre a^.

Parmi les conditions étudiées, les seules auxquelles satisfasse le treillis Bi6
sont donc les conditions ( i') et ( i ) [et la condition équivalente ( i,:)J.

Fig. 44.

io° B i4 : Les éléments du treillis B i4 sont ceux des chaînes { a,J, j &„ { , [ d,,},
{e7t}9 {§n}^ ^es éléments c/y ety,y, où iet j sont des entiers positifs quelconques
et l 'élément a. Là aussi, on voit immédiatement que le diagramme représente
un ensemble partiellement ordonné satisfaisant à la condition de chaîne ascen-
dante et que deux éléments quelconques admettent un plus petit majorant. On
a affaire à un treillis complet. Considérons deux éléments autres que a : i ls
appartiennent à un sous-treillis convexe [a^ &i] (il suffit de prendre pour n le
maximum de l'indice des éléments à un seul indice et du premier indice des
éléments à deux indices). Il en résulte que le treillis Bi4 possédera toutes les
propriétés (parmi celles qu'on étudie ici et autres que celles portant sur le
treillis des idéaux duaux) de ces sous-treillis. Or, ceux-ci sont de longueur
finie et possèdent la propriété (i). Ils possèdent donc toutes les propriétés
envisagées (34). On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments

( 3 4 ) D'après leur équivalence dans les treillis de longueur finie, établie au Chapitre III.
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a^ b\ d\ e ' , g ' . Ce treillis ne satisfait pas à la condition (i ), puisque V et d'
couvrent a ' , alors que e ' ne couvre pas d ' .

Le treillis B i4 possède donc toutes les propriétés étudiées, sauf les propriétés
(a1)^),^).

c. Treillis satisfaisant à la condition de chaîne descendante (35).
i° Ci : Le treillis Ci est le treillis dual du treillis Bi. Ce treillis satisfait à la

(30) Le contre-exemple C8 qui est modulaire sera étudié dans R. GROISOT [3], Chapitre I.
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condition (i). Il ne satisfait pas à la condition (y), ni à la condition (p), car le
couple (6, ûi) vérifie la propriété c, donc aussi la propriété b, alors que le
couple {a^, b) ne les vérifie pas.

Le treillis Ci satisfait donc à la condition ( i ) [ e t à la condit ion (i1)]; il ne
satisfait à aucune autre condition étudiée.

2° C 2 : Le treillis €2 est le treillis dual du treillis Ba. Le treillis de ses idéaux
est donc dual du treillis des idéaux duaux du treillis Ba. Le treillis Ça satisfait
à la condition (S) : on voit aisément que les couples (a,, c) possèdent la pro-
priété s (et aussi la propriété r) et que les couples {bj, c) possèdent également

la propriété s (mais non la propriété /•); les autres couples vérifient trivialement
la propriété s (et la propriété /•). Le treillis Ça ne satisfait pas à la condition ( i •)
car b' et c couvre c'= b'f\c sans que a = b'\jc couvre b ' . Il ne satisfait pas à'ia
condition (y), car le couple (c, (^possède la propriété c que ne possède pas le
couple ^a^, c).

Le treillis Ça satisfait donc aux conditions (S), (?), (2),(i). Il ne satisfait
pas aux conditions (a,), (R), (I), (2,), (L), ( i,), (a), (y).

3» C3 : Le treillis C3 est le treillis dual du treillis B3. Il satisfait à la condi-

c
Fig. 4>S.

tion (?) et à la condition (y), car aucun couple d'éléments (a-,j) tel que l'on
n'ait ni x^y, ni x^y ne possède la propriété b, ni par conséquent la pro-

Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — FASC. 3. g,



252 R. CROISOT.

priété c. Il ne satisfait pas à la condition ( i) , car a^ et b\ couvrent c sans que d
couvre a^ et 61.

Le treillis C3 satisfait donc aux conditions (y) et (?) et seulement à celles-là.

4° C4 '' Les éléments du treillis C4 sont ceux des trois chaînes { a ^ } , { b ^ - } ,
{ c / , } et les éléments a et &. L'ensemble partiellement ordonné défini par le dia-
gramme satisfait à la condition de chaîne descendante et est tel que deux élé-
ments quelconques possèdent un plus grand minorant ; c'est donc un treillis
complet. Ce treillis satisfait à la condition (y) : les couples d 'éléments ( a , c/,)
avec i ^ ï , (&/, c/,) avec j 7^1, (a,c/,) et les couples symétriques ne possèdent
pas la propriété c ; tous les autres couples la possèdent. Le treill is C4 ne satis-

Fig. 4g.

fait pas à la condition ( i) , car 63 et Ci couvrent &i sans que b couvre 62 et c^ II
ne satisfait pas à la condition (?), car le couple (c<, a) possède la propriété b et
le couple (a, Ci) ne la possède pas.

Le treillis C4 satisfait donc uniquement à la condition (y) parmi les condi-
tions étudiées.

5° C5 : Les éléments du treillis C5 sont û,y/,, 6^, û,yo, a^/,, où les indices sont
des entiers positifs quelconques (à part que Fon exclut les éléments de la
forme A,i) et e. Le diagramme définit un ensemble partiellement ordonné
satisfaisant à la condition de chaîne descendante. On voit que deux éléments
quelconques ont toujours un plus grand minorant. On a donc bien affaire à un
treillis complet. Ce treillis satisfait, à la condition (L) : deux éléments de la
forme a-^ ou b^ appartiennent à un sous-treillis convexe de longueur finie
vérifiant la condition ( i ) , donc semi-modulaire, vérifiant donc*aussi la condi-
tion (I) ( 3 4 ) ; il eu résulte que les couples ainsi déterminés possèdent la pro-
priété i; on s'assure facilement qu'il en est de même des couples ayant u n
élément de la forme a,jo ou a^i, ou les deux. On obtient le treillis des idéaux en
ajoutant les idéaux non principaux d^ a^,, a\,,, c[, rf;, <,, <„, d,^f\, g\.
Le treillis C5 ne satisfait pas à la condition (i/), car c\ etd[ couvrent a\^ sans
que e couvre c\ e t r f^ . Il ne satisfait pas à la condition (S) : le couple ( û ^ y i , <?no)
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ne possède pas la propriété s, car la chaîne j ^ / u <^e} ( i croissant à partir
de i) maximale entre a^ et e peut être obtenue à partir de la chaîne-
{ ( f f ^ i , ûao)<^(^ e)\ du produit cardinal [û io i? ^][^iio) ^] et ne peut pas être
obtenue à partir d 'une chaîne maximale de ce produit cardinal. '

Le treillis C5 satisfait donc aux conditions (I), (L), (a), (y), ({?), (2), (i).
Il ne satisfait pas aux conditions (a,), (R), (2,), (S), (i,).

6° CQ : Les éléments du treillis €9 sont a,j, 6,y, a^, aoj, ^•y, //y, e^, eoj, e (les
indices sont des entiers positifs quelconques à part que l'on exclut les éléments
611 et /ii). On voit facilement qu'il s'agit bien d ^ u n treillis complet. Ce treillis
satisfait à la condition (R) et à la condition (I) : deux éléments de la forme a,j,
bij, Cfj ou fij appartiennent à un sous-treillis convexe de longueur finie vérifiant
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la condition ( i ) , donc semi-modulaire et vérifiant les condit ions (R) et (I) ( 3 4 ) ;
les couples d'éléments ainsi déterminés possèdent donc les propriétés r et i\
on voit aisément qu'il en est de même des'couples ayant un ou deux éléments
de l 'une des formes a^a^, e^, e^. On obtient le treillis des idéaux en ajoutant
les éléments a^, d^ a^, e,,, e'^, e^, c\ d1\ g\ h ' . Ce treillis ne satisfait pas à la
condition ( i ), puisque c ' et d' couvrent a',, sans que e couvre c ' et d ' ' . Le treillis
€9 ne satisfait donc pas à la condition (i;).

Finalement, le treillis €9 satisfait à toutes les conditions étudiées, sauf aux
conditions (a,), (2,), (i,).

••îW.oy ^
^1

Fig. 5i.

CHAPITRE III.

APPLICATIONA LA CARACTÉRISATION DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR FINIE.

LEMME. — Dans les treillis de longueur finiey toutes les conditions étudiées sont
équivalentes.

Démonstration. — Un treillis de longueur finie satisfaita la fois à la condition
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de chaîne ascendante et à la condition de chaîne descendante (3 6). Les théo-
rèmes 2 et 3 du Chapitre II entraînent alors les conséquences suivantes :

D'après le théorème 2, les conditions (I), (L), (M) sont équivalentes, les
conditions (2,), (a), (3) sont équivalentes. Diaprés le théorème 3, les condi-
tions (J), (F), (B), (M), (2), (6), (5), (2^), (3) sont équivalentes. Il en résulte
l 'équivalence de toutes ces conditions. De plus, d'après le théorème 2,
(L) entraîne (a) et (y), (B) entraîne (?) et l'une quelconque de ces condi-
tions entraîne (2). Les conditions (a), (y), (?) sont donc équivalentes aux
précédentes. 11 en est de même de la condition (a,) équivalente à (a) d'après le
théorème 2 et de la condition (a'), également équivalente à (a) d'après le
théorème 3.

La condition (S) équivaut à la condition (R), d'après le théorème 2 et les
conditions (i) , (i,), (i ') sont équivalentes, d'après les théorèmes 2 et 3.

Puisque (R) entraîne (2) et que (2) entraîne (i), on établira l'équivalence
totale des conditions étudiées en montrant que (i) entraîne (R).

Or, on sait(37) que la condition (i) caractérise la semi-modularité et que, dans
un treillis semi-modulaire de longueur finie, la condition de chaîne de Jordan-
Dedekind est vérifiée et, pour tout couple d'éléments Çx, y), les longueurs des
chaînes maximales sans répétition joignant xç\y à x d'une , part, y à x\jy
d'autre part, sont liées par l'inégalité

lg[^ n j» ^] ̂ lg[j^ ^ uj].

Supposons alors que, dans un treillis de longueur finie satisfaisant à la condi-
tion (i), pour un couple d^éléments (a?, j), une chaîne { ^ } maximale sans répé-
tition (de longueur /) entre xÇ\y e\.x\jy soit obtenue sous la forme z,=Xi(\yi
à partir d'une chaîne {{x^ y,)} du produit cardinal \x, ̂ Uy]x[y, x\jy]'
Cette chaîne est évidemment sans répétition et sa longueur qui doit être / est
inférieure ou égale à la longueur du produit cardinal dont elle est extraite. La
longueur d'un produit cardinal étant égale à la somme des longueurs des
treillis composants, on doit avoir

l^_\^{x, ̂ Uj]+lg[j, x\jy\,

Or, / n^est autre que lg[^nj, x\jy\ Tenant compte de l'inégalité précé-
dente, on a donc

lg[^nj, ̂ uj]==/^lg|^, ̂ uj]+lg[j, x\jy\
^lg[,2?, x\jy\ +lg[^nj,^]==lg[^nr, x\jy\

(36) Remarquons aussi qu'un treillis satisfaisant à la condition de chaîne ascendante et à la condi-
tion de chaîne descendante, ainsi qu'à une des conditions étudiées est semi-modulaire de longueur
finie. Il suffit, d'après la démonstration du'iemme, de montrer que ceci est vrai avec la condition (i).
On montre pour cela que, si une chaîne de a à b est de longueur finie, toutes les chaînes de a à b
ont même longueur (récurrence sur la longueur de la chaîne).

(37) G. BIRKHOFF [l], p. 100.
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On en déduit l=\g[x, x\jy\-{-\^[y, ^Uj], c'est-à-dire que la chaîne
{(^'? yi)} es^ nécessairement maximale. La condition (R) est vérifiée et l 'équi-
valence des conditions étudiées est établie.

THÉORÈME. — Un treillis de longueur finie est semi-modulaire si et seulement s^il
satisfait à Vune quelconque des conditions suivantes (:i8) :

(R) Pour tout couple (^, j) d'éléments, si une chaîne [ z ' i } maximale entre
xÇ\y et x \jy est obtenue sous la forme z^x,r\y,à partir d'une chaîne {(rc/,j,)i
du produit cardinal [x, x\jy\ x [y , x\jy^ cette dernière chaîne est nécessai-
rement maximale.

(S) Pour tout couple (.r, y), avec les hypothèses précédentes, la chaîne
{ ( x i , y,) } assurant cette obtent ion peut être choisie maximale.

(Si) Pour tout couple (x, y), avec les hypothèses précédentes, la chaîne
{ (^u^î ^Uy)} est maximale.

(I) Pour tout couple (x, y ) , si une chaîne { ( x ^ y i ) } maximale dans le produit
cardinal [xf\y^ x\ x [^Oy? y} est obtenue sous la forme Xi=zi n x, j,=^ny

(3 8) On pourrait espérer caractériser les treillis semi-modulaires de longueur finie par Pabsence de
certains sous-treillis en analogie avec la caractérisation des treillis modulaires et des treillis distri-
butifs par ce moyen. Guidé par cette idée, j'ai pensé un moment que les treillis semi-modulaires de

Fig. 52.

Fig. 53.

longueur finie ne possèdent pas de sous-treillis isomorphe au suivant (fig. 62), où d couvre e dans
le treillis (et, par suite, où b couvre <?, et/couvre g-). Il n'en est rien comme le montre Pexemple
figure 53.
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à partir d'une chaîne { s i } entre xÇ\y et x\}y, cette dernière chaîne est
nécessairement maximale.

(J) Pour tout couple {x,y\ avec les hypothèses précédentes, la chaîne { z , }
assurant l'obtention peut être choisie maximale.

( J i )Pour tout couple (.r, y), avec les hypothèses précédentes, la chaîne
\Xi\jyi\ est maximale.

(L) Pour tout couple (x, y ) , si âne cha îne )^} maximale entre xç\y et x
est obtenue sous la fbrme^=j,n^à partir d'une chaîne {y,} entre jet^-uj,
cette dernière chaîne est nécessairement maximale.

(M) Pour tout couple (^, y), avec les mêmes hypothèses, la chaîne \y, \ peut
être choisie maximale.

(Mi) Pour tout couple {x^y\ avec les mêmes hypothèses, la chaîne { . r /Ur ;
est maximale.

(F) Pour tout couple (x, y\ si une chaîne { { x ^ y , " ) } est maximale dans le
produit cardinal [xç\y, x\ x [xÇ\y, j], la chaîne {^Uj/} est maximale entre
x(\y et x\jy.

(B) Pour tout couple \x, y), si une chaîne {x,} est maximale entre xr\y
et x, la chaîne [x;\jy\ est maximale entre y etx\jy (39).

(P) Si la propriété précédente a lieu pour un couple (a-, j), elle a lieu pour
le couple (y, rc).

(y) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (^,y), elle a lieu pour le
couple (y , x)\ si une chaîne {x,} entre x(\y eiœ est maximale sans répétition,
la chaîne \Xi\jy \ est maximale sans répétition entre y eta-Uj.

(5) yn^OO<jU^=> il existe^tel quejn^<^jet(.ru0rv=^.
(5a)yn^<^<^<yU^=>il existe nel que yC\z<^t^y et (x^jt)C\z=x.
(6) yC\z<^x<^z<^y\jz=^ il existe ttel que yC\z<^t^y ^(x\jt)C\z <^.
(6a)jn^<^<^<jU^==>il existçUel queJn5<^Jet(.zluQn^<^.
(1) a? et y couvrent ^ny==>^Uy couvre x et 7.
(2) x couvre xÇ\y=^x \jy couvre y.
(2 &).r couvre .rnj et z^y=>zC\{x\jy)= (^n^)uy.
(2 c).r couvre ^n^ et z^y=^zC\{x\jy)=^ (^n^)Ur.
(3) ^ couvre j et 5 couvre ?==>[(^uQn^]Uy==[(^Uj)n^]u^
(ai) Si la propriété suivante a lieu pour un couple {x, y), elle a lieu pour le

couple (7,^) : si une chaîne {xi} entre xç\y et x est sans répétition, la chaîne
{ ^UJ} est sans répétition.

(oca) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (.r, y), elle a lieu pour le
coupleur, x) : l'application x ' ->x'\}y du sous-treillis \xÇ\y, x\ dans le sous-
treillis [y, .ruy] estbiunivoque.

(03) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (œ, y), elle a lieu pour le

^ (:^) Les conditions (Bi), (BoJ, (Ba), (B4), (Bs), (B^) , (B7), (B), signalées à la fin du Chapitre I,
équivalent évidemment aussi à la semi-modularité dans les treillis de longueur finie.
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couple (y, x) : l'application j'-> y n^ du sous-treillis [y, ̂ uj] dans le sous-
treillis [xr\y, x} est une application sur.

(a^) Si la propriété suivante a l ieu pour un couple {x, j), elle a lieu pour le
couple (y, x) : toute chaîne maximale {x,} entre xç\y et ^ peut être obtenue
sous la forme Xi=yiC\x, à partir d'une chaîne {yi} entre y et^Uj.

(a,) Si la propriété suivante a lieu pour un couple {x, y), elle a lieu pour le
couple (y, x) : xr\y ^,z ̂ x=^{z\jy)r\x= z.

(o^) Si un couple {x, y) est modulaire, le couple (r, x) est modulaire.

Démonstration. — L'équivalence de ces diverses conditions à la semi-
modularité dans les treillis de longueur f inie résulte du lemme précédent et des
théorèmes 1, 4, 5, 6, 7 du Chapitre I.

CHAPITRE IV.

ETUDE D'UN EXEMPLE DE TREILLIS SEMI-MODULAIRE DE LONGUEUR INFINIE :

LE TREILLIS DES VARIÉTÉS LINÉAIRES DE L'ESPACE DE HILBERT.

1. GÉNÉRALITÉS. — Plaçons-nous dans l'ensemble des sous-ensembles de
vecteurs de l'espace de Hilbert H (c'est évidemment une algèbre de Boole vis-à-
vis de la relation d'inclusion). Le sous-ensemble vide sera représenté par 0.

a. Si X est le sous-ensemble générique, le passage de X à la variété linéaire X
engendrée par X est une opération de fermeture (40) : on a les propriétés
caractéristiques d'extensivité (XcX), d'idempotence (x=x), d'isotonie
(XCY=>XCY). Il en résulte que l'ensemble des variétés linéaires constitue
un treillis complet ï\ vis-à-vis de la relation d'inclusion. Ces variétés linéaires
ne sont autres que les sous-groupes permis du groupe abélien à opérateurs,
dont les éléments sont les vecteurs de l'espace de Hilbert; le treillis ï\ est donc
un treillis modulaire.

6. Le passage d'une variété linéaire X à la variété linéaire fermée X* qu'elle
engendre (ou plus généralement le passage d'un sous-ensemble à la variété
linéaire fermée qu'il engendre) est encore une opération de fermeture : les trois
propriétés caractéristiques sont satisfaites. L'ensemble des variétés linéaires
fermées constitue donc un treillis complet^, vis-à-vis de la relation d'inclusion.
Ce n'est pas un sous-treillis de To car, si l 'intersection de deuxvariétés linéaires

( 4 0 ) G. BIBKHOFF [l], p. 49.
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fermées est bien une variété linéaire fermée, il n'en est pas de même de leur
somme linéaire (4 1) . D'ailleurs, le treill is Ti n'est pas modulaire (4 2) .

C'est TI que nous al lons étudier en utilisant les résultats du Chapitre I. Nous
rapporterons l'espace de Hilbert à un système orthonormal complet ( 4 3) : ̂ i, ^3,
^3, . . . , ?„, . . . . Nous désignerons les variétés linéaires fermées par des lettres
capitales sans barre ni astérisque, aucune confusion n'étant à craindre.
A=(^ i , ^) désignera par exemple la variété linéaire (fermée) engendrée par
les vecteurs ?i et ^2.

Remarquons tout de suite que 1\ ne satisfait ni à la condition de chaîne
ascendante ni à la condition de chaîne descendante : la chaîne

{Ao==0<Ai<A2<. . .<A/ ,< . .. j,

oùA/==(^ i , ^o, . . ., £/•) est une chaîne ascendante infinie, alors que la chaîne
{ D o = H> Di >.. .>D,, >. . .} , oùD,=(Ç^, ̂  .../^, . . . ) e s t u n e chaîne
descendante infinie.

c. Signalons encore que Tp et ïi admettent comme sous-treillis commun, le
treillis Ta de toutes les variétés linéaires de dimension finie. Celui-ci est modu-
laire mais non complet (il ne possède pas d'élément universel). Toutefois, il
satisfait à la condition de chaîne descendante et est par conséquent condition-
nellement complet.

2. PROPRIÉTÉS DE COUVERTURE DU TREILLIS T < .

a. LEMME 1. — A couvre B si et seulement si A est engendré par les éléments de B
auxquels on ajoute un seul élément.

Si A couvre B, soit^ un élément quelconque de H appartenant à A et n'appar-
tenant pas à B. La variété linéaire X engendrée par ^ et par les éléments de B
satisfait à B<^X^ A. On en tire immédiatement X= A.

Supposons maintenant que A soit engendrée par les éléments de B auxquels
on a ajouté un élément ^. Montrons que A couvre B. Soit, pour cela, une variété
linéaire fermée B' tel que Fon ait B <; B^^A. On peut trouver dans B' un élé-
ment Y] n'appartenant pas à B. L'élément T] appartient à A. Or, les éléments de A
sont les éléments de la variété linéaire engendrée par Ç et les éléments deB,

(4 1) M. H. STONE [l], p. 21, où Von peut trouver un contre-exemple, bailleurs, au paragraphe 4,
la somme linéaire des sous-espaces B et X ne contient pas le vecteur Ci que contient le sous-espace
linéaire fermé qu'ils engendrent.

( 4 2 ) G. BIRKHOFF et J. VON NEUMANN [î], où l'on indique un sous-treillis non modulaire qui est
d'ailleurs à la base de l'étude faite au paragraphe 4 : c^est le sous-treillis { B, A, X, H, 0 }.

(^G.J l ILIA[l] ,p .9 .

Ann. Èc. Norm., (3) , LXVIII. — FASC. 3. 3a
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donc les éléments de la forme ^ -t-AË (où peB et où À est un scalaire), car cette
variété linéaire est fermée, (^) étant de dimension finie. On a donc Y) = ? 4- A^ ;
deyi^B, on déduit À ̂  o, d'où ^'—-ê et, finalement, ^B' e tA^B' . D'où
B^ = A et A couvre B.

La démonstration prouve que l'on peut prendre pour l'élément ^ un élément
quelconque de A n'appartenant pas à B.

&. LEMME 2. — Soient A et B ûfe .̂r éléments de 1\ ^& ç^ /'o/î ûzï A ^> B. Alors,
on peut trouver un élément de Ti, soit C, tel que ton ait A^C ^> B ̂  G couvre B.

C'est une conséquence facile du lemme 1. SoitÇ un élément de H appartenant
à A sans appartenir à B. La variété linéaire (fermée) engendrée par les éléments
de B auxquels on ajoute Ç répond à la question.

c. Le treillis Ti satisfait aux conditions (1.7), (L'/), (L7R), (L^R') de G.
Birkhoff [1] {voir R. CROISOT [3], Chap. II).

Dans le treillis Ti, les points (au sens de la théorie des treillis) sont évidem-
ment les variétés linéaires de dimension i. Il est trivial que chaque variété
linéaire fermée A (en particulier, l'espace entier H) est engendrée par les élé-
ments des points P tels que l'on ait P^A. Il est bien connu que, pour chaque
variété linéaire fermée A, on peut trouver une variété linéaire fermée K' telle que
l'on ait AnA / ===0 et AuA'=H [on prend, par exemple, pour A', la variété
orthogonale complémentaire de A (44)]. Pour montrer l'existence des complé-
ments relatifs, il suffit de remarquer que le sous-treillis convexe [A, B] (où
A<^B) est isomorphe soit au treillis 1\, soit au treillis des variétés linéaires
d'un espace à un nombre fini de dimensions construit à partir du corps des
nombres complexes [espaces unitaires (45)].

Signalons également que, dans le treillis Ti, la H -continuité est en défaut.
Prenons la chaîne ascendante { X ; } telle que X(==(ï]i, T^, . . . » Y]/) avec

Tli=^+^^.=^+^-•-^=^+^-•>lO^^X,tXavecX=^,^

^5, . . . , ^ 2 , i + i , . . . ) . Considérons d'autre part, Y == (Ei). On a X , n Y = 0 pour
tout i, d ' o ù X n Y ^ ^ . Pourtant/on a X n Y = = ( ^ ) ( 4 6 ).

3. AUTO-DUALITÉ DU TREILLIS ï\. — II est bien connu que l'application X.->Xf

de la variété linéaire fermée générique de l'espace de Hilbert sur la variété

( 4 4 ) G. JULIA [4], p. 5 i .
( 4 0 ) M. H. STONE [l], p. 16-18.
( / 1 6) Ceci provient du fait que X n'est pas la réunion des X; au sens de la théorie des ensembles.

Il n'en est pas ainsi dans le treillis des partitions d'un ensemble (voir R. CROISOT [3], Chap. II). On
pourra rapprocher aussi l'exercice 3, p. 64 de G. BIRKHOFF [1].
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linéaire orthogonale complémentaire est telle que l'on ait, outre XnX^o
e tXuX^H,

(XnY/m.VuY' - et (XuY /^X^nY^

Cette applicat ion réalise un automorphisme dual de Ti ( 4 7 ) .
On déduit de là la val idi té de l'énoncé dual de celui du lemme 2.

4. ETUDE, DANS LE TREILLIS Ti, DES CONDITIONS DU CHAPITRE 1.

a. LEMME 3. — Le treillis l\ satisfait à la condition (2).

Soient A et B deux variétés l inéaires fermées telles que A couvre AnB.
Soit { ^ } un système de générateurs de AnB. On a A n B = ( { ^ { ) . Puisque A
couvre AnB, il existe d'après le lemme 1 un élément a de H tel que Fon ait
A = = ( { ^ } , a ) . Soit {E, . , T]^J un système de générateurs de B. On a évidemment
A u B = ( { ̂ , ï]^}, a). D'après le lemme 1, A u B couvre B, car a ne peut appar-
tenir à B puisque! n'appartient certainement pas à AnB.

LEMME 4. — Le treillis T^ satisfait à la condition{^\

Ceci résulte d^une remarque de R. P. Dilworth [1] selon laquelle, dans tes
trei l l is satisfaisant à la condit ion du lemme 2, la condition (2) entraîne la condi-
tion (5).

Cette propriété est facile à démontrer : Soient X, Y, Z, tels que l'on ait
X n Y < Z < Y < X u Z .

Prenons T tel que Pon ai t X n Y < ^ T ^ X e t ï couvre XnY. D'après (2), on a
Z u T couvre Z et, puisqu'on a certainement Z u T ̂  Y, on en déduit

(ZuT)nY=Z.

6. Nous considérons le sous-treillis de Ti indiqué dans G. BirkhoffetJ . von
Neumann [2] constitué par les éléments B = ( { ^2/1})» où n est un entier positif
quelconque,

10^ ^A=^\^^\)-0ettî'

On a évidemment A >X et B n A = B n X = = 0 , B u A = = B u X = = H

LEMME 5. — Le couple (B, A) possède la propriété a,

( 4 7 ) G. BIRKHOFF [l], exercice 4, p. 124. Ceci est un cas particulier du corollaire du théorème 9,
p. 54.
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Soit U ̂ B. Il faut établir (U u A) n B == IL On a évidemment U ̂  (U u A) n B.
Soit maintenant Y] un élément de H appartenant à ( U u A ) n B . On a T]€B et
T j G U uA. Or, U u A est Pensembledes éléments de la forme (J-+ a avec ^-eU
et a^A et des limites fortes de tels éléments. Si l'on aï]== [J.+ a» on en déduit
aeB, d'où aeAnB==0, soit a==o et ïj= ^eU. Si T] =lim ̂ + a/i? la prO-

^os

jection de y^n+^n sur B^ variété linéaire orthogonale complémentaire de B,
tend vers celle de Y], donc tend vers zéro. Or, cette projection provient seule-
ment de a^; donc la projection de oc^ sur chacun des vecteurs ^+1 tend vers
zéro, ainsi que sa projection sur ^ ; il en résulte que les projections de a,, sur
tous les vecteurs de la base orthogonale ^ ̂ , ̂ + c^- \ de A tendent vers zéro ;
autrement dit, a^ tend vers zéro et Pon a y]=l im ^eU. Finalement, on a
( U u A ) n B ^ U , d 1 o ù ( U u A ) n B = U .

LEMME 6. — Le couple (A, B) possède la propriété a!\

SoitV^A. Il faut établir (VnB)uA=V. Nous transformons par la dualité
du paragraphe 3. Il faut établir (TuB^nA^V pour tout V tel que l'on ait
V^A7, c'est-à-dire qu'il faut montrer que le couple (A^ B^) possède la pro-
priété û. On voit aisément que l'on a A'=^^^— ^y\,W=Ç[^^ ^+i})-
Faisons, dans l'espace de Hilbert, le changement de système orthonormal com-
plet défini par les formules suivantes :

rîi=^

^=^(^--^) avec K^z+^,

I ( ^ , ^n+l\rî2n+ï= W-^ 7o^ )

ou les formules équivalentes :

Si==yîi»
s — î ( r]în \
^-Kn^^"^)'

^ - ï (n -4-yî2/^-+- l^.^^-^\^-Jr•-^)

Rapportées au nouveau système de base, les variétés K' et B' s'écrivent
respectivement :

Af=({^n}),^([^^n+^————\}-
\ { lo ) /

II suffît d'appliquer le lemme 5 pour voir que le couple (A', B') possède la
propriété û.
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LEMME 7. — Le couple (A, B) ne possède pas la propriété a.

On a, en effet, ( X u B ) n A == A^X.

LEMME 8. — Le couple (A, B) ne vérifie pas la propriété b.

Revenons à A' et B/ comme dans la démonstration du lemmeô. Soit

^(i^—^!)-
On a T<^ W. Considérons la chaîne { Y,=0<^ Y^<Y,<. ..< Y7 <.. .< Y'}
maximale entre 0 et Y^, où l'on a

y/_ / ( ^i , , ^-M ) \Mi^^T^U-
Formons la chaîne { Y,' uA'< H}. On a

;u.-=(!,,.|,j^^}J.

La chaîne Y; U A'est maximale entre A'et H. Montrons qu'on a (Y; \jA')r\K'==Y'..
Soit ^ un élément de (Y; uA')nB'. De ^==^+a' avec r,; eY; et a'eA', on
déduit a' e B', d'où a e A' n B' = 0 et a'= o, d'où $ = YI; e Y'. Il résulte de là
que l'on a (Y; uA')nB'==Y;.

En revenant à A et B par dualité, on obtient une chaîne, la transformée de la
chaîne { Y ; uA'<H}, maximale entrer et A, qui donne une chaîne, la transfor-
mée de la chaîne { Y; < B'}, non maximale entre B et H puisqu'on peut y inter-
caler Y, variété transformée de Y\

LEMME 9. — Le couple (B, X) ne possède pas la propriété m.

Soit la chaîne ^<. . .<B,<. . .<B,<B,<Bo=B}, où l'on a

B,=({^ ,»„>,).

Cette chaîne est maximale entre 0 et B. Or, on a(B.uA)nB=B,, puisque le
couple (B, A) possède la propriété a. D'autre part, on a B.-uX^A (car B,uX
contient $,), d'où B ,UX=B,uA et (B.uX)nB =B;. Finalement, la chaîne
{ X < . . .<B,uX<^. . .<H} n'est pas maximale entre X et H, car on peut
intercaler l'élément A. On pourrait évidemment l'intercaler dans n'importe
quelle chaîne entre X et H capable de redonner la chaîne (0<...<B,<...<B ).
La propriété m est donc en défaut.

LEMME 10. — Le couple (B, X) ne possède pas la propriété j.
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Soit la chaîner, 0)<...<(0,X,)<...<(0,X)<...<(B,vX)<...<(B,X)^
où l'on a B, comme dans la démonstration du lemme 9 et

Y (\ ^ i- S i ^/l+'l ) \^u^^^u-
Cette chaîne est obtenue à partir de la chaîne

{ 0 < . . . < X y < . . . < X < . . . < B , U X < . . . < H j .

Elle ne peut être obtenue à partir d 'une chaîne maximale entre 0 et H ; (B,, X)
doit être obtenu à partir d'un élément, soit C,, tel que l'on ait B,uX^Ci. De
C/^A, on déduit (C(nB)uA== C/(lemme 6) et, puisqu'on veut ob ten i r (B/, X),
on doit avoir C,nB=B^ d'où B,uA= C,. On voit donc que (B,-,X) ne peut être
obtenu qu'à partir de B, U X :== B/U A. On voit aisément que l'on a ^^(B/U A) = A.

;•
Donc, A peut être intercalé dans la chaîne assurant l 'obtention s'il n'y figure
pas.^Puisqu'on cherche une chaîne maximale, A doit y figurer. Or, A donne
(0, X). Si, maintenant, tous les (0, Xy) sont obtenus à partir de Xy, on peut
intercaler X dans la chaîne envisagée et elle ne peut être maximale. Sinon, soit
j\ le premier indicey pour lequel Xy est obtenu à partir d'un élément différent
de lui. Alors X/^ peut évidemment être intercalé dans la chaîne assurant l'obten-
tion et celle-ci ne peut pas être choisie maximale. La propriété/ est en défaut.

c. THÉORÈME. — Le treillis 1\ satisfait aux conditions^), (6), (2), (i), (3)
et à leurs duales. Il ne satisfait pas aux conditions (R\ (I), (F), (S), (L), (B),
(Ji)? (Q? (a), (P), (y), (M), nia leurs duales.

TI satisfait à (5), d'après le lemme 4. Il satisfait donc à (6), à (2), à (i), à (3)
d'après le théorème 1 du Chapitre II. Il satisfait aux conditions duales puisqu^il
est auto-dual.

D'après le lemme 5, le couple (B, A) possède la propriété a ; diaprés le
lemme 6, le couple (A, B) possède la propriété a'\ II en résulte que le couple
(B, A) possède aussi la propriété b ; en effet, si { B ^ } était une chaîne maximale
entre 0 et B telle que la chaîne { B ^ u A } soit non maximale entre A et H, on
pourrait intercaler dans cette dernière chaîne un élément, soit C, qui serait tel
que l'on ait C n B = = = ( B ^ u A ) o B = = = B ^ pour un certain i (d'après la propriété a )
et ceci contredirait le fait que le couple (A, B) possède la propriété a1\ Le couple
(B, A) possède donc la propriété c d'après une remarque déjà faite. Le couple
(A, B) ne possédant, ni la propriété a, ni la propriété 6, d'après les lemmes 7
et 8, ni évidemment la propriété c, les conditions (a), (p), (y) sont en défaut.
Les conditions (M) et (J) ne sont pas satisfaites d'après les lemmes 9 et 10. Les
conditions (R), (I), (F), (S), (L), (B), (J\) ne sont pas satisfaites d'après le
théorème 1 du Chapitre II. Les conditions duales de ces conditions non satisfaites
ne le sont pas non plus.
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