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CONTRIBUTION A L’'ETUDE

DES

TREILLIS SEMI-MODULAIRES
DE LONGUEUR INFINIE

Par M. Roserr CROISOT.

INTRODUCTION.

On sait qu’un treillis est dit modulaire s’il vérifie la condition
x>y entraine (xnz)Uuy =axn(zUy).

Il est bien connu que, dans les treillis de longueur finie, la modularité peut
étre caractérisée autrement : soit par 'ensemble des deux conditions :

(2) @ couvre xN y implique x U y couvre y
et (2'), duale de (2), soit par ’ensemble des deux conditions :

(1) x ety couvrent zN y implique x U y couvre x et y
et (1), duale de (1).

La notion de treillis semi-modulaire de longueur finie a son origine dans
I'idée d’imposer seulement Ja condition (2) ou la condition (1). Quel’on se place
a I'un ou a 'autre point de vue, on aboutit & la méme notion, les conditions
(1) et (2) étant équivalentes dans les treillis de longueur finie. Cette notion est
digne d’intérét, car il existe des exemples importants de treillis de longueur
finie semi-modulaires et non modulaires : treillis des variétés linéaires d’une
géométrie affine, treillis des partitions d’un ensemble fini, treillis des sur-
corps algébriquement fermés d’un corps K contenus dans un sur-corps de K
de dimension finie. G. Birkhoff (Lattice Theory, Colloquium, 1949) a donné
deux autres caractérisations des treillis semi-modulaires. En fait, i existe
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204 R. CROISOT.

une foule de conditions équivalentes a la semi-modularité dans les treillis de
longueur finie, conditions que j'introdujs ici (Chap. I) et qui constituent
autant de propriétés caractéristiques utiles de ces treillis. G. Birkhoff a
remarqué la non-équivalence des caractérisations qu’il indique lorsqu’on les
étend a des treillis qui ne sont plus de longueur finie et il demande en parti-
culier dans son probléme 44 de comparer les deux derniéres caractérisations
dans les treillis quelconques et dans les treillis satisfaisant 4 une condition de
chaine. Je résouds ce probléme dans le Chapitre II en recherchant plus généra-
lement toutes les implications binaires existant parmi les conditions introduites
précédemment, successivement dans les treillis quelconques, dans les treillis
satisfaisant & la condition de chaine ascendante, dans les treillis satisfaisant a
la condition de chaine descendante. Cette étude montre que la notion de semi-
modularité se morcelle a l'extréme dans les treillis quelconques. Un regroupement
partiel des conditions apparait lorsqu’on se borne aux treillis satisfaisant & une
condition de chaine, regroupement différent suivant qu'il s’agit de la condition
de chaine ascendante ou de la condition de chaine descendante.

Cette divergence considérable des divers aspects de la semi-modularité dans
les treillis quelconques souléve le probléeme de la définition générale d’un
treillis semi-modulaire. Ce probléme sera repris 4 I'occasion d’une .autre
publication (*). Son étude conduit & adopter comme définition générale de la
semi-modularité la condition suivante, due 2 S. Mac Lane :

(5) zNz<<y<<xr<<axVUs
entraine ’existence de ¢ tel que 'on ait
xNs <tz et " (tUy)Nnz=y.

Le Chapitre IV s’occupe de la validité des conditions examinées dans un
exemple concret intervenant en Physique mathématique, celui des variétés
linéaires fermées d’un espace de Hilbert. ‘

Ce travail donne, en particulier, la solution des problémes 44 et 47 de
G. Birkhoff qu’il replace dans le cadre d’une étude beaucoup plus générale.
D’autre part, il pourra étre utile dans un certain nombre de questions, notamment
dans la caractérisation axiomatique des exemples concrets importants de treillis
semi-modulaires de longueur infinie et dans la recherche de tous les treillis
vérifiant de théoréme de Schreier (V. Korinek ayant montré que les seuls
treillis de longueur finie vérifiant le théoréme 4 un certain point de vue sont les
treillis semi-modulaires).

La publication ci-dessus mentionnée sera consacrée a quelques applica-
tions et propriétés des notions étudiées ici.

(') R. Crorsor [3]. (Les numéros entre crochets renvoient a la Bibliographie placée a la fin du
Mémoire. ) ’
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Je tiens a remercier M. Dubreil, qui m'a constamment encouragé avant et
pendant I’élaboration de ce travail, et & qui je dois de précieuses suggestions.
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CHAPITRE I.

INTRODUCTION D’UN CERTAIN NOMBRE DE CONDITIONS EQUIVALENTES A LA SEMI-MODULARITE
DANS LES TREILLIS DE LONGUEUR FINIE.

1. CoONDITIONS PORTANT SUR DES CHAINES EXTRAITES DES TREILLIS. — a. Soient & et y
deux éléments d’un treillis. Envisageonszny etxUy.

TukoreME 1. — Les propriéiés suivantes sont équivalentes :

1° St une chaine {x,} telle que xNy—x.—x est sans répctition, la
chaine { x, Uy} (telle que y 2,0y —xUy) est ausst sans répétition ;

2° L'application x' -~ x' Uy du sous-treillis [x Ny, x| (') dans le sous-tredllis
[y, xUy] est biunivoque (', £ &, entraine ', Uy %= x,Uy);

3° L'apvlication y'— y'Nax du second de ces sous-treillis dans le premier est
une application sur;

4° Toute chaine maximale {x.} entre x Ny el x peut étre obtenue sous la
Sforme x,= y.Nx a partir d’une chaine |y} entre y et x Uy,

5° Pour tout élément z tel que x Ny —z —x,ona(zUy)Nx =23

6° Le couple (x, y) est modulaire (*), ce qui signifie que, pour tout élément =
tel que s~ zx,onazV(ynz)=(zUy)N=.

"Démonstration. — 1l est manifeste que 2° entraine 1°.

3° entraine 2° : si 2° est en défaut, il existe 2, et x| tels que 2, Uy =z, U y;
ona(x,Uy)nNzxa et (Z,Uy)Nxr>>a,; &, et z, étant distincts, il y a au
moins une de ces inégalités qui est stricte, soit par exemple (z, Uy)nz >z ;
&, ne s’écrit certainement pas sous la forme ¥y, Nz avec y =y, Zx Uy, car on
devraitavoir y, >, et y, >y, donc y, > Uyety Nz (x, Uy)Nz > ;
3° est aussi en défaut. : '

4° entraine 3° : si 3° n’est pas satisfaite, il existe un élément =’ tel que
rNy ~x'~zx qui ne s’écrit pas sous la forme y'Na; il suffit alors de faire
passer une chaine maximale entre x Ny et x par &' pour mettre 4° en défaut.

(1) La notation [«, 0], ol a et b désignent deux éléments d’un treillis tels que a < b, représente
le sous-treillis convexe, ensemble des éléments u tels que « < u < b.
(2) Notion due a L. R. Wircox [1].
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5° entraine 4° : la chaine {x,Uy| répond a la question, car zNy Zx,~x
implique, en vertu de 5°, (x.VUy)Nx=x..

6° entraine 5° trivialement.

1° entraine 6° : supposons qu’il existe un élément s tel que 6° soit en défaut;
on a xNy=sU(ynz)<(sUy)nxx; la chaine sans répétition
{zU(ynz)<(sUy)nz|esttelle que la chaine '

{[zurnz)Juy =|[(suy)nz|uy |

présente une répétition; 1° est en défaut.

Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu, pour un couple (z, y), je dis
que ce couple vérifie la propriété a.

b. Jintroduis les propriétés suivantes, analogues a 1° et 4°:

Définitions. — (x, y) vérifie la propriété b si, pour toute chaine maximale
{z,} (tellequex Ny Zx,~Zx),lachaine{x, Uy} (telleque y Zx, Uy ZaUy)
est aussi maximale.

(@, y) vérifie la propriété ¢ si, pour toute chaine maximale sans répétition
{a.}, la chaine { @, Uy | est aussi maximale sans répétition.

(2, y) vérifie la propriété I si, pour toute chaine maximale { x,} obtenue sous
la forme x,— y, N 4 partir d’une chaine {y,} entre y et Uy, la chaine {y,}
est nécessairement maximale. 4

(z, y) vérifie la propriété m si, pour toute chaine mazximale { x,} obtenue sous
la forme #,= y,N a partir d’une chaine {y,} entre y et x Uy, la chaine {y.}
peut étre choisie maximale.

c. En analogie avec le théoréme 1, on a le théoréme 2 :

TutorkME 2. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1° St une chaine {(x,, y,)} du produit cardinal [x Ny, x| < [xNy, y] (®)est
sans répétition, la chaine {x,Uy.} (du treillis [xNy, xUy]|) est aussi sans
répétition ;

2° L'application (z',y') —~ &' Uy de[zny,z] <[xNy,y|dans|zny, 2 Uy]
est biunivoque ;

3° Lapplicationz'—~ (z' N, z' Ny)de[xnNy,xVy|dans|zny,z]<[zNy,y]
est une application sur; ' .

4° Toute chaine maximale {(x,y.)| de [xNy,z]|><[xNy,y]| peut étre
obtenue sous la forme .=z Nz, y. =3z Ny a partr d’une chaine |z} de
[0y, zUy]:

(®) Le produit cardinal T, > Te de deux treillis T; et T est le treillis, ensemble des couples (1, x2)
ou zy €Ty, x3€Ts, dans lequelon a (&, x2) = (&), ©%) = 2 L &) et 2o £ 2, (G. BIrgHOFF [ 1], p. 7).
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5% Pour tout élément u tel que xNyZu-—x et pour tout élément ¢ tel
que xNy vy, les couples (x, ¢) et (y, u) sont modulaires.

Démonstration. — On voit, comme dans le théoréeme 1, que 2° entraine 1°,
4 entraine 3°, 5° entraine 4° (ici, c’est la chaine {x,Uy.} qui répond a la
question).

3° entraine 20 : si 2° est en défaut, il existe x|, «,, ¥, ¥, tels
que Uy, =2,Uy, avec (&, y\)F#(@,y,); on a (FUy)nr=a),
(2, Uy)Ne=a, (@,Uy)Ny=y., (@.Uy)ny=y.; il y a donc une
au moins des inégalités qui est stricte, soit par exemple (¥, Uy, )Nz >z ;
(x,, y,) ne s’écrit certainement pas sous la forme (2, Na, 3, Ny), car on
devrait avoir 3z, > 2, Uy,, dot 3, N> (x Uy1)nx>a" 3° est alors
en défaut.

1° entraine 5° : supposons qu’il existe, par exemple, un élément ¢ tel que 5°
soit en défaut; il existe donc w —x tel que wu(vnNnz)=Z(wUv)Nx; on a
alors zNny ZwU(vnx)< (wUv)Nx_x et la chaine sans répétition
{(wu(vna), ¢) < ((wUvr)Na, ¢)|est telle que la chaine

fwu(vnz)uev=[(wur)nz]ue!

présente une répétition; 1° est en défaut.

Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu pour un couple (z, y), je dis
que ce couple vérifie la propriété d.

d. Vintroduis les propriétés suivantes, analogues aux propriétés 1° et 4° du
théoréme 2 :

Définitions. — (x, v) vérifie la propriété f si, pour toute chaine maximale
{(z, y)} du treillis [zny, z]><[xny, y], la chaine {@x,Uy.] est aussi
maximale.

(@, y) vérifie la propriété g si, pour toute chaine maximale sans répétition du
treillis [zny; x| ><[xNny, y], la chaine {x,Uy.} est aussi maximale sans
répétition.

(x, y) vérifie la propriété i si, pour toute chaine maximale {(x, y.)} du
treillis [x Ny, ] <[xNy, y] obtenue sous la forme .=z Nx, y.=zNYy
a partir d’'une chaine {3,} entre xNy et £ Uy, la chaine { z,} est nécessairement
- maximale.

(@, y) vérifie la propriété j si, dans les mémes conditions, la chaine {z,} peut
étre choisie maximale. :

e. En analogie avec les théorémes 1 et 2, on a le théoréme 3 :

" TukowrEME 3. — Les propriétés suivantes sont équivalenies :
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1° St une chaine | 3.} du treillis [x Ny, xUYy | est sans répéution, la chaine
{(5.Vx, 5.VYy)| dutredlis |z, xUy| >~ |y, Uy | est aussi sans répétition ;

2° L’application z'— (5'Ux, 3’Uy) du pre}nl'er treillis dans le second est
biunivoque ;

3 L’appllcatzon (z', ¥')—>2'ny du second treillis dans le premier est une
applzcatlon sur;

4° Toute chaine maximale {z,| du premier treillis peut étre obtenue sous la
Sforme z,=x, Ny, a partir d’une chaine | x,, y,) | du second treillss;

5° Le couple (z, y) est N -distributif, ce qui signifie que, pour tout élément 3 tel
quez ~xVUy,onazU(xny)=(zUx)N(zUYy).

Démonstration. — On voit, comme dans le théoréeme 1, que 2° entraine 1°,
4° entraine 3°, 5° entraine 4° (ici, c’est la chaine {(5,Ux, 5,UY)} quiconvient).

3° entraine 2° : si 2° est en défaut, il existe 3| et = tels que 5\ VUr=3,Ux
etz Uy=2s,Uyjona(siuxz)n(s,uy)>z et(z,ux)N(z,Uy)>z,;'une
au moins de ces inégalités est stricte, soit par exemple (2, Ux)N(z,UY) >3, ;
3, ne s’écrit certainement pas sous la forme 2, Ny, car on devrait avoir
T 25, 225, ol 25 Up, ) =5, Uy etz N (5, V) N (E UY) >33
3° est donc en défaut.

1° entraine 5° : supposons qu’il existe un élément z tel que 5° soit en défaut;
onazxznNyLsU(xny)#(zUx)N(zUy)=LxUy; la chaine sans répétition
5zu(xnty)<(gux)n(zuy)5est telle que la chaine :

{lsu(zny)uz, = U(:mmuyl*([( vz)n(zuy)luaz, [(zuz)n(s uy)]uy)

présente une répétition; 1° est en défaut.

Définition. — Lorsque ces propriétés ont lieu pour un couple (x, y), je dis
que ce couple vérifie la propriété e.

Jf- Vintroduis les propriétés suivantes analogues aux propriétés 1° et 4° du
théoréme 3 :

Définitions. — (., y) vérifie la propriété p si, pour toute chaine maximale
{3.} entre zNy et xVUy, la chaine {(z,Ux, z,Uy)} du produit cardinal
[z, VY] <[y, £Uy] est aussi mazimale. '

(x, y) vérifie la propriété q si, pour toute chaine maximale sans répétition
{ 3,1, la chaine {(z,Ux, 5,UY)}| est aussi maximale sans répétition.

(@, y) vérifie la propriété r si, pour toute chaine maximale {z,| entre zNy
et x Uy obtenue sous la forme z,—=a,Ny, a partir d’'une chaine {(x,, y.)} du
produit cardinal [, x Uy ] <[y, U Y], la chaine {(x,, y.)} est nécessairement
maximale.

(2, y) vérifie la propriété s si, dans les mémes conditions, la chaine { (x,, v,) |
peut étre choisie maximale.
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g- Une grande partie des conditions examinées par la suite sont alors
formées de la maniére suivante :

* Par exemple, je dirai qu’un treillis vérifie la condition (A) si chaque couple
d’éléments (x, y) vérifie la propriété a. \
On obtient ainsi les conditions (A), (B), (C) (D), (E), (F), (G), (), (J),

(L); (M), (P), (Q), (R), (S) (")

Je dirai aussi, par exemple, qu’un treillis vérifie la condition (a) si le couple
d’éléments (x, y) vérifie la propriété a dés qu’il en est ainsi du couple
d’éléments (y, ).

On obtient ainsi les conditions (&), (8), (), (1), (1) (*).

Ces conditions complétent d’une facon assez naturelle la condition () et la
condition (a) (*).

h. Les théorémes suivants permettent d’exprimer les conditions (M) et (S)
sous une forme en apparence plus forte.

TutoriME 4. — La condition (M) équivaut a la condition suivante :

(M) Pour tout couple delements (2, y), st une chaine {x,| maximale
entre xNy et x est telle que lon ait (x,VUy)Nax =, pour tout ., la
chaine { x,Uy | est maximale entre y et x Uy .

Démonstration. — D’abord, (M,) entraine (M). En effet, si, pour un
couple (z, ¥), une chaine | x,} maximale entre Ny et x est obtenue sous la
forme ax,=y,Nax & partir d’'une chaine {y,} entre y et xUy, on a x,Zy,
o xz, Uy Ly, et (xUy)Nxr—y.Nx=ux,; puisqu’on a évidemment
x,Z(xz,Vy)Nx, on en déduit (x,Uy)Nx =, pour tout :. La chaine
{z, Uy} étant maximale d’aprés (M, ), la chaine { y.} peut étre choisie maximale
et (M) est vérifiée.

On a également : (M) entraine (M,). En effet, supposons que (M,) soit en
défaut. Il existe un couple (z, y) et une chaine {x,| qu'on peut supposer sans
répétition, maximale entre xNy et x, telle que I'on ait (x,Uy)N x = x, pour
tout v et telle que la chaine {x,Uy| ne soit pas maximale entre y et xUy.
Soit u un é]ém.ent qu’on puisse intercaler dans la chaine {x,Uy}. La chaine

(*) Les conditions (), (G), (D), (E), (G), (P), (Q) ne caractérisent pas la semi-modularité dans
les treillis de longueur finie. Elles sont introduites ici en raison de leur analogie avec les autres
conditions. D’ailleurs, les conditions (A), (C), (D), (E), (G), (Q) seront exploitées dans R. Cro1sor [3],
Chap. I.

() De méme, les conditions (X) et () ne répondent pas a la question posée ici.

(%) La condition (F) est la condition (y) de G. Birkmorr [1], p. 101. La condition (a) est la
condition («), p. 101.
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{2,} étant maximale, I'élément un 2 en fait partie. Posons unz =a,auy =>5
et env1sageons le couple (x, b). OnaxnNb=aetxuUb=xUy. La chame {2},
ol 'on n’accepte que les éléments z, tels que 2, > @ est maximale entre a et 2.
Elle est obtenue a partir de la chaine {x,Ub=ax,Uy | entre b et zUy. Mais,
elle ne peut étre obtenue & partir d’une chaine maximale {y,} car, pour toute
chaine réalisant cette obtention, on a y, >~ a,Ub=x,Uy > u pour tout  tel
que x, > a et I'élément u peut étre intercalé dans la chaine {y,} au-dessus du
premier élément. Le couple (z, b) ne posséde donc pas la propriété m et ia
condition (M) est en défaut.

TreoreME 5. — La condition (S) équivaut a la condition suivante :

(Sy) Pour tout couple d’éléments (x, y), si une chaine { z,} maximale entre x Ny
et x Uy est telle que z,= (z,Ux) N (z,UYy) pour tout \, lachaine {(z,Ux,z,Uy)|
est maximale dans le produit cardinal [x, x Uy | <[y, zUy].

Démonstration. — On voit d’abord, comme dans la démonstration du
théoréme 4, que (S,) entraine (S).

De méme, (S) entraine (S,). En effet, si (S,) est en defaut, il existe un
couple (, y) et une chaine {z,} qu'on peut supposer sans répétition, maximale
entre zNy et Uy, telle que 'on ait z,=(z,Ux)N(3,Uy) pour tout « et telle
que la chaine {(z, U2, z,Uy)}| ne soit pas maximale dans le produit cardinal
[z, zUy]|>< [y, 2Uy]. Soit (u, ¢) un élément qu’on puisse intercaler dans la
chaine {(z,Ux, 5,Uy)|. La chaine {z,} étant maximale, I’élément un¢ en fait
partie. Posons unv=c, cUx =a, cUy =20 et envisageons le couple (a, b).
On a anb=c et aUb=a=vUy. La chaine {z}, ou I'on n’accepte que les
éléments z, tels que z,>>c est maximale entre ¢ et x Uy, elle est obtenue a
partir de la chaine {(z,Ua, z,Ub)}. Mais elle ne peut étre obtenue a partir
d’une chaine maximale {(z, y.)} car, pour toute chaine réalisant cette
obtention, on a x>z Ua=2zUx>xu pour tout . tel que z >c, et de
méme y,>>3Ub=23zUy>v, avec, de plus (z,Ux, 5,Uy)#=(u, ¢), dou
(2, ¥) > (u, ¢); I'élément (u, ¢) peut étre intercalé dans la chaine {(z,, y.)/
au-dessus du premier élément. Le couple (a, b) ne possede donc pas la
propriété s et la condition (S) est en défaut.

. Ala condition (J), on peut de méme associer la condition suivante :

(J.) Pour tout couple d’éléments (x, y), st une chaine {(x, y.)| maximale
dans le produit cardinal [xny, x| <[xNy, y]| est telle que l'on ait
z,=(x,Vy)Nx et y,=(x,Uy.)Ny pour tout ., la chaine {x Uy} est
maximale entre xNy et x Uy (7).

(7) Notons, dés rﬁaintenant, que la condition (J) est strictement plus faible que la condition (J1).
On voit aisément que (J;) entraine (J) et le treillis B2 du Chapitre II montre que (J) n’entraine
pas (J1) [prendre le couple (¢, a;) et la chaine { (a, a) <...<(a, a;) <...< (¢, a1)} ]
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9. CONDITIONS PORTANT SUR DES PROPRIETES DE COUVERTURE ET DES PROPRIETES
ALGEBRIQUES. — a. J'examinerai aussi les conditions suivantes :

(1) @ etycouvrentxny=axUy couvre x ety (*).

(2) xcouvre zNy=xUy couvre y (*).

(3) @ couvre y, et s couvre t=[(xUt)Ns|Uy =[(zUy)nx]Ut.

By ynzs<ax<z<yusz= il existe ¢z tel que ynz<t=y et
(xut)nz=x (**). ’

6) yraz<xsyusz= il existe ¢ tel que ynst_y et

(@UDNs <= ().

b. Le théoréme suivant permet d’exprimer la condition (2) sous deux autres
formes équivalentes :

TutoriMe 6. — La condition (2) équivaut a I'une ou I’ autre des conditions :

(20) wcowrexny etz >y =znN(xVy)=(zNz)Vy (**).
(2¢) xcowrexNz etz >y=:N(xVUy)=(sNx)VyY.

Démonstration. — On ad’abord (2) =>(2¢); supposons que la condition (2) soit

z
xXua

xnz

1%

Fig. 1.

(#) Condition (&), G. BirknorF [1], p. 66.

(?) Condition (2), G. Birknorr [1], p. 100, ou condition E;, S. Mac Lane [1].

(1°) C'est la condition E; de S. Mac Lane [1].

(11) C’est la condition E; de S. Mac Lane [1].

(12) Cette condition m’a été inspirée par une remarque de L. Lesieur, selon laquelle, dans une
géométrie affine, 1'6galité modulaire a lieu dés que x est un point. Il est facile de voir que (26)

Fig. 2.

renforce cette condition (qui ne suffit pas comme le montre le diagramme ci-contre & caractériser la
semi-modularité dans un treillis de longueur finie quelconque).

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 3. 26
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satisfaite et que x couvre x N s avec > y; onatoujourssN(zVUY)>x(zN2)VY;
posonsa=(zNx)Uy;onaxrna_xnNszetrnNaxnz;doutrNna=xNs;
donc, d’aprés (2) et hypothése, xUa couvre a; de e ~aUy—xUa et
de a>x, on déduit xUy ==2xUa; enfin, de x £ x Nz, on déduit = xya
“etzn(xvy)=:sn(xrVa)=a.

On a (2¢)=(2b); en effet, si z couvre Ny et si 'on a z>>y, du fait que
on a x>~ xnz>xNny, on déduit ou bien x=xnNs, c’est-d-dire s>,
auquel cas I’égalité a établir est évidente, ou bien x couvre Nz, auquel cas
I'égalité a établir résulte de (2¢).

Enfin, on a (2b)=(2); en effet, si (2) est en défaut, il existe deux
éléments x et v tels que 2 couvre xNy et Uy ne couvre pas y; choisissons
un élément z tel que y<z<axuUy; on a alors zn(xUy)==s et
(znz)Uy=(xNy)Uy=y; (2b) est aussi en défaut.

XUy

Xny
Fig. 3.

De la, résulte I’équivalence de la propriété (2) et de I'une ou l'autre des
conditions de modularité affaiblie (26) et (2¢).

c. On sait que la condition (6) peut s’exprimer sous la forme équivalente :
b6a)ynsz <z z<yUx= il existe z tel que
yn;<léy el (xut)ynz<<s (**).

De la méme facon, le théoréme suivant donne une forme équivalente a la
condition (5):

TrkorEME 7. — La condition (5) équivaut a la condition :
Gayyns<a< E <yVz=iexistettelque yNnz < tZyet(xUt)Nz=x.

Démonstration. — On a (5)=(5a); en effet, si 'hypothese de (Ha)
est vérifiée, celle de (5) I'est également et la conclusion commune est vraie.

On a (5a)=(5); supposons vérifiée I'hypothese de (5); si yUz=yuUs,
celle de (5a) est aussi vérifiée et la propriété a lieu; sinon, on a yUx =z

(1) Clest la condition E; de S. Mac LANE [1]. L’équivalence est élabliep. 465.
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et (yUx)Nz=13,<5;sil'on a sz, =, la propriété a lieu en prenant t=y;
sinon, les trois éléments x, y, 5, satisfont & 'hypothése de (5a); il existe
donc ¢, tel que ynz=ynsz, <t,Zyet(xUt,)Ns,=x;or,ona

(zvut)Nz<<(xUy)ns=s. d'ot (zUt))Nnz=(zUl)N5N5 =(xVt)Ns =x;

la propriété a lieu en prenant s =1¢,.
yUZ

Z4

ynx :_\{DZ
Fig. 4.

3. CONDITIONS PORTANT SUR LS TREILLIS D'IDEAUX. — Un treillis de longueur finie
est isomorphe a la fois au treillis de ses idéaux et au treillis de ses idéaux
duaux (**). Il en résulte que, si (X) représente une des conditions précédentes
équivalente i la semi-modularité dans un treillis de longueur finie, la condi-
tion (X;), condition (X) imposée au treillis des idéaux et la condition (X°),
condition (X) imposée au treillis des idéaux duaux, possédent la méme
propriété. Le procédé peut évidemment étre itéré.

Je n’étudie pas ici toutes les conditions (X), mais seulement les conditions
(a), (2, (1%) choisies parmi celles qui renforcent la condition (X) corres--
pondante (**).

De méme, je me limite aux conditions (a;), (2;), (1;).

4. Autres conpitions. — Il existe encore un grand nombre de conditions
caractérisant la semi-modularité dans les treillis de longueur finie.

a. Citons, par exemple, les conditions suivantes, entrainées par la condi-
tion (B) et entrainant la condition (2):

(B,) Pour tout couple (2, y) et pour toute chaine {x,} maximale entre xzn y
et o, il existe une chaine | y,| maximale entre y etz U y telle que'on ait y, >,
pour tout t.

(B,) Pour tout couple (x, y), il existe une chaine {x,} maximale entrexn y
et  telle que la chaine {x,Uy | soit maximale entre y et x U y.

(1) Pour les définitions, voir G. Birkaorr [1], p. 21.

(15) En fait, la plupart des autres conditions (X?) ne renforcent pas la condition (X) corres-
pondante : le treillis B11 du Chapitre II satisfait, en effet, a toutes les conditions (X¢) et seulement
aux conditions (x), (2), (1), (5), (6), (3), parmi les conditions (X).
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(Bs) Pour tout couple (x, y), il existe une chaine {x,| maximale sans
répétition entre xNy et x et une chaine {y,} maximale (*¢) entre y et zUy
telles que 'on ait y >, pour tout t. .

(B.) Pour tout couple (z, y) et pour toute chaine {x,} maximale entre zn y
et x, il existe une chaine {y,} maximale entre y et zUy telle que 'on
ait y, =2, U y pour tout t.

(B;) Pour tout couple (x, y), il existe une chaine {«,] maximale sans
répétition enire xN y et x et une chaine {y,} maximale ('*) entre y etz y y
telles que 'on ait y, 2, U y pour tout .. ‘

(B¢) Pour tout couple (@, y) et pour toute chaine { #,} maximale entre z N y
et x, il existe une chaine {y,} maximale entre y et Uy (isomorphe 2 la
chaine {x.}). S

(B;) Pout tout couple (x, y), il existe une chaine {x,} maximale sans répé-
tition entre x N y et x et une chaine {y,} maximale ('®) entre y etz U y.

Ces conditions ne sont pas étudiées ici.

b. Notons aussi la condition (B) (que nous n’étudierons pas non plus
en détail) qui renforce également la condition (B) a un autre point de vue
et qui est remarquable par le fait suivant : Bien que caractérisant la semi-
modularité dans les treillis de longueur finie, elle n’est pas conséquence,
dans les treillis quelconques, d’une propriété considérablement plus forte,
la distributivité (*7).

Cette condition est la suivante :

(E) Soient trois éléments a, b, ¢ tels que l'on ait ab. Pour toute
chaine {«,} maximale entre a et b, la chaine {x,Uc} est maximale entre aUc
etbuUc.

Un treillis semi-modulaire de longueur finie satisfait 4 cette condition.
Il suffit de le montrer pour des éléments tels que I'on ait @~ c (dans le cas
général, on peut remplacer ¢ par aUc). Sil'on a bUc = a, le résultat traduit
directement la condition (B). Sinon, il sera conséquence de la condition (B)
et du fait suivant : la chaine {(bNnc)Ux,} est maximale entre bnc et b.
Pour établir ce fait, appelons x,=a, @,, x;, ..., x,=b les éléments
de la chaine {«}. Si l'on a x,=bnec, on a (bNc)Ux,=bNc;sinon,
on a (bne)Nnz,=x, et, puisque x, couvre z,, (bNc)VUx, couvre bNec,
d’aprés la condition (2). D’une facon générale, si 'on a z;.Z(bne)Ux,,
on a (bne)VUx;=(bNc)Uxi_; sinon on a [(bNc)VUx, |Nxi= x; , et,

(18) Pouvant présenter des répétitions.

(17) Parmi les conditions étudiées, la condition (I) présente une singularité du méme ordre,
quoique moins forte : elle n’est pas conséquence de la modularité dans les treillis quelconques (voir
R. Croisot [3], Chap. I).
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puisque z; couvre z; ,, (bNc)Ux; couvre (bNc)Uz,,. La chaine {(bnec)u .}
est donc bien maximale et le résultat est démontré.

Un treillis distributif ne satisfait pas nécessairement a la condition (B)
comme le montre le diagramme ci-dessous.

Il représente manifestement un treillis (complet) satisfaisant 4 la condition
de chaine ascendante. Ce treillis est distributif et ne satisfait pas a la

condition (B) (il suffit de prendre @, b, c comme indiqué sur le diagramme).

b

CHAPITRE 1I.

IMPLICATIONS BINAIRES RELIANT CES CONDITIONS DANS LES TREILLIS QUELCONQUES
ET DANS LES TREILLIS SATISFAISANT A UNE CONDITION DE CHAINE.

1. TrEILLIS QUELCONQUES (**).

TukorkME 1. — Dans les treillis quelconques, les conditions étudiées sont lices
par les implications binaires indiquées dans le tableau suivant (fig. 6) et par leurs
conséquences logiques, a I’exclusion de toute autre.

a. Démonstration de ces implications. — 1° (R)=(S): Supposons qu’un
couple (z, y) d’éléments d’un treillis vérifie la propriété r, c’est-a-dire
(ue, pour toute chaine maximale {z,} entre xny et xUy obtenue sous
la forme z =Ny, a partir d’une chaine {(z, y.)| du produit car-
dinal [z, zU y | <[y, U y], la chaine { (x,, y.) | soit nécessairement maximale.

(*3) Il sera montré plus loin, au Chapitre lll, que ces condilions caraclérisent la semi-modularité
dans les treillis de longueur finie. '
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Il est alors évident que ce couple (z, ) vérifie aussi la propriété s, ¢’est-a-dire
que, dans les mémes conditions, la chaine {(x,, y.)}| peut éire choisie maximale.
Il en résulte immédiatement que (R) entraine (8). ‘

2° (R)=(L): On sait que, par définition, un couple (z, y) d’é¢léments
d’un treillis vérifie la propriété / si, pour toute chaine maximale {z,}
entre xN y et x obtenue sous la forme x,— y, N« a partir d’une chaine { y.}
entre y et xU y, la chaine {y,} est nécessairement maximale. Supposons alors
qu’un couple (x, v) vérifie la propriété r et montrons qu’il vérifie aussi
la propriété /. Soit {«,} une chaine maximale entre N y et x ohtenue & partir

d’une chaine {y.| entre y et U y. Envisageons une chaine maximale quel-
conque {u,} entre x exclus et xU y. La chaine {z4}:{@x,<u,}(*") est maxi-
male entre zNy et xUy et elle est obtenue sous la forme z3=ax5N y;3
a partir de la chaine {(@g, y3)}: {(x, y.) < (us,, xUy)} du produit cardinal
[z, zUy] <[y, U y]. Le couple (z, y) vérifiant la propriété r, cette chaine
est maximale et, en particulier, la chaine { y,} est maximale entre y et z U y.
On déduit immédiatement de la (R)=(L).

3° (I)=(L) : Soit un couple (x, y) vérifiant la propriété 7, ¢’est-a-dire que,
pour toute chaine maximale { (x,, y.) | du produit cardinal [x Ny, x| <[zNny, y]
obtenue sous la forme x,=s Nz, y.=3z Ny a partir d’'une chaine |z}
entre zNy et x Uy, la chaine {3,} est nécessairement maximale. Montrons
que ce couple (x, y) vérifie aussi la propriété /. Soit {z,} une chaine maximale
entre Ny et x obtenue sous la forme x,= y,Nx & partir d’'une chaine {y,}
entre y et zU v. Envisageons une chaine maximale quelconque { u,} entre xn,y

(19 { w, << ugt désigne la chaine obtenue en juxtaposant les chaines { x| et | uq].



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR INFINIE. 217

et y exclus. La chaine {(&s, vs)}:{(xzny, u,)<(=x, y)} est maximale
dans le produit cardinal [xny, z|><[xNy, y] et elle est obtenue sous
la forme zzs=1z3Nxz, ys=3z3Ny a partir de la chaine {z3}:{u,<y,}
entre xNy et xU y. Le couple (x, y) vérifiant la propriété z, cette chaine
est maximale et, en particulier, la chaine {y,} est maximale entre y et xU y.
On voit donc que (I) entraine (L).

4° (Iy=>(J,) : Un treillis satistait a la condition (J,) si, pour tout couple (z, y)
et pour toute chaine maximale { (x,, y,)} du produit cardinal

[zny, z] <{zny, y].

obtenue sous la forme x,=s.Nx, y.=3.Nny & partir d’'une chaine | z,} entre
xNny et zUy, la chaine {x,Uy,| est maximale. Cette derniére chaine pouvant
étre prise comme chaine {z.{, ceci a lieu dés que le couple (z, y) vérifie
la propriété 7 et, par conséquent, on a (I)=(J,).

5° (F)=(B): Supposons qu’un couple (x, y) vérifie lalpropriété /f, c’est-
a-dire que, pour toute chaine maximale {(x,, y.)| du produit cardinal

[zny, z] < [zny, ¥,

la chaine {x,U y.} soit maximale entre Ny et U y. Montrons qu’il véritie
aussi la propriété b, c’est-a-dire que, pour toute chaine maximale {z,}
entre xN y et x, la chaine {x, U y! est maximale. En effet, soit une chaine
maximale {«,} entre N y et = et soit une chaine maximale quelconque { u, }
entre zNy et y. La chaine { (&g, ys)|: {(zN Yy, u,) = (x, y)} est maximale
dans le produit cardinal [N y, ] <[@N y, y]|, La propriété f étant vérifiée,
la chaine {x3Uys} est maximale et, en particulier, la chaine {x,U y|
est maximale entre y et zU y. On a donc (F)=(B).

6° (FY=(J,) : Cette implication est triviale.

7° (S)= (M) : Un couple (x, y) vérifie la propriété m si, pour toute chaine
maximale {«,} entre Ny et x obtenue sous la forme x,=y,N « 4 partir
d’une chaine {y,} entre y et x Uy, la chaine {y.} peut étre choisie maximale.
Si un couple (z, y) vérifie la propriété s, il vérifie la propriété m. En effet,
soit {x,} une chaine maximale (sans répétition) entre Ny et x obtenue
a partic d'une chaine {y.} entre y et Uy et soit une chaine maximale
quelconque {u,} entre x et U y. La chaine {z3}: {2, <u,| est maximale
entre zNy et U y et est obtenue sous la forme z3=ax3N yy & partir de la
chaine {(@s, v3) | : {(z, ¥.) =Z(u,, xU y)}| du produit cardinal

[z, zUy] =< [y, zUy].

Le couple vérifiant la propriété s, on peut choisir la chaine {(xs, y4)| pour
qu'elle soit maximale entre (x, y) et (zUy, xUy). Faisons ce choix.
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L’élément « appartient & la chaine {zs} : c’est le dernier ¢lément de la
chaine { z.|; il ne peut étre obtenu sous laforme x3N ys qu’en prenant ys= Uy
et x3=a. Les éléments précédents de la chaine | z5{, c’est-a-dire les éléments
précédant z dans la chaine {x,} sont donc obtenus en prenant zs—Zx,
donc zz=cx et la chaine { (@3, y3) = (x, ys) | relative a ces éléments est maxi-
male entre (x, y) et (x, xUy); autrement dit, la chaine {yg} relative
a ces éléements est maximale entre y et xU y et peut étre prise comme
chaine {y,!;le couple (x, y) vérifie la propriété m et I'on a (S)=(M). [On peut
aussi établir un peu plus rapidement que (S,) implique (M,)].

8° (L)=>(«) : Placons-nous dans un treillis qui satisfait a la condition (L) et
envisageons un couple (z, y)d’éléments du treillis vérifiantla propriété a, c’est-
a-dire que tout élément 2’ tel quexrn y Zx'—_xs’écritsouslaforme 2'=y' Nz,
olt y* est tel que y =y Zx U y. 1l faut montrer que le couple (y, x) vérifie

aussi la propriété a. Pour I'établir, nous utiliserons seulement le fait [ qui
a lieu puisque le couple (x, y) vérifie a] qu’il existe une chaine { y, | entre y
et xUy telle que la chaine {@xny.} soit maximale entre zNy et & (*°).
Supposons, avec cette hypothese, qu’il existe un élémentatel quexny Za-—x
ne se mettant passous laformea=bn yavecex b _—xU y.PosonsaVxr=c.
On a cNy>a et cnys%a. Posons cny =a'. Montrons que, moyennant
cette supposition, le couple (x, a) ne peut vérifier la propriété /. On a
d’abord avux=¢, anx = x N y.D’autre part, la chaine {cN y,} estune chaine

entre a’ et ¢; c’est donc aussi une chaine entre a et ¢ et certainement non maxi-
male entre a etc. Pourtant, elle donne une chaine maximale fzNneny.=xNy.|
entre Ny et x. Il en résulte que la supposition faite n’est pas légitime;
done, le couple (y, x) vérifie a et I'on a (L)= ().

9° (L)=(y) : Montrons d’abord que, dans un treillis satisfaisant a la condi-
tion (L), un couple d’éléments (x, y) qui vérifie la propriété a, vérifie également
la propriété b, c’est-a-dire que toute chaine maximale {2} entre xNy etz

(20) Cette démonstration établit que la condition (L) entraine la condition suivante [ qui entraine
manifestement la condition («)] : Si, pour un couple (z, y), il existe une chaine { .} entre y

et 2uy telle que la chaine { zny,} soit maximale entre zny et z, le couple (), z) est modulaire.
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donne une chaine maximale {yUx.} entre y et zUy. Pour établir ce point,
supposons que le couple (x, y) d’éléments d’un treillis satisfasse & la propriété a
et non a la propriété b. Il existe donc une chaine maximale {x,} entre Ny
et z telle que la chaine {2,V y | ne soit pas maximale. Or, la propriété a ayant
lieu, on a, pour tout élément x, (z,Uy)Naxz=wz,. Il en résulte que la
chaine non maximale {2, U y | entre y et xUy conduit & la chaine maximale
{(z,Uy)Nnax}, ce qui prouve que le couple (x, y) ne vérifie pas la propriété 2.

XUX

xny
Fig. &.

D’autre part, pour un couple (2, y), vérifier la propriété ¢ (toute chaine
maximale sans répétition {«,} entre zNy et x conduit & une chaine maximale
sans répétition {x, Uy} entre y et xUy) équivaut a vérifier simultanément les
propriétés a et b. En effet, si les propriétés a et b ont lieu, il est évident que la
propriété c a lieu (en utilisant la forme 1° de la propriété @). Réciproquement,
supposons que la propriété c ait lieu; alors, une chaine maximale {z,} donne
une chaine maximale {x, Uy} (on supprime les répétitions éventuelles pour
appliquer la propriété c, lachaine { ,U y | reste maximale lorsqu’on les rétablit)
et la propriété b a lieu;.de méme, une chaine sans. répétition {x, | donne une
chaine sans répétition { z, Uy | (on rend la chaine { x,} maximale pour appliquer
la propriété c, la chaine {@, Uy} reste sans répétition quand on supprime les
éléments introduits) et la propriété a a lieu.

Le rapprochement de ces remarques montre que (L)=(y). En effet, si la
condition (L) est vérifiée et si un couple (z, y) satisfait a la propriété ¢, il
satisfait a la propriété a. Le couple (¥, x) satisfait a la propriété a, puisque
(L)=>(a); il satisfait donc aussi a4 la propriété b et, par conséquent, a la
propriété c. La condition (7y) est vérifiée.

10° (L)= (M) : Il est évident qu'un couple (x, y) satisfait a la propmete m
deés qu’il satisfait & la propriété /. On a donc (L)=(M).

11° (B)=(6) : Supposons que la condition (6) soit en défaut. Il existes

d’aprés le théoréme 7 du Chapitre I, trois éléments x, y, z tels que

ynz=ynNnxx< s yVUzx =yUs et tels que, pour tout élément ¢ vérifiant

ynx < ty, on ait tUz > 3. On voit immédiatement que la condition (B)
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 3. 27
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est en défaut : le couple (y, ) ne vérifie pas la propriété b. En effet, n’importe
quelle chaine maximale {y,| entre y N« et y donne une chaine {y,Ux} non
maximale, car on peut y intercaler I'élément z (aucun élément y,>>ynx ne
peut étre tel que y,Ux = 3, puisque ynxr=ynNz).

UXx

ynx
Fig. 9.

12° (B)=(p) : Cette propriété est évidente.

13° (B)=(M) : Cette implication est triviale si on utilise (M) sous la
forme équivalente (M, ).

14° (J,)=>(M) : Supposons que (J,) ait lieu et montrons qu’il en estde méme
de (M,). Soient deux éléments x et y tels qu’il existe une chaine {,} maximale
entre zNy et x avec x,= (x,Uy)Na pour tout .. Envisageons une chaine { u, }
maximale entre xny et y et considérons la chaine du produit cardinal
[zny, z]><[xzNy, y] obtenue en juxtaposant les chaines {(xzNny, u,)} et
{(@, y)}. Cette chaine satisfait & I’hypothése de la condition (J,). Donc, la
chaine {u,~ax, Uy} est maximale entre xNy et xUy, ce qui montre que la
chaine {x,U y | 'est entre y etz Uy. On a donc (J,)=(M).

15° (J,)=(J) : Cette propriété est immédiate.

16° (2)=(2)(*"): Placons-nous dans un treillis qui ne satisfait pas a la con-
dition (2). Il existe deux éléments x et y tels que x couvre xNy et xUy ne
couvre pas ). On peut donc trouver un élément z tel que y <z <<xuUy. Le
couple (z, z) vérifie a, puisque = couvre xNz=a Ny et le couple (3, x) ne
vérifie pas a, car y ne peut s’écrire sous laforme zsnNcavecx ZcZxUy=aU 3.
La condition («) est donc aussi en défaut.

17° (M)=(2) : La condition (2) n’étant pas satisfaite, il existe deux
éléments = et y comme dans la démonstration précédente et le couple (z, y)
ne vérifie pas m, car la chaine maximale {zN)y < 2| ne peut étre obtenue a
partir d’une chaine maximale entre y et xUy. (M) est en défaut.

(21) La propriété 16° est due a I. Kaplansky. Voir G. BirkHOFF [1], exercice 2, p. 101.
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18° (J)=>(1) : Supposons (1) en défaut. Il existe trois éléments x, y et s
tels que = et y couvrent zNy et x Uy >z > y. La chaine

{(2ny, 20 < (zny, y)<(z,))]

satisfait a I'hypothése de la propriété j pour le couple (, y) sans satisfaire a
sa conclusion. D’ou (J)=>(1).

19° (6)=(2)(?*): (2) étant en défaut, il existe x, y, z tels que
TNz < y<lz<]zxVU) .

et « couvre xNy; il n’existe donc aucun élément ¢ tel que xNz<t—-x
et (yUt)Nns <z et(6) est aussi en défaut.

20° (2)=>(1) : Cette implication est manifeste.

21° (2)=(3) : Placons-nous dans un treillis vérifiant la condition (2) et
envisageons, s’il en existe, deux couples d’éléments x et y, z et ¢ tels que x
couvre y et z couvre ¢. Il faut établir I'égalité [(xU )N z]Uy =[(zVUY)Nx]UL

Supposons d’abord que Von ait x> L’égalité a démontrer devient
(xnz)Uy=(sUy)nz. Or, de t~x et t-—_z, on déduit tZxrNnsz et,
puisque 3 couvre t, rNz=3ouxNs =L SixNs =3, 'égalité a lieu trivia-
lement. Si xNz =1, 5 couvre x Nz et I’égalité résulte de la forme (2¢) de la
condition (2) (Chap. I, théoréme 6). On traite de la méme facon le cas ou l'on
az>y. '

Supposons maintenant qu’on n’ait aucune de ces deux relations. On voit
immédiatement qu’il n’existe entre les quatre éléments x, y, z, ¢ aucune
relation autre que x>y et z>x¢. Considérons I’élément y Uz Il est néces-
sairement distinct de «, y, z, t. Plusieurs cas sont possibles : on peut avoir
yUit>>xounon, yUI>>z ou non.

1 cas. — yUt:axetyUt:z. Onaalors (YUt) Nz =yet(vUt)Nz=t.
Par conséquent, d’aprés la condition (2), (yUt)Uxz=a Ut couvre yU? et
(yUt)usz=13Uy couvre y Ut Ce cas se subdivise : ou bien xUt=2zUy, ou
bien zUt#zUy. SixUt=23zUy, I'égalité a établir devientzUy =z U; elle

Yvz xuz’
xut zuy xut XUz yut 4
X
zZuy .Y t
yut
X U 2 X Jut » .
, y z y 2
Y Ny N t

FFig. ro. Fig. 11. Fig. 12,

(22) La propriélé 19 est due a S. Mac Lane [1].
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est vérifie. SizU=zUy, on a(xUt)N(sUy)=yUtet, d’aprés la condi-
tion (2), (xUHU(zUy) =xUz couvre xUtet zUy.Onaalors(zUi)nz=¢,
caronn’apas zU?>>z et (3Uy)Nx =y, car on n’a pas Uy . L’égalité a
établir devient tUy = y U; elle est vérifiée.

2° cas. — yUt>x et yUtt s On a xUI=yUt et (yUl)Nzs =1,
(yUt)us=yuUz=x Uz couvre yUt. L'égalitt & démontrer devient
tUy =x Ut qui est satisfaite. Le cas ol yUtx et y Utz se traite de la
méme facon.

3¢cas. —yUt>zxetyUt>s. OnayUt=xUt=3Uy=2xUz. Légalité
s’écrit zUy = Ut qui est satisfaite.

22° () =(2,)=(1;); (¢')=(2")=(1%) : Dans les treillis quelconques, on
sait qu'on a (a)=(2)=(1). Ces implications ont donc lieu dans les treillis

d’idéaux, et dans les treillis d’idéaux duaux.

23° (2;)=(«) : Envisageons un treillis L qui vérifie la condition (2;), c’est-
a-dire que le treillis L; de ses idéaux vérifie la condition () et supposons que,

pour tout élément &' tel que xNy Z2' Zx, on ait (¥’ Uy)nax =2 1l faut
montrer que, pour tout élément y' telquexny =y’ Zy,ona(y'ux)ny =y'.

'Pla@ons-nous dans L; et montrons que, pour tout élément ¥ tel que
(zny)=¢Z(x), on a [fU(y)|n(x)=+"(**). Si ¢ est un idéal prin-
cipal (@), ceci est trivial, car on sait que (z,U=x,)=(z,)U(x,) et
(z,nzxy,)=(2,)N(x,). Sinon, ' est caractérisé par 'ensemble X' de ses
éléments compris entre zNy et x : &’ est, en effet, 'ensemble des éléments u
tels qu’il existe 2’ €X' avec uZa'. ¥’ U(y) est alors I'’ensemble des éléments ¢
tels qu'il existe ' €X' avec vZa'Uy, et [¥ U(¥)]n(x) est 'ensemble
des éléments w tels qu’il existe #'€X’' avec w_(2'Uy)nzx. Or, on a
(Zuy)nz=2«". On en déduit [’ U(y)|N(x)==%". Le treillis L; vérifiant
la condition (a), pour tout élément 1’ tel que (xNy)=—y'(y), on a
[yu(x)]n(y)=1'. En particulier, ceci a lieu pour tout idéal principal

(23) (x) désigne Didéal principal engendré par I'élément x, ensemble des éléments u tels que
uZx.
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) =()'). Cest dire que, pour tout élément y' €L tel que zny =y’ y, on
a(y'ux)ny =y

24° (&) = (a) : Nous considérons ici un treillis L qui vérifie la condition (o),
c’est-a-dire que le treillis L' de ses idéaux duaux vérifie la condition («) et
nous montrons qu’il satisfait a la condition (a).

Il suffit de reprendre la démonstration précédente, en y remplacant u '
v~x'Uy, w—(x'Uy)Nz, respectivement par u >z, ¢>2'Uy,
w (ZUy)n.

25° (2;)=(2) : Soit L un treillis tel que le treillis L; vérifie la condition (2).
Soit @ et y deux éléments de L tels que  couvre N y. Dans L;, I'idéal prin-
cipal () couvre I'idéal principal (xny), Donc, 'idéal principal (x Uy)couvre
I'idéal principal (). On en déduit que, dans L, x U y couvre y.

26° (2°)=(5) (**) : Soit L un treillis dans lequel la condition (5) est en
défaut. Il existe, dans L, trois éléments a, b, c tels que I’on ait

bne=bna<<a<<ece<<bua=bne

bua)

(bnc)
Fig. 14.

et tels que, pour tout élément  satistaisantabne <<ax b, onait(zxva)nc >a.
Placons-nous dans le treillis L:. Considérons les idéaux duaux suivants
(éléements . de L;) : 1° I'idéal principal (bne); 2° l'idéal x, ensemble des
éléments udeL tels qu’il existe un idéal x, d’'une chaine maximale d’idéaux {x,}
entre (bNc) exclus et (b) (choisie une fois pour toutes) avec u€x, : on voit
que % est un idéal et que cet idéal ne contient pas bNnc; on a donc x > (bNec);
de plus, x couvre (bnc), car il appartient nécessairement a la chaine maxi-
male {x,} et c’est 'élément minimum de cette chaine; 3° I'idéal n=xU(a):
c’est I’ensemble des éléments ¢ de L tels qu’il existe x€x et satisfaisant
abne<xLb avec v>xxUa; 4° l'idéal 3=nn(c) : c’est 'ensemble des
éléments w de L tels qu’il existe  avec w > (2xUa)Nc. Montrons que (2°) est

(2*) Cette propriété est aussi établie dans R. P. DiLworra [1], p. 343.
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alors en défaut. 1l suffit de remarquer pour cela : 1° yU(a)=1y;
2° xN(a)=(bnc) : en effet, xN(a) est 'ensemble des éléments de L tels
qu’il existe x avec t>>xnNa=>bnNc; 3° ¥ couvre (bNc); 4°1) >3 >(a): en
effet, d’une part, c € 3 et cg, car on ne peut trouver x avec ¢ >»a donc
avec c>>xUa; d’autre part, a€(a) et ag3, car on ne peut trouver x avec
a>(xVUa)nec, puisque (5) est défaut. '

27° (1;)=(1). Soient x et y deux éléments d’un treillis I. satisfaisant a (17)
tels que x et y couvrent zNy. Dans le treillis L;, () et () couvrent (xNy);
par conséquent, (z)U(y)=(xUy) couvre (x) et (y) et, dans L, Uy
couvre x et y. ‘

28° (1')=> (1) : La démonstration précédente est valable, L' remplacant L.
29° (5)=>(6) : Cette propriété est triviale.

b. Indication des contre-exemples montrant qu’il n’y a pas d’implication
binaire autre que celles-la et leurs conséquences logiques (**).

10 ()7 (1), (6), (), (B), (M), (J) : BG.

22 (a)# (1), (1), (3), (M), (J) : Cg, Brr.

3> (R) # (1), (1), (6), (), (4) : Cg, B3, A4.
b (L) # (1), (1), (6), (B), (S) : G, B3, C5,.
50 (FY# (15), (1), (5), (@), (¥), (S): C=2, B13, C5.
6° (2,:)73(01) :B1.

7° (27> (a) : Ca.

8° (S) = (a), (v) : Ca.

9° (BY== () A4.
107 (1) #(3) : B2.
11° (1)#(3): Cr.
12° (5) (1% : B14.

13° (y) & (1), (3):C3.

14° (B)#(1),(3) : C3.

15° (J) =(3): Ba.

16° (3) (1) : A5,

Les contre-implications qui précédent suffisent pour s’assurer que le tableau
du théoreme 1 donne’bien toutes lesimplications binaires reliant les conditions
étudiées. De 1°a 5°, les contre-implications indiquées assurent que les condi-
tions («;), (), (R), (I), (F) n’entrainent rien qui ne résulte du tableau; par
exemple, on a (R)=(I), car on a (R)#(J). De 6° 4 16°, on a procédé de la
méme facon en ne figurant pas, de plus, ce qui résulte d’une contre-implication

(*%) Les contre-exemples utilisés sont groupés et étudiés plus loin.
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déja écrite : par exemple, on a (2;)7> (L), car ona («;)7>(L); de méme, en
plus des conditions que (R) n’entraine pas, (L) ne doit pas entrainer (R) ni (S),
mais cela résulte du fait que (1) n’entraine pas (S).

2. TREILLIS A CONDITION DE CHAINE ASCENDANTE.

TuéoriMe 2. — Dans les tredllis satisfaisant a la condition de chaine ascendante,




226 R. CROISOT.

les conditions étudiées sont lices par les implications binaires indiquées dans la

Jigure 15 et par leurs conséquences logiques (*°), ou par celles de la figure 16
obtenue en groupant les conditions qui deviennent équivalentes.

a. Démonstration des implications supplémentaires. — 1° (M)= (L) : La
démonstration repose sur le lemme suivant :

LemMe 1. — Dans un tredlis satisfaisant a la condition de chaine ascendante,
st la condition (M) est vérifiée et si une chaine maximale { x| entre xN\y et x
peut étre obtenue sous la forme x,=x Ny, a partir d’une chaine {y.} entre y
et xUYy, la chaine {y,| assurant cette obtention est unique.

Démonstration. — On peut toujours admettre, pour établir ce lemme, que la
chaine {,} est sans répétition; supposons qu’il existe deux chaines telles
que {y.}. La chaine { ,Uy| posséde certainement cette propriété. Envisageons
donc cette chaine {x,Uy] et une autre {y,|. Soit alors & I’élément de la

chaine {@,} mazimal parmi ceux qui possédent la propriété .Uy = y,. On a
donc buy =c<d, d étant ’élément correspondant de la chaine {y,}; et, pour
tout élément o,>> b, on a x,Uy =y.. Montrons que le couple (z, c) ne vérifie
pas la propriété m. On a d’abord xNc=0> et xUc=axUy. La chaine {z,}
avec (x,>>b) maximale entre b et x est obtenue sous la forme z,=y. N a
partir d’une chaine, la chaine{y,}(avec y.>> d) entrecetzUy. Or, il estimpos-
sible de choisir une autre chaine entrecetaxz Uy, soit{y,}, assurant cette obten-
tion tout en étant maximale : en effet, la chaine {y;} devant étre maximale
entre ¢ et xUy, ¢ doit en faire partie et il conduit & b =cna; d’autre part,
pour tout élément x, tel que x,>b, on doit avoir y,>, et y,>c, donc
yixx,Uc=ax,U y=y. >d, ce qui montre que 4 peut étre intercalé dans
la chaine {y,} immédiatement au-dessus du premier élément c, si bien que la
chaine {y,} ne saurait étre maximale. L’hypothese faite conduisant & admettre

(2¢) Je pense qu’on a aussi (L) = (R), mais je n’ai pu I’établir. Je n’ai pu décider non plus si 'on
a ou non (2¢)=>(alf). Les contre-exemples indiqués plus loin montrent qu’il ne peut y avoir d’impli-
cation binaire qui ne soit pas conséquence de ces deux-la et de celles figurées dans le tableau.
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que la condition (M) est en défaut doit étre rejetée et la chaine {y,| est unique.
On a d’ailleurs y,. =2, U y.

De ce lemme, il résulte immédiatement que, dans un treillis satisfaisant a la
condition (M) et 4 la condition de chaine ascendante, si une chaine maxi-
male {x | entre x Ny et x peut étre obtenue sous la forme x,=xNy,, a partir .
d’une chaine maximale entre y etz Uy, { y.}, on ne peutremplacer la chaine{ y, |
par une chaine non maximale assurant cette obtention. On voit donc que I'on
a(M)=(L).

2° (S)=(R) : La démonstration, tout a fait analogue a la précédente, repose
sur le lemme suivant :

LEMME 2. — Dans un treillis satisfaisant a la condition de chaine ascendante,
st la condition (S) est vérifice et st une chaine maximale {5} entre xtNy et x Uy
peut étre obtenue sous la forme z,=x,NYy,, @ partir d’une chaine {(x, y.)} du
produit cardinal [x, xUy| <[y, xUy], la chaine {(x, y.)} assurant cette
obtention est unique.

Démonstration. — Nous suivons la méme marche que dans la démonstration

xuy

du lemme 1. Admettons que la chaine {z,} soit sans répétition et supposons
qu’il existe une chaine {(x,, y.)} différente de la chaine | (z,Ux, 5,Uy)} qui,
elle, assure certainement 'obtention de la chaine { z,|. Soit alors b I’élément de
la chaine { z,} maximal parmi ceux qui possédent la propriéié z,U x % x,, s'il en
existe. S'il n’en existe pas, il existera au moins un élément tel que 'on ait
3, Uy £y, et on raisonnera de la méme facon en remplacant « par y. On a
donc bUx =c < d, d étant I’élément x, correspondant; et, pour tout élément
3, >b, on a 5,Ux =, Posons bUy=a et montrons que le couple (¢, @) ne
vérifie pas la propriété s. On a d’abordcna=10 et cua==xUy. Lachaine {z,}
(avec 3,2 b) maximale entre b et Uy est obtenue sous la forme z,=x.Nny, a
partir d’'une chaine, la chaine {(x, y.)} [avec (z, y.)>x(d, ¢), e (*") étant
I’élément y, associé & x,=d pour donner b]. Or, il est impossible de choisir

(27) 11 est possible que 'on ait e = a.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 3. 28
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une autre chaine entre (c, a) et (x Uy, xUy), soit { (], v,)| assurant cette
obtention tout en étant maximale : en effet, la chaine {(2], y;)| devant étre
maximale entre (¢, @) et (x Uy, zUY), (¢, a) doit en faire partie et il conduit
a b=cna; d’autre part, pour tout élément z, tel que z,>>b, on doit avoir
>z, eta, ¢, donc z,>>z,Uc=zVUx=a>d; |'élément (d, a) peut étre
intercalé dans la chaine {(«,, y,)}; il n’en fait certainement pas partie, caron a
dna>cna=betdna-—dne=0>, donc dna==b et I’élément b est obtenu
a partir de I'élément (¢, @); la chaine {(x, ¥,)| ne saurait étre maximale. (S)
étant vérifiée, la chaine { (2., y,)} est unique et 'on a x,=z,Ux, y.=35Uy.

De ce lemme, il résulte facilement, comme dans la démonstration précédente,
que 'on a (S)=(R) dans les treillis satisfaisant 4 la condition de chaine
ascendante.

(3°) (L)=(I) : Nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 3. — Soient deux éléments s et x tels que s — x d’un tredlis S, deux
éléments t et y tels que t =y d’un treillis conditionnellement complet (**) T; si la
chaine {(x., y.)} est maximale dans le produit cardinal [s, x]><|[t, y], la
chaine { x| est maximale entre s et x. En particulier, sotent deux éléments x ety
d’un treillis conditionnellement complet; si la chaine {(x,, y.)} est maximale dans
le produit cardinal [xNy, x| ><[xNYy, y], la chaine { x| est maximale entre
x Ny etx, la chaine {y,| est maximale entre xNy et y.

Démonstration. — Supposons la chaine {x,} non maximale : on peut y
intercaler un élément u. Soit I, I'’ensemble des indices  tels que I'on ait x,< u.
Posons 'v’:U,yL. Cet élément existe, car ’ensemble d’éléments {y.| est

L€l
borné. Envisageons I’élément (u, y') du produit cardinal [s, x]><[¢, ¥].
On a u >, pour tout 1 €l,, y'> y, pour tout t€l,; u <, pour tout 1€l,,
Y'Zy. pour tout 1€l,. On voit qu'on peut intercaler I’élément (u, ') dans la
chaine { (., ¥.)}, en contradiction avec le fait qu’elle est maximale.

Remarquons que la deuxiéme propriété du lemme 3 est inexacte dans un
treillis non conditionnellement complet. Par exemple, en désignant par R la
-chaine des nombres rationnels rtels que o Zr =Z1, le treillis R* met la propriété
en défaut. Prenons x = (0, 1), y = (1, O) et placons dans la chaine {(z,, y.)}

les éléments [(O, ), (0, 0)] avec r* < % et les éléments [(O, r), (1, O)] avec

o 1 . N . ) a .
r*> -. On voit que cette chaine est maximale sans que la chaine {y,}le soit.
2 . *

Lemme 4. — Un tredlis qui satisfait a une condition de chaine (ascendante ou
descendante) est conditionnellement complet.

(*8) Pour la définition, cf. G. Birkdorr [1], p. 51.
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Démonstration. — Montrons-le, par exemple, pour un treillis satisfaisant a
la condition de chaine ascendante. Soit { u, | un ensemble borné d’éléments du
treillis. Cet ensemble admet un plus petit majorant : soit u, un élément de
I'ensemble. Si I'on n’a pas u, > u, pour tout «, il existe u, tel que u, £ u, et
u, < ugUu,. Si 'on n’a pas u, Uu,>>u, pour tout o, il existe u, tel que
uy £ u,Uu, et uyUu, < u,Uu,Uuy. Etainsi de suite. Cette chaine ascendante
est finie. Soit s son dernier élément. On as= U”’" L’ensemble {u,} admet

aussi un plus grand minorant. Il existe un élément a du treillis tel que I’on ait
a = u, pour tout «. On voit aisément que (\uCx est égal a U05 ou ag, est

r.a

’ensemble des éléments tels que I’on ait 034 u, pour tout a (’9)

Lemme 5. — Dans un treddlis satisfaisant a la condition de chaine ascendante et
a la condition (L), si x et y sont deux éléments tels qu'une chaine maximale
{ (@, v.)}| du produit cardinal [x Ny, x| ><[x Ny, y] soit obtenue a partir d’une
chaine { 3.} entre xNy et xUy sous la forme x,.=3,Nx, y,=3.NYy, la chaine
{ @} peut étre obtenue & partir d'une chaine {y, | entre y et xUy sous la forme
x, =Yy, N, la chaine |y} peut étre obtenue a partir d’une chaine { x, | entre x et
x Uy sous la forme y, = x, NY.

xuy
w
Yyiux
Y
x
Y1 i
u
baY)
xny
Fig. 19.

Démonstration. — On peut admettre que la chaine { (x,, .)}| est sans répéti-
tion. Comme il a déja été remarqué, on peut prendre pour chaine | z,} la chaine
{x‘UyL} et il faut montrer qu'on a (x,Uy)Nx =2, (y.Ux)Ny=y.. Suppo-
sons qu’il n’en soit pas ainsi et soit (x,, y,) I’élément maximal de la chaine
{(@, y.)} tel que 'une de ces deux égalités au moins soit en défaut; par
exemple, on a (x,Uy)Nx=u>z,. Soit I, 'ensemble des indices ¢ tels que
Ion ait («,, y.) > (@4, y.). Pour tout €1, ona

(zuy)nr=z>(x1Vy)Nx=u,

(29) On voit, par le méme raisonnement, que, dans un ensemble partiellement ordonné satisfaisant
a la condition de chaine ascendante, il suffit de s’assurer que tout couple d’éléments admet un plus
petit majorant, pour pouvoir affirmer qu'on a affaire & un treillis conditionnellement complet. S’il
existe un élément zéro, on a un treillis complet.
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et pour tout v l,, ona u >, .z, L’élément u peut donc étre intercalé dans
la chaine {x,}. Celle-ci étant maximale d’apres le lemme 3 et le lemme 4,
u appartient a cette chaine dans laquelle il suit &,. La chaine {(x, y.)} étant
maximale, I’¢lément (u, y,) lui appartient et il suit («,,y,). La chaine{ (z., y,) |
étant obtenue a partir de la chaine {a,Uy.}, on a nécessairement

Z VY1 Z u Yo
plus précisément, on a 2, Uy, =z, < ¢=uUy,. D’autre part, on a
HNY=9VNY =1 et 23Uy =9vUy =w.

Montrons que le couple d’éléments (y, z,) ne peut vérifier la propriété /. En
effet, la chaine {y,} (avec y,> y,) maximale d’aprés les lemmes 3 et 4, peut
étre obtenue sous la forme y,=(y.Ux)Ny a partir de la chaine {y, vz,
entre y,Ux et U y; elle peut, par conséquent, étre obtenue sous la forme
~y.=[(,Vx) nw]ny apartirde lachaine {(y,Uz)Nnw}| entre(y,Ux)Nw >~y
et sw; cette derniére chaine n’est certainement pas maximale entre z, et
w=23,Uy, puisqu’elle ne contient pas I’élément z,. La condition (L) devant
étre vérifiée, ’hypothése faite est illégitime et le lemme est démontré.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que, dans les treillis satis-
faisant a la condition de chaine ascendante, on a (L)=(I). Pour cela, envi-
sageons un tel treillis dans lequel la condition (I) soit en défaut. Nous pouvons
y trouver un couple d’éléments (z, y) tel qu'il existe une chaine {( x, y.)|

maximale dans le produit cardinal [zNny, x| x[xn v, ¥] obtenue sous la
forme z,=z,Nx, y,=35.Ny 4 partir d’une chaine (‘.L} non maximale entre

Ny et zUy. On peut admettre que la chaine {(z, y.)| est sans répétition.
D’autre part, on peut toujours supposer qu’on n’a pas, pour tout :, z,=ax,UYy.;
s’il en était ainsi, on pourrait toujours remplacer la chaine { .| par une autre
également non maximale, assurant la méme obtention et ol cette égalité ne
serait pas toujours vérifiée; en effet, on peut intercaler un élément « dans la
chaine {z,}; I'élément (N, uny) appartient a la chaine maximale { (2., y,)},
c¢’est-a-dire qu’on a, pour un certain \=1,, unxr==wx,, uNy=y,: on modi-
fierait la chaine {z,} en remplacant 5, =, Uy, par u<x, Uy,. Faisons donc
cette hypothése et soit ¢ I’élément maximal de la chaine | zc} parmi ceux pour
lesquels on a z,52 2,V Yy,; soient z,=a, y,=b les éléments correspondant a
sz,=cetposons aUb=d. On a certainement ¢ >>d. Formons aUy =u. Deux
cas sont possibles : ou bien on a u >~ ¢, ou bien il n’en est pas ainsi.

1 cas. — u>c. Alors, le couple (y, d) ne vérifie pas la propriété /. On a
ynd=>5, yUd=u. La chaine {y,} (avec y,>>b) est maximale entre b et y,
d’aprés le lemme 3. Elle est obtenue sous la forme y,= (z.Nu)N y a partirde la
chaine { 5,nu} (avec z,>>c) entre c et u, non maximale entre d et u.

2¢ cas. — u 3 c. Posons cUy =cUu=v. La chaine {«,} est maximale entre
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xzNy et z, d’apres le lemme 3. Ktudions la chaine {2, Uy |. Pour tout : tel que
Pon ait x,.-Za, on az.Uy ZaUy=u. Pour tout  tel que I'on ait z,>>a, on a
z,Uy>x, Uy =23, daprés la définition de I'élément ¢, d’ou 'on déduit
z,Uy>35Uy>cUy=rv. Distinguons deux sous-cas : 1° I'élément a de la
chaine | x| est couvert par un autre élément de cette chaine : remarquons que les
éléments de la chaine {(x,, y.)| tels que I'on ait (x, y,) > (a, b) satisfont a
x,> a, carsi l'onavait (a, y.) > (a, b),on auraitay y,= z,>c, d’aprés la défi-
nition de I'élément ¢, d’oit I'on déduit u=auUy >¢, ce qui montre qu’on
serait dans le premier cas; il en résulte que, si un élément x,—= o’ suit immédia-
tement a dans la chaine {x, |, I'élément (a’, b) fait partie de la chaine maximale
{(z,y)}etl'onaa" Ub=d >c, toujours d’apres la définition de1’élément c;
on en déduit que le couple (@', d) ne vérifie pas la propriété /, carona e’ nd=a,
a'Ud=d, a’ couvre a et d' ne couvre pasd; 2° dans la chaine |z}, Pélément a

XUy
u
¢ Y
X 1d
a b
xny xny
Fig. 20. Fig. 21.

n’admet pas de successeur immédiat : si la condition (L) est satisfaite, il ne peut'
alors exister dans la chaine {2} aucun élément tel que x,Uy =y, carsil'on
avait pour z,= @’ >a, a’Uy =y, on aurait pour tout élément z, tel que
a’>x>a,x,Uy=yv, en contradiction avec le lemme 5, puisqu’on doit avoir
(z,Vy)nx=wz,; le couple (x, y) ne peut donc pas vérifier la propriété /,
puisque la chaine maximale { .} entre x Ny et x doit étre obtenue a partir de
la chaine {@, Uy} entre y et Uy, d’aprés le lemme 5 et que la chaine {z, Uy}
n’est pas maximale, puisqu’on peuty intercaler I’élément ¢; on aboutit a une
contradiction. '

Dans les deux cas, la condition (L) ne peut étre satisfaite et 'on a (L) = (I) (*°).

4° (Y)=1(2) : Soitun treillis ne satisfaisant pas a la condition (2). Il existe

(#°) La méme démonstration montre que, dans un treillis satisfaisant a la condition de chaine
ascendanle et a la condition (L), si une chaine maximale {(x,, )} du produit cardinal )

[xny, ] < [zny, y]

est obtenue sous la forme x, = z,nz, y,= z,ny a partir d’'une chaine {z,} entre xny et xuy, on a
nécessairement z,= ;U y,.
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deux éléments x et y tels que  couvre z Ny et xUy ne couvre pas y. Soit =
un élément tel que y < s < xUy et tel que zU )y couvre s (il en existe d’aprés
la condition de chaine ascendante). Le couple (z, ) vérifie la propriété c et le

Xuy

xny

Fig. 22.

|
couple (z, x) ne vérifie pas la propriété ¢, car toute chaine { z,| entre z Ny et =
passant par I'élément y donne une chaine {z,Ux | présentant une répétition :
yUz =zUx. La condition () est aussi en défaut et 'on a ()= (2).

5 (B)=>(v) : Soit un treillis ne satisfaisant pas a la condition (7). 1l existe
un couple d’éléments (z, y) vérifiant la propriété ¢, alors que le couple (y, x)
ne la vérifie pas. Toute chaine maximale sans répétition {x,| entre xNy et
donne une chaine maximale sans répétition {x,Uy | entre y et xUy. Si l'on
suppose satisfaite la condition (), le couple {z, y| vérifiant la propriété b
impliquée par la propriété c, le couple (y, x) la vérifie aussi et toute chaine
maximale entre z Ny et y doit donner une chaine maximale entre x et zUy.
Il doit donc exister une chaine maximale sans répétition {y,| qui donne une
chaine maximale avec répétition | y,Ux|. 1l existe donc deux éléments de la
chaine { y.1, soient a et b (a < b) tels que I'on ait aUx = byUx = c. Montrons

xUY

Fig. 23.

que le couple (a, x) vérifie la propriété b et que le couple (2, a) ne la vérifie
pas, ce qui constituera une contradiction. On a d’abord anz=xNny et
aUx =c. Toute chaine maximale entre Ny et @ donne une chaine maximale
entre x et c, car toute chaine maximale entrex Ny et y donne une chaine maxi-
male entre x et zUy. D’autre part, soit {2, | une chaine maximale entre zny
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et « : la chaine {#,Ua} n’est certainement pas maximale entre a et c. Soit, en
effet, ul'élément maximal parmi les éléments x, tels que I’on ait 2, U a £ x, U b.
PosonsuUa=a',uub=~>'. Pour toutz, tel que x,>u, onax,Ua=a,Ub>.b'.
Or, il ne peut exister aucun élément z, tel que z, U b=0>, caron adéjauu b =¥’
et ceci contredirait le fait que le couple (x, y) vérifie la propriété c. L’élément
b peut donc étre intercalé dans la chaine {x,Ua} et cette chaine n’est pas
maximale. La condition () est donc en défaut et 'on a (3)= (7).

6° (3)=>(2) : Soit un treillis ne satisfaisant pas a la condition (2). I} existe
deux éléments x et y tels que x couvre xNy et Uy ne couvre pas y. Soit z
un élément tel que y <z < xUyetzun élément tel que z > 1>~y et tel que z

v xny
Fig. 24.

couvre ¢ (il en existe d’apreés la condition de chaine ascendante). Posons o =u,
xny=v. Les couples d’éléments u et ¢, = et ¢ mettent la condition (3) en
défaut. En effet, on a d’une part [(uUt)Nz]U¢=25 et on a d’autre part
[(sU¢)Nu]ut=t. On adonc bien (3)=>(2). ‘

70 ()= (&), (2) =(2;), (1)=(1;) : Ces propriétés résultent trivialement
du fait que, pour un treillis L satisfaisant a la condition de chaine ascendante,
le treillis L; de ses idéaux se réduit au treillis des idéaux principaux, donc est
isomorphe a L. :

8° (6)=>(a) : Soit un treillis ne satisfaisant pas a la condition (a). Il existe
un couple d’éléments (x, y) tel que, pour tout élément &' avec xNy — '~ x,

XUy

xny
Fig. 25.
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on ait (z’Uy)nx=2a', alors que, pour un élément au moins )’ avec
TNy Ly =y, onait (YYUz)Ny =y, >y Supposons que le treillis envisagé
satisfasse a la condition (6). Il existe au moins un élément z avec x Ny <z -~z
tel quon ait (zUyY' )Ny, =y, < y,. Soit u un élément maximal parmi les
éléments s possédant cette propriété. Posons uUy =u/, uvUy,=u,. On a
vUr=u Ur=xzU)y.Onaaussiu—v'Nex(uUy)Nz=u,d ot v’ Nr=u;
de méme, on a ¥, Nx=u. Pour tout élément ¢ tel que u<vZx, on a
(¢vvu')Nu,=u,; en effet, si I'on avait (vVu')Nu,=u,<u,, on aurait
(U HINY, Z(vuu)nu, =u;,, dou (¢vUY)NY,=Zu,Nny,<y,, en contra-
diction avec la définition de u. Il résulte de la que (6) est en défaut, ce qui
infirme I'hypothése. On a donc (6)= ().

b. Indication des contre-exemples (**) :

1° (oc‘);b(y), (J):Bir.

20 (R)#> (19, (6), () : B3.
3 (F)==(1%), (5) : B13.

4° (B)#(F): B4.

5° (J)#~&(2): Ba.

6° (1)7#(2) : B16.

7° () (1Y) : B14.

8 (B)7>(1), () : By.

La remarque faite 4 la suite de U'indication des contre-exemples du para-
graphe 1 est valable ici.

3. TREILLIS A CONDITION DE CHAINE DESCENDANTE.

TukorkMe 3. — Dans les treillis satis faisant & la condition de chaine descendante,
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les conditions éwudiées sont lices par les implications binaires indiquées dans la
Jigure 26 et par leurs conséquences logiques (**), ou par celles de la figure 2
obtenue en groupant des conditions qui deviennent équivalentes.

a. Démonstration des implications supplémentaires. — (2)=(F) : Soit un
treillis qui ne satisfait pas a (I). 1l existe un couple d’éléments (x, y) ne
possédant pas la propriété f, c’est-a-dire qu’il existe une chaine {(x, y.)|
qu'on peut supposer sans répélition, maximale dans le produit cardinal

Xx
"

xny
Fig. 28.

[Ny, z] < [zNnYy, y], telle que la chaine { .U y.} ne soit pas maximale entre
xNy et zUy. On peut intercaler un élément u dans la chaine {x,Uy.|. Le

(31) 1l est possible qu’on ait aussi : (a)=>(L), (1:)=(;), (1;)=>(R). Les contre-exemples
indiqués plus loin montrent qu'il ne peut y avoir d’implication binaire qui ne soit pas conséquence
de celles-la et de celles figurées dans le tableau.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 3. . 29
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treillis satisfaisant a la condition de chaine descendante est conditionnellement

complet d’apres le lemme 4. On peut donc définir un élément 2’ par Um,, Iy
LE],
étant 'ensemble des indices t tels que 'on ait x, Uy, <wu. On définit de

méme |'élément )’ par Uyt. L’élément (2, y') peut étre intercalé dans la
L€l
chaine {(x,, y,)|. Cette chaine étant maximale, (2', ") en fait partie. Appelons

(@4, ¥+ ) le successeur de (2, ') dans cette chaine [il existe d’aprés la condi-
tion de chaine descendante vérifiée par le produit cardinal [z Ny, x| <[z Ny, y].
puisqu’elle I'est par les treillis composants]. On ne peut avoir a la fois z, = o'
et y,=Zy'. Il en résulte que I'on a agl,, d’ott 'on déduit x, Uy, > u. D’autre

part, on a
Z’U}’/:<U'Tl>u <U.}’L) == U (‘Z‘lU)/l)éu:

=N €1, SN

d’ou I'on tire ' Uy’ < u. L’élément (x,, y,) couvrant’élément (', y'), on doit
avoir soit y'= v, et x, couvre &/, soit #'= x, et y, couvre Y. Supposons, par
exemple, que la premiére hypothese soit réalisée. Posons 2’Uy'=a et
Uy, =x,Uy' =>b. La condition (2) est en défaut, car I'on a z,Ua=2",
x,Na=x et bne couvre pas a. On a donc (2)=(F).

2° (a«)=>(y): Soit un treillis satisfaisant & la condition (o) et, dans ce
treillis, un couple (x, y) d’éléments possédant la propriété c¢. D’aprés une
remarque déja faite, ce couple posséde la propriété a. D’apres la condition (),
le couple (y, x) possede aussi la propriété a. D’autre part, la condition (2),
conséquence de la condition (), est satisfaite; la condition (B), conséquence
de la condition (F). est satisfaite, d’aprés le résultat établi ci-dessus; il en
résulte que le couple (v, «) (comme tout autre couple) posséde la propriété b.
Le couple (y, 2) posséde donc la propriété ¢, d'aprés la remarque rappelée. La
condition () est satisfaite et I'on a (a)=(Y).

3° (3)=(2) : Soit un treillis ne satisfaisant pas a la condition (2). Il existe
deux éléments x et y tels que x couvre xNy et £Uy ne couvre pas y. Soit =
un élément tel que y <z <axUy et z couvre y (il en existe d’aprés la condi-
tion de chaine descendante). Posons x =u, xny=v, y=1t. Les couples
d’éléments u et ¢, z et ¢ mettent la condition (3)en défaut. En effet, on a, d’une
part, [(uUt)Ns]Ue =5 et, d'autre part, [(sUv)Nu]U t=¢. On a donc bien

(3)=(2)-
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4° (J)=>(2) : Soit un treillis ne satisfaisant pas a la condition (2). Il existe
deux éléments x et y tels que 2 couvre z Ny et x Uy ne couvre pas y. Soit { y,}
une chaine maximale sans répétition quelconque entre xny et y. La chaine
{(@ny,y)<(xz,y)|estmaximaledansleproduitcardinal [z Ny, x| <[z Ny, y].

XUy

xny
Fig. 3o.

Cette chaine est obtenue a partir de la chaine { y,<xUy | entre zNy et Uy,
chaine qui est non maximale, puisque 2 Uy ne couvre pas y. Montrons qu’il
n’existe pas de chaine maximale entre Ny et xUy assurant aussi cette
obtention. S’il existe une telle chaine, soit{z,<x Uy}, appelons a le premier
¢lément de cette chaine parmi ceux tels que I'on ait z,£y,; appelons b
I'élément y, correspondant. On a @ >b. Pour tout . tel que y,<b, on a
3,=y,< b.Pour tout : tel que y,>>b, on a z,>>a. Il en résulte que I’élément &
peut étre intercalé dans la chaine {z,} qui n’est donc pas maximale. (I) est
donc en défaut et 'on a (J)=(2).

5 (a)= (o), (2)=(2%), (1)=(1") : Ceci résulte immédiatement du fait que
le treillis des idéaux duaux d’un treillis satisfaisant & la condition de chaine
descendante lui est isomorphe.

6° (1;)=>(2) : Soit un treillis L ne satisfaisant pas a la condition (2). Soit
(@, ¥) un couple d’éléments minimal parmi ceux qui sont tels que = couvre

au(x) (xuy)

(x)
(r)

(xny)  (2) a ¥

rNy sans que xUy couvre y. Il résulte de ce choix que pour tout = tel que
xNy = <y, on a zUx couvre 5. Placons-nous dans le treillis des idéaux
L;. Soit « un idéal tel que (xNy)=a<(y) et (y) couvre a (pour 'obten-
tion d'un tel idéal, voir I'étude duale dans le paragraphe 1, a, 23°). L'idéal a
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est caractérisé par 'ensemble de ses éléments s tels que xNy =z <y : c’est
’ensemble des éléments ¢ tels qu’il existe z avec 1=_z. Montrons que aU (z)
couvre @. Soit u un idéal tel que I'on ait : aU () >un>>a. L’idéal av (2)
est ensemble des éléments ¢ tels qu’il existe 5 avec t=~ s U x. Il existe, dans
I'idéal « U(z), un élément ¢ n’appartenant pas a n. Soit z, 'élément = tel que
I'on ait v Zz, Ux. L’élément 5, Ux appartient 2 aU(x) et n’'appartient pas
aw. Soit maintenant u un élément quelconque de I'idéal n. On aue€av (x),
Il existe donc un élément s, soit z,, tel que v =z, Ux. On a uZs, Uz, Ux
avee 3, Uz, €a et 3,Us,Uxén. On a aussiz, Usz,—~uUsUsz,=-5, Uz, Ux
avecuUz, U 5, €, car 5, Uz, €a1u. On en déduit uUs,Uz,55, Uz, U,
Or, d’aprés le choix du couple (&, y), 5, Uz, U2 couvre 5,U3z,. On a donc
uUzUs,=75,Uz, doll uL3,Us, et u€a. Finalement n=a et aU(x)
couvre a. Le treillis L; ne satisfait pas a la propriété (1) : on a[aU (x)]n(y)=q,
car () couvre o et aU(x) 3 (y)[en effet, on a y g a U (), puisqu'il n'existe
aucun élément z tel que y =ZzUx, zUx couvrant z]; on a

[eu(@)]U(y)=(zUy);
il existe un idéal principal () tel que (y) <(r)< (x U y). Le treillis L ne satisfait
pas a la condition (1;) et I'on a (1;)=(2).

7° (2;)=>(a) : Soit un treillis L ne satisfaisant pas a la condition («). Soit
(z, y) un couple d’éléments minimal parmi ceux qui ne possédent pas la

aulx) _xuy)

(xny)
Fig. 32.

propriété a, alors que le couple symétrique la posséde. Soit o un idéal tel que
(zny)=Za<(y) et (y) couvre a. Cet idéal est caractérisé par I’ensemble
de ses éléments z tels que zNy =z <y : c’est 'ensemble des éléments ¢ tels
qu’il existe z avec 1= z. Pour tout élément z, on a (sUx)Ny = 5. D’autre
part, il existe un élément b entre z Ny et x tel que (bUy)N x> b. D'aprés le
choix du couple (x, ¥), on a nécessairement bUy =x Uy et x couvre b. De
plus, on a, quel que soit 5, bUz5£ 2 Uz, sans quoi le couple (, 5) ne possé-
derait pas la propriété a, alors que le couple (s, ) la posséde évidemment,
contrairement au choix du couple («, y). Ceci posé, considérons les idéaux
o U (), ensemble des éléments ¢ tels qu’il existe 5 avec tZzUx et a U(b),
ensemble des éléments ¢ tels qu’il existe z avec 1=z Ub. '
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On a
(xUy)>aU(z)>au(b)

car, d’une part, on ay €(xUy) et y& a U(z) [il n’existe aucun élément = tel
que y =~ 3Ux, puisque le couple (v, «) posséde la propriété a]; d’autre part,
onax€aU(x) et xgaU(b) (il n'existe aucun élément z tel que x —zUb,
ce qui entrainerait s Ux = zU b, contrairement  la remarque qui précéde). Le
treillis L; ne satisfait pas 4 la condition (2):0n a [aU(d)]N(y)=1q, car (¥)
couvre a et (y)=LauU(b);onalau(b)|JU(y)=(xUy) et (xUy) ne couvre
pas aU(b). Donc, le treillis L ne satisfait pas a la condition (2;) et I'on a

(@)= (a).
b. Indication des contre-exemples (**) :

1° () 7>(I): C8.

2° (R)=~=(1:), (I): Cg, C8.
3 (1)7 (1), (8) : Co, C5.
& (8) (1) Ca.

5o ()7 (1), (8) : Cd.

6° (B)#>(1): (3.

7 (1) (8): C1.

(-]

4. ETUDE DES CONTRE-EXEMPLES UTILISES (*?). — a. Treillis ne satisfaisant a
aucune condition de chaine.

1° A4 : Dans ce diagramme, les traits terminés de chaque coté par une
double fleche symbolisent la chaine des nombres réels r tels que o <r < 1. Les
éléments du treillis sont ainsi ceux des trois chaines |z, !, {y.,}, { 5., auxquels
il faut ajouter les éléments a, b, c, d, e. Les relations imposées sont lisibles sur
le diagramme (on a .=y, et 5, y, siles nombres r et 7 satisfont aux mémes
relations avec leur sens ordinaire). On a bien affaire a4 un treillis dans lequel
onaanc=e,alc=b,and=e,avud=>b,cNd=e,cUd=0b;any,=x=,,
avy,=b, anz,=e, alz,=b, cNy,=3, cUy,=b, cNz,=e, cUz,=0b,
dnz,=e, dVzx,=y,,dNz,=¢,dUs,=Y;Z:NYr==Lpmirr1s ZrUYr =Y mir.r)s
T N3p=0, U3 =b, ¥\ 3= Zppn r.r)s ¥rU 30 =Yuur.m- On s’assure facile-
ment que ce treillis est complet : une famille quelconque d’éléments admet un
plus grand minorant qu’on obtient en remplacant d’abord les éléments de la
famille appartenant a la chaine {«.| (s’il en existe) par leur plus grand
minorant et en faisant de méme pour ceux des deux autres chaines; on voit de
la méme facon que toute famille d’éléments admet un plus petit majorant. On
obtient le treillis des idéaux en remplacant chacune des trois chaines {z,|,

" (32) Tous les contre-exemples utilisés sont des treillis complets.
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1Yris 13-} par la chaine de ses idéaux (avec des relations évidentes entre les
éléments des chaines d’idéaux). On obtient de méme le treillis des idéaux
duaux en remplacant les chaines par les chaines d’idéaux duaux. Le treillis A4
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satisfait & la condition (R) : on le voit en remarquant que les couples d’éléments
(a,0), (a, d), (e, d), (a, ), (a, 5,), (e, 3., (e, @), (d, @), (d, 5,), (2., 3,),
(., 57), (¥r, 3~) vérifient la propriété r. Il satisfait a la condition (B), car les
mémes couples et les couples symétriques vérifient la propriété b. Il satisfait 3
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la condition («;) : le treillis de ses idéaux satisfait a la condition (), car les
couples d’éléments (a, '), (a,y.) (a,y.), (a,d), (a,y.), (a,y,), (a,d),
(e, Y )s (@00 ¥ ), (25 ), (2, 7)), et les couples symétriques ainsi que les
couples du diagramme symétriques de ceux-la par rapport a la chaine médiane
vérifient la propriété a, alors que les couples (a, ¢), (a, ¢, (a, 3,), (a, 5.),
(@ ), (@ ), (s 30, (@, ), (@ ©), (2, ¢), (1,.3,), (@ 5,.), (@0 0), (@, 0,
(2, 5), (x., z,,) et les couples symétriques ne la vérifient pas. Il satisfait a la
condition (') : le treillis de ses idéaux duaux satisfait a la condition (a), car
les couples d’éléments (a, y)), (a,y.), (a,),), (a,d), (a, z,), (., ¥.), (Z., y.),
(@ Y)y (@ d), (@ 2000 (@ Yo )s (0 Yeds (@ Yy (1 ), (1, 20), (0, ),
(@, 50) et les couples symétriques ainsi que les couples du diagramme symé-
triques de ceux-la par rapport 4 la chaine médiane vérifient la propriété a,
alors que les couples (a, ¢), (a, 5.), (a, z.), (,, ¢), (Z,, 3.,), (£, 5.), (2., ©),
(1 5,,), (z,, 5.) et les couples symétriques ne la vérifient pas. I ne satisfait
pas a la condition (J) : le couple (a, c¢) ne vérifie pas la propriété j, car la
chaine {(e, ¢) <(«,, 5,)<(a, ¢)} (r décrivant la chaine des nombres réels de
Iintervalle ouvert [0, 1]) maximale dansle produit cardinal [e, a] ><[e, c] peut
étre obtenue seulement a partir de la chaine {e<y,< b} ou a partir de la
chaine {d <y, < b/, toutes deux non maximales entre ¢ et b.

Le treillis A 4 satisfait donc aux conditions (R), (S), (L), (B), («), (y), (3),

(M), (6), (2), (1), (3), (&), (2;), (2:), (2%), (1;), (1 ) (5). Il ne satisfait pas
aux conditions (I), (F), (J,), (J).

2° A5 : Le treillis A5 est formé des éléments a, b, ¢, d et des deux chaines

{xr} 3

Fig. 35.

{x.} et {y,} (des nombres réels r de I'intervalle ouvert [0, 1]). Il est immédiat
qu’il s’agit bien d’un treillis. Ce treillis est complet. Il satisfait aux conditions
(B) et (y) car, quel que soit I'élément = pris dans 'une des deux chaines
joignant d et a et quel que soit ’élément y pris dans P'autre, le couple (z, y)
ne vérifie pas la propriété b (x et y étant différents de a et d), ni a fortiori la
propriété c. Il satisfait a la condition (3) : en effet, pour avoir x couvre y et =
couvre ¢, il faut prendre x =05, y=d, s=c, t=d oux=:z=0b, y=t=d
(ou les éléments du diagramme symétriques par rapport a la droite ad). Dans
les deux cas, on a [(zUt)Nz|Uy=[(sUy)nzx]|Ut. Il ne satisfait pas a la
condition (1), b et c couvrant d sans que a couvre b et c.

Le treillis A5 satisfait donc aux conditions (), (8), (3). Il ne satisfait pas
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aux conditions (R), (I), (F), (S), (L), (B), (J), («), (M), (§), (6), (2), (1),
(o), (@), (20), (29), (1), (17), (B).

b. Treillis satisfaisant a la condition de chaine ascendante.

1° B1 : Dans ce diagramme et dans tous les suivants, les traits terminés
d'un coté par une fleche symbolisent la chaine des nombres entiers positifs.
Les éléments du treillis sont ceux des deux chaines {a;} et |b;| et les éléments
a, b, c. On voit immédiatement qu’il s’agit d’un treillis complet, car deux
éléments quelconques admettent un plus petit majorant [voir la note (2*)]. Ce
treillis satisfait a la condition (2) comme il est facile de s’en assurer. On obtient
le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments a’ et &', Le treillis Bt ne
satisfait pas a la condition (17), car @’ et ¢ couvrent a et &’ ne couvre pas c. Il ne

satisfait pas a la condition (J) : le couple (¢, @) ne vérifie pas la propriété j,
car la chaine {(a, a)<(c, a)<(c, a;)} (¢ décroissant jusqu'a 1) maximale
dans le produit cardinal [a, ¢] ><[a, a,] peut étre obtenue seulement 4 partir
de la chaine {a < ¢ <b;} ou a partir de la chaine {a < b <b;| et ces chaines
ne sont pas maximales entre a et b,. Il ne satisfait pas a la condition (¥), car
le couple (¢, a,) vérifie la propriété c et le couple (ay, ¢) ne la vérifie pas. Il ne
satisfait pas & la condition («), car le couple (ai, b) vérifie la propriété a et le
couple (b, a,) ne la vérifie pas.

Le treillis B1 satisfait donc aux conditions (2), (1). Il ne satisfait pas aux

conditions (), (R), (1), (F), (), (B), (1), (1), (5), (), (1), (8), (6).

2° B2 : Les éléments du treillis B2 sont ceux des trois chaines {a;}, {b;},
{ectetles éléments a et c. Deux éléments quelconques admettant un plus petit
majorant, il s’agit bien d’un treillis complet. Ce treillis satisfait a la condition
(J) : il est évident qu’un couple d’éléments auquel n’appartient pas c vérifie la
propriété j et 'on s’assure facilement qu’il en est de méme des couples (¢, a;)
et (¢, b;). On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments o/,
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b', ¢'. Le treillis B2 ne satisfait pas a la condition (1), car @' et c couvrent a
et.c’ ne couvre pas @'. Il ne satisfait pas a la condition (2), carc couvre a=cna,
etc,=cUa, ne couvre pas a,.

Fig. 37.

Le treillis B2 satisfait donc aux conditions (J), (1). Il ne satisfait pas aux

conditions (), (R), (1), (F), (2), (B), (1), (5), (o), (1)» (B)» (6), (2).

3° B3 : Les éléments du treillis B3 sont ceux des deux chaines {a;; et {b;}
et les éléments ¢ et d. 1l est immédiat qu’il s’agit d’un treillis complet. Le
treillis B3 satisfait a la condition (R) car, quels que soient a; et b;, toute chaine
du produit [a;, ¢c] ><[b;, c] est finie et ne saurait donner une chaine maximale
entre d et ¢, ce qui montre que le couple (a;, b;) vérifie la propriété r. Le
treillis des idéaux duaux est obtenu en ajoutant les éléments @’ et &, Le treillis
B3 ne satisfait pas a la condition (17), car @’ et &' couvrent d sans que c couvre

c
3 by
a2 by
33 by’
a b’
d

Fig. 38.

a' et b'. 1l ne satisfait pas a la condition ({3), car le couple (a4, b,) ne vérifie pas
la propriété b alors que le couple (b,, a,) la vérifie. Il ne satisfait pas a la
condition (6), car on a a,Nb,=a,Nb,=d, a,Ub,=a,Ub,=c, alors que
tout élément x tel que d<axZa, est tel que xUb,=c, donc tel que
{(xUb,))Nby=cnb,=b,.

" Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII, — Fasc. 3. v 3o
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Le treillis B3 satisfait donc aux conditions (R), (1), (J), (=), (y), (2), (1).
Il ne satisfait pas aux conditions (&), (F), (27), (B), (1%), (5), (B), (6).

4° B4 : Les éléments du treillis B4 sont ceux des trois chaines {a;}, 16,1,
{ccf et les éléments b et d. C’est un treillis complet, car deux éléments quel-
conques admettent un plus petit majorant. Ce treillis satisfait 4 la condition (R) :
les couples d’éléments (a;, b;), (a;, cx), (b, ck), (a; b), (b, c;) vérifient la
propriété r. Il satisfait a la condition (B); les mémes couples d’éléments et les
couples symétriques vérifient la propriété b. On obtient le treillis des idéaux
duaux en ajoutant les idéaux non principaux a’, &', ¢’. Ce treillis satisfait a la
condition (a), car les couples (a, b)), (b, er), (a; b), (b, ¢), (a;, b)), (¥, c;),
(a, c"), (a', c), (a,b), (b,c), (a,c") et les couples symétriques vérifient la

propriété a, alors que les couples (a;, c;) et les couples symétriques ne la
vérifient pas. Le treillis B4 satisfait donc a la condition (o). Il ne satisfait pas
a la condition (F); le couple (a,, c,) ne vérifie pas la propriété £, car la chaine

{ (dyd) <...<(ajyc) < (@i Cimr) < (Aimty C1m1) <o o e < (A2y €2) < (s, 1) < (4, C1) }
maximale dans le produit cardinal [d, a,] ><[d, c,] donne la chaine

fdud=d<L.. Zave=bZaVtiy=bi ZL...ZLa,Vey=bZa Ve = by}

non maximale entre d et b, puisqu’on peut y intercaler I’élément b.
Le treillis B4 satisfait donc a toutes les conditions étudiées, sauf a la condi-
tion (F).

5° B6 : Les éléments du treillis B6 sont ceux des chaines {a, |, {a,.}, { @1},
{@an}y ooy {bnt {Cn}, {Cants {Canls {Cin}s . .. etles éléments a et c. On voit que
c’est un treillis complet en s’assurant que deux éléments quelconques ont un
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plus petit majorant. Ce treillis satisfait a la condition («) : les couples d’¢élé-
ments (a; c;), (a.,c;) avee r>j, (a,,c.;), (a,c;), (a,c;) vérifient la
propriété a ainsi que les couples symétriques; les autres couples (z, y) (ot 'on
n‘aniz>>y, ni y>>) ne vérifient pas la propriété a. On obtient le treillis
des idéaux duaux en ajoutant les idéaux non principaux @', a,, d,, @, a,, ...,
b, ¢, c\,c,c,c,, ... Le treillis B6 ne satisfait pas a la condition (1), car a
et ¢’ couvrent ¢, alors que a’ ne couvre pas a. Il ne satisfait pas i la condi-
tion (6), car on a byNe,=b,Nc,=c et b,Uc,=b,Uc,=a, alors que tout
élément x tel que ¢ < x ¢, est tel que (b,Ux)Nb,=b,. 1l ne satisfait pas 2

la condition () : le couple (a, ¢,) vérifie la propriété c et le couple (c,, a) ne
la vérifie pas, car la chaine maximale {c < c;} (ou 7 décroit jusqu’a 1) sans
répétition entre ¢ et ¢,, donne la chaine {cUe=a<c,Ua= a;} non maximale
entre a et a,. Il ne satisfait pas a la condition (J) : le couple (a, ¢,) ne vérifie
pas la propriété j, car la chaine {(c, c)<<(a,c)<(a,c)} (ou 7 décroit
jusqu’a 1) maximale dans le produit cardinal [c, a]><[c, c,] ne peut étre
obtenue qu’a partir de la chaine {¢ < a < a;} non maximale entre c et a,.

Le treillis B6 satisfait donc aux conditions (a), (2), (1). Il ne satisfait pas

aux conditions (&), (R), (I), (F), (2%), (B), (3), (1), (5), (¥, (B), (6)-

6° Bg : Les éléments du treillis Bg sont a;, by, cij, d;j, € ou les indices
sont des entiers positifs quelconques. Il est immédiat que ’ensemble partielle-
ment ordonné défini par le diagramme satisfait 4 la condition de chaine ascen-
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dante. On voit sans difficulté que deux éléments quelconques admettent un
plus petit majorant. Le diagramme représente donc un treillis complet. Ce
treillis satisfait & la condition () : on peut, en effet, constater que les couples
d’éléments (@i, @iy ), (@ijis biy)s (@ipis Ciojir)s C@iji diy)s (0ijsbij ) (Cijis Coyic)s
(cijis dijr), (dijy ;) et les couples symétriques vérifient la propriété b, alors

Fig. 41.

que les couples (b, ciji), (b, dij) et les couples symétriques ne la vérifient
pas. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutantles idéaux non princi-

7 ’ 7 U ’ 7 ! U U ’ / / U U ’
PAUX @5y Qyios igr> Cooks Fojor Finor oo boj’ biys b4, Cojrr Cijor Cioks Cooks Cojor
Cioos Cooos Bojp diys d,,- Le treillis Bg ne satisfait pas a la condition (1), carb,,,
et d,, couvrent ¢ sans que a;,, couvre d, . Il ne satisfait pas a la condition (&),
car le couple (b,,, d;,) posséde la propriété @ que ne possede pas le couple

(di1, byy). 11 ne satisfait pas a la condition (J), car le couple (b,,, ci15) ne
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vérifie pas lapropriété;; en effet, la chaine {(e, )< (e, di;) <(e,¢111) < (b1 €112))

~(j et)" décroissant jusqu’a 1, £ décroissant jusqu’a 2) maximale dans le produit

cardinal [e, b,,] X< [e, ¢,1.] peut étre obtenue seulement a partir de la chaine

{e<d,;<epr< aiy|oua partir de la chaine déduite de celle-la en remplacant

Ci1a par ¢, et ces deux chaines sont non maximales entre e et a,,,.

Le treillis Bg satisfait donc aux conditions (), ($), (2), (1). 1l ne satisfait

pas aux conditions (&%), (R), (1), (F), (29), (B), (1), (1%), (5), (), (6).

7° Br1 : Les éléments du treillis B11 sont a;;, b;;, ayj, aios bojy bigs oo, 01
3
alef‘f
L1

VA

o))

1

X
\

L1

\
el

1

Fig. 42

les indices sont des entiers positifs quelconques. On voit facilement que c’est
bien un treillis complet. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les
idéaux non principaux a;,, a,;, @,,, a;, a, b}, b,;, b,,, B:, B.. Le treillis des
idéaux satisfait a la condition (a): les seuls couples d’éléments ne possédant
pas la propriété a sont les couples (a;y, ao;), (@i, %), (2, @y;), (%;, ;) et les
couples symétriques. Le treillis B11 satisfait donc a la condition (o). 1l ne
satisfait pas & la condition () : le couple (b,,, @,,) posséde la propriété c et le
couple (ao, b,4) ne la posséde pas, car la chaine {b,,<a,;}(ou j décroit
jusqu’a 1) est maximale sans répétition entre b,, et a,,, alors que la chaine
{b,y< a,;} n’est pas maximale entre b,, et a,,. Il ne satisfait pas a la condi-
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tion (J):le couple (a,, b,,) ne vérifie pas la propriété j, car la chaine
{(boos boo) < (bioy boo)<(bio, ao;)} (0u 7 et décroissent jusqu’a 1) maximale
dans le produit cardinal [b,o, b,6] <040, @0:] peut étre obtenue seulement a
partir de la chaine { b,,< b;, < a,;} ou & partir de la chaine déduite de celle-la en
remplacant b,, par a,, et ces deux chaines sont non maximales entre b,, et a,,.

Le treillis Br1 satisfait donc aux conditions (a’), (2°), (17), (5), (), (6),
(2), (1). Il ne satisfait pas aux conditions (R), (I), (F), (B), (J), (1), (B).

8 B13: Les éléments du treillis B13 sont ceux des trois chaines { a;}, { b,,
{ci} et les éléments a et b. On voit immédiatement que c’est un treillis complet.
Il satisfait a la condition (R) : on voit aisément que les couples d’éléments
(ai, by), (a;, ¢j), (ai, b), (b, c;) possédent la propriété r. Il satisfait a la condi-

1
it

43.

tion (F) : les mémes couples vérifient la propriété /. On obtient le treillis des
idéaux duaux en ajoutant les éléments a’, &', ¢’. Celui-ci ne satisfaisant pas a la
condition (1), car @’ et b couvrent a sans que b’ couvre b, le treillis B13 ne
satisfait pas a la condition (1%). Il ne satisfait pas non plus 4 la condition (5),
caronaa,Nb=a,Nc,=a, a,Ub=a,Uc,=0b, et, pour tout élément x = q;
tel que a < x Za,,ona(e;Ub)Nec,=b;nc,=c;.

Le treillis B 13 satisfait donc aux conditions (R), (1), (F), (B), (3), (), (Y),
(B), (6), (2), (1). Il ne satisfait pas aux conditions («'), (27), (1%), (5).

9° B16 (**) : Les éléments du treillis B16 sont ceux des deux chaines {a, |
et{b,}, les éléments c;;, ot 7, j sont des entiers positifs quelconques et les

(#%) Les contre-exemples B16 et B14 sonl directement inspirés d’un exemple de R. P. DiLwoRTH,
(1], p. 349.
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éléments a et b. On voit aisément que I’ensemble partiellement ordonné défini
par le diagramme satisfait a la condition de chaine ascendante et que deux
éléments quelconques admettent un plus petit majorant. On a donc bien un
treillis complet. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les idéaux
non principaux a’ et b'. Celui-ci satisfait a la condition (1), donc le treillis B16
satisfait & la condition (1°). Le treillis B 16 ne satisfait pas a la condition (2),
car b couvre a = a, N b sans que b,=a, U b couvre a,.

Parmi les conditions étudiées, les seules auxquelles satisfasse le treillis B16
sont donc les conditions (1°) et (1) [et la condition équivalente (1,)].

Fig. 44.

10° B14: Les éléments du treillis B14 sont ceux des chaines {a, |, {b,},{d,},
{en], {gn}, les éléments c;; et fi;, ol Z et j sont des entiers positifs quelconques
et 'élément a. La aussi, on voit immédiatement que le diagramme représente
un ensemble partiellement ordonné satisfaisant 4 la condition de chaine ascen-
dante et que deux éléments quelconques admettent un plus petit majorant. On
a affaire a un treillis complet. Considérons deux éléments autres que a : ils
appartiennent a un sous-treillis convexe [a,, b,] (il suffit de prendre pour n le
maximum de I'indice des éléments a un seul indice et du premier indice des
éléments a deux indices). Il en résulte que le treillis B14 possédera toutes les
propriétés (parmi celles qu’on étudie ici et autres que celles portant sur le
treillis des idéaux duaux) de ces sous-treillis. Or, ceux-ci sont de longueur
finie et possedent la propriété (1). Ils possédent donc toutes les propriétés
envisagées (**). On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments

(3+) D’aprés leur équivalence dans les treillis de longueur finie, établie au Chapitre III.
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a,b,d, e, g. Cetreillis ne satisfait pas a la condition (1), puisque &' et d’
couvrent a', alors que ¢’ ne couvre pas d'.
Le treillis B14 posséde donc toutes les propriétés étudiées, saufles propriétés

(@), (2, (1°).

a
Fig. 45.

c. Treillis satisfaisant a la condition de chaine descendante (**).

1° C1 : Le treillis C1 est le treillis dual du treillis Br. Ce treillis satisfait a la

Fig. 46.

(*) Le.contre-exemple C8 qui est modulaire sera étudié dans R. Croisor [3], Chapitre I.
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condition (1). Il ne satisfait pas a la condition (), ni a la condition (), car le
couple (b, a,) vérifie la propriété c, donc aussi la propriété b, alors que le
couple (a,, b) ne les vérifie pas.

Le treillis Cr satisfait donc a la condition (1)[et a la condition (1)]; il ne
satisfait 4 aucune autre condition étudiée.

20 C2: Le treillis C2 estle treillis dual du treillis B2. Le treillis de ses idéaux
est donc dual du treillis des idéaux duaux du treillis B2. Le treillis C2 satisfait
a la condition (S) : on voit aisément que les couples (a;, ¢) possédent la pro-
priété s (et aussi la propriété r) et que les couples (b, c) possédent également

a

Fig. 47.

la propriété s (mais non la propriété r); les autres couples vérifient trivialement
la propriété s (et la propriété r). Le treillis C2 ne satisfait pas & la condition (1),
car b’ et c couvre ¢’ = b'Nc sans que a=0'Uc couvre &'. Il ne satisfait pas a la
condition (Y), car le couple (¢, a,) posséde la propriété c que ne posséde pas le
couple (ay, ¢).

Le treillis C2 satisfait donc aux conditions (S), (8), (2),(1). Il ne satisfait
pas aux conditions (a;), (R), (I),(2:), (L), (15), (&), (7).

3° C3 : Le treillis C3 est le treillis dual du treillis B3. Il satisfait 4 la condi-

) Fig. db
tion () et & la condition (y), car aucun couple d’éléments (z, y) tel que I’on
n’ait ni >y, ni £y ne posséde la propriété b, ni par conséquent la pro-
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 3. 31
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priété c. Il ne satisfait pas & la condition (1), car a, et b, couvrent ¢ sans que d
couvre a, et b,. ‘

Le treillis C3 satisfait donc aux conditions (v) et (B) et seulement a celles la.

4° C4 : Les éléments du treillis C4 sont ceux des trois chaines {a;}, {b;],
{ci} et les éléments a et b. L’ensemble partiellement ordonné défini par le dia-
gramme satisfait a la condition de chaine descendante et est tel que deux élé-
ments quelconques possédent un plus grand minorant; c’est donc un treillis
complet. Ce treillis satisfait & la condition () : les couples d’éléments (a;, c;)
avec 1541, (bj, ¢;) avec j 21, (a,c;) et les couples symétriques ne possédent
pas la propriété c; tous les autres couples la possédent. Le treillis C4 ne satis-

Fig. 49.

fait pas a la condition (1), car b, et ¢, couvrent b, sans que b couvre b, et c,. 11
- ne satisfait pas ala condition (3), car le couple (¢,, @) posséde la propriété b et
le couple (a, ¢,) ne la posséde pas.

Le treillis C4 satisfait donc uniquement a la condition (y) parmi les condi-
tions étudiées.

° G5 : Les éléments du treillis C5 sont a;j, b4, a;j0, @01, 0U les indices sont
des entiers positifs quelconques (a part que l'on exclut les éléments de la
forme 4;,,) et e. Le diagramme définit un ensemble partiellement ordonné
satisfaisant a la condition de chaine descendante. On voit que deux éléments
quelconques ont toujours un plus grand minorant. On a donc bien affaire a un
treillis complet. Ce treillis satisfait a la condition (L) : deux éléments de la
forme a;, ou b;; appartiennent a un sous-treillis convexe de longueur finie
vérifiant la condition (1), donc semi-modulaire, vérifiant donc-aussi la condi-
tion (1) (**); il en résulte que les couples ainsi déterminés possédent la pro-
priété ¢; on s’assure facilement qu’il en est de méme des couples ayant un
élément de la forme a;;, ou a;, ou les deux. On obtient le treillis des idéaux en
ajoutant les idéaux non principaux a;,, @, a,,, ¢, dt', @yior @y a'ooo,f;., g .
Le treillis C5 ne satisfait pas a la condition (1,), car ¢, et &, couvrent a/,, sans
que e couvre ¢, et d,. Il ne satisfait pas a la condltlon(S) : le couple(a“,i, Aiio)
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ne posséde pas la propriété s, car la chaine {a;, <e| (¢ croissant a partir
de 1) maximale entre a,,, et e peut étre obtenue a partir de la chaine-
1 (@i91s @iro) < (e, €)} du produit cardinal [a,,,, €][@i10, €] et ne peut pas étre
obtenue a partir d’une chaine maximale de ce produit cardinal. -

e ‘
- N7
fy -
g
P
dap
D
Ao
ano
o

Le treillis C5 satisfait done aux conditions (I), (L), («), (), (8), (2), (1).
Il ne satisfait pas aux conditions (a;), (R), (2,), (S), (1,).

6° Cg : Les éléments du treillis Cg sont a;;, by, a;o, aoj, €, fij, €ios €0, € (les
indices sont des entiers positifs quelconques a part que I'on exclutles éléments
b, et fi,). On voit facilement qu’il s’agit bien d’un treillis complet. Ce treillis
satisfait & la condition (R) et & la condition (I) : deux éléments de la forme a;

i
b, e;; ou f;; appartiennent & un sous-treillis convexe de longueur finie vérifiant
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la condition (1), donc semi-modulaire et vérifiant les conditions (R) et (I) (**);
les couples d’éléments ainsi déterminés posseédent donc les propriétés r et ¢;
on voit aisément qu'il en est de méme des'couples ayant un ou deux éléments
de I'une des formes a;y, a,;, €0, €,;. On obtient le treillis des idéaux en ajoutant
les éléments a;, a;;, a,,, ¢, €, €,,,¢'. d', g', I. Ce treillis ne satisfait pas a la
condition (1), puisque ¢’ et d’ couvrent @, sans que e couvre ¢’ et d'. Le treillis
Cg ne satisfait donc pas a la condition ( 1;).

Finalement, le treillis Cg satisfait 4 toutes les conditions étudiées, sauf aux
conditions (&), (2,), (1;).

CHAPITRE 11I.

APPLICATION A LA CARACTERISATION DES TREILLIS SEMI-MODULAIRES DE LONGUEUR FINIE.

LemME. — Dans les tredjlis de longueur finie, toutes les conditions étudiées sont
équivalentes.

Démonstration. — Un treillis de longueur finie satisfait a la fois 4 la condition
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de chaine ascendante et 4 la condition de chaine descendante (**). Les théo-
réemes 2 et 3 du Chapitre I entrainent alors les conséquences suivantes :

D’apres le théoréme 2, les conditions (I), (L), (M) sont équivalentes, les
conditions (2;), (2), (3) sont équivalentes. D’aprés le théoréme 3, les condi-
tions (J), (F), (B), (M), (2),(6), (5), (2),(3) sont équivalentes. Il en résulte
I’équivalence de toutes ces conditions. De plus, d’aprés le théoréme 2,
(L)entraine (a) et (v), (B) entraine (8) et 'une quelconque de ces condi-
tions entraine (2). Les conditions («), (v), () sont donc équivalentes aux
précédentes. Il en est de méme de la condition (a;) équivalente a () d’aprés le
théoréeme 2 et de la condition (o), également équivalente & (o) d’apres le
théoréme 3.

'La condition (8) équivaut a la condition (R), d’apres le théoréme 2 et les
conditions (1), (1;), (17) sont équivalentes, d’aprés les théorémes 2 et 3.

Puisque (R) entraine (2) et que (2) entraine (1), on établira I'équivalence
totale des conditions étudiées en montrant que (1) entraine (R).

Or, on sait (*") que la condition (1) caractérise la semi-modularité et que, dans
un treillis semi-modulaire de longueur finie, la condition de chaine de Jordan-
Dedekind est vérifiée et, pour tout couple d’éléments (x, y), les longueurs des
chaines maximales sans répétition joignant Ny 4 « d’une part, y a xUy
d’autre part, sont liées par 'inégalité

Iglzny, z]>1g[y, z vy].

Supposons alors que, dans un treillis de longueur finie satisfaisant ala condi-
tion (1), pour un couple d’éléments (x, y), une chaine { z;} maximale sansrépé-
tition (de longueur /) entre x Ny etz Uy soit obtenue sousla forme z;=x;Ny;
a partir d’une chaine {(x;, y;)} du produit cardinal [x, zUy]|><[y, zUY].
Cette chaine est évidemment sans répétition et sa longueur qui doit étre / est
inférieure ou égale & la longueur du produit cardinal dont elle est extraite. La
longueur d’un produit cardinal étant égale a la somme des longueurs des
treillis composants, on doit avoir

l=lglz, zuy]+1gly, zuy].
Or, I n’est autre que Ig[zny, xUy]. Tenant compte de I'inégalité précé-
dente, on adonc

lglzny, zuy]=l=lg[z, zuy] +lg[y, zuy]
Zg[z, zvy] + Ig[xny,x]) =1g[zny, zVy].

(3%) Remarquons aussi qu’un treillis satisfaisant & la condition de chaine ascendante et a la condi-
tion de chaine descendante, ainsi qu’a une des conditions étudiées est semi-modulaire de longueur
finie. Il suffit, d’apres la démonstration dulemme, de montrer que ceci est vrai avec la condition (1).
On montre pour cela que, si une chaine de a i b est de longueur finie, toutes les chames dead b
ont méme longueur (récurrence sur la longueur de la chaine).

(37) G. BirkHOFF [1], p. 100.
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On en déduit I=Ig[z, Uy |+ Ig|y, zUy], c'est-a-dire que la chaine
{ (@i, yi)| est nécessairement maximale. La condition (R) est vérifiée et I'équi-
valence des conditions étudiées est établie.

TakoriMeE. — Un treillis de longueur finte est semi-modulatre st et seulement s’tl
satisfait a l'une quelconque des conditions suivantes (*®) :

(R) Pour tout couple (x, y) d’éléments, si une chaine | 5;| maximale entre
xNy etxUy estobtenuesouslaforme z;= ;N y; a partird’une chaine {(x;,y,)|
du produit cardinal [, zUy]>< [y, U y], cette derni¢re chaine est nécessai-
rement maximale.

(S) Pour tout couple (&, y), avec les hypothéses précédentes, la chaine
{ (@, y;) | assurant cette obtention peut étre choisie maximale.

(S,) Pour tout couple (x, y), avec les hypothéses précédentes, la chaine
{(5:U@, 5;UYy)| est maximale. '

-(I) Pour tout couple (, y), si une chaine { (;,);) | maximale dans le produit
cardinal [z Ny, ] <[z Ny, y]estobtenuesouslaformex;=z;Nnx, y;=z,Nny

(%) On pourrail espérer caractériser les treillis semi-modulaires de longueur finie par 'absence de
certains sous-treillis en analogie avec la caractérisation des treillis modulaires et des treillis distri-
butifs par ce moyen. Guidé par cette idée, j’ai pensé un moment que les treillis semi-modulaires de

longueur finie ne possédent pas de sous-treillis isomorphe au suivant (fig. 52), ou d couvre e dans

le treillis (et, par suite, od & couvre ¢, et f couvre g). Il n’en est rien comme le montre 'exemple
figure 53.
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a partir ‘d’une chaine {3:! entre. zNy et xuy, cette derniére chaine est
nécessairement maximale.

(J) Pour tout couple (x, y), avec les hypotheéses précédentes, la chame
assurant 'obtention peut étre choisie maximale.

(J,) Pour tout couple (x, y), avec les hypotheses précédentes, la chaine
f;Uy;} est maximale.

(L) Pour tout couple (x, y), si une chaine {x;{ maximale entre zNy et x
est obtenue sons la forme ;= y; N & partir d’une chaine | v;| entre y etz U y,
cette derniére chaine est nécessairement maximale.

(M) Pour tout couple (, y), avec les mémes hypotheéses, la chaine | y;! peut
étre choisie maximale.

(M,) Pour tout couple (z, y), avec les mémes hypothéses, la chaine {2;U v/
est maximale.

(F) Pour tout couple (x, y), si une chaine {(x;, y;)| est maximale dans le
produit cardinal [x Ny, ] ><[xNy, y], la chaine |z;Uy;} est maximale entre
xNy etxUy.

(B) Pour tout couple (2, y), si une chalne {x;| est maximale entre z Ny
et z, la chaine {z;Uy | est maximale entre y et x Uy (*"). '

(B) Sila propriété précédente a lieu pour un couple (z, y), elle a lieu pour
le couple (y, x).

(v) Si la propriété suivante a lieu pour un couple («, y), elle a lieu pour le
couple (y, x): si une chaine {x;| entrex Ny etz est maximale sansrépétition,
la chaine {x;Uy | est maximale sans répétition entre y et zU y.

(D) ynz<e<z<yuz=ilexistettel que ynz<t =Ly et(a:ut)nz:x

ba)ynz<xzsyUx=ilexistettel que yNnz<tLyet (xUt)Nz=x.

(6) ynz<x< s yUs=ilexistettel que ynz<tZyet (xut)nz <s.

(6a) ynzs<ax<zyUa=ilexistettel que ynz<tLy et (xUt)Nz< 5.

(1) @ etycouvrent xNy=x Uy couvre x et y.

(2) @ couvre xNy=x Uy couvre y.

(2b)x couvre xNy et s>y =zsN(xVy)=(sNx)Vy.

2¢) x couvre xNz et z > y=sN(xUy)=(zNx)VUy.

(3) @ couvre y et z couvre t=[(xUt)Nz|Uy =[(zUy)Nz]Ut.

(a,) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (x, y), elle a lieu pour le
couple (y, @) : st une chaine { ;| entre x Ny et = est sans répétition, la chaine
{@; Uy | est sans répétition. ' '

* (&) St la propriété suivante a lieu pour un couple (2, ), elle a lieu pour le
couple (v, «) : 'application &' — 2’ U y du sous-treillis [z Ny, x] dans le sous-
treillis [y, 2 Uy] est biunivoque.

(o) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (x, y), elle a lieu pour le

l

(3%) Les conditions (Bi), (Bs), (Bs), (Bs), (Bs), (Bs), (By), (B), signalées a la fin du Chapitre I,
équivalent évidemment aussi & la semi-modularité dans les treillis. de longueur finie.
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couple (y, x) : application y' — y’' N« du sous-treillis [y, xUy] dans ]e sous-
treillis [x Ny, =] est une application sur.

(s)-Si la propriété suivante a lieu pour un couple (x, y), elle a lieu pour le
* couple (y, ) : toute chaine maximale { ;| entre x Ny et = peut étre obtenue
sous la forme z;=y;Nx, 4 partir d’'une chaine { y;} entre y et z U y.

(;) Si la propriété suivante a lieu pour un couple (z, y), elle a lieu pour le
couple (y, ) :xny Z: Zax=(zVUy)Nx=:

(o) Siun couple (z, y) est modulaire, le couple (v, «) est modulaire.

Démonstration. — L’équivalence de ces diverses conditions 4 la semi-
modularité dans les treillis de longueur finie résulte du lemme précédent et des
théorémes 1, 4, 5, 6, 7 du Chapitre I.

CHAPITRE IV.

ETuDE D’UN EXEMPLE DE TREILLIS SEMI-MODULAIRE DE LONGUEUR INFINIE :
LE TREILLIS DES VARIETES LINEAIRES DE L’ESPACE DE HILBERT.

1. GeéntraLtes. — Placons-nous dans I'ensemble des sous-ensembles de
vecteurs de I’espace de Hilbert H (¢’est évidemment une algébre de Boole vis-a-
vis de la relation d’inclusion). Le sous-ensemble vide sera représenté par g.

a. Si X estlesous-ensemble générique, le passage de X a la variété linéaire X
engendrée par X est une opération de fermeture (*°) : on a les propriétés
caractéristiques d’extensivité (XcX), d'idempotence (}?:X), d’isotonie
(XcY=XcY). Il en résulte que I'’ensemble des variétés linéaires constitue
un trevllis complet Iy vis-a-vis de la relation d’inclusion. Ces variétés linéaires
ne sont autres que les sous-groupes permis du groupe abélien a opérateurs,
dont les éléments sont les vecteurs de 'espace de Hilbert; le treillis T, est donc
un treillis modulaire.

b. Le passage d’une variété linéaire X a la variété linéaire fermée X qu’elle
engendre (ou plus généralement le passage d’un sous-ensemble a la variété
linéaire fermée qu’il engendre) est encore une opération de fermeture : les trois
propriétés caractéristiques sont satisfaites. L’ensemble des variétés linéaires
fermées constitue donc un treillis complet T, vis-a-vis de la relation d’inclusion.
Ce n’est pas un sous-treillis de T, car, sil’intersection de deuxvariétés linéaires

(#0) G. BirknoFF [1], p. 49.
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fermées est bien une variété linéaire fermée, il n’en est pas de méme de leur
somme linéaire (*"). D’ailleurs, le treillis T, n’est pas modulaire (*?).

C’est T, que nous allons étudier en utilisant les résultats du Chapitre I. Nous
rapporterons I’espace de Hilbert 4 un systéme orthonormal complet (**):&,, &,,
&5y « w1 bny - ... Nous désignerons les variétés linéaires fermées par des lettres
capitales sans barre ni astérisque, aucune confusion n’étant i craindre.
A = (%, &) désignera par exemple la variété linéaire (fermée) engendrée par
les vecteurs &, et &,.

Remarquons tout de suite que T, ne satisfait ni a la condition de chaine
ascendante ni a la condition de chaine descendante : la chaine

{A0:Q<A1<A2<<An< })

ouA;= (£, &, ..., &) est une chaine ascendante infinie, alors que la chaine
{(De=H>D,>...>D,>...},ouD;=(Es, Eiray .5 Eus ... ) est une chaine
descendante infinie.

c. Signalons encore que T, et T, admettent comme sous-treillis commun, le
treillis T, de toutes les variétés linéaires de dimension finie. Celui-ci est modu-
laire mais non complet (il ne posseéde pas d’élément universel). Toutefois, il
satisfait 4 ia condition de chaine descendante et est par conséquent cond:tion-
nellement complet.

9. PROPRIETES DF. COUVERTURE DU TREILLIS T,.

a. Lemme 1. — A couvre B st et seulement st A est engendré par les éléments de B
auxquels on ajoute un seul élément.

Si A couvre B, soit £ un élément quelconque de Happartenant 4 A et n’appar-
tenant pas 4 B. La variété linéaire X engendrée par & et par les éléments de B
satisfait 4 B< X A. On en tire immédiatement X = A.

Supposons maintenant que A soit engendrée par les éléments de B auxquels
on a ajouté un élément &. Montrons que A couvre B. Soit, pour cela, une variété
linéaire fermée B’ tel que 'on ait B<<B'~ZA. On peut trouver dans B" un élé-
ment v n’appartenant pas & B. L’élément vy appartienta A. Or, les éléments de A
sont les éléments de la variété linéaire engendrée par & et les éléments de B,

(#1) M. H. Ston~E [1], p. 21, ol I'on peut trouver un contre-exemple. D'ailleurs, au paragraphe 4,
la somme linéaire des sous-espaces B et X ne contient pas le vecteur &; que contient le sous-espace
linéaire fermé qu’ils engendrent.

(*2) G. Birkuorr et J. voN NEUMANN [2], ot I'on indique un sous-treillis non modulaire qui est
d’ailleurs a la base de I'étude faite au paragraphe 4 : c’est le sous-treillis { B, A, X, H, o }.

(*3) G. Juuia [1],p. 9.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 3. 32
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donc les éléments de la forme 3 + 2.2 (ou B€B et ou A est un scalaire), car cette
variété linéaire est fermée, (&) étant de dimension finie. On a doncn =0 +1&;
de B, on déduit 2 £ 0, d’ou £ = K 7 5 et, finalement, EgB et AZB'.Dou
B'=Aet A couvre B.

La démonstration prouve que I'on peut prendre pour I’élément & un élément
quelconque de A n’appartenant pas a B.

b. LemMe 2. — Soient A et B deux éléments de T, tels que lon ait A > B. Alors,
on peut trouver un élément de T,, soit C, tel que lon ait A>.C > B et C cousre B.

(’est une conséquence facile du lemme 1. Soit& un élément de Happartenant
a A sans appartenir & B. La variété linéaire (fermée) engendrée par les éléments
de B auxquels on ajoute £ répond a la question.

c. Le treillis T, satisfait aux conditions (L7), (L7), (L7R), (L7R") de G.
Birkhoff [ 1] (vour R. Cro1sor [3], Chap. IT).

Dans le treillis T,, les points (au sens de la théorie des treillis) sont évidem-
ment les variétés linéaires de dimension 1. Il est trivial que chaque variété
linéaire fermée A (en particulier, 'espace entier H) est engendrée par les élé-
ments des points P tels que I’on ait P-ZA. Il est bien connu que, pour chaque
variété linéaire fermée A, on peut trouver une variété linéaire fermée A’ telle que
I'on ait ANA’=g¢ et AUA’=H [on prend, par exemple, pour A’, la variété
orthogonale complémentaire de A (**)]. Pour montrer I'existence des complé-
ments relatifs, il suffit de remarquer que le sous-treillis convexe [A, B] (ou
A <B) est isomorphe soit au treillis T,, soit au treillis des variétés linéaires
d’un espace 2 un nombre fini de dimensions construit 4 partir du corps des
nombres complexes [espaces unitaires (**)]. V

Signalons également que, dans le treillis T,, la N-continuité est en défaut.

Prenons la chaine ascendante {X;} telle que X;=(q4, M2 ..., M) avec
=+ Zome=E+2

M= 1+ Gzi,rz’z—_rl1 ,,..OnaX[/T«XaveC:K:(E“Ea’
r

Eyy « vy Eansty - - ). Considérons d’autre part, Y=(&,). On a X;n Y=g pour
tout 7, d’ou X;NY 4 . Pourtant, on a XN Y=(&,) (**).

105’

3. Avro-puaLité pu TREILLIS T,. — Il est bien connu que I'application X — X’
de la variété linéaire fermée générique de I'espace de Hilbert sur la variété

(%) G. Juria [1], p. 51.

(#) M. H. StonE [1], p. 16-18.

(*®) Ceci provient du fait que X n’est pas la réunion des X; au sens de la théorie des ensembles.
Il n’en est pas ainsi dans le treillis des partitions d’un ensemble (voir R. Croisor [3], Chap. 1I). On
pourra rapprocher aussi I'exercice 3, p. 64 de G. Birknorr [1].
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linéaire orthogonale complémentaire est telle que I'on ait, outre XnX'=o
et XUX'=H,

(XNY)y=XUY et (XuYy=XnY.

Cette application réalise un automorphisme dual de T, (*7).
On déduit de la !a validité de I’énoncé dual de celui du lemme 2.

4. Erupe, paNs LE TREILLIS Ty, DES conNpITIONS DU CHAPITRE .

a. Lemve 3. — Le treillis T, satisfait a la condition (2).

Soient A et B deux variétés linéaires fermées telles que A couvre ANB.
Soit {£,| un systeme de générateurs de ANB. On a AnNB=({£}). Puisque A
couvre ANB, il existe d’aprés le lemme 1 un élément o de H tel que I'on ait
A=({&},2). Soit &, 1, ) un systéme de générateurs de B. On a évidemment
AUuB=({&, 1}, «). D’aprés le lemme 1, AUB couvre B, car « ne peut appar-
tenir a B puisqu’il n’appartient certainement pas 4 AN B.

LeMME 4. — Le tredllis T, satisfait a la condition (5).

Ceci résulte d’'une remarque de R. P. Dilworth [1] selon laquelle, dans les

treillis satisfaisant a la condition du lemme 2, la condition (2) entraine la condi-
tion (5). » :
Cette propriété est facile & démontrer : Soient X, Y, Z, tels que I’on ait

XNY <Z<Y<XUZ
Prenons T tel que I'on ait XN Y <TXet T couvre XNY. D’aprés (2), on a
ZUT couvre Z et, puisqu’on a certainement ZU T £ Y, on en déduit
(ZUT)NY =Z.

b. Nous considérons le sous-treillis de T, indiqué dans G. Birkhoff et J. von
Neumann [2] constitué par les éléments B=({%,,}), ou n est un entier positif

quelconque, ‘
X= <{i + E‘zn‘l‘ Eﬂ”-H §>’ A= (E_h {E?n"*‘ i:_;‘;—,: §>7 o et H.

10" 10%"

On a évidemment A>Xet BNA=BNnX=¢, BUA=BUX=H.

LemMe 5. — Le couple (B, A) posséde la propriété a.

(*7) G. Birgnorr [l], exercice 4, p. 124. Ceci est un cas particulier du corollaire du théoréme 9,
p- 54.
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Soit UB. Il faut établir(UUA)NB=U. Ona évidemment U-Z(UUA)NB.
Soit maintenant v} un élément de H appartenant 8 (UUA)NB. On a €B et
7€ U UA. Or, UUA est 'ensemble des éléments de la forme v+ o avec p.€U
et a €A et des limites fortes de tels éléments. Si l'on avy= .+ «, on en deduit
«€B, donaeANB=g, 501t x=o0 et n=pne€l. Si n=I1im p, + a,, la pro-

ny o
jection de w,— a, sur B', variété linéaire orthogonale complémentaire de B,

tend vers celle de v, donc tend vers zéro. Or, cette projection provient seule-
ment de a,; donc la projection de «, sur chacun des vecteurs £,,,, tend vers
zéro, ainsi que sa projection sur &, ; il en résulte que les projections de «, sur

c .
2t de A tendent vers zéro;

1 0'2[

tous les vecteurs de la base orthogonale {El. it

autrement dit, o, tend vers zéro et I'on a vy=1Iim ,€U. Finalement, on a
"> »
(UUAYNBZU, dou (UUA)NB=U.

Lemye 6. — Le couple (A, B) posséde la propriété a'.

Soit V> A. Il faut établir (VAB)UA = V. Nous transformons par la dualité
du paragraphe 3. Il faut établir (VUB’)NA’=V’ pour tout V' tel que Ion ait
V' Z A/, ¢’est-a-dire qu’il faut montrer que le couple (A’, B’) possede la pro-

priété a. On voit aisément que I'on a A’=<{ Eanr — Y }) B'=({&, &ania})-

10%"
Faisons, dans I'espace de Hilbert, le changement de systéme orthonormal com-
plet défini par les formules suivantes :

Rapportées au nouveau systéme de base, les variétés A’ et B’ s’écrivent
respectivement :

A'=({na}), B ——<§m, Non 4 ! }j
/

1 0"n

Il suffit d’appliquer le lemme 5 pour voir que le couple (A’, B’) posséde la
propriété a.
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Lewme 7. — Le couple (A, B) ne posseéde pas la propriété a.

On a, en effet, (XUB)NA = A=< X.

Lewme 8. — Le couple (Ab, B) ne vérifie pas la propriété b.

Revenons 4 A’ et B’ comme dans la démonstration du lemme 6. Soit

Y/: _7}_1 4 Y)?n"‘ Yln—;—i .
10" 1037

On a Y'<B'". Considérons la chaine { Y=o <Y, <Y, <...Y;<...<Y'}
maximale entre ¢ et Y/, ou l'on a

Y; = n_in —+ Nan + Tl?'l:; % )'
10 107" )n<i

Formons la chaine { Y; UA’< H}. On a

Y, UA/:<{7)2n},§T)1+ n—i"jn—'i-} >
I0 n<i
Lachaine Y, UA’estmaximale entre A’etH. Montrons qu’ona(Y, UA)NB'=Y,.
Soit £ un élément de (Y, UA')NB'. De E=mn,+a avec v, €Y, et o’ €A’, on
déduit o' €B’, doll c€A'NB =0 et o/=0, dou E=1, €Y,. Il résulte de 12
que Pona (Y, UA)NB'=Y,.

En revenant i A et B par dualité, on obtient une chaine, la transformée de la
chaine { Y; UA’<H}{, maximale entre g et A, qui donne une chaine, la transfor-
mée de la chaine { Y;<B'}, non maximale entre B et H puisqu’on peut y inter-
caler Y, variété transformée de Y'.

LemMe 9. — Le couple (B, X)) ne posséde pas la propriété m.
Soit la chaine {g<... <B;<...<B,<B,<B,=B}, oul’ona
Bi - ({ 5'211 }n>i>'

Cette chaine est maximale entre ¢ et B. Or, on a (B,UuA)NB =B, puisque le-
couple (B, A) posséde la propriété a. D’autre part, on a B;UX> A (car B;UuX
contient &,), d’'ou B;UX=B;UA et (B,uX)NB=B,. Finalement, la chaine
{X<...<BiUX<...<H} n’est pas maximale entre X et H, car on peut
intercaler I'élément A. On pourrait évidemment 'intercaler dans n’importe
quelle chaine entre X et H capable de redonnerla chaine (o <...<B;<...<B}|.
La propriété m est donc en défaut.

Lemme 10. — Le couple (B, X)) ne posséde pas la propriété j.
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Soit la chaine (6, 8) < ...< (6, X;)< ... (6, X)< ...< (Byy X)<...< (B, X) 1,

ou l’on a B; comme dans la démonstration du lemme 9 et

- c
c1 - 2n+41
X/:< _n+t‘2“+€n:-n§ .
10 10~ n<j

Cette chaine est obtenue a partir de la chaine

(6<...<X;<...<X<...<BuUX<...<H}

Elle ne peut étre obtenue a partir d’'une chaine maximale entre o et H ; (B;, X)
doit étre obtenu & partir d’un élément, soit C;, tel que 'on ait B;u X< C;. De
Ci> A, on déduit (C;nB)UA = C;(lemme 6) et, puisqu’on veut obtenir (B;, X),
on doit avoir C;AB=B;, d’ott B;U A = C;. On voit donc que (B;,X) ne peut étre
obtenuqu’apartirde B;UX=B;UA. Onvoitaisémentquel’'on a n(BiuA):A.

Donc, A peut étre intercalé dans la chaine assurant I'obtention s’il n'y figure
pas. Puisqu’on cherche une chaine maximale, A doit y figurer. Or, A donne
(¢, X). Si, maintenant, tous les (g, X;) sont obtenus & partir de X;, on peut
intercaler X dans'la chaine envisagée et elle ne peut étre maximale. Sinon, soit
J1 le premier indice j pour lequel X; est obtenu 4 partir d’un élément différent
de lui. Alors X; peut évidemment étre intercalé dans la chaine assurant I'obten-
tion et celle-ci ne peut pas étre choisie maximale. La propriété j est en défaut.

c. Tukorkme. — Le tredlis Ty satisfait aux conditions (5), (6), (2), (1), (3)
et a leurs duales. Il ne satisfait pas aux conditions (R), (1), (¥), (S), (L), (B),
(J0), (1), (&), (B), (), (M), ni a leurs duales.

T, satisfait a (5), d’apres le lemme 4. Il satisfait donc a (6), & (2), a (1), 4 (3)
d’apres le théoréme 1 du Chapitre II. Il satisfait aux conditions duales puisqu’il
est auto-dual.

D’aprés le lemme 5, le couple (B, A) posséde la propriété a; d'apres le
lemme 6, le couple (A, B) posséde la propriété a'. Il en résulte que le couple
(B, A) posséde aussi la propriété b ; en effet, si { B,} était une chaine maximale
entre ¢ et B telle que la chaine { B,UA | soit non maximale entre A et H, on
pourrait intercaler dans cette derniére chaine un élément, soit C, qui serait tel
que ’on ait CNB=(B,UA)NB =B, pour un certain . (d’aprés la propriété a)
et ceci contredirait le fait que le couple (A, B) possede la propriété a’. Le couple
(B, A) posséde donc la propriété ¢ d’aprés une remarque déja faite. Le couple
(A, B) ne possédant, ni la propriété a, ni la propriété b, d’aprés les lemmes 7
et 8, ni évidemment la propriété ¢, les conditions («), (3), (y) sont en défaut.
Les conditions (M) et (J) ne sont pas satisfaites d’aprés les lemmes 9 et 10. Les
conditions (R), (1), (F), (S), (L), (B), (J,) ne sont pas satisfaites d’apres le
théoréme 1 du Chapitre II. Les conditions duales de ces conditions non satisfaites
ne le sont pas non plus.
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