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ESSAI
SUR LE

D É P L A C E M E N T D ' U N E F I G U R E
DE FORME VARIABLE,

PAB M. DURBANDE,
PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BENNES.

INTRODUCTION.

Je me propose d'étudier le déplacement d'une figure dont les diverses
parties peuvent se déformer suivant une loi donnée, mais telle cepen-
dant, que deux positions de la figure puissent être considérées comme
deux figures homographiques. Le mouvement d'un corps solide inva-
riable est un cas particulier de celui que je traite; celui d'un corps
naturel en est un également, si l'on suppose les déformations très"
petites.

Apres avoir établi les formules de la transformation homographique,
et les avoir adaptées au cas d'une figure limitée et pour un déplace-
ment infiniment petit, j'exprime les paramètres généraux de la trans-
formation en fonction de nouveaux paramètres, dont l'introduction
permet de donner des notions claires du mouvement, dès que la loi de
déformation est connue.

La loi de la variation de la déformation autour d'un point est donnée
par une certaine surface du second degré que je nomme, à cause de
cela, et pour abréger, la déformatrice; cette surface joue un rôle très-
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important dans toute cette théorie, et c'est par rapport aux axes prin"
cipaux de cette surface, pris comme axes coordonnés, que les com-
posantes de la vitesse ont leur expression la plus simple. Je donne
également la loi de la vitesse totale et de ses éléments, et leur représen-
tation géométrique.

La discussion des expressions des vitesses composantes conduit à
distinguer trois cas principaux dans le déplacement de la figure. Si le
déterminant'formé au moyen des coefficients des variables dans les
expressions des vitesses n'est pas nul, il y a alors un point sans vitesse
pendant le temps dt; je nomme ce point centre de vitesse. Dans ce cas,
en effet, le mouvement de tout point de la figure peut être considéré
comme résultant d'une déformation (dilatation ou contraction) rayon-
nant du centre, et d'un, mouvement angulaire du rayon vecteur. Si le,
déterminant en question, est nul, il peut se faire que les équations ob-
tenues en égalant les vitesses composantes à %éro soient incompatibles
ou rentrent les unes dans les autres. Dans le premier cas, il n'y a aucun
point sans vitesse : tel est le cas du mouvement d'une figure de ibn'ne
invariable; si Fune des équations est la conséquence des dcsu'x autres,
il y a une ligne droite doBt.touâ les points ont des vitesses nulles^ et
que je nomme ctooe de vitesse.

Après.avoir donné une idée de la manière la plus simple de concevoir
le mouvement infiniment petit, d'un point quelconque de là figure,
j'aborde la question de la déformation d'une' surface; on trouve immé-
diatement une .surface auxiliaire, qui coupe la surface donnée suivant
sa. caractéristique, et qui n'est autre que le lien des caractéristiques de
toutes les surfaces qui, à l'instant que Fon considère, font partie d'une
famille de surfaces homothétiques. Il y a, en outre, une courbe, que je
nomme courbe adjointe^ qui,perce la surface proposée en tous les points
dont les trajectoires sont normales à la s.urface, et qui. convient égale-
ment à toutes les surfaces homolbétiques de la même famille.

,,L'étu4,Q> ..particulière du mouvement d'un plan fournit un1 grand
nombre:1 de théorèmes .remarquables, et qui ont été'déjà rencontrés par
M. Chasies dans son beau Mémoire sur le déplacement d^uiie figure
invariable (<), ,et reproduits par difïerents géomètres^ et iiotamment

1 1 ) Comptes'rendus de' 'V^Académie des Sciencesy .juin x843.-
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par M. Mannheim qui en a fait le point de départ d'une étude sur le
déplacement d'une figure invariable assujettie à certaines conditions^).
On remarquera une propriété assez intéressante an foyer (cinématique)
et de la caractéristique d'un plan mobile qui, dans le cas d'une figure
de forme invariable, deviennent le foyer et la directrice d'une série de
coniques, lieux des points du plan mobile dont les trajectoires sont
également inclinées sur la normale au plan.

Ainsi que je l'ai montré dans uneNote présentée a l'Académie des
Sciences ( 2 ) , toutes les relations entre les vitesses des divers points
d'un plan ou d'une droite me paraissent dériver très-simplement de
l'expression de la vitesse estimée dans une certaine direction en fonc-
tion des composantes de la vitesse et des cosinus des angles de la
direction donnée avec les axes. Cette expression, d'où l'on déduit im-
médiatement l'existence du plan conjugué et de là droite adjointe à la
direction donnée, conduit surtout, d'une manière très-simple, à la
solution de cette question, la plus importante peut-être de toute cette
théorie : Déterminer la nature et les paramètres du déplacement lorsqu'on
connaît les conditions nécessaires à celte détermination. • !

Je donne la solution de cette question pour le cas d^une figure de
forme invariable lorsqu'on connaît les vitesses de trois points en gran-
deur et en direction, et, dans le cas général, lorsqu'on connaît les
vitesses de. quatre points*

Je considère ensuite un autre 'genre de conditions; je cherche les
formules propres à exprimer les déformations d'une surface réglée à
génératrices articulées. On a constamment sous les yeux des exemples
de ce mode de déformation, et l'on pourra peut-être tirer parti, de la
méthode que j'indique pour étudier d'une manière beaucoup plus géné-
rale les déformations des surfaces à ! génératrices rectjilignes.

Si j'ai tenté ce premier essai, que l'on pourra trouver un peu dénué
d'intérêt au point de vue des applications de la Mécanique^ et regarder
comme un simple exercice géométrique, c'est que je suis de l'avis de
ceux qui pensent qu'il .y a tout profit à étudier à fond le mouvement
indépendamment de ses causes. Je chercherai, dans un second travail,

(') Journal de l'École Polf technique y XXVIe cahier.
( 2 ) Comptes rendus de l'académie des Sciences, 6 mai 187^.
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s'il n'y a pas quelques conséquences intéressantes à tirer de celui-ci
au point de vue de la Dynamique.

I. — Formules de transformation.

1. Formules de la transformation homo graphique. — Considérons une
figure variable à la fois en grandeur et en position, avec cette seule
restriction que deux positions quelconques se correspondent point par
point, ou, en d'autres termes, que les coordonnées (Ç, y?, Ç) d'un point
de l'une puissent s'exprimer en fractions ayant pour termes des fonc-
tions linéaires des coordonnées (^, j, z] du point correspondant de
l'autre, et réciproquement. On aura donc les relations suivantes :

? — AL^J^L .̂J'4'' C^g -4- D
a.x -h pj* -+- yz 4- x

d) . ^A'^+B^+C^+I)'\ f *f\ ^^ •"—"-"——-_-•——.-—>.»-..,„.....—..-,— ^
a:.x "-h py 4" yz -(-• ï

t =: ̂ t̂̂ l̂ -!̂ ^^
" ^^-4- (3 *̂ -h 7.8 + I

Dans le cas dont nous allons nous occuper, aucun point à distance
finie {oc,y,z} ne saurait correspondre à un point (Ç, rs, Ç) à rinfini,
ce qui exige que le dénominateur commun des valeurs de ces dernières
coordonnées se réduise à une constante, sans quoi tout point situé dans
le plan

OLÛC 4- (3y 4- yz 4- ï ==:o

correspondrait a un point (Ç, y?, ç) à rinfini.
Les formules (i) deviennent donc

(2)

Ç== A^ ^'Bjr^.Cz^Ï),

yî^A^^B'y+C^-h^,
Ç =: A//^"^• Wy •+ C^ 4" D".

En désignant par A^, Ay, âz les différences Ç— ^, >?. -y,,Ç- ̂  qui
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expriment les projections du déplacement fini du point [x, y, -s), il
vient ....-— "

A ^ = ( A — i ) ^ + B 7 + C z 4 - D ,

(3) . Aj*=A^4- (B'—i^+C^-l-D',

A^ rrr^A^+B'y-i-^—i^^D^.

Les coefficients A, B, C, A ' , - - , sont des constantes quand on passe
d'un point à un autre de la figure; mais ils varient avec le temps.

Comme je vais m'occuper uniquement du déplacement infiniment
petit de la figure, je pose

A — ï == da, B == db, G == de, D = du,

A' == da!, W — î == db', (Y = dc^ D' == du',

h" == da\ W == db\ ^ - î == rfc^ D'̂  ̂ ",

alors les relations (3) deviennent

dx ̂  scda ̂  fdb -+- z de -4" du,

(4) dy ^. xda!'\-ydV ^r zdc9-^r du',

' dz == xda^^ ydV^r zdc" ̂  du".

Les considérations qui font l'objet de ce numéro ont déjà servi à
M. Picart, professeur au lycée Charlemagne, de point de départ pour
un travail sur le déplacement d'un solide invariable, publié dans les
Nouvelles Annales de Mathématiques ( 4 ) . J'ajouterai même que c'est la
lecture de ce travail qui m'a donné l'idée de chercher les propriétés
générales du mode de déformation exprimé par les formules (4)-

2. Introduction de nowelles variables. — Remplaçons les paramètres
généraux de la transformation par d'autres qui mettent bien en évi-
dence la relation entre la nature du mouvement et la loi de la défor-
mation. Pour celây soit p la distance qui sépare deux points (^j» -sQ?
{ x ^ y ' y z ' ] de la figure au commencement de rinstant dt^ et (a, ?, 7)
les anglesde la direction p avec les axes coordonnés. On a

x—x'=p cos<%, y—y'===pcos(3, ^—^===pcosy,

( t ) Nouvelles Annales, ̂  série, t. VI, p. ï58*
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d'où
dx — dxr ^= rfpcosa 4- pû^(cosa),

dy — d^ == dp cos (3 4- p d[ cos (3 J,

^ — dz' =dp cosy+prf( cosy J,;

des formules (4) appliquées aux deux points (^j? -s)» (^y^ ^ / ) on
tirerait

rf^ —- rf^^ =:(^ — x1 ) rfa -4- (y — y' ) cib 4- ( ̂  •— ^ ) de
== p cosa da + p cosp db -{- p cosy rf<?;

d'où l'on conclut

dp coscc + pd(cosa) -•-•= p cosccda 4- p cospd^ + p cosy de,

avec deux autres équations analogues.
Si, pa r l e centre d'une sphère de rayon égal à l 'unité, nous menons

deux droites respectivement parallèles a'ux deux positions infiniment
voisines de p, et..sl nous désignons par da l'arc de grand cercle compris
entre ces deux droites, et par ̂  >?, Ç les angles de da avec les axes,
nous aurons

âî(cosa)==rfŒCOS^ •rf(cosp)=J<7COS7î, r f (cosy) = da' cosÇ,

et les dernières équations trouvées prendront la forme

-L cosa 4" dacos^ ;..'= cos<% da 4-- cos (3 db -4- cosy de;

^ est ce que l'on pourrait appeler le coefficient linéaire de la défor-
mation dans. la direction (a, j3,7) et relativement au temps d'L Posons

-1,,1. 1 ' /' ^ • ̂  == edi; .

faisons, en outre,
1 1 1 ! dfj^Qdi, ' - , .,- / • 1 1 ^ 1 1 1 - 1 1 1 1 . i l i i 1 1 • . 1 ! 1 - 1 , 1 1 1 1 . - •
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et alors les relations ci-dessus prennent définitivement la forme

. ... da db - de£ ces a 4- Q cos( =r -T- cas os, -}- ".- cosp 4- ,- cosy,

_. ,, . da' dV ^ de9
(5) e cosp -4- Q COSTÎ =-- -,-"- cosa •"i- ~r- cosp -4- -,- cosy,

. - da" db" , A/7
s cosy 4- 0 cosÇ == -T- cosa 4- -y- cosp -h -7- cosy.

s est une vitesse de déformation linéaire, mais rapportée à Funité de
longueur; Q est une vitesse angulaire qui exprime le changement de
direction de la distance p pendant le temps dt.

3. Représentation géométrique de la variation de e. — Déformatrice.
— Expressions nouvelles des vitesses composantes. — Nous allons déduire
des équations (5) quelques relations entre les variables (e, 0) et les
paramètres de la transformation. En multipliant respectivement les
deux membres des équations (5) par cosa, cosp, cosy, et observant
que les deux directions (a, ^3, y), (Ç, ^, Ç) sont rectangulaires, il vient,
en faisant la somme,

(6)

(da\ fdb\ .. (dc\ , fdb da^ „
e == ~ ) COS2^ •4- --• COS^ + -T. ) COS'y + -r, "4- -77 COSp COSa\dt ) \dt ) l \dt ) ' \dt dt ] •

fd^ dc\ lad dV^ .+ ̂  + ̂  cosa cosy + (^ ^ ̂  cosy cos(3.

Cette relation donne évidemment la loi de la variation de £ dans les
diverses directions, et l'on peut rendre celte loi plus frappante par une
représentation géométrique, qui se trouve d'ailleurs tout naturellement
indiquée. Observons d'abord que la valeur de s ne dépend absolument
que de la direction (a, |3, 7) et nullement de la position du point; on
pourrait donc déjà énoncer ce théorème :

TiiÉôRtME. — Dans toute ftgure qui se déplace et se déforme de ma-
nière à rester homo graphique à elle-même, le coefficient de déformation
linéaire est le même en tous les points de la figure pour une direction
donnée.

Portons, à partir d'un point quelconque pris pour origine et sur un
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rayon vecteur de direction (a, ^, y), une longueur R déterminée par
la relation .

K=-^
^

on aura, pour les coordonnées du point ainsi déterminé,
.y =R cosse, y==Rcos(3, z==B.cosy,

et, en éliminant a, ?, y entre ces expressions et l'équation (6), on aura
(da\ , (db'\ , (dc"\ ,

I=(^)'?+^)^- l-^)22

, / d c , d b " \ ( d e da"\ I d a ' db\
^[^^^^^[^^^^^[dr^dî)^

équation d'une surface à centre du second ordre. Pour qu'elle soit
rapportée à ses axes principaux, il faut que l'on ait

dc^.dbl— dav dc - d]) da'
d t ' d t ~ ~ ° ' W • Tt ~ 0> Tt "+" ~dt :== 0;

de telle sorte que, si l'on fait
da_ dV _ de"
dt ~6" ^"-el' 'dT^6"
dl/___^_ de _ da" da' dbdt~ dt~P' Tt~-~~d^~qï Tr^"^"^''

l'équation de la surface du second ordre devient
(?) êix1-t-e^y'1-^ e ^ z ' ^ i

avec la relation
(8) £ —.Si COS'a-i- EtCOS'P -1- EaCOS'y,

et les expressions des vitesses composantes d'un point(.»,y,js) devien-
nent, dans ce système d'axes,

(9)

dx du
•dt^ €lx -^-+-^^+•57'

ê=.--r-^-.-^\
dz du"^^-qx+pz^^^-^..
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Pour abréger, je donnerai à la surface du second degré, qui exprime
la loi de la déformation autour d'un point, le nom de surface déforma-
trice^ ou, plus simplement, de déformatrice, e^ , s^, £3 sont les vitesses
principales de déformation; p, q, r sont les composantes d'une vitesse
angulaire que, suivant Fusage, je désignerai par!^.

La relation (8) fournit le théorème suivant :
THÉORÈME. — La somme de trois vitesses de déformation suivant trois

directions rectangulaires est constante et égale à la somme des trois vitesses
principales, qui forme ainsi un des invariants du déplacement.

De plus, on peut remarquer que, si l'on multiplie les trois équa-
tions (9) respectivement par oc, y, Zy et qu'on les ajoute, on aura, en
désignant par u^ u^ u^ les composantes de la vitesse de translation de
l'origine,

dx dr dzy _ 4... y J 4» z - j . == ei.^?2 + e^y2 -4- £sZ2 "4- ^i x 4- u^y "+- u^z.

Or, v étant la vitesse totale du point, p son rayon vecteur, le premier
membre est égal à

pvcos[^ ,p} ;

de sorte que la surface, qui a pour équation
61^ 4"£2ya-+- ^Z^^r ^(^"4- E^-t" U^Z == <?,

est le lieu géométrique des points de la figure pour lesquels
f^\\

p(/COS^, p/ ==C;

ce qui veut dire que le lieu des points du corps pour lesquels la vitesse,
estimée dans la direction du rayon vecteur, est en raison inverse de ce
rayon vecteur y est une surface homothétique à la déformatrice.

4. Représentation géométrique de - et de @. — Les équations (5) du
n° 2 peuvent s'écrire maintenant , , ,

1 ecos.^-4-" 0 cos^ == ei cos^ — rcos(3 -4- q cosy, '
(10) 1 1 ' ecosjS "4- 0cosyî== rcosa •••••}- SaCos? —pcosy,

, £ cosy -h 6 cos S =.= — q eosa -t~ p cos ? + ea cos y ;
Annales de l'École Normale. ^ Série* Tome ïï. 1^
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si nous ajoutons membre à membre les carrés de ces équations, nous
aurons

e^-i-ô^t^+^+r3) cos^+^+sj+r^cos^+^+^+e^cos2^
(ii) ' —3[/?(£2—e3)4-îrJ cosp cosy—2[q[€s—ej+^y] cosy cosa

—2[r(£i—s2)4-pî]cosacos(3.

Le premier membre de cette équation représente le carré du rapport -
de la vitesse dupoint {oc, y, z), relative à l'origine, au rayon vecteur
de ce point; car les composantes de cette vitesse peuvent s'exprimer
ainsi ;

dx .•j- == £p cos a 4- p6 cos ̂

dr
( Ia) ^-^epcosp+pScosyî,

[ 7.-== epcosy +-p@cosÇ,

et l'on en déduit bien
V^^p^e2^^).

L'équation ( i x ) donne donc la loi de la variation du rapport de là vi-
tesse, relative à Forigine, au rayon vecteur correspondant. De même
que pour e, nous aurons donc une représentation géométrique simple
de cette variation au moyen de la surface du second degré

(^^f+r2)^+(p^e2,+rs)^^(p^q^+e^z2

- 2 [>(£,- £3) + qr]yz -2[q{e, -. ej -h rp] zx - 3 [r(e, -. g,) 4- pq}3cy^ î .

Les rayons vecteurs de cette surface sont égaux à la valeur de ~.̂ =—,. ^ , , , .„ ^ , , , '^ v62"^ ̂
ou de ^ correspOBdant à la direction de ce rayon vecteur; d'où il suit
que les points de la figure qui ont même vitesse relative à l'origine sont
situés sur une surface homothétiqueà la surface précédente, qui repré-
sente elle-même le lieu des points dont là vitesse est égale à l'unité.

En désignant par V le premier membre de réquation précédente,
l'équation

1 1 ( I3) 1 ^ 1 , , , 1 1 1 - .„ -y^c. , 1 1 ! ;1 1 :1^.1 , : ,1 - 1 1 1 - 1 , , 1 1 1
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sera donc celle du lieu des points dont la vitesse relative a Forigme est
constante.

La considération des invariants relatifs à cette surface montre que,
pour trois directions rectangulaires, on a la relation

/</ , \2 /(^V /(/,\2• ^+^)+^=s•••+'''+•••+"'•••
c^est-à-dire que la somme des carrés des rapports des vitesses relatives aux
rayons vecteurs correspondants pour trois directions rectangulaires est
constante,

En désignant parR un rayon vecteur arbitraire porté sur la direction
(^y P? 7)? ûîï voit aisément que l'équation (i x) peut s'écrire

e2 4- S2 :
V

;!25

d'où y y
: . , , — . £2^ • ^ ( g, eus3 a •+g2 ces2 (3 + es ces2 y)2,

ou encore

^W2 [v^ iF^1^2^82^2^63^^]7O^^ly——M2 R1

de sorte que, si Fon prend ce rayon vecteur arbitraire égal à l'inverse
de la valeur de 9 correspondant à la direction de ce rayon vecteur, on
aura, pour représenter la valeur de cette quantité, la surface du qua-
trième degré
(ï4) (^-+-y2d-^)(V—r)-~(et^2-+-e.y2•-^-£3-^;2)2=o,

V ayant la même signification que précédemment.
On peut considérer cette nouvelle surface comme le lieu des courbes

d^intersection de deux faisceaux homographiques de quadriques con-
centriques; car, en désignant par G la fonction Ê^^- eay2-^ £3^

„ C = o ^ , , : , ! , . , ,

est réquation du cône asymptote de la déformatrice, et Inéquation ( x 4 ) »
que Fon peut écrire

A * • -»1». - / w r » /-l ̂B'(V—I)—C->==o,
11.
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résulte des intersections des deux faisceaux

'R^—'kC^o,

V—i-^C==o,,

)., p. étant liés par la relation
^p. -4- i == o.

L'un des faisceaux est composé de cônes et l'autre de quadriques con-
centriques.

Dans le cas d'une déformation que l'on peut appeler spMrique^ c'est-
à-dire, si l'on a

€i==Ê2==eâ,

l'équation (i4) se décompose en deux équations
;y2+j.2+ ^2^=0, {qz —ry)2-^ (rx—pz}2^ { p y — qxY^ ï $

l'une représente un point-sphère ou un cône imaginaire, la seconde
un cylindre ayant pour axe l'axe de rotation

î^r^f.
P q ^

5. Relation entre Q et c<>. — Les formules ( la) montrent que là vitesse
d'un point relativement à l'origine est la résultante de deux vitesses,
savoir : de la vitesse de déformation linéaire pe dans le sens de la di-
rection (a, ^, y), et d'une vitesse de rotation ou plutôt de déviation p 9 ;
il n'est peut-être pas inutile de montrer l'influence de la déformation
dans l'expression de la variable 0.

Si nous désignons par (o^ p', /) les angles que la normale au plan
passant par le point { x , y , z ) et Faxe de rotation ( p - , .1, ̂  mené

\C»,) &) ^/

par l'origine fait avec les axes, les formules (10) deviendront

e ces a -+- Q cas ̂  === ei cos a •+- &) sîn ( p, &)} cas a',

^ ^ 6cosp4-0cosïî==6»cos(3 "+"^sm(p,(*)l)cos(3',

ecosy 4~0cosÇ^eîCOsy4"^sin(p,(<>)cosy' .
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La direction (a', j3', 7') est perpendiculaire au rayon vecteur p du point
[x, y, j^) ; de sorte que, si l'on multiplie les trois équations (i5) par
cosa', ces?', cos/, et qu'on désigne par r l'angle des deux directions
(Ç, 77, Ç), (<%', ^, 7'), on aura, en ajoutant membre à membre,

0cosT== œs in [p ,œj •+• £lCOSacosa /+ eacosp cosjâ'^-- egcosycos/.

L'angle T peut, jusqu'à un certain point, servir de mesure à la déviation
de l'arc p 9 , par suite de la déformation. En effet, dans le cas d'un corps
solide invariable, ou même si l'on suppose le cas d'une déformation
sphérique (s^ == £3 == £3), il vient simplement

//•\\
Q = &> sm \ p, w ) ,

* et la vitesse Q est perpendiculaire au plan(p, <xï).
Remarquons en passant que l'équation précédente, considérée comme

l'équation d'une courbe en coordonnées polaires, Q étant le rayon vec-
teur et l'angle ( ^ p f o)J rangle polaire, représente un système de deux
circonférences tangentes, et, dans l'espace par conséquent, un tore ayant
pour courbe méridienne l'ensemble de ces deux circonférences. Or si l'on
transforme ce tore par rayons vecteurs réciproques, le pôle étant Fori-
gine et la puissance l'unité, on obtient un cylindre de révolution; ce
qui explique le résultat obtenu à la un du numéro précédent.

II. — Discussion des expressions des vitesses composantes.

6. Cas d'un point fioce. — Considérons d'abord, pour plus de simpli-
cité, une figure dont un des points soit absolument fixe, et prenons ce
point comme origine des coordonnées; les expressions des vitesses
composantes deviennent

/ dîJC
TU'' d x — "rj* 4- q z =: X,

; dr(i) , ^= ry 4-e,7—p^===Y,

41
dt

:— qy 4-. py- ^. ̂ z ̂  %.
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II est naturel de se demander si l'origine est le seul point du corps
dont la vitesse soit nulle; s'il y a de pareils points, ce sont ceux dont
les coordonnées vérifient les équations

X=o, Y==o, Z==o.

Or ces équations représentent trois plans qui se couperont en un point
unique, l'origine, ou suivant une droite^ et qui pourront même se con-
fondre, selon que le déterminant

£i — r q

A === r £2 — -p

— q p 63

sera différent de zéro ou nul.
Ce déterminant développé devient

g,e^ .-t-Sip' -4-£2Î2 "+- esf"2;

la condition, pour qu'il soit nul, revient à dire que l'axe de rotation
(P., 5-, - ' \ doit se trouver sur un certain cône du second degré. En
\&Ï OO 00 /

effet, en posant
g | g 2 g 3 _ _ » P_______Jg_____

û)2 """' 9 &) ̂ ^^^r^r^*' '' 1 1

la condition en question se trouve ainsi exprimée
(a) (ei+A-)^2-^ (624"/r)y3-^- (eî t^^î^^o,

équation d'un cône du second degré réel ou imaginaire,
i° Si le cône est imaginaire, ce qui aura lieu nécessairement si la

déformatrice est un ellipsoïde, il n'y a pas d^autre point sans vitesse
quel'origine.

Voici quelle est l'idée que l'on peut se faire en ce cas du mouvement
de la figure : si l'on part des formules ( i^) (du § I ) y on voit que le dé-
placement d9 un point quelconque peut être considéré comme résultant d'un
glissement ps. sur le rayon vecteur et d'un déplacement angulaire Q du
rayon vecteur quidécrit un élément de surface conique.

De pluSy si l'on veut connaître la loi de distribution de la vitesse, il
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faut avoir recours à des relations fort simples, et dont jeferai un usage
constant dans toute cette étude. Si l'on désigne par 9 la vitesse d'un
point quelconque de la figure, par <p l'angle que fait cette vitesse avec
une certaine direction faisant avec les axes des angles dont les cosinus
sont (À, ^9 ^)f on aura, et cela dans le cas le plus général, pourvu que
les composantes de la vitesse soient des fonctions linéaires des coor-
données,

^ cosy == ?iX -+- fJcY 4- yZ,
(3)

v sîncp === ^(^.Z—i/Y)2 .

La première de ces formules, de beaucoup la plus importante, montre
que la vitesse d'un point, estimée dans une certaine direction, est propor-
tionnelle à la distance de ce point au plan ayant pour équation

^x + ̂ .Y -+• î/Z==o, ,

que j'appellerai le plan conjugué de la direction (X, p., v). Dans les appli-
cations géométriques, je iïf étendrai davantage sur les conséquences
de ces formules (3) ; celle que je viens dénoncer va me permettre d'é-
tudier la vitesse des divers points de la figure autour du point fixe.

On voit déjà, par exemple, que les plans X = o, Y == o, Z == o
sont les plans conjugués des trois axes coordonnés; ainsi la vitesse d'un
point, estimée parallèlement à l'axe des se, est proportionnelle à la dis-
tance de ce point au plan X ==== o ; et, pour les points de l'axe des œ en
particulier, elle est proportionnelle à la variable x. Du restela vitesse
estimée suivant le rayon vecteur même du point ayant pour expres-
sion pe croît bien proportionnellement au rayon vecteur; mais la pre-
mière des formules (3) nous montre que toutes le$ vitesses estimées
parallèlement sont proportionnelles aux distances de leurs points d'ap-
plication à un plan fixç-

a0 Si le cône représenté par Inéquation (^ )es t réel, c^est-à-dire si le
déterminant A est nul, il y a une infinité de points situés en ligne droite
dont la vitesse est nulle. Dans le cas d'une figure invariable, c'est, ce qui
arrive toujours si la figure a un point fixe; seulement il y a générale-
ment une différence entre les deux cas. La droite dont tous les points
ont une vitesse nulle, et que je nommerai un axe ' d e s vitesses, n'est pas
un axe de rotation, sauf dans certains cas particuliers. Pour nous rendre
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compte de ce qui se passe dans le mouvement de la figure, je prendrai
Vaxe des vitesses pour axe des z. Je remarque d'abord que les expres-
sions des vitesses composantes (i) sont particulières à un choix d'axes
coordonnés parallèles aux axes principaux de la déformatrice. Si l'on
prend un nouveau système d'axes rectangulaires» défini par le tableau
suivant :

x

r

z

^

a

a'

a"

/
b

V

b"

z1

c

c9

c"

a, b, c,... étant les neuf cosinus d^une substitution orthogonale; si de
plus on pose

(4)

(5)

(6)

e',== a2 ÊI 4- ^ea -4- c^a,

6^=== a'2 ei -h fr^Eî -4- c^e^

s; ==^2 ei 4-y'2 £2 "h^e^

A^CÊt+yc'eî+yV^
B == ca£i "+ <J^£2•4" <We3,
C^ab^^a'V^-r^y^

p1 == ap 4- bq -4- cr,
q^ a'p -h Vq 4- c'r^

r 1 == a!' f 4- b^q 4" ̂ r,

les composantes de la vitesse suivant les nouveaux axes auront pour
expressions

X' = s', x1 4- (G - r')y' 4- (B 4- g^

(7) y^tc+^^^e^r'^^—/)^
Z'==(B-î f )^+(A4 w p ' )^ / +<^

Pourla question qui nous occupe, it faut exprimer cpie les trois plans
^Tk. —— u, A —— Uy «J 1 —
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passent tous trois par l'axe des z, qui est Vaxe des vitesses; pour cela,
il suffit de faire

B-h^==o, A.+^r^o, e ;==o$

les expressions des vitesses composantes deviendront, en supprimant
les accents,

X==£^+(C-~r)y,

(8) Y==(C-4~r).r+Ê^

Z ='î[py—qx},

et Inéquation de la déformatrice

£i^2 -i- Êa^2-^ ^z(py — <?^) -+- 2C^y==ï$

en choisissant pour axes des x et desj les axes principaux de la section
de la déformatrice par le plan des xy, les expressions précédentes se
simplifient encore, et Fon a

(9)

X ==== Êi x — ry,

Y = roc 4- ̂ y,

Z ^^py—qx}.

Ces formules nous expliquent fort simplement la distribution des
vitesses autour de Y axe des vitesses.

D^abord on voit que la déformatrice est un hyperboloïde à une nappCy
et que Vaxe des vitesses est une génératrice du cône asymptote de cette
surface; c^est ce qui explique pourquoi le plan conjugué de Vaxe des
vitesses, qui est en même temps, et par exception, un plan diamétral
conjugué de la déformatrice par rapport à cet axe, contient cet axe.

' En second lieu, les expressions des vitesses (8) montrent que la
vitesse d'un point quelconque de là figure ne dépend que de la position
de la projection de ce point sur le plan des ocy, ce qui veut dire que
tous les points d'une même droite parallèle à l'axe des vitesses ont des
vitesses égaler et parallèles^ "

De plus^ Ïks points dont les vitesses totales sont égales se trouvent dis-
tribués mr des cylindres droits elliptiques ou hyperboliques, ayant pour
axe commun Vaxedes vitesses.

Annales de l'École Normale, si® Séné. Tome ÏI.' ï3
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Si, dans le cas d'un point fixe, on convient d'appeler vitesse rayon-
nante la vitesse ps, dirigée suivant le rayon vecteur issu du point fixe,
on voit sans peine que le lieu des points d'égale vitesse rayonnante est
la transformée par rayons vecteurs réciproques d'une surface homothétique
à la déformatrice, n

II en sera exactement de même pour les vitesses rayonnantes dont les
directions rayonnent autour de l'axe des vitesses dans des plans per-
pendiculaires à cet axe,

Enfin, les points qui ont la même vitesse estimée parallèlement à Uaxe
des vitesses sont situés dans des plans parallèles à la fois à F axe des vitesses
et à l'axe de rotation, et en particulier cette vitesse est nulle pour tous les
points du plan qui contient ces deux axes.

Cette dernière composante de la vitesse devient nulle pour tous les
points de la figure si l'axe de rotation se confond avec l'axe des vitesses,
c'est-à-dire si l'on a p = o, q == o.

7. Autre manière de concevoir le déplacement de la figure. — Rôle de
l'axe de rotation. — On peut arriver à concevoir le déplacement de la
figure en interprétant les seconds membres des équations (i) du nu-
méro précédent. Les projections de la vitesse sur les axes se composent
de deux parties ;

€1^ £ajy ^

et
qz—/y, rx—pz, py—<p7.

On connaît bien la signification de ces derniers termes; pour avoir celle
des premiers, faisons passer par le point (a?, y^ z} une surface

f{x, jr, z) == gt^2 4- e^7 -4- êa-s2 = C

homothétique à là déformatrice, et soit A^/son paramètre différentiel
du premier ordre, on a d'abord

i df i df î dfeisc^-.—f Esr = = = - — > ga;s===-"^"; 1 : ,, ! ^ ! , , 9. dx J z dy 1 ^ ! a dz' . 1 |i •: / 1 1 1 .

or, si dn est le déplacement du point (^ y , z) estimé îlOTïilâïemeïxt à la
surface/(«r, y, z) ==;<?, et dxç^ dy^ dz^ 'les ./projectio^a .-'de -w déplace*"
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ment sur les axes, il vient

d'où

^^.^Af ^^^A f rf/ -^A ^
dx-'dn^9 'dy^'dn^^ T^~dn^iJ9

î dxi . „ i rfri . „ i dz\ . „e(^==-—Ai/, Sar === - -7—A, f, £3^==- —A,f.a rfn " / y . v 2. rf/î • /? 2 ûf/i •/

Donc :
£a vitesse d'un point quelconque de la figure peut être considérée comme

la résultante de la vitesse de rotation qu^ aurait le point autour de Vaœe

[ Ey ï 5 — ), si la fis'ure ne se dé formait pas 9 et d^une vitesse normale à la
\00 6) &)/ v a J t 9

surface homothétique à la déformatrice passant par le point et égale au
demi-paramètre différentiel de cette surface en ce point.

En d'autres termes :
Imaginons tous les points du corps situés sur une surface homothétique

à la déformalrice ; en vertu de la déformation^ ils se transportent norma-
lement à cette surface avec une vitesse égale au demi-paramètre différen-
tiel du premier ordre relatif à chacun d'eux, pendant que la surface
elle-même tourne avec une vitesse angulaire co autour de Vaxe de rotation,

8. Cas où la figure n'a aucun point fixe. — Reprenons les formules
générales

/ dx „_- - - == ^x — ry •+• qz 4- Ui = X,

^T
dt rx 4- ̂ y—p-3+^2==Y,

— qsc"^ py 4- ç^z -t~ Us == Z.d^
dt

Les trois plans, ayant pour équations

X = o, Y == o, Z == o,

peuvent se couper en un seul point; ce point, qui aura une vitesse
. nulle pendant le temps dty je le nommerai centre des vite$ses^i il jouera
le même rôle pendant rinstant dt que le point fixe du n° 6; en second
lieu, ils peuvent passer par une même droite, qui sera alors un axe des

'i3.
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vitesses; enfin ils peuvent être parallèles à une même direction ; on
peut dire alors que la figure a un centre de vitesse à l'infini.

Remarque. — Les trois plans X == o, Y == o, Z == o ne peuvent se
confondre; car, parmi les conditions que cela nécessite, on trouve les
suivantes :

- e36g=—.p^ £3£.i==—q\ £ , £2===:—r%

qui sont évidemment incompatibles.
Les deux premiers cas ne présentent pas d'autres particularités que

celles que nous avons étudiées dans les n08 6 et 7. Le seul qui présente
quelque intérêt est celui dans lequel les trois plans conjugués des axes
sont parallèles à une même direction; c'est à celui-là, en effet, que se
rattache le déplacement d'une figure de forme invariable.

D'abord il est bien évident que le plan conjugué d'une direction
quelconque (X, ̂  v), ayant pour équation

ÀX-f -^Y -h ^Z== o,

sera parallèle à la direction commune (X, Y, Z). Il est donc naturel, en
procédant comme au n° 6 (2 ) , de prendre la direction parallèle à tous
les plans conjugués pour axe des z, et pour axes des x et des y les axes
principaux de la section de la déformatrice par le plan des ocy, l'origine
étant d'ailleurs indéterminée. Les équations des vitesses deviendront

X== z^x — ry 4" u^
(10) ^ Y == rx 4- eaj* -4- u^

Z==2(^—Ç^)+^;

mai^ il est évident que, sans changer la direction des axes, je puis dis-
poser de l'origine de manière à supprimer les termes indépendants des
variables dans les valeurs de X et de Y, et l'on aura enfin les expres-
sions suivantes :
, , . , X==.ei^~" ry^

(îobis) Y==: rx -he^
• ! Z ==2(p^—g^)+^.

dans lesquelles les coefficients n'ont plus évidemment les mêmes valeurs
que dans les formules (10) et (9) ; c'est pour simplifier que je supprime
les accente.
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La possibilité de passer des formules (ro) aux formules (10 bis) exige
une condition, c'est que le déterminant

Si £2 -+- r2

ne soit pas nul. Cette condition est essentiellement remplie dans le cas
d'une figure invariable de forme, puisque le déterminant se réduit à
+ r2 ; elle Fest encore si la section de la déformatrice par le plan des xy
est une ellipse. En général donc, les expressions des vitesses pourront
prendre la forme (10 bis}. Examinons alors la distribution des vitesses
dans les divers points de la figure»

Puisque les trois composantes de la vitesse ne dépendent que des
coordonnées x et y et d'une vitesse de translation qui est la même
pour tous les points, il en résulte que tous les points d'une droite pa-
rallèle à l'axe des z ont des vitesses égales et parallèles. En particulier,
tous les points de l'axe des z ont une vitesse commune de glissement u^ ;
nous conserverons à cette droite le nom Q^aoce glissant des vitesses. Il
faut bien remarquer que ce sera la seule droite de la figure qui jouira
de cette propriété. Nous pourrons donc énoncer cette propriété impor-
tante ; Lorsque^ dans le déplacement de la figure^ il ny a ni CENTRE ni
AXE ]OE VITESSE, tous les plans conjugués des diverses directions sont paral-
lèles à une même droite; tous les points (Vune même droite parallèle à
celle-ci ont des vitesses égales et parallèles, et enfin, entre toutes ces droites,
il en est une dont tous les points ont une vitesse commune de glissement
dans la direction de cette droite elle-même.

Enfin, pour compléter l'étude de la distribution des vitesses, remar-
quons encore que la déformatrice, dont l'équation est

Si^ "+- €ay2 "+.. ̂ z{py— q^) + u^z = i ,

est un hyperboloÏde à une nappe, à moins que le déterminant
e«p2 •+- 62<f

ne soit nul, auquel cas elle a la forme d'un cylindre.
Les points de même vitesse totale sont distribués sur des cylindres

du second degré , . . .
X2 -h Y2 + Z2 == <?,

et les points d'égale vitesse rayonnante autour de l'axe glissant sur des
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cylindres du quatrième degré ayant pour trace, sur le plan des xy^ la
transformée par rayons vecteurs réciproques de la section de la défor-
matrice par le même plan.

Si, par cas, le déterminant ^ £3 -h r2 était nul, les résultats précédents
seraient modifiés; car il pourra arriver, ou bien qu'il n'y ait plus ^axe
glissante ou bien qu'il y en ait une infinité.

III. — Déplacement et déformation d^une sur/ace algébrique.

9. Déplacement d'une surface.— Caractéristique.—Surface auxiliaire.
—Foyers.— Courbe adjointe. — Le déplacement d'une figure étant régi
par les formules (9) du paragraphe précédent, il est intéressant de
rechercher ce que deviennent les points situés à l'instant t sur une
surface donnée par son équation

(1) f[x,y,z)^o.

Pour cela, désignons par {oc^y^ ^ ) les nouvelles valeurs des coor-
données du point {x, y , z) après le temps t+ dt; en désignant par
X^Y.i, Zi ce que deviennent les valeurs de X,Y, Z lorsqu'on y rem-
place ocy y, z par x^ y^ z\, on aura d'abord

^i==^-hXrf^ j'i===y-i-Y^, Zt^=z+Zdt,

et, par suite, en négligeant les termes du second ôrdrey
x == ̂ , — Xi dt, j"==j'i—Y(rf^ z=z^—7^dt;

donc, en substituant ces valeurs de (^j, z) dans l'équation (i) de la
surface, on aura une équation

(2) /(^i—Xirf^yi—Yt^,^t--.Zt^)==:o,

qui représente évidemment le lieu des points {x^ y^ z ^ ) qui étaient
primitivement sur la surface proposée; c'est donc bien l'équation de la
surface transformée.

L'équation (a) nous montre, ce que nous savions déjà, que le degré
de la surface proposée n est pas altéré dans ce genre de déplacement et de
déformation.
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Si l'on développe l'équation (a) en ne conservant que les termes du
premier ordre, il vient, en supprimant les indices,

(3) /(.,^,.)-(xg-.Y^+zg)^=o;

et, sous cette forme, on voit c[ue cette nouvelle surface passe par la
courbe représentée par les deux équations

f[^,y,z)=Q,
(4) , . 1 ^df , Y^ l 7^-o^ —— -,{..- ^ —y-. -|, ̂  -^^- ^^ o,

a^* aj" az

Cette courbe est donc l'intersection de la surface primitive' et de sa
transformée infiniment voisine; c'est la caractéristique de la surface.

Je désignerai sous le nom de surface auxiliaire la surface, représentée
par la seconde des équations (4)? qui coupe la surface proposée suivant
la caractéristique.

A cette surface correspond une courbe ayant pour équations

. ^ rff v.^/ 7-^
( 0 ) X. . -7- =.-'• A . —" =— iL. —r- î/ rf.̂  cly dz

que je nommerai la courbe adjointe à la surface proposée.
Pour montrer le rôle de la surface auxiliaire et de la courbe adjointe

dans le déplacement de la surface, proposons-nous de résoudre la ques-
tion suivante :

Quel est le lieu géométrique des points de la surface mobile dont les
trajectoires font un angle donné y avec la normale correspondant à la
surface ?

Or on trouvera facilement que

^^^^_^ ̂  .^ ^y^(xf^Yfy
V \ dz d r ) \ dx dz \ dy duc)tangy== - y——————— IJ—.———„———,;———————————,

x^+y^+z^ -, , ~ dx 1 dy • ; dz

par suite, les points cherchés seront sur la courbe d'intersection de la
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surface proposée avec la surface représentée par Inéquation

fY^-z^fz^-x^y\ dz d y ] \ dx d z )

-.(x^-Y^-tang'Jx^-.Y^+Z^^o.\ dy d x ) ° T \ dx dy d z }

Si l'on suppose en particulier y == o, c'est-à-dire si Ton cherche les
points dont les trajectoires sont normales à la surface proposée, on voit
qu'ils sont les points d'intersection de la surface proposée avec la
courbe adjointe. Nous pourrons, en empruntant à un travail bien
connu, de M. Cliasies ( 4 ) , cette dénomination, appeler foyer (cinéma-
tique) d'une surface mobile tout point de cette surface dont l'élément
de trajectoire sera normal à la surface»

Les foyers d'une surface résultent en définitive des intersections de
trois surfaces de même degré; par conséquent, si m est le degré de la
surface proposée, on voit que cette surface pourra avoir m3 foyers.

Si l'on suppose y == ̂  c'est-à-dire si l'on cherche les points qui
commencent à se déplacer sur la surface elle-même, on trouve tous les
points de la caractéristique.

Si l'on considère en outre toute une famille de surfaces homothé"
tiques

/(^y^)==^

elles ont toutes même surface auxiliaire et même courbe adjointe. La
surface auxiliaire est le lieu des caractéristiques, et la courbe adjointe, le
lieu des foyers^de toutes ces sur/aces.

On voit en outre que, lorsque, dans le déplacement de la figure, il y a
des points sans vitesse, ils appartiennent à la fois à la surface auxiliaire
et à la courbe adjointe; et s'il n'y a pas de point sans vitesse, cette sur-
face et cette courbe renferment la droite parallèle à la direction com-
mune de tous les plans conjugués.

{^Comptes rendus de l'Académie des Sciences;, a6 juin 1843.
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IV. — Etude spéciale du déplacement des points situés
dans un même plan.

10. Si l'on suppose que la surface que nous venons de considérer
devienne un plan ayant pour équation
( 1 ) 1^-hp.y-^-^z—CT==O,

(X, ^, v) étant les co.sinus des angles de la perpendiculaire au plan avec
les axes, et ^ la distance de l'origine au plan, on voit que ce que nous
appelions la surface auxiliaire a pour équation
(2) XX+^Y-+^Z==o;

c'est donc IQ plan conjugué de la direction (X, p., v) {voir n° 6).
Le plan représenté par l'équation (^) est le lieu de tous les points de la

figure dont les vitesses ont des directions perpendiculaires à la direction
( X, ̂ , v) et par conséquent parallèles au plan ( ï ).

C'est ce qui explique pourquoi le plan conjugué d^une direction
(X, ^^v) coupe tout plan perpendiculaire à cette direction suivant sa
caractéristique.

Les caractéristiques de tous les plans parallèles sont parallèles»
La courbe adjointe devient, dans le cas du plan^ une ligne droite

ayant pour équations
(3) ^ï^,

À p. v •

que je nommerai la droite adjointe à la direction (X, p., v).
En se reportant à la seconde des formules (3) du n° 6, on voit que

la droite adjointe à une direction (X, p-, v) est le lieu des points dont les
vitesses sont parallèles à cette direction.

Il s'ensuit que la droite adjointe à une direction est le lieu des foyers de
tous les plans perpendiculaires à cette direction.

Les foyers de tous les pians parallèles à une même direction ont des
vitesses perpendiculaires à cette direction; ils sont donc tous situés
daiïs le plan conjugué de cette direction; donc :

Le plan conjugué d'une direction est le lieu des foyers et 9 par suite, des
droites adjointes de tous les plans parallèles à ceUe direction.

Annales de l'École Normale» a® Série, Tome IL l4
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Si nous considérons deux directions rectangulaires A et B, on re-
marque que les poi'nts dont les vitesses sont parallèles à B et, par suite,
perpendiculaires à A, sont à la fois sur la droite adjointe de B et \Q plan
conjugué de A; donc :

La droite adjointe à une direction est V intersection commune de tous
les plans conjugués aux directions perpendiculaires à la première.

11. Si l'on prend tous les plans qui passent par une même droite,
nous savons déjà que leurs foyers sont dans un même plan; mais on
peut se demander quel est le lieu. géométrique de ces foyers.

En remarquant que tout plan est normal à la trajectoire de son foyer,
cela revient à chercher quels sont les points de la figure tels, que les plans
normaux à leurs trajectoires passent par une même droite.

Or Féquation d'un plan normal à la trajectoire d'un point {oc^y'y z^
est

[ œ — x f ) d x • ^ { y — y f ) d y f ^ {z—z^dz' === o
OU

(^—^x'+^-yîY'+^—^z^o.
Les conditions qui exprimeront que ce plan normal passe par une droite
ayant pour équations

se — X j _ y — yi , z — ^^
1 p. v r

sont, en supprimant les accents de x^y\ z^ X', Y y Z',

îiX+fJiY+i^Z=o,

(^,—^)X'+-(y>—7)Y+(^,—^)Z==o/
(4)

et elles expriment que les points cherchés sont, d'une part, dans le
plan conjugué de la droite eC d'autre part, sur une surface du second
degré semblable à la défbrmatrice. Donc le lieu des foyers des plans qui
passent par une droite est une conique intersection d'une surface du second
degré semblable à la déformatrice par le plan conjugué de la droite
donnée»

- 12. A. cette courbe, lieu, des fbyerades plans qui pâment par une
droite donnée, correspond une surface réglée du wwnà degré, lieu
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des caractéristiques correspondantes; en effet, P et P' désignant deux
fonctions linéaires des coordonnées, les équations

P==o, P^o
représentent une droite;, et
(5) P- / rP '=o

l'équation de tous les plans passant par cette droite ; l'équation du plan
conjugué sera de la forme

(6) ?,X+^Y4-v2—/f(X'X+^Y+î/Z)=:o,

et l'ensemble de ces deux équations pour une même valeur de k repré-
sente la caractéristique de celui des plans (5) qui correspond à cette
valeur de 7c. En éliminant ce paramètre variable entre les équations (5)
et (6), on aura donc l'équation du lieu des caractéristiques
( 7 ) (ÀP /-yP)X+(^P'-^P)Y4",(yP /"-y 'P)Z==:o,

laquelle représente bien une surface réglée du second degré ; en géné-
ral, cette surface sera un hyperboloïde à une nappe. Ainsi les caracté-
ristiques de tous les plans passant'par une droite donnée sont situées sur
une surface réglée du second degré.

La courbe lieu des foyers et la surface lieu des caractéristiques des
plans passant par une droite donnée ne sont autres choses que la courbe
adjointe et la surface auxiliaire d'une famille de plans. Pour que l'é-
quation des plans passant par la droite ÇP M o, P'^s o) rentre dans le
type

f{sc,y,z}=c,
il faut l'écrire

P , , , , ; -! ! , ! p7 == /r ; 1 •

en prenant les dérivées partielles da premier membre et substituant
dans l'équation (5) et la seconde des équations (4) du 11° 9, on aurait
les équations trouvées par d'autres considérations-

Si la droite par laquelle passent tous les plans s'éloigne à Finfini, la
courbe adjointe devient la droite adjointCy et la surface auxiliaire, le
plan conjugué de la direction de la droite.

' ' i4. ,
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13. Je n'ai rien supposé jusqu'à présent relativement aux plans
X == o, Y == o, Z = o, que l'on pourrait bien appeler pour abréger les
plans des vitesses coordonnées; mais on voit aisément que si ces trois
plans se coupent en un seul point, c'est-à-dire s'il y a un centre des
vitesses, tous les plans conjugués aux diverses directions, toutes les droites
adjointes passent par le centre des vitesses.

S'il y a un axe des vitesses, tous les plans conjugués aux diverses di-
rections passent par cet axe y et toutes les droites adjointes se confondent
avec lui.

Enfin si les plans des vitesses coordonnées sont parallèles à une même
direction, il en sera de même de tous les plans conjugués et de toutes les
droites adjointes,

14. Je n'insisterai pas sur une foule de théorèmes concernant les
plans conjugués et les droites adjointes; il suffît de lire le Mémoire de
M. Chasies que j'ai déjà cité, et un Mémoire de M. Mannheim, publié
dans le .26° Cahier du Journal de l'École Polytechnique, et d'étendre les
théorèmes qui s'y trouvent démontrés dans le cas d'une figure inva-
riable au cas plus général où la figure subit une déformation homogra-
phique. Je passe à une propriété beaucoup moins remarquée, si même
elle l'a été.

Cherchons le lieu des points de la figure mobile dont les trajectoires ou
les vitesses sont inclinées d'un angle donné (p sur une direction fixe (1, a, v).

En divisant membre a membre les expressions de ^siny, ^cosy trou-
vées au n° 6 (équat. 3), ol trouve

(8) ^[(^Z~yY)2 ] - ta^g29(ÀX-4-^Y-+yZ)2=:o

(le 2 comprend trois termes analogues à celui qui est écrit); celte
équation montre que le lieu des points cherchés est un cône du second
degré.

De plus, la forme même de réquation de ce cône montre que / a
droite adjointe et le plan conjugué de la direction fwe sont la polaire et le
plan de contact communs à tous les cônes compris dans l'équation^),
quand on y donne à l'inclinaison y toutes les valeurs possibles.

Il résulte évidemment de là que, dans un plan, le lieu despomtss dont
les vitesses ou les trajectoires sont également inclinée sw la normale au
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plan est une conique^ et que le foyer cinématique du plan est le pôle de la
caractéristique^ par rapport à toutes les coniques correspondant aux di-
verses inclinaisons des vitesses.

Dans le cas particulier où la figure est invariable, la propriété que
je viens d'énoncer prend une forme plus frappante encore. Les expres-
sions des vitesses, dans ce cas, deviennent

X== qz — ry -4" u^ Y = rx — pz •+- u'^ Z =py—qx -\- Us;

si l'on prend pour plan des xy le plan mobile lui-même, pour origine
son foyer, pour axe des z sa normale et pour plan des zx le plan pas-
saat par la normale et la direction de l'axe de rotation, cela revient à
faire

^ = o, [ji.=0y v=î.y q == G, Ut=^0y ^2==o;

or l'équation du cône (8) se réduit à
X2-4. YS_ tang^Z5^ o,

et, en remplaçant X, Y, Z par leurs expressions simplifiées, on trouve,
en y faisant z ==== o,
(9) r2(^2"4"y ;^)—tang2y(py•4-^)2==o,

ce qui est bien Féquation d^une conique ayant pour foyer l'origine,
c'est-à-dire le foyer cinématique du plan, et pour directrice sa caracté-
ristique,

Ainsi, dans le cas d?'unefigure déforme invariabley les diverses coniques y
lieux des points d^un plan dont les vitesses ont une inclinaison donnée
sur la normale au plan, ont pour foyer commun le foyer cinématique du
plan et pour directrice sa caractéristique.

Soient p le rayon vecteur d^un point du plan mobile par rapport à son
foyer; ^ l'inclinaison de l'axe spontané sur la normale; S la distance
du point à la caractéristique; l'équation (9) se transforme en la sui-
vante

j == tang^ tangy,

ce qui exprime que le rapport des distances d^ un point du plan mobilew
foyer et à la caractéristique est égal w produit des tangentes de l9 inclinai"
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sonde la vitesse et de V inclinaison de l'axe de rotation sur la normale au
plan (figure de forme invariable).

V. — Détermination géométrique et analytique des paramètres
du déplacement.

15. Cas d^une figure déforme invariable. — Je prends d^abord ce cas
fort simple où la connaissance des vitesses de trois points en grandeur
et en direction suffit à la détermination complète du déplacement de la
figure. Soient v, (^ v" les vitesses de trois points donnés; y, y', ^ leurs
inclinaisons sur la normale au plan de ces points; { p , &), (/, c^), (p", d^)
leurs distances au foyer et à la caractéristique; on aura trois couples de
relations telles que les suivantes (n° 14, ^ désignant toujours l'incli-
naison de Faxe de rotation sur la normale) :

ç cosy === âcasin^ vsîûcp ==pûû cos^?'

donc les distances des trois points donnés à la caractéristique de leur
plan sont liées par les équations

! ! , s • 1 ; 1 1 , ! 1 <y 1 ' y
< / c o s 9 ( / ' c o s ^ ( ^ c o s y ^

donc cette caractéristique n'est autre chose que l'aooe d'homothétiede
trois cercles dont on connaît les centres et les rayons.

De même, pour les distances des trois points au foyer, on a

p _ _9__ _ ^ ^
( / s iny ^ s i n y ' ^ s i n y 7 ' 9

donc le foyer est connu, puisqu'il est à l'intersection de deux cercles,
lieux des points dont les rapports des distances à deuûo points donnés sont
connus.

Quand on a ainsi le foyer et la caractéristique du plan des trois points,
on a^ par la relation

j ===tang9tang^,

riaclinaisôft ^ de Taxe spontané glissant sur la normale à ce plan. La
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trace de cet axe est sur la plus courte distance du foyer à la caractéris-
tique; cela résulte des expressions des vitesses composantes dans le
dernier système de coordonnées que nous avons pris; on a alors, pour
un point quelconque du plan des xy,

X==—r^ y==r^ Z==p;r+^3.

(On doit se rappeler que l'origine est le foyer du plan xy, et que Faxe ox
est parallèle à la caractéristique.) Pour le pied de l'axe spontané qui ne
peut se mouvoir que dans la direction de cet axe, parallèle au plan de
zûc, la composante Y de la vitesse est nulle, donc x == o ; ce point est
donc bien sur la plus courte distance du foyer à la caractéristique,
Comme sa vitesse fait un angle ^ avec la normale, on aura donc, pour
déterminer sa position, la relation

J=tang2^

Enfin on a
&,) ;

/p^os2^ + ô^sin2^

v, p, S se rapportant à un (les points donnés. On a donc ainsi résolu
complètement la question de la détermination de Faxe spontané glis-
sant. Quant à la translation suivant cet axe, si on la désigne par U,
on a

Ua === U ces 4' î

^3 est le déplacement du foyer; comme c^est une rota-tion autour de la
caractéristique, si Von appelle c?o la distance du foyer à la caractéris-
tique, il vient

Uy === So w sîn 4s
d'où

U == âoûotang^ 1 !

expression qui donne le rapport === ^o tang^. To^t ^ qui concerne
le déplacement est donc parfaitement déterminé d'après la connaissance
des vitesses de trois points en grandeur et en direction.

16. Cas général. — Dans le cas général du. déplacement que nous
étudions, les fonctions X^ Y> Z renferment douze paramètres ; il ne suffit
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donc plusde connaître les vitesses de trois points en grandeur et en di-
rection pour déterminer ces paramètres: il faut quatre groupes de rela-
tions, c'est-à-dire avoir les coordonnées et les vitesses de quatre points.

La solution géométrique de la question est tout aussi simple que
celle que je viens d'exposer pour le cas d'une figure invariable de forme.
Les quatre points dont on connaît les vitesses ^, ç^» ^3» ^4 senties som-
mets d'un tétraèdre; or, si l'on estime les vitesses de ces quatre points
suivant une direction normale à l'une des faces, le plan conjugué à cette
direction sera déterminé par les rapports des distances des sommets du
tétraèdre à ce plan, lesquelles sont proportionnelles aux vitesses ainsi
estimées. Cela revient à dire encore que si l'on imagine quatre sphères
ayant pour centres les sommets du tétraèdre et pour rayons les vitesses
de ces quatre points estimées dans une certaine direction, le plan con-
jugué à cette direction est le plan d'homothétie des quatre sphères. En
répétant la construction pour les directions normales aux quatre faces,
on aura quatre plans conjugués. De plus on aura la droite adjointe cor-
respondant à chaque face, en la considérant comme l'intersection des
plans conjugués des côtés de cette face. Si tous les plans conjugués se
coupent en un même point, il y a un centre des vitesses; s'ils se coupent
suivant une même droite, il y a un axe des vitesses; enfin s'ils sont pa-
rallèles à une même direction, le centre des vitesses est à l 'infiai; dans
ce dernier cas, on aura l'axe spontané glissant, en menant un plan per-
pendiculaire à cette direction parallèle à tous les plans conjugués, et en
déterminant le foyer de ce plan, qui sera le pied de l'axe spontané.

Le déplacement de la figure est donc complètement déterminé, puis-
qu'on pourra trouver la vitesse d'un point quelconque de la figure, ainsi
que je l'ai déjà indiqué dans la Note insérée aux Comptes rendus de l'Aca-
démie des Sciences [^ Y Et réciproquement on pourra dire quels sont les
points de la figure doués d'une vitesse assignée d'avance en grandeur
et en direction.

17. Solution analytique delà question. — Nous prendrons trois axes
rectangulaires quelconques; comme ils ne coïncident pas avec les axes
principaux de la déformatrice, il faut prendre les formules les plus gé-

( 1 ) Comptes rendus de l'Académie des 'ScienceSy 6 mai 187%*
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nérales du déplacement, qui seront, d'après ce qui a été dit au n° 6 (rî),
X==5^4-(C—r') j -+ (B+g^ -+u^

(G 4- r ' ) .c -h£27- i - (A—pa^4-^ ,

(B — q ' ) x -+-(A 4-p /)y-+-£'3.s•4-^,
(i) Y;

Z :

et nous aurons quatre groupes semblables à celui-ci, ce qui fera bien
douze équations pour déterminer les douze quantités £\, £3, 4, p\ q ' , r ' ,
A, B, G, u^ z^, ^3, et, par suite. Si, s^ £3, p , q^ r et les directions des dé-
formations principales.

Soient donc (X^Y^, Z,), (^-.y;, z^ les vitesses composantes et les
coordonnées des quatre points donnés ; l'indice i pouvant prendre les
quatre valeurs i, ^, 3, 4, la considération des quatre vitesses compo-
santes suivant Faxe des oc fournira un premier groupe de quatre équa-
tions, telles que
(2). X/ = 6', Xi + (C — r/JJ,-+- (B 4- q^zi 4- u, (/== i, 2, 3, 4).

Le déterminant
.y,

.y. r"

n
.r̂ .n

représente, comme on sait, six fois le volume V du tétraèdre des quatre
points; et si l'on désigne par fi l'aire de la face opposée au sommet
{x^ Yb z^ pâî* (^ y-b ^i) I68 cosinus des angles de la normale n^ à cette
face avec les axes, on déduira facilement de l'expression du déter-
minant

v =i2^ == ̂ r^f^^z^f^
De plus les déterminants partiels qui multiplient les termes de la qua-
trième colonne verticale représentent six fois les volumes des tétraèdres
ayant pour sommet commun l'origine et pour bases les quatre faces/e-
du tétraèdre des quatre points ; de sorte que, si ^ désigne la distance de
l'origine à la faceyî, chacun de ces déterminants partiels représentera
l'une des quatre valeurs de 2/1^^ et, par suite, on aura encore

. ! . . - • 1 ' 1 - 1 ! 1 1 ! 1 'V^p^r;
/'Snnales (îe VEcole; Normale. '1e SérM*. Tome IL i5
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ceci rappelé, la résolution des équations du groupe (a ) donnera

e', = 3^ lX;î..f,, C-r'^^ 2X,^., B -+- q'= ̂  2X,^-,

Ui==yy2.'Sii§,fi.

En résolvant de même les équations des deux autres groupes Y(, Z;, et
combinant au besoin les solations, on aura, en introduisant les quatre
hauteurs A, du tétraèdre et remplaçant 3V par y/A/,

(3)

(-S^'
1 V^ o\,/ u^y Y,—.i ^j /^-

' -s2-^
(4)

(5)

, , _ Y ^ - x ,,̂
A,i £ t — ^ !—i—" ?

fc Là Ili

^Sï'
e'-V1^.

\ '"Z /<. '

A=^[^(^z.+^y,)"[,

B==S[^l;••x••+w]>
C:==S[%(^'Y'•+^X')];

^^Sl^^'2'"'1''^^
I^SE^^--*--^(6)

Y : {^'==]^^.~^^ '
Nous avons donc ainsi des expressions très-symétriques des paramètres
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du déplacement en fonction des vitesses données et des éléments du
tétraèdre des quatre points.

18. Discussion des expressions des Uj. —" II faut d'abord savoir à quel
type de déplacement se rattache le cas proposé; pour cela, il faut avoir
recours aux expressions des composantes uj de la vitesse de translation
de l'origine (/=== î, 2, 3).

Pour qu'il y ait un centre des vitesses, il faut pouvoir déterminer un
point tel, que ses distances cî\- aux faces du tétraèdre donné vérifient
les trois équations

et aussi la relation

ou

Hj"=:: 0,

Z/^/^3V,

v^
LT.^ '

^
de sorte que, en prenant pour inconnues les rapports —ï le dénomina-
teur commun des valeurs de ces inconnues sera le déterminant

! X. Y. Z, ïï
1 X. Y, Za i

X, Ya Zâ x

x, y, z, y

^6v';

si l'on convient de regarder les composantes des vitesses comme des
coordonnées orthogonales, V sera le volume d'un tétraèdre dont les
sommets (X^Y,, Z^-) seront parfaitement déterminés, et dont on con-
naîtra, par conséquent, les faces / ' , , les hauteurs H, et les distances è\
de l'origine aux faces fi.

Cela posé, si Y' n'est pas nul , il y aura un centre de vitesse, et il sera
déterminé par les quatre équations

t==|(^,,.,3,4);

mais, si ¥ '== o, on doit avoir Â^== o, et alors, si les ^ sont tous nuls,
il y aura un axe des mfesses^ tandis que, si l'un au moins est différent
de zéro, le centre des vitesses passe à rinûni.

»5.
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19. I/équation de la déformatrice rapportée aux axes actuels est

s'pf2 -+•- s^j12 -4- ^.s2 4- aAyz -h itàzx -+" sC^y = ï ;

si nous voulons la rapporter à ses axes principaux, qui sont les direc-
tions des déformations principales, on a à résoudre l'équation du troi-
sième degré en e

£\-E G B

, C £2 — s A == o;

B . A s',- s

les trois racines de cette équation sont les déformations principales,
et, une fois déterminées, elles fourniront les directions des axes prin-
cipaux.

Quelques-uns des coefficients de l'équation du troisième degré en e
s'expriment assez simplement en fonction des données; telle est, par
exemple, la somme

£\ +, t\ + ̂  == £, 4- Sa -+• €3.

On trouvera que cet invariant représente la somme des rapports des
quatre vitesses données estimées normalement aux faces, aux quatre hau-
teurs correspondantes du tétraèdre. On trouverait de même que le carré
de la vitesse angulaire o> est égal à la somme des carrés des rapports des
quatre vitesses données estimées parallèlement auoc faces du tétraèdre, aux
quatre hauteurs correspondantes^ plus la somme des doubles produits de
ces mêmes rapports deux à deux par les cosinus des angles formés parles
normales aux plans déterminés par les vitesses et les normales aux faces,

On voit donc que l'on peut déterminer avec une grande facilité tous
les éléments du déplacement infiniment petit de la figure, dès que l'on
connaît les vitessesde quatre de ses points en grandeur et en direclion.

20. Déformation d'une surface réglée à génératrices articulées. — Pour
donner un autre exemple de la détermination des paramètres du dépla-
cement d'une figure d'après la connaissance de certaines conditions
considérons une surface réglée qui se déforme bomographiquement, et
cherchoîis quelle doit être la loi de déformatian pour qiac deux points
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situés sur une même génératrice restent à une distance invariable l'un
de Vautre. On a un exemple de ce genre de déformation dans ces petits
systèmes de tiges articulées ayant à peu près la forme d'un cône tron-
qué, et dont on se sert pour entourer les vases de fleurs (cache-pots).

Soit, à l'instant t,
x! -L- r! _ f!-- î - iaï "•" ^ • ç2 — h

l'équation d'un hyperboloïde à une nappe; au bout du temps t+dt,
les points qui sont actuellement sur cette surface seront sur une sur-
face voisine

^ (x + Xrf^) + ̂ (r + Y^) - ̂  + ïdt) = k ik -r ̂  dt\ ;

les fonctions linéaires X, Y, Z sont représentées par les formules
générales ^

( X = = £ i . y + . ( C — r ) 7 - | - ( B + < j ) ^ , .
Y := ( C -+- r ) x -e^ + (A — p ) z ,

{ Z ^ ( • B — g ) ^ ^ (A ' ^ p ) y ^ - e , z ,

en considérant les vitesses relatives au centre de la surface que l'on
pourra supposer fixe.

Les équations d'une génératrice de la surface sont

(G)
;r z i / / ^\—_«».=: ^ /^ _ _
b c \ a )
V z i / - »r\^ 4.-==- /r+- .o c À \ <% /

II est aisé de voir que le plan conjugué de la direction de cette géné-
ratrice'a pour équation ;

a/^X -+- b(ï — À2) Y -+- c{ï ̂  t^Z == o,

et que, par suite, la vitesse d'un 'point d e ^ l a 1 génératrice estimée dans.
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la direction de cette génératrice est

a ^ , X + 6 ( ï — ^ ) Y - l - 6 > ( î " + - À a ) Z
(/ COS(p===

V^À2 4- ^( i — ̂ f-^ ^( i 4- À2)2

Pour satisfaire à la question proposée, il faut rendre cette expression
indépendante de la position du point sur la génératrice; pour cela, je
remplace X, Y, Z par leurs expressions ci-dessus, et félitniney et z de
l'expression de vwscp au moyen des équations de la génératrice; le
résultat devra être indépendant de ûû, ce qui donnera l'équation de
condition

2a^[2^'AÊ, 4- b(î- À^ C - r) 4- c(i 4- Â^B -4- q)'] •

4-&( I—À a ) [>aÂ(C4- r)4- b(î —Â^ 4" c ( l 4 - A 2 ) ( A — p}]

4-c( ï 4- À 2 ) [ 2 a ^ ( B — g ) - ^ é ( I — ^ ) ( A 4 - p ) 4 - c ( ï — ^)e,]=o.

Mais cette relation doit être vérifiée, quelle que soit la valeur de X ; de
sorte que, comme elle est du quatrième degré en X, elle se décompose
en cinq équations de conditions qui sont les suivantes :

: 6 2 .e2--2é^A4-<^ 2€3==o,

• acÏÏ — abC === o,

a a3 E i — b ^ E î t 4- c^ea = -̂ o,

a6*B 4- <a6C =: o,

//-' £2 4- 2 &CA 41- 6(2 S;; —.- 0,

et l'on en déduit à vue

A -= o1, B ==o, C == o;

ce qui prouve déjà que les axes principaux de la déformatrice coïnci-
dent avec les axes principaux de la surface proposée; de plus, on a
entre les déformations principales les deux relations

, ! . ,: 1 ! Êi^^e^^—g^2;1 ! , ! 1 ' ! 1 1 , 1 ! 1 ! !

de sorte que les formules qui donneront la vitesse d'Vïi point quel-
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conque de la figure seront

X== € 1 ^ — rj'-f- ^2?,

•̂  ^s,Y=== r.z*-h -^-T— pz,

ry ^Ê,Z ==: — <y .z1 -L-* p y — —— ^.i l J ^

Avec un mode de déformation indiqué par les formules qui précè-
dent, deux points, pris à volonté sur une génératrice quelconque de la
surface de l'un ou l'autre système de génération, resteront a la même
distance. Par suite, les quatre points d'intersection de deux généra-
trices d'un système avec deux génératrices de l'autre formeront un
quadrilatère dont les côtés pourront être articulés, tout en satisfaisant
aux formules précédentes du déplacement. Toutefois la nécessité, pour
un point commun à deux génératrices de systèmes différents, de se
mouvoir à la fois sur les deux génératrices entraîne des relations entre
les composantes (le la vitesse angulaire; ces relations s'obtiennent très-
simplement en identifiant les expressions de la vitesse d'un point
commun à deux génératrices de la surface, et l'on trouve pour con-
ditions

P _ <1 ^. r .^"ï^^rrr

la seule solution acceptable est donc

p==o, q ==o, r^o,

et les formules qui expriment la déformation de la surface réglée sont
donc enfin

dx
. • rfl^'^1 • ,

dy ^£,
^^..^y,

dz a'^Sijr ' : '1 ' ' "~" "T2"1
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On en conclut, pour la vitesse totale d'un point quelconque de la
surface,

/ /v2 /i/< 2 y_ ï y

(/=:^Ê. i /—-4- 77+-7==^,-Ai,v ^ ^ <-' a
Ai n'étant autre chose que le paramètre différentiel du premier ordre.
La vitesse est donc normale en chaque point à la surface? qui se déforme,
et proportionnelle à la valeur du paramétre différentiel du premier ordre
en ce point.

Comme j'ai supposé le centre de la surface fixe, et que, par suite
des liaisons du système, les points de la figure se trouvent toujours sur
une surface de même nature, les formules ci-dessus ne renferment
qu'un seul paramètre; il suffira donc de connaître une seule vitesse
en un point connu pour pouvoir assigner la vitesse d'un autre point
quelconque de la figure.


