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N O T E
SUR UNE

FORMULE DE CALCUL INTÉGRAL,
PAR M. F. DIDON,

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BESANÇON.

I.

Dans le cas où /(^), fonction bien déterminée de la variable imagi-
naire £, a, pour tout point d'un contour fermé T, une valeur différente
de zéro et de l'infini, on sait que l'intégrale | - — ) ^ ^ étendue à tout

ce contour, est égale au produit de 2n\/—î par un nombre entier p ,
Je vais démontrer^ dans ce paragraphe, la proposition plus générale

suivante :
« Si A désigne le déterminant fonctionnel de n fonctions bien déter"

minées f(t,u, ̂ , . . .), cp{t, u, ^,...), ^U, u,ç,...)... à n variables ima-
ginaires t, u,(;,..., et s'il n'existe aucun système de points t, u, ^..,,
pris le premier sur un contour fermé T, le deuxième sur un contour
fermé U, le troisième sur un contour fermé V, etc., susceptible d'annu-
ler ou de rendre infinie l'une quelconque des fonctions/, y, ^,..., l'in-
tégrale multiple d'ordre n,

r r f————.^———— di dudv^..,
J J J / { ^ ^ ^ — j y ^ ^» ^--) ^(^ ^,^...}.-

dans laquelle on fait parcourir à t tout le contour T, a u tout le con-
tour U, etc., aura une valeur de la forme {^n^—ifp, p représentant
encore un nombre entier. »
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Je commencerai par prendre le cas de deux variables qui conduit à
l'inléffrale double

àf(t, a) à cp (^ u} àf(f,u) (l^tJ^//-^_,_!îi-_—^ î__-^- dtdu,
f(i,u\ ^ ( l , u )

différence des deux suivantes :

r rôf{t, u) 6ko(^ u) r ràf{t,u} à^^,u)
/ / ~I[Z àu dtd^ } / ^ ^ ^ . d i d u .

J J /^«) ç ? { t > u ) J J J(^^) ? (^^ )
J'observe tout d'abord que l'identité

àf(t,u} <VÎ Jl)
à ai à au
au f[t,u) ^ àt f{t,u)

àf(t^u} W^]

permet de regarder ——r- et —r^— comme les dérivées partielles
J [h u ) /{h u l)

relatives à t et à. u, d'une même fonction F(^, uY Ces dérivées ne devant
être envisagées que le long de contours où elles sont finies etcontmuos,
je supposerai que F(^ u) soit une fonction continue de t et de u. On
voit ainsi queF(^, u) n'est autre chose que l 'une quelconque des déter-
minations de logf[t,u), que l'on rend continue par l'addition à cer-
tains moments critiques des constantes convenables. C.ehi dity j^arrive
au calcul de l'intégrale

•^/^^ àj^t^r ràf{i
/ / Z^J J .m

àt " an , y
f{t,u) ~^^

En donnant à u une valeur déterminée se rapportant à an point quel-
conque du contour U, on est conduit à évaluer l'intégrale ahnolo

• ràf(t,u} à^{t,u}^f(t,u\ ̂ j^u]
_àj__ au "" .f^ur ^^(l^: / —^L-^ "au" . • ,

J f^u) ^(^y^ •. , 1 ,.. :

qu'on étendra à tout le contour T, en partant d'un ipoiûiqueleonqijie^,
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et s'en éloignant sur le contour, toujours dans le même sens, jusqu'à
ce qu'on y soit revenu. Si l'on considère là portion de l'intégrale qui
correspond à un arc variable du contour, compris entre le point ^ et le
poinu, on aura, grâce à une intégration par parties,

^àf{t,u) à^[t,u} F à(f(£,u)^ ^t ^£(̂ Ji)
1 àt au .. \ ̂ .. . au \ I à au ,

1 "777-—r —7"/—rdt^=:\ V{t,u)—-—- | — / F (f, u) —- —-,——- rf/yJt, f{t,u) <f(t,u) L ' ? ( ^ ^ ) J ^ Jt, ' ) ' àt ( p ( £ , ï . c ) ?

et, quand t atteindra de nouveau la valeur t^ on obtiendra l'intégrale
<^(^)

simple que l'on cherche. Mais, d'une party — f ^ - n'a qu'une valeurcp(^ u)
pow t=t^ ; d'autre part, F(^, u) s'accroît, quand le poinU a parcouru le

ràf[t, y }ràf[t,
. / ZK
J f{t^contour T, de Fintégrale j -——-dt, étendue à tout ce contour; de^/ j \i, u)

sorte qu'en remarquant que la valeur de cette dernière intégrale ne dé-
pend que du nombre des racines t des équations

/(^)==o, f[t,u)^^

qui se trouvent enfermées par le contour T, que, de plus, ces racine^
quand u varie le long de U, décrivent des courbes qui sont toujours
situées à l'intérieur de T, puisque, si elles traversaient ce contour, on
aurait

/(/, u ) ==: o ou /(/, u) == co ,

pour unsystème de points t, u, pris respectivement sur T et U, ce qui
est contrarre à notre hypothèse, et que dès lors le nombre de ces racines
est constant, tant que u est sur U, on voit bien que la variation de

rdf^^
F (^ u} peut être représentée par j ,^—^, ^ étant un point dé-
terminé du contour U. Par conséquent

^/(^) (?y(^^) î̂î Jl) r^f^Û r à ^ ( l , u )
_ ai _au ^ . (/u j "--•""">-^~t- s ^ «....,.-.̂ .̂ .,........
f^u) 9(^) ^7(7;;̂ V j^^^-J V^,^^^dl,
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//
W^ u,) r

^J ri^^J

'àf{t\u} à^{t,u}
àt oit

f(t,u) <p(^)

>df[t, u^) p
dt

' d t d u

d^(t^u\
du

f(t,U,) J ^f(i^U)

On trouve de même
> àf(t, u] à^{t,u}f! au àt dtduf(i,u) tp((,t(,

dcf>(t, ^i)
dt

(p(<,^i)

rdf(t,, u] ç

J i^^j

du
r r ^î^L^àjf^j^

() ou
•Sj'»-'W!'"-

à^^
ôtV(l,u)————dtdu.1 / au y(^ u)dt-//.

Mais
à(f[t,u}

à au
àî <f(t,u)

()<f(t, U}

. à ^
' au ^{t,u)

\àf{t,u)
àt

/(^)
àf(t, u}

au
f(t,u}

à^(t, u}
àt

v(^ u)
à^(t,u}

au
<f{t,u} \

dtdu.

^df(t,u,)

—^L—
/(/, u^

^df^^
du

J^u)

rdf(t,u,) r

, J T^^ J
rît^i r7-^-^

J f{^, u) J

'/^ç^^j
dt

(f(£, l^

^(^0
du

9(^)

dt

du

ce qui démontre la proposition énoncée dans le cas de n == 2, puisque
chacun des éléments du dernier déterminant est de la forme 27T\/^Tp>
p étant un nombre entier. Pour prouver généralement le théorème, on
fera voir que, s^il est vrai pour ^== m — ï, il l'est encore 'pour n =s m.
Afin d'abréger récriture, je vais passer du cas de n=2 au cas de n=3$
le raisonnement que j'emploierai devrait être reproduit presque iden-
tiquement, si l'on voulait passer de n = m — î an s== m. Soit dottc à
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àf(t, u, ̂  à^(t,u,v) à^(t,u^}
~JT^àt àt

35

f[t, u, v) ^{f,u,^ ^[t,u,v)

àf(t, u, v) à y [t, u, v} à ̂ (t, u, ^)
au au au dt du dv.

f(t, u, c) ç(^ u,v} ^(t, u, (/)

à f[t, u, ^) à ^ ( t , u , ^ ) à^(t,u,v}
(h àv àv

Si l'on pose
f{t, u, v) cp (^ u, v} 4; (/, u, ^

à^(t, u,v) à^(t,u^)
au au

A.[t, u, v)==
y(^ u^) ^{t, u,v}

àc?(t,u, v) à ̂  (t, u, v)
àv c)^

^(t,u, v) ^[t,u,vY

à ̂ (t, u, v} à ̂ >(t,u, ^)
àv àv

^{t,u^)=
<?(t, u^) ^{ t , K., v)

à 9(^ u, v) à^(t, u, c)
àt _ àt

^(t,u, v) ^{t,u^)

àçp(t, u^) à^(t, u, v)
àt àt

G{t,u, v)=
^{t,u,v) ^{t,u,v)

à^(t, u, </) à^{t, u, ̂
au au

I ?(^^^ ^[t,u,v)

cette intégrale peut être mise sous la forme

^f(t,u,v\
àt

f(t, u, ̂
à:f{t,u^}

au
f{t, u, ̂

r r ràf(f,u,
/ / / àu

J J J f{t,u^

A {t, u, {f)dtdudv

'B(t, u, v) dtdu dv " rrr^
J J J f(t, u,

^Û îjl>
àv

f(t, u, ̂ C{t,^ v] dtdudv.

5.
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Soit F(^ u, ̂  une fonction continue de ï, u, v, ayant pour dérivées
partielles relatives à t, u, v les fonctions respectives

àf[t, u, c) àf[t, u, v} àf(t, u^ v}
àt au àv

-î
f[î,U^1) f[t,lt,9) f[t,U^')

On verra, comme plus haut , qu'on peut écrire

àf[t. ̂  ̂

àtTTnïTïr K(^u^}dt du ̂
r^f(t, u^

j JW^T^ ̂ ff^ ̂  ̂ dud^— f f fv(t, u, ̂ ^A(^ ̂  ̂ )dtdud^

^/(^j^^)
au-j'^^^^11^^1^111^

J df[t,,u,y,}

f^^^ff^ ̂ ,v)dtdv -^ ^F((, M, v} ̂  B((,«, v)dt dudv,

àf(t,u,v}
àv

f(t, u, v ) (t' u' v}dtdudv

^
iff^u^v)7^^^^J/c(^'"^l^/A<--y//F(<'"'</)^(^/.«^)^^

ti, i i i et v, étant trois points arbitraires pris respectivement sur Itis
contours T, U et V. Mais, d'après ce qui a été établi pour n == 3, on î>

^îi'jîii'û r^'''111 "'t>l
du I ~-—^

du t -,———^ ̂
f^^u,^dud. = t/ ^""^ J-^T^,^

r^l1111^^ ^d^it^u^vrdvi[t,,u^v} r*

~ ~ ^ ^ \J 9(<r,, u^ ^} : . , ^ ;
dv _ f "—-y~- ^

^.T'^^)"''1 ^- ,^^^^^
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f
f
f
f

d^[t^u^v}
dy

9 [ t t , ^i, <-')

^cp^, M,,,^)
dt

9^, ^,, {',)

do{t^ u^ <^i)
^

(?(?, ^i,('i)

^®(^i , ?/-, Ci'!

clu.
Ç (^l, ^^ ^i)

^

rf/

rf/

ûf?(

/
/
/
f

d^(t^ u^ c)
d^ -,————— (^

^(t^u,, v)

c! ̂  (^ u^ ^i)
dt di

^ [t, MI, V,)

d^(î,it,,v,} !

-^ dt
^{t, ^1, ^l)

<'/^(^,, ̂ ,)

r/M . j
^ ( /> , il, (/,) <:M j

ff^'- ni, v) dtdudv :

!!•C (^ ?<, (^i) dt du

| J 9 (^ ^^ ^

de plus, comme on le vérifie immédiatement,

^ A (/, u, (/) + ̂  B (^ K, c/) 4-^0 (^ M, ^) = o.

Donc l'intégrale triple que nous cherchions a calculer peut être re-
présentée par le déterminant

/df(t,u,.^)
dt ^

f[t, u^v,)

rdf(i^u,^)
1 " du du

J /(ti.U^i)

rdf(f^^^'}
j (hl j

J /(^^)

/d<f[t,u^v,)
dt ^

Çf(t,U,,V,)

/ d^(t^ u, Vi)
du ^

(f{t^U,V,)

/^^9(/,, ^i, (/)

7 dv d.j 9 ( ^ 1 , ^ t , v)

rd^(t,u,,v,}
f d£

J ^ { t , U ^ V t )

/d^(l,,(.i,^)
du ,

—-———- du^{t,, u, </,)

rd^{i^u^v)

/ « - ̂  à.

J ^[^,U^',)^{t^u^',)

et par conséquent, diaprés ce* qu'on sait sur les intégrales simples
qui constituent les éléments de ce déterminant, sa valeur est de la
forme { ^ n ^ / i Y p , p étant un nombre entier.

II.

Supposons maintenant que les fonctions f(t, u, v, * . ) , <p(^ u, y , . . . ) ,
^(/, u ^ v , . . . ) , . , . soient algébriques, rationnelles et entières. Dans ce



°^ IÎOTE SUR USE FOEMULE

cas, si l'on considère le système des équations f{t, u, v,,..] == o,
?(t, u, v,...} == o, ^{t, u, v,...}-= o,..., on peut établir facilement
que le nombre p est au plus égal en valeur absolue au nombre des so-
lutions [tf, u ' , p',...) de ce système, qui sont constituées chacune par
un point t ' situé dans l'intérieur de T, un point u' dans rintérieur de U,
un point v ' dans l'intérieur de V, etc. Je me bornerai, pour abréger
récriture, à examiner le cas de deux fonctions f{t, u) et f{î,u).
J'avertis de suite que, pour l'exactitude de la proposition, il est néces-
saire d'admettre que les coefficients des plus hautes puissances de t et
de^u dans/(?,M) et f{i,u} soient numériques, afin, par exemple,
qu aucune des déterminations de u tirées de l'équation /(<, u) == o
ne puisse devenir infinie pour une valeur finie de t. Je passe mainte-
nant à la démonstration du théorème.

s1/ (^^et y, {œ,y} désignent deux polynômes entiers en se etj,
et que F [x, y) soit un troisième polynôme de degré moindre que le
déterminant fonctionnel-^^-- ^^=p ^ ^ ^ j,,,., „,

àx ày ùx ày — ' ' ' • / / s (leux }>V<i-
miers, on a la formule bien connue de Jacobi

-V lî LÊil-
Z<P^,(3,)-°'

dans laquelle la sommation se rapporte à toutes les solutions (a., fi,)
du système d'équations • /

(1) /'(^r)=û, (f^v,y)^o.

Appliquons cette formule au cas où/ {^y} et y. ̂ ,y) sont égaux
espectivementaux produits/C^) ̂ -, ,), y(^,^)^_^ ̂  ̂

fonctions entières/(.,^) et,(.,^ par les facteurs du premier dÏ
f6 a71.~ '^- "• Les solutions du système (i) peuvent, dans ce cas,
être divisées en quatre groupes. Le premier groupe comprendra les
solutions (a, j3) du système i*tnurdicà

(2) /(^r)==o, (f(sc,y)—,o;

le second groupe les solutions (,,&,) formées en combinant la va-
leur. de ^ avec les racines y =^ de l'équation y^, y) = o. le troî
sœme groupe les combinaisons (a. .). ,uln obd^ e-nLocî t Ï
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valeur u dey les diverses valeurs a/ de oc tirées de réquatlon/(a?, u) === o;
enfin le quatrième groupe sera constitué par la solution unique x === t,
y==u. Le déterminant fonctionnel P^(^, j ) se calculera immédiate-
ment au moyen des formules

^^àf y__àf^
àx àx ' ' J ' ày ày ' h

à^\ àcû <?®i ÔÇD .
-y— =: ——— [ Y — U ) , . ï = : - i ( ^ — ^ ) 4 , ma^ dx ày ày ' " ^ ' r?

qui donnentP,(,,,,=(,-^-»)(^^-^^.,,-,)^^,_^^,
ou, plus simplement,

P.(^y)=(^-^(y-^)P(^ j ' )+(^~^(p^4-(7~^) /^+/^

en représentant par P(^,j) le déterminant fonctionnel relatif aux
fonctions/et y. On voit alors qu'on aura pour P^ (^,y) quatre formes
différentes, correspondant aux quatre groupes de solutions, et qui
seront

(^ -^ f) (p ̂  /,) p(^ p), (^. _ ^)^(^ ̂ ) Î^Î^A)^

(a^,)^^^)^^, / (^^)y(^^) .

La formule de Jacobi pourra être appliquée à une fonction entière
quelconque F [oc, y) dont le degré sera moindre que celui du produit
y(^,y), y [x, j), et elle donnera

V ——-lî iÊL^— .v î ( t , b i } _ _ _Z(.^)(P^P(^) 2.^^^^^^^^

^V___F(Ja£^JiL___^ J^^ ^
^(a^t}^^^'^^ 'f^u)^t7^0-

(/Cii

Les sommations se rapportent respectivement aux racines des trois
premiers groupes.
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Faisons l'hypothèse
F^,7)==P(-c,r).

Dans ce cas,
F^,(3)=P^,p),

àf(t,b,) à^{t,h.} __ àj^t^ à y ( t , b i }
V { t , b j } _ __ àt____àb,_____àbi <)t

fit h . } à l l t L b Û . ~ f i f ,,} à^(t,bi}. r ^ ' 0 - ) ^ f^'0'' àb.

[ <)<f(t,bi)
^ l àf(t,bj) _ àf(t,bi) __àl_

f { t , l ) i ) àt àbi <) y {t,'Wi
âb—

Mais b,, est une fonction de t définie par la relation

Cf(t, f>i)-==0,

qui donne, par la différentiatioo,

àvf{t,bt} ()(f(l, bi} dbt _
à î à b i ~dî~'~

ou
àc f ( t , b { )

àb^__ _ Ot
dt ~ dcf(t, TT)'1

~ôbi
donc

df\l,bi}
V [ { , î > i ) ___^__\àf[t,b.} «W^<lbi'\ ~ZJf-——

fit b-}0^-^^ •^tfl)i){- àl obl crt^ /'(C^T'J • ' '' àbi

ou le numérateur n'est plus une dérivée partielle. On trouvera de
meine

dcf{ai,u)
_ V (.ai, u) _ _ du
y^.^^^'^T^^)''

()ûi,

formule dans laquelle, en prenant la dérivée qui entré ̂ w. 1ê seeoad
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membre, on devra considérer a, comme une fonction de u définie par
la relation /(a,, u) = o. Par conséquent, nous pouvons écrire

P { t , u } ^ _Y i
f(f,u)s[t,u] Z^[t- a:)(M—(3)

(3) ' • d•nt'bt} d(f(a;,u)
_^V » dt V——.——^"——
Zl M — 6, /^, &,) "+"^ f — ai ~J\ai, u) '

Multiplions les deux membres de cette identité par dtdu, puis inté-
grons les résultats par rapport à t le long d'un contour fermé T, et par
rapport à u le long d'un autre contour fermé U, t et u étant ainsi des
variables imaginaires, comme dans les intégrales définies simples étu-
diées par Cauchy. Parmi les solutions (a, j3) du système (2), il peut en.
exister quelques-unes pour chacune desquelles le point a soit dans
l'intérieur du contour T, et en même temps le point B dans l'intérieur
du contour U; soit S le nombre de ces solutions. L'intégrale

ç ç dtdu — r dt c du
J J { t — « } [ u — ^ ) ~ j t — — c t j M — ( 3

n'aura une valeur différente de zéro que quand les points a et ? cor-
respondants se trouveront respectivement dans l'intérieur des con-
tours T et U, et, dans ce cas, sa valeur sera égale, d'après un théorème
bien connu de Cauchy, à

(aTrv'11"»')^-^-^.
Donc

V r r dtdu.~LJJ i^^u-=-^^-
Envisageons maintenant l'intégrale

/,, r rdf^bll
W I I __cti__ dtjU

J J f\t,t)i) u-bi'

Pour la calculer, on peut d'abord attribuer à t une valeur constante
se rapportant à un point du contour T, puis effectuer l'intégration
r (SU 1 1 1
de ̂ ^ le long du contour U; le résultat de cette dernière intégration

Annales de l'École Normale. 3e Série. Toïnô II. ^
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est o ou ^7r\/~- r , suivant que le point bi se trouve à rextérieur de ce
contour ou à son intérieur. Or, quand on fera parcourir au point t le
contour T, le point b^ décrira une courbe qui sera située tout entière
soit à l'intérieur, soit à l'extérieur de U; car/si elle traversait le con-
tour U, pour chacun des points d'intersection on aurait, puisque y (^ &,)
est identiquement nul ,

y(^)==o,

u se rapportant à ce point et l à un point de T, ce qui est contradictoire
avec l'hypothèse que nous avons faite. Donc la valeur de l'expres-
sion (4) est ou zéro ou bien celle de l'intégrale

rdf^bi}
. 1 dt .

^J TWîT^
dans laquelle l'intégration doit être faite tout le long du contour T.
Cette dernière quantité est évidemment égale à

iTti^^m'i}^ — l{^m! y

m' désignant le nombre de'racines dé réquation/'(^, ^) =s o situées à
l'intérieur de T. Ce sont les seuls points critiques que BOUS ayons à
examiner, puisque nous admettons que la plus haute puissance de u
dans ( p { ï , u ) a pour coefficient une constante, et qu^lors ^ et par
suite/(^, bi} ne peuvent devenir infinis pour aucune valeur finie de t.
En résumé, l'expression

r r<^^)(s) \ l j —iL^ dl(!^i2 j ^ J J f{t, ̂ T" ̂  bi
est de la forme — ̂ m, m ne pouvant pas être négatif; je dis, de plus,
que m est au plus égal a S. En effet, pour calculer l'intégrale (4), au
lieud'opérer comme précédemment, on peut d'abord dôrmer à u une
valeur constante se rapportant à un point du contour U> et intégrer la
différentielle

df^bi)
! , ! . , , """ dt " " " " dt ! . ! . 1 1 ' 1 ^

, f{t,bi} u^Jt 1 , 1 . 1 1 1 , 1 1 , , 1 : 1 1
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lelong du contour T. Parmi les points critiques, on remarque, en pre-
mier lieu, les racines oc^ de l'équation f[t, ̂ ) = o qui sont à l'in-
térieur de T; ces racines font partie de quelques-unes des solu-
tions (a^,pp.) du système (2) et elles fournissent dans l'intégrale la
quantité 277 \1—î y ——~ La portion correspondante de (5 ) est

^n\l — î y j ~^~^^ ^Gs P étant les associés de tous les a qui se trouvent
enfermés dans le contour T, et par conséquent cette portion est égale
à-^^S- Mais il faut aussi considérer les points critiques donnés
par la relation è^== u. S'il y a des racines de cette équation à l'in-
térieur de T, ces racines, par la continuité, formeront des courbes
situées tout entières à cet intérieur, lorsque ^voyagera surU, en vertu
de l'hypothèse que nous avons faite antérieurement, tandis que les
courbes formées par les racines primitivement extérieures restent par-
tout extérieures. Soit ti une racine intérieure; le résidu correspondant
aura pour valeur

djW^
ï dti

c'est-à-dire

db^ f(f^^)
dti

df(tj,u} du df[ti,u}
dti dit ~d.ti du
'du ~f{ti,u) ^ """ f[ti, u] 7

puisque de bi == u on tire
dbi dti
dti du : î .

On est donc conduit à calculer l'expression

•^SJ •
^J(^, u)

du
f\t^u) du,

la somme s'étendant à quelques-unes des racines ^ des diverses équa-
tions bi === u, racines ^ qui sont des déterminations de l, définies par

6.
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l'équation 9 (^ a) == o. Cette expression est égale à

—^ i^ im"} ' ^^^^

m étant un nombre entier positif. Donc la somme ( 5) est égale à

—\^-^^m\

ce qui établit la relation relative au nombre m, à laquelle nous voulions
arriver. On montre de même que l'intégrale qui se rapporte au troi-
sième terme du second membre de la formule (3) est de la forme
—^n, ^n 'é tant pas négatif et ayant une valeur absolue au .plus
égale à S, et Pon en conclura

fff^^] ^'-4.-(S-»,-»)=4^,

p étant compris entre — S et + S. C'est le théorème que nous nous
proposions de démontrer. Si S == o, p == o.

' ; IIL

La formule (3) du paragraphe précédent peut être mise sous iine
autre forme. On peut, en effet, calculer les deux dernières sommes qui
entrent dans le second membre de cette formule au moyen d^opéra-
lions très-simples, effectuées sur les fonctions algébriques / { t , u),
< p ( ^ , u^ P(^ u). Considérant les polynômes/et y comme des fonctions
de u, 'et effectuant sur, elles les opérations du plus grand commun
diviseur, on en déduira une identité de la forme

l=:f(i,u)çf^f,,u)+cp(f,u)/\{i,u],

dans laquelle <pi etj^ sont des polynômes en u; pay conséquent,

._J^^ ^ P(^)q>,(^) P(^)J;(^)
, , /(^^(C^"'" — " y ( 7 ^ y ^ ' —•y^^^j111--- 1 ,

. Si Ton extrait des fractions .rationnelles eu u du second ffîemibre de
cette drniière identité les parties en tières^ leur •'âOffîïBe1 sera nulle, et
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en désignant par (p^t, u} et ¥ { t , u) les restes des divisions par ç>(î, u]
et/(î,u) des polynômes respectifs y{t,u}f^t,u) et îÇt, u}f,{t, 11},
on aura identiquement

Or

S
donc

ï
u —

de

P(f,
./U")^

4/'(f, fr/)
rf<

-bi f(t,b,} ~

/ 1 u

même

vLt

u)
f(t,U

y-AJ^

i

ï
— ai

^,(f,u) ^ V { t , H )

)~ y

1

~^ ^.(.A^)?^^),

rf/(^À-)
dé ^ î ( t , tt)

f[t,bi) ^{t,u)

dQy(a^u)
du ft(^ u)

y(^, u) j\t, u) )

{t,u} ' f[t,u)

P(f ,M) u === bi ;

f^{t,u} étant un polynôme en <î (généralement fractionnaire en u),
dont la formation est analogue à celle de ^(^ ^)* La formule (3) de-
vient donc

^̂ î l _ _ ̂ ^ ̂  ̂  ̂ t ^ ^ ) ̂ , _ V «_ ,̂.L__ ,̂
/( t, u ) y ( ̂  ) y (7,"̂  ) /( t, u ) ZÀ [ï— a ) ( ̂ — ? ) '

et l'on en déduit, pour le nombre S des racines contenues dans les deux
contours T et U, la formule

',— rfr^^^)_,^£i^
'^ 4^JJ U(^^)¥(^^) ?(^) /(^)J

qui suppose seulement satisfaite cette unique condition, à savoir que
le contour T ne passe par aucun point a et le contour U par aucun des
points?.

Je terminerai cet article par quelques observations. L'intégrale

fhî t - b , f{t,l)i)

df{t,b,)
dt dt du
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est évidemment nulle, si tous les points b, qui se rapportent à un même
point t du contour T, le point ^, par exemple, sont situés à l'extérieur
de U, c'est-à-dire si

/ d^t, u)
du———— du == o.

(?(<•„ M)

Je suppose qu'on ait, en même temps, l'égalité

/ Wi"J
/ dt ^1 ""ÏT;——r ul =: °?J f(t,u,)

qui entraîne celle-ci ;

/ F Jy(rt" u}
1 1 V r '/" ;, // / y -,—— —-,———— dt du ~;-o;«/ J ^t t — a, cp ( a,, u ) '

alors, en se rapportant à la formule (3), citée plus haut, on un con-
clura

Y* /* rdf(t,,u) /*rf<p«,K.)
g-_L f f ï(t,u} i 1 ~dT~ / —Jf—.
^-^J JMu)^,a)d(du---^J J^^J ~^^<U,

c'est-à-dire que S sera rigoureusement égal au produit du nombre des
racines de l'équation/(<,, u) == o, qui sont à l'intérieur de U, par le
nombre des racines de l'équation y(<, u,} = o, qui sont enfermées par
le contour T. Ceci suppose qu'il n'y ait aucune racine de y(^, u) == o
dans U, et aucune racine de/(<, M , ) = O dans T. Si ces dernières con-
ditions ne sont pas réalisées à l'égard de/et de ç>, elles pourront l'être
quelquefois par une détermination convenable des constantes 1 et )/ h
l'égard' des équations

/( ?„ u ) -4- 7/y (f,, M)==O, f(t, ui) -t- •k(f[t, u, )== o,

et, par conséquent, comme les deux systèmes d'équations

f(t,u}==0, Vf{t,U)-^.0,

f(t,ti}+-hy\t,u}=o, f{t,u)+y<p(t,u)-.=-.o
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sont équivalents, S sera encore égal au produit du nombre des ra-
cines de

f[t^ u) 4-^p(^i> u]=o,

qui sont dans U, par le nombre des racines de

f(i, ̂ )-h T/cp^, ^i)==o,

qui sont dans l'intérieur de T.
La seconde remarque que je ferai se rapportera à la formule du

paragraphe II, qui a conduit, comme cas particulier, à la formule (3),
et qui donne une certaine décomposition de l'expression .....-.^^^t r f ( t , u ) ^ { t , u )
quand le degré du numérateur est moindre que celui du dénominateur.
On peut la transformer comme la formule (3), et l'on est ainsi amené à
l'identité

J^^— ==-V " ^Pl— ^ÎL^Jii^ Fl^)
f( t, u} cf ( t, u ). . . Z^ (t - a ) ( u -p") P f^'P) 9^, u ) • f(îru) 9

dans laquelle —(^^ et —^J^ désignent des fractions rationnelles
Cp^, U} j [ l, U) v

par rapport aux variables respectives u et t. On voit de suite que <î\ (^ u)
est de la forme ——^—\5 ^2 étant un polynôme entier par rapport à t
et u, et n{t, a) étant le produit de tous les facteurs binômes analogues '
à t - a; de même F^ {t, u} est de la forme t2^ Cette identité rap-

7T"[ U "—•-"' kj j *•

pelle la décomposition en fractions simples des fractions rationnelles à
une variable, en ce sens que la partie — V ; — — — " l ^ ^ ^ ^ ^ _ ^

' l Z j (^-a)(^- (3)P(a, fJ) obl

tout à fait analogue à la somme V.^^^^^ qui représente ̂ ,
mais il y a une différence essentielle, puisque, quand on a extrait celte
partie de -F(^-, il reste encore des fractions ̂ u) F^],

J ( l , u ) c p ( t , u ) ( p { i , u ) j { t , u )
qui sont à la vérité plus simples que cette dernière.

Enfin j'énoncerai sans démonstration les formules suivantes, qu^on
vérifie facilement, et dont l'exactitude suppose seulement qu'aucune
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des fonctions/et <p De s'annule pour un système de points t, u, pris
respectivement sur les contours T et U :

/
f^^.^f rw wvu^ àu w _ 1^2^ r^ L /2 ?3
f ' ~i. /^+r^

C^d^

r r^ ( r^L^VL /' /'^
§ I àtÔU , y - | / ^^ . , ,+ ^^^- ' ' ^rfM
j 1 —^dtdu— 1' J ——dtdu^[\.p7:\

f^+.^r^y ^•' ai T ^ v^y \(}ui
<// du,,àto àf L 9' f1f—L _ ( p _ «- T ,/

•' <?;< T au

* ^? /* /l]_^,/_
^^^ 7, , / / ^^a<^M-

( C^L r r^L
1 1 à tau , I I (HOU , ,J J ~r ^"J J ~r dtflu==^'

f^-cp^VM2
J au ^ au \()t . ,—————,———— / dt (IH

/^y^./ ,)/. ^ T ,)/àt T àt,

<?/
•/ àï^^àï) \d^
f^-^fy\?

" àt ^àt)\dut•^ • —^^
? f^-^I}

" V au T a u )

- { ï t d u
•—'- — Q) —L 1
au T a u ]

àf à^ __ <}y <y\
àt au (H 7)u )

— dt du.f^+^^f^ET^f}3 àt ' ̂ àt)\'Jît ^Tu)

r r-Ès- c (^
, 1 1 dt au , , I 1 (}f7j7i
^J J -f-^^J j-^dtdu:.^

p ayant la même sigûificalion que précédemment.


