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NOTE

SUR UNE

FORMULE DE CALCUL INTEGRAL,

Par M. F. DIDON,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANCON.

I.

Dans le cas ou f(t), fonction bien déterminée de la variable imagi-
naire ¢, a, pour tout point d’un contour fermé T, une valeur différente

de zéro et de l'infini, on sait que V'intégrale ff !, étendue 2 tout

ce contour, est égale au produit de any—1 par un nombre entier p.

Je vais démontrer, dans ce paragraphe, la proposition plus générale
suivante :

« Si A désignele déterminant fonctionnel de n fonctions bien déter-
minées f (¢, u,9,...), (¢, u, 9,...), $(¢, u, ¢,...)... & n variables ima-
ginaires ¢, u, ¢,..., et s'il n’existe aucun systeme de points 2, u, ¢,...,
pris le premier sur un contour fermé T, le deuxieme sur un contour
fermé U, le troisitme sur un contour fermé V, ete., susceptible d’annu-
ler ou de rendre infinie I'une quelconque des fonctlons S o, 4y, Uin-
tégrale multiple d’ordre n,

A .
‘/‘f.ff(/, Uy Oyenn) DLy Uy 0y ) UL, 26, 05.0) o dt dudo,. ..,

dans laquelle on fait parcourir a ¢ tout le contour T, & u tout le con-

tour U, etc., aura une valeur de la forme (2my/—1)"p, p représentant
encore un nombre entier. »
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Je commencerai par prendre le cas de deux variables qui conduit a
I'intégrale double

0f(t,u)dolt,u) 0 f(tu) do(t, u
ot du Ju _ ot didu,
Sfltupo(t, u)

différence des deux suivantes :

At u) dolt, u) f/‘()fl w) do(t,u)
du Ju ot ‘
jff(t I dtdu, RIS - dt du.

J'observe tout d’abord que I’identité

af(t, u) df(t, u)
0 ! 0 Jdu

dou f(t,u) = ot S, u)

Jdf(t u) df(t, w)
permet de regarder 9oy -2 _ comme les dérivées particlles
St u) flt,u)
relatives & 7 et A u, d’'une méme fonction F (¢, u). Ces dérivées ne devant
étre envisagées que le long de contours ot elles sont finies et continues,
je supposerai que F(z, u) soit une fonction continue de ¢ et de «. On
voit ainsi que F(z, u) n’est autre chose que I'une quelconque des déter-
minations de log f(z, ), que 'on rend continue par 'addition i cer-
tains moments critiques des constantes convenables. Cela dit, j"arrive
au calcul de I'intégrale

df(t, u) do(t, u)
/ ot du didu.
(1, u)

En donnant 4 zune valeur déterminée se rapportant 2 un point quel-
conque du contour U, on est conduit & évaluer 'intégrale simple

[POf(tu) do(t,u)
ot Jdu I
e f(.h u) ot u) @

qu’on étendra a tout le contour T, en partant d’un point quelconque ¢,
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et s’en éloignant sur le contour, toujours dans le méme sens, jusqu’a
ce qu'on y soit revenu. Si I'on considere la portion de I'intégrale qui
correspond & un arc variable du contour, compris entre le point ¢, et le
point ¢, on aura, grace & une intégration par parties,

0f(bu) dolhu) 0<P(t,u)]t ft do(t, u)
ot e, Ju J du
[. FOrrIoE R v M AT A

et, quand ¢z atteindra de nouveau la valeur z,, on obtiendra Vintégrale

. . ¢
simple que 'on cherche. Mais, d’une part, —-——-— n’a qu'unc valeur
(4 «)

your £=1¢,; d’autre part, F(z, u) s’accroit, quand le point ¢ a parcouru le
I i P q I

0 f(L, u)

v ot

contour T, de I'intégrale ———

St uw)

sorte qu’en remarquant que la valeur de cette derniere intégrale ne dé-
pend que du nombre des racines z des équations

dt, étendue A tout ce contour; de

Sltuy=o, [fllu)=»

qui se trouvent enfermées par le contour T, que, de plus, ces racines,
quand u varie le long de U, décrivent des courbes qui sont toujours
situées a l'intérieur de T, puisque, si elles traversaient ce contour, on

aurait
S, u)=0 ou f(lu)==m,

pour un systeme de points ¢, u, pris respectivement sur T et U, ce qui
est contraire & notre hypothese, et que dés lors le nombre de ces racines
est constant, tant que u est sur U, on voit bien que la variation de

df(tm)
F (2, u) peut étre représentée par 7;(%;-)—(11', u; étant un point dé-
L [t

terminé du contour U. Par conséquent

Of(t, u) do(t, u) dg(t,w) rdfi, u) da(l,u)

ot du du ot ) ) )i
oW e T i) Ty ) Y g db
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c)u dt du

Of(t,u) dolt, u)
at
t w)

df t U| dCP tl’
“du
t u) t|,u)

On trouve de méme

ot dtdu

of(t,u) do(t, u)
ff ou
flt, u)

o, u)

dft, u)
_f du y
- f(tu u)

au

Mais

ffl?(t,u)

Donc, en définitive,

0f(t, u)

dat

St u)

0.f(¢ u)

du

St u)

do(t,u) f/"
di .
—__(P(‘: i dt — (L, u)
do(t,u) d(t, u)
Jd Ju ”_()_ 1t _
ot o(t, u)  du 9(t,u)
do(t, u) dfit,w)
ot di dt
?(l’ u) f(l, ul)
dtdu =
dol(t, u) df(t,u)
Ju ‘/ du du
ot u) S, u)

do(t,u)
0 Ju

-a—t W dt (llt.

de(L, u)
0 Jat
ou "g(l; u)

/‘rlgo(l, 1)
dt
e (]
(P(t7 ul)
de(t, u)
du 1
PI0) du

ce qui démontre la proposition énoncée dans le cas de » = 2, puisque
chacun des éléments du dernier déterminant est de la forme 2ny/—1 p,
p étant un nombre entier. Pour prouver généralement le théoreme, on
fera voir que, §’il est vrai pour » = m — 1, il ’est encore pour n=7m
Afin d’abréger I'écriture, je vais passer du cas de n=2 au cas de n=3;
le raisonnement que j’emploierai devrait étre reproduit presque iden-
tiquement, si I'on voulait passer de n=m —1 an=m. Soit donc &
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calculer
of(t,u,v) do(t,u,v) 0d(tu.v)
Jat ot ot
St u,0) (L u, v) Y (L, u, )
df(t,u,v) dol(t,u, o) 9dY(i, 1, v)
du Ju o dt du dy.
ft, u,v) @ (t, u, v) (¢ u, )
Of(t, u,0) Jolt,u,0) (¢, u, )
v v v
[, u,v) o (t, u,v) $ (¢, u, v)
Si I’on pose
do(t,u,v) (¢, u,v)
du Jdu
t, u, tu,
A(tsu,"): CP( g LP( el >
do(t,u,v) 0¢(t, u,v)
dv av
ot u,v) YL, w, )
do(t,u,v) JdY(t,u,v)
dv de
B(4, u,¢)= (L, u,v) (¢, w, ) ,
09(t,u,v) JdY(¢, u,v)
ot ot
<P(t) u’ V) Lp(t’ IL’ U)
do(t,u,v) 0d(¢ u,v)
Jat dt
Cltyu, )= 9lt,u,v) (¢ u,v) 7
do(t,u,v) YL u, v
Jdu du
@t u,v) Y (L u,v)

cette intégrale peut étre mise sous la forme

20 f(t, u, v)

J ) s

716 4, 0)

ff Of(t,u,v)
fft u,

A(t, u,v)dt dude

9 f(t, u,v)
B(t u,v)dtdudv%—f[f t()(;

C(t,u,v)dtdudo.
5.
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Soit F (¢ u, ¢) une fonction continue de ¢, u, v, ayant pour dérivées
partielles relatives & 7, u, ¢ les fonctions respectives

of(t,u,0)  Of(tu,v)  Idf(4u v)
Jgit du ov

Sty u,v) ’ ft, u,0) ’ Sflt,u,v) ’

On verra, comme plus haut, qu’on peut écrire

ofle u0)
ot
/ (, u,v)dtdude
1‘ u, <'

u,, )
/f(z u, v) ffA (L, 4,0 dudu—[[/l‘ Liuw)=A(l,u,v)dtdudy,
iy V1

=
(l‘ u, (¢, u, ) di du dv

df (L, u,01)
T du
Tl w o) duffB (tyu,v)dtdo — ff[h (tyu,v) == B(L,u,v)dtdudy,

aft,u,v)
//f i C(t, u,v)dtdudv
(2, u, (/)

_({f ll,ul’
d
= f(t:‘l}tl, duff('(l w,v)dldu -~ / /jl‘ (¢, u, v (,\l w,0)dtdudy,

4, u, et g, étant trois points arbitraires pris respectivement sur les
contours T, U et V. Mais, d’aprés ce qui a é1é ¢tabli pour # = 2, on a

l /fl.ff.(f" Uy 1) /‘11'{1([., w, )
7 B
J Ty "'@“m, .> -
do fath e |
\J sie J wmae @

[ Aty u, 0)dudv =




/:/.B(t, u, v) dt dudv =

f C(4 u,v)dedu

Jit

-(—)-A(t, u, v) -+

Jdu

I

de plus, comme on le vérifie immédiatement,
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d(p (8, w,v
(/v
t., Uy, v

(¢, u.ﬁa
T dr
o ( t U, )

dolt,u, v

T dr

[ ul,vl)

dn

0
i)-B(z‘, u,u)-i—”

do(t,w, e

9 (r 10, )

dL,J £, 0)

dcl

t., Uy ¢

r/&p (¢, wy, 0))
(l
z, [, ., )

([LI) (¢, a, 01)

14
t

c!

u‘l ul, o)

dy(ti, u,v)

/ du
e ¢ v

(¢, 1, vy)

2t u,v)=o.

du

Donc l'intégrale triple que nous cherchions a calculer peut étre re-
présentée par le déterminant

J
J

df(t, u. )
dt

T oy 4

(lfl(l', u, )

du

7“17 u, V) du
(l'_f;‘_(i 2, ¢ )

f_

S, u,v) ds

dv

J
J
J

(_[_q;([n Ty, Vl)

dt

Qb iy 0,) dt

d(?(t,, u, Ul)
du

@ (L, 1, )

dolt, u, v
dy

o (t, uyy @) dv

/
|

d (L, u, o)
dt

q} (\1, [Ll, U‘)

d Y, u,0)

du

Vit w0, )

I

(ILP [l’ uln )

Gl o)

dt

)

et par conséquent, d’apres ce qu’on sail sur les intégrales simples

qui constituent les éléments de ce déterminant, sa valeur est de la
\3 . .

forme (27 /1)’ p, p étant un nombre entier.

II.

el u, e,
.. soient algébriques, rationnelles et entieres. Dans ce

Supposons maintenant que les fonctions /(z, u, ¢,

y(t,u,0,...),.
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cas, si on considere le systéme des équations f(z,z.c, v,....)= o,
o (t,u,0,...) =0, ¢(¢,u,0,...)=o0,..., on peut établir facilement
que le nombre p est au plus égal en valeur absolue au nombre des so-
lutions (#, ', ¢,...) de ce systeme, qui sont constituées ch-acune par
un point ¢’ situé dans U'intérieur de T, un point ' dans l'intérieur df’: U,
un point ¢ dans Uintérieur de V, etc. Je me bornerai, pour abréger
I'écriture, 4 examiner le cas de deux fonctions (¢, u) et ¢(z, u).
Javertis de suite que, pour I'exactitude de la proposition, il est néces-
saire d’admettre que les coefficients des plus hautes puissances de ¢ et
de u dans f(z,u) et ¢(¢, u) solent numériques, afin, par exemple,
qu’aucune des déterminations de u tirées de l'équation f(¢, u) =0
ne puisse devenir infinie pour une valeur finie de 2. Je passe mainte-
nant a la démonstration du théoréme.

Sif(z,y) et o (x,y) désignent deux polynodmes entiers en z ¢t y,
et que F(a, y) soit un troisieme polynéme de degré moindre que le
déterminant fonctionnel gf' djl ZZ‘ g}’: P, (x, y) des deux pre-
miers, on a la formule bien connue de Jacobi

au@)

=0,
P| dn

dans laquelle 1a sommation se rapporte & toutes les solutions («,, f,)
du systeme d’équations

(1) filz,y)=0, ¢lz,y)=o.

Appliquons cette formule au cas olt /, (@, ¥) et g, (, y) sont égaux
respectivement aux produits (=, y) (x — ¢), ¢ (=, y) (y — «) de deux
fonctions entidres f(w,y) et o (x,y) par les facteurs du premier de-
gré o — ¢, y — u. Les solutions du bystéme (1) peuvent, dans ce cas,
étre divisées en quatre groupes. Le premier groupe comprendra les
solutions (a, B8) du systeme

(2) f(x’y)ZO; o(x,y)==0

le second groupe les solutions (¢, b;) formées en combinant la va-
leur z de x avec les racines y = b; de I’ equanon ¢(t,y) = o; le troi-
sitme groupe les combinaisons (a;, u), qu’on obtient en associant a la
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valeur u de y les diverses valeurs a; de « tirées de I’équation f(x, u) = o;
enfin le quatrieme groupe sera constitué par la solution unique x = ¢,
y = u. Le déterminant fonctionnel P, (x,y) se calculera immédiate-
ment au moyen des formules ‘

B oy, L=z,

dy Oy
()CPI . _(_)i ()CPt . C)(P i
H—;——dx(.?"—u), (—)}7——0—};(7—“)*“?’
qui donnent
_ If 09 _ 09 Of of 09,
P y)=(e— 00— (L FE L) +@—ne L +r—usil+ e,

ou, plus simplement,
_ _ . . _(_)__]_" . g ,
Pz, y)=(z—t)(r —u)P(z, y)+ (2=l o g+ (r =) f 50+ [
en représentant par P(a,y) le déterminant fonctionnel relatif aux
fonctions /et ¢. On voit alors qu'on aura pour P, (#, ¥) quatre formes

différentes, correspondant aux quatre groupes de solutions, et qui
seront

(0= ) (B — ) Pay B), (b u) (2, bs) 2204,

ob;
(af——t)q’(af,U)Mf%’—ul? S, u) o (L, u).

La formule de Jacobi pourra étre appliquée & une fonction entiere
quelconque F (x, ) dont le degré sera moindre que celui du produit
Sz, y), o(,y), et elle donnera

F(a, B) . F(¢, bi)
— % — P , 12 ) p y Ui
Ew 0)(F— ) Pz, B) E(b;-—u)f(t,bi)f'i‘(d%i‘l')‘l
- F(a:, u) F(t, )
+2 Il L weltw

(a; — t) o (ai, u) Ja,

Les sommations se rapportent respectivement aux racines des trois
premiers groupes.
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Faisons ’hypothese
‘ F(z,7)=P(x, ).
Dans ce cas,
F(a, ) = P(e, B),
Af(t,bi) do(t, b)) Of(tb:i)delL b))

F(z, b:) ot ob; ob; ot
fia, by 22800 £, bi) 225000

‘ Jd (L, bi)

v L ofe by of(e, b)) af

BAGE2N B A

()[)i

Mais &; est une fonction de z définie par la relation
¢ ( ¢, [),) =0,
qui donne, par la différentiation,

() CP(l, l)l) " ()(P(t, 1)1) (lb,' .

o0 b dr = °
ou
0ot b;)
()b,’__ Jdil .
AT I Nk
Jb;
done
. d f(¢, bi)
F(,b) [()j'(t, b, OfUs 1»,)11_1:5] i
Flo, o) ZELL TS B0 o6 dt )T TG b

ol le numérateur n’est plus une dérivée partielle. On trouvera de
méme
dola;, u)

F (ah U) . (lu
. Jflai,u) ™ o(a, u)’
¢ (ai, u) "“—()r

formule dans laquelle, en prenant la dérivée qui entre dans le second
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membre, on devra considérer @; comme une fonction de z définie par
la relation f(a;, u) = o. Par conséquent, nous pouvons écrire

P(t,u) _ _\__ 1
St u)olt,u) 2(1—'04) (e—B)
(3) dftb do(a,u)

+ T du
Zu——b ftb +2t——a, Flew, u) ’

- Multiplions les deux membres de cette identité par d¢ du, puis inté-
grons les résultats par rapport & z le long d’un contour fermé T, et par
rapport & z le long d’un autre contour fermé U, ¢ et u étant ainsi des
variables imaginaires, comme dans les intégrales définies simples étu-
diées par Cauchy. Parmi les solutions («, 3) du systeme (2), il peut en
exister quelques-unes pour chacune desquelles le point « soit dans
'intérieur du contour T, et en méme temps le point B dans l'intérieur
du contour U; soit S le nombre de ces solutions. L’intégrale

f dt du . dr du

(t—a)(u—B) Jt—a ) u—2p
n’aura une valeur différente de zéro que quand les points & et f3 cor-
respondants se trouveront respectivement dans I'intérieur des con-

tours T et U, et, dans ce cas, sa valeur sera égale, d’apres un théortme
bien connu de Cauchy, &

(2ny=1) = — fm*.

_sz t——;itzl:_ “):k/lfm".

Envisageons maintenant 'intégrale

d,f‘( t: bt)
(4) ff dt dt du
S b)) w—"0b;

Pour la calculer, on peut d’abord attribuer & ¢ une valeur constante
se rapportant a2 un point du contour T, puis effectuer I'intégration

Done

d . Y .
de - __ub le long du contour U; le résultat de cette dernitre intégration

Annales de ’Ecole Normale. 2° Série. Tome 11. 6



42 NOTE SUR UNE FORMULE

est o ou 2my/— 1, suivant que le point &; se trouve a Uextérieur de ce
contour ou & son intérieur. Or, quand on fera parcourir au point zle
contour T, le point b; décrira une courbe qui sera située tout entiere
soit & I'intérieur, soit & I'extérieur de U; car, si elle traversait le con-
tour U, pour chacun des points d’intersection on aurait, puisque ¢ (¢, b;)

est identiquement nul,
o(t,u)y=o,

w se rapportant a ce point et £ un point de T, ce qui est contradictoire
avec I’hypothese que nous avons faite. Donc la valeur de l'expres-
sion (4) est ou zéro ou bien celle de I'intégrale

d f(e, b:)
dr
f(l 5 bi)

dans laquelle I'intégration doit étre faite tout le long du contour T.
Cette derniere quantité est évidemment égale a

27l dt,

ami(2nm/i) = — 4n’m'

m' désignant le nombre de racines de I’équation f7(¢, b;) == o situées a
I'intérieur de T. Ce sont les seuls poinis critiques que nous ayons &
examiner, puisque nous admettons que la plus haute puissance de «
dans ¢ (¢, u) a pour coeflicient une constante, et qu’alors &; et par
suite (¢, b;) ne peuvent devenir infinis pour aucune valeur finie de 2.
En résumé, I’expression

(lft bi)
(5) dit du
Eff W o) w—bi

est de la forme — 4n*m, m ne pouvant pas étre négatif; je dis, de plus,
que m est au plus égal & S. En effet, pour calculer lintégrale (4), au
lieu d’opérer comme précédemment, on peut d’abord donner 4 » une
valeur constante se rapportant 4 un point du contour U, et intégrer la
différentielle
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le long du contour T. Parmi les points critiques, on remarque, en pre-
mier lieu, les racines ap de I'équation f(¢, b;) = o qui sont & l'in-
térieur de T; ces racines font partie de quelques—unes des solu-
tions (o, 3,) du systeme (2) et elles fournissent dans l'intégrale la

quantité 2my/— 1 Z - - o La portion correspondante de (5) est
— B, :

Y[,

enfermés dans le contourT et par conséquent cette portion est égale
4 —4n*S. Mais il faut aussi considérer les points critiques donnés
par la relation b; = u. S’il y a des racines de cette équation i l'in-
térieur de T, ces racines, par la continuité, formeront des courbes
situées tout entiéres a cet intérieur, lorsque u voyagera sur U, en vertu
de ’hypothése que nous avons faite antérieurement, tandis que les
courbes formées par les racines primitivement extérieures restent par-
tout extérieures. Soit ¢; une racine intérieure; le résidu correspondant
aura pour valeur

d f(& b)
T dt;
- 7/.1;; f.(l',-, [),‘) ?
dat;
c’est-a-dire
df(t:;, u) du dflt,u)
di¢; di dt; - du
CduT flnw) UL u)’
puisque de b; = u on tire
db; dt;
dt; du =

On est donc conduit a calculer I'expression

"df i 1)
Z/ du
— 27l du,

la somme s’étendant & quelques-unes des racines ¢; des diverses équa-
lions b; = u, racines ¢; qui sont des déterminations de ¢, définies par
6.
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Péquation ¢ (¢, u) = o. Cette expression est égale &
—oari(enwim”)=4n*m",
" étant un nombre entier positif. Donc la somme (5) est égale &
—_ 4nZS +4m'm”,

ce qui établit la relation relative au nombre 7,  laquelle nous voulions
arriver. On montre de méme que 'intégrale qui se rapporte au troi-
sitme terme du second membre de la formule (3) est de la forme
— 4m*n, n wétant pas négatif et ayant une valeur absolue au plus
égale & S, et I’on en conclura

| .
22 dtdu =4 (S - m—n)== 4P,
JJ rieuyetiw i J=Am
p étant compris entre — S et + S. C’est le théoréme que nous nous
proposions de démontrer. 8i S = o0, p = o.

1I.

La formule (3) du paragraphe précédent peut étre mise sous une
autre forme. On peut, en effet, calculer les deux dernieres sommes qui
entrent dans le second membre de cette formule au moyen d’opéra-
tions trés-simples, effectuées sur les fonctions algébriques /f(¢, «),
o(t,u), P(¢, u). Considérant les polynomes /et ¢ comme des fonctions
de u, et effectuant sur elles les opérations du plus grand commun
diviseur, on en déduira une identité de la forme

L=f(t,u) 9 (t, u) + (L, w) fi(L, u),

dans laquelle ¢, et f, sont des polyriomes en u; par conséquent,

Plt,u)y  P(t,u)e(t, u) + P(t,u)fi(t, u)
Sl u)e(t,u) ™ o(t,u) fll,u)

Si 'on extrait des fractions rationnelles en w du second membre de
cette derniere identité les parties entieres, leur somme sera nulle, et
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en désignant par ¢,(¢ u) et F(z, u) les restes des divisions par ¢(¢, v)
et f(¢, u) des polynomes respectifs P (2, u)9p, (¢, u) et P(2, u)fi (2, u),
on aura identiquement -

Pz, u) _qo._,(z‘,u)_l__ F(t,u).
flt,u)o(t,u) ™ ot u) [t u)

Or
(l/,(t’ b,)

S e = Saw | ot [

done
d,f( t"bi)

I dt o, u)'
zu—b: F(t,b) 7 e u)

do(a,u)

1 du _ f.(t,u)
Zt—-a; olai, u) — J(1, u)

On aura de méme

Ja(t, u) étant un polyndéme en ¢ (généralement fractionnaire en u),
dont la formation est analogue a celle de ¢, (2, u). La formule (3) de-
vient donc

Plou)  wult,w) filt,w) __Z___m«_{_,m,_,_m,
Jlt,u)o(t, u) o2, ) f(t, u) (t—a)(u—2p)
et 'on en déduit, pour le nombre S des racines contenues dans les deux
contours T et U, la formule

P(t,u) o u) __j;(t, u):l
[f[f(l u)o(t,u) o(tuw)  fl4u) i d,
qui suppose seulement satisfaite cette unique condition, a savoir que
le contour T ne passe par aucun omt « et le contour U par aucun des
I P P P

points 3.
Je terminerai cet article par quelques observations. L’intégrale

df(t, bi)
Tdt
ff21¢~/), 70, 57 dt du
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est évidemment nulle, si tous les points &; qui se rapportent 2 un méme
point ¢ du contour T, le point z,, par exemple, sont situés a I'extérieur

de U, c’est-a-dire si
d(p(t ©)
du
f S, wy M=

Je suppose qu’on ait, en méme temps, I'égalité

df(t,u,)
Tdt _
/ Flom) 4=0
qui entraine celle-ci :

do(ai, u)
/fz __du_ dtdu = o0;
I — a; (aiy w)

alors, en se rapportant & la formule (3), citée plus haut, on en con-
clura

‘/'f f(]f t1,1¢ dolt, u)
_ L P(¢, u) _ Tdr
S = i Few ol dtdu = TR IR dt,

c¢’est-a-dire que S sera rigoureusement égal au produit du nombre des
racines de ’équation /(¢,, u) = o, qui sont & U'intérieur de U, par le
nombre des racines de ’équation ¢(¢, u,) = o, qui sont enfermées par
le contour T. Ceci suppose qu’il n’y ait aucune racine de ¢(¢,, u) == o
dans U, et aucune racine de f{z, ;) = o dans T. Si ces dernieres con-
ditions ne sont pas réalisées a 1'égard de fet de ¢, elles pourront I'étre
quelquefois par une détermination convenable des constantes X et ) &
Pégard: des équations

St u)4+=-NVo(t,u)=o0, f(t,u)-+hrp(t,u)=o,
et, par conséquent, comme les deux systemes d’équations

f(t, u)=o, o(t,u)=o,
Su)+de(tu)=o0, flt,u)+No(t,u)=o0
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sont équivalents, S sera encore égal au produit du nombre des ra-

cines de
Sle, ) +ho(t,u)=o,

qui sont dans U, par le nombre des racines de
Sl uw)+Vo(t,u)=o,

qui sont dans l'intérieur de T.
La seconde remarque que je ferai se rapportera & la formule du
paragraphe II, qui a conduit, comme cas particulier, & la formule (3),
F(t, u)
(6 w)g(t, )’
quand le degré du numérateur est moindre que celui du dénominateur.
On peut la transformer comme la formule (3), et 'on est ainsi amené &
I'identité

et qui donne une certaine décomposition de I’expression 7

F(t, u) _ . F(d, ﬁ) (l)l([? u) Fl(t, u)
““““““ —*Z(z—auu—@)l’(a,m* o(hu) " Fltu)

Q’I(l,u) F1(t,u
b G u
par rapport aux variables re%pcctlvcs uetz. Onvoit de suile que @, (¢, u)
Dot u)
T(l—«)
et u, et (¢, a) étant le produit de tous les facteurs binomes analogues
2t — a; de méme F, (¢, u) est de la forme - F g-[_uﬁ) Cette identité rap-
pelle la décomposition en fractions smples des fractions rationnelles &
F(a, )
(t—oa)(e—B)P(a,P)
tout a fait analogue a la somme 2 . ole) ) (w qul représente ;P((”),
mais il y a une différence essentielle, puisque, quand on a extrait cette

F(4,u) Di(t.u) Fi(l, u)
. i w)o, ) il reste encore des fractions o(6w) fltu)’
qui sont a la vérité plus simples que cette derniére.

Enfin j’énoncerai sans démonstration les formules suivantes, qu’on
vérifie facilement, et dont I’exactitude suppose seulement qu'aucune

dans laquelle ) désignent des fractions rationnelles

est de la forme » ¢, étant un polynome entier par rapport i ¢

une variable, en ce sens que la partie —-2 est

partie de
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des fonctions f et ¢ ne s'annule pour un systeme de points ¢, u, pris
respectivement sur les contours T et U :

?
15— % [(‘3’2) (&) ] s
f —+ ¢ = L LT ¥
ot ot

rf o
+f/‘d“?u dtdu——‘f didu didu=fpr*,
J 7 ?

o A {99\ (o >’
j?)—[ k¥ (m> (()a
()f — 7 dtdu
f ou ?ou ’

o 0 f
+/fd[c;)u dtdu — ()l/()u dtdu = 4pm°,

-5
Ju ()u Jt di du

o (—r% + %)
(/%o 5) (%
PRt —+Z)

(2 92 _ %5 ary:
()r Ju " Ol Ju

3;{4 ()/> (/.()@ L )

> didu

dtdu

Ju ()u

g “
f)f..(.)i‘ didu f/ ——~~~-(ll du == 4pr,

p ayant la méme signification que précédemment.



