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NOTE DE GÉOMÉTRIE,
PAR M. A. PICARÏ,

P R O F E S S E U R Al' L Y C É E C H A B L E M A G N E .

PARTIE.
SUR LE LIEU DES POINTS DONT LA SOMME DES DISTANCES A DEUX

DROITES FIXES EST CONSTANTE.

§ I .— Normale à la surface.

1. Soient X et Y les deux droites fixes. Désignons par a la somme constante des
distances d'un point de la surface à ces deux droites. On reconnaît aisément que la
somme des distances à ces droites d'un point extérieur à la surface est plus grande
que a. Le point de contact d'un plan tangent est donc le point de ce plan dont la
somme des distances aux deux droites est minimum.

Dès lors se présente la question suivante : .
Quel est sur un plan le point dont la somme des distances à deux droites fixes est

minimum ?
(Nous supposerons que le plan P rencontre la plus courte distance des deux

droites X, Y en dehors de l'intervalle des pieds de cette plus courte distance, sans
quoi le point cherché serait évidemment le point d'intersection.)

Que l'on prenne la droite X7 symétrique de X par rapport au plan P. La somme
des distances d'un point quelconque du plan aux deux droites X et Y est la même
que la somme des distances de ce même point aux deux droites X7 et Y. Or le
point du plan dont la somme des distances aux deux droites X' et Y est minimum
est évidemment le point où la plus courte distance de ces deux droites rencontre
le plan ( + ) . De là on déduit facilement que les perpendiculaires abaissées de ce
point sur les deux droites X et Y sont dans un plan perpendiculaire au plan P et
sont également inclinées sur ce plan.

(*) J'indique ici la solution générale du problème sans m'arrêter aux cas particuliers dont la discussion,
bien qu'intéressante, m'éloignerai t de mon sujet.
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Donc :
THÉORÈME I. — La normale à la surface, en un point, est la bissectrice de l angle

que forment les perpendiculaires abaissées de ce point sur les deux droites.
On peut, du reste, reconnaître, à posteriori, que si M (fig- i ) est un point de la

Fig. i.

surface, le pointîT infiniment voisin de M, situé dans le plan des deux perpendi-
culaires MA, MB, sur la droite qui fait, avec MA et MB, de part et d'autre, des
angles égaux, appartient aussi à la surface. Car, X désignant l'angle M'MA, on a

par suite,

M'A' = MA— MM' COSÀ,
WW = MB -4- MM' COSÀ;

WA.' + M^ = MA -4- MB.

De même, le point M" infiniment voisin de M, situé sur la perpendiculaire au
planMAB, appartient aussi àla surface, puisque ses distances aux. deux droites
fixes sont égales respectivement aux distances du point M à ces deux droites.

La normale en M devant être perpendiculaire aux deux droites MM', MM", est
donc bien bissectrice de l'angle AMB.

à. Si, sur la normale en M, a la surface, on prend un point M"7 infiniment voisin
de M, la différence des distances de ce point M" aux deux droites X,et Y est égale
à la différence des distances du point M a ces deux droites. D'ailleurs la différence
des distances du point M77 aux deux droites est évidemment'égale à la différence
des distances du point M- Donc :

THÉORÈME II. — La normale, en un point M., à la surface lieu des points dont la
différence des distances MA, MB à deux droites fioces est constante, est la bissectrice
de V angle formé par V une de ces perpendiculaires et le prolongement de l'autre.

Des théorèmes 1 et II on déduit :
THÉORÈME III. — La surface lieu des points dont la somme des distances à deux

droites fixes est constante, et la surface lieu des points dont la différence des distances
à ces deux mêmes droites est aussi constante, se coupent ortkogonalement.
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3. Aux deux droites X et Y on peut substituer deux lignes quelconques; et
même, si l'on remarque que le lieu des points dont la somme ou la différence des
distances à deux plans fixes est constante, est un double système de plans paral-
lèles aux plans bissecteurs des angles dièdres que forment entre eux ces deux plans
fixes, on voit que les mêmes théorèmes I, II, III peuvent être étendus au cas où, au
lieu de deux lignes, on considère deux surfaces quelconques.

§ II. — Lignes de courbure de la surface,

Nous ne considérerons ici que le cas où les deux droites sont rectangulaires et
situées dans le même plan.

4-. La normale en M est, d'apres ce qui précède, bissectrice de l'angle des per-
pendiculaires abaissées sur les deux, droites fixes OX, OY {fig- ^); elle rencontre

AB en. un point 1 tel que „ == p — Prenons le point M' de la surface,» infiniment
voisin de M, situé dans le plan normal AMB : il se projette sur les deux droites en
A' et B'. Si l'on désigne par X l'angle que forme M.W avec MA, par y et d/ les angles
que forme le plan MAB avec les plans perpendiculaires aux droites OX, OY, me-
nés par le point M, on a

AA/ = MM.1 sin À sin 9,
BB^MlVTsin^sm^

Soit H le point où la droite A'B' rencontre AB : si du point H comme centre on
décrit deux arcs de cercle AP, BQ, on aura

AP=AA'smA==MM r sînÀsinç sînAy
BQ = AA' sinB = MM' sinîi sin ̂  sinB.

Par suite,
HA _ sin 9 sinA.
HB """ sir^TsmB '
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Soit K la projection de M sur le plan XOY, l'angle trièdre (MK, MA, MB] donne

sino smSBIK BK AK

(1 on

Par suite,

sin^ — smAMR ~ BM • AM

sino AM cosA
sin^ ~~ BM ' cosB '

HA A M s in A cos A
H B ^ B M ' s m B c o s B ' '

ou, les angles A et B étant complémentaires,

HA_^M
HB ~~ BM '

Le point d'intersection des deux droites infiniment voisines AB, A'W n'est donc
autre que le point I. Dès lors la normale à la surface en M7, qui coupe A^W en
un point infiniment voisin de I, forme avec le plan normal IMAT un angle infiniment
petit du second ordre. MM' est donc F élément d'une ligne de courbure de la sur-
face. De là le théorème suivant :

THÉORÈME IV. — En chaque point de la surface, F une des lignes de courbure esl
dirigée dans le plan normal que déterminent les perpendiculaires abaissées de ce point
sur les deux droites.

Des théorèmes II et .IV on déduit :
THÉORÈME V. — Les lignes de courbure d'un système de la surface lieu des points

dont la somme des distances à deux droites rectangulaires et situées dans un même
plan est constante, sont les intersections de cette surface avec toutes les surfaces lieux
des points dont la différence des distances aux deux mêmes droites est une quantité
constante quelconque.

5. Si l'on désigne par^ e t^ les distances d'un point aux deux droites OX, OY,
les deux familles de surfaces définies par les équations

u -|- v == a, u — {' •== bf

appartiennent, en vertu du théorème V, à un système triple orthogonal. Quelle
est la troisième famille de ce système ?

On sait que dans le paraboloïde équilatère il existe deux génératrices, une
dans chaque système, qui coupent orthogonalement toutes les génératrices de
l'autre système. Ces deux génératrices sont celles qui passent par l'extrémité de
l'axe : nous les appellerons génératrices principales. Elles définissent une famille de
paraboloïdes équilatères< . . , ' '
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Considérons l'un des paraboloïdes ayant pour génératrices principales les deux
droites OX et OY, et soit M un point coi-nmim à ce paraboloïde et à la surface
{u + v == a). Le plan des génératrices MA, MB est le plan tangent ea M à ce para--
boloide. MM' est donc un élément, de la courbe d'intersection des deux surfaces.

•De là résulte :
THÉORÈME VI. — Les lignes de courbure du second système'de la surface ( u -h v == a )

sont les intersections de cette surface avec la famille des paraboloïdes ayant pour gé-
nératrices principales les deux droites fixes.

De plus, ces paraboloïdes coupent orthogonalement la surface (u 4- v == a) : ils
constituent donc avec les surfaces (u + v === a, u — v == b) un système triple or-
thogonal.

Ce système a été obtenu analytiquement par M. A. Serret {Journal de LiowiUe,
t. XII). Mais il n'était peut-être pas sans intérêt d'y parvenir par une voie pure-
ment synthétique.

D E U X I È M E PARTIE.
SUR LES LIGNES DE COURBURE DES SURFACES DOUBLEMENT RÉGLÉES.

î . Comme sur une surface doublement réglée les lignes de courbure, en chaque
point, forment des angles égaux avec les génératrices rectilignes qui passent par
ce point, on reconnaît, facilement que les lignes de courbure des deux systèmes
jouissent de cette propriété : que la somme ou la différence des portions de généra-
trices comprises entre un point de chacune de ces lignes et deux trajectoires orthogo-
nales quelconques des deux systèmes de génératrices, est constante pour une même
ligne de courbure.

Sur le paraboloïde hyperbolique à plans directeurs perpendiculaires, il existe
deux génératrices, une dans chaque système, qui coupent orthogonalement toutes
les génératrices de l'autre système : ce sont celles qui passent par l'extrémité de
l'axe, nous les avons déjà nommées génératrices principales'.

La propriété générale des lignes de courbure des surfaces doublement réglées
peut donc, pour le paraboloïde équilâtère, s'énoncer sous la forme suivante :

THÉORÈME I. —" La somme ou la différence des distances des différents points d'une
même ligne de courbure aux deux génératrices principales est constante.

Ce théorème a été rencontré, incidemment, par M. A. Serret, dans un travail.
38.
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remarquable sur les systèmes triples de surfaces orthogonales [Journal de Lioimile,
t. XIÎ).

2. Mais ce n'est là qu'un cas particulier d'une propriété générale des parabo-
loïdes quelconques.

Voici en quoi elle consiste :
THÉORÈME II. — Sur un paraboloïde hyperbolique quelconque, la somme ou la

différence des portions de génératrices comprises entre un point de chacune des lignes'
de courbure et les génératrices principales [qui passent par F extrémité de F axe],
est constante pour une même ligne de courbure.

Soient, en effet, OX, OY les génératrices principales, faisant entre elles (fig. 3)

un angle Q : les plans directeurs sont parallèles respectivement à ces deux. droites
et perpendiculaires à leur plan. Prenons un point M d'une ligne de courbure et
menons les génératrices MA, MB, qui passent par ce point, jusqu'à leur rencontre
.avec les génératrices principales (nous supposerons que ces deux portions de gé-
nératrices soient situées du même côté de la ligne de courbure). Désignons par À
l'angle que forment ces deux génératrices avec la ligne de courbure, par a et p
les angles qu'elles forment avec les génératrices principales. Abaissons du point M
une perpendiculaire Ml sur le plan XOY : les plans AMI, BMI sont parallèles aux
plans directeurs; représentons par ç? et ^ les angles qu'ils forment avec le plan
tangentAMB à la surface; prenons sur la ligne de courbure un point M'infiniment
voisin de M et menons par ce point les génératrices M'A', M'B'.

On voit sans peine que

n / r / * / ifl-A •iia-Tt/r/ -, MM^sm^sinyM'A'==MA—MlfcosX————r———^cosa, ^ 1 ,sm9
T&T/T»r Ti/r-n Tifrw ^ MM^ sin 1 sïn 4' nM'B^MB+MM'cos^----————g——-'-cosp; ^ 1
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mais
( 1 ) cosa==cos@sinIMA,
( 2 ) • cos(3==cos6»sinIMB,
( 3 ) smosinIMA=sin^smIMB^
donc

M'A.' 4- WW = MA -4- MB.

Si la ligne de courbure était comprise dans l'angle AMB, ce serait la différence
MA — MB qui serait constante,

Remarcjue.—DQs formules (i), (2), (3) on peut déduire la proposition suivante :
Deux génératrices de système différent forment avec les génératrices principales des
angles dont les cosinus sont inversement proportionnels aux sinus des angles que forme
leur plan avec les plans directeurs,

3. Proposons-nous maintenant de voir comment se transforme, pour lïlyperbo-
loïde, la relation exprimée par le théorème 11.

4. Nous établirons d'abord le lemme suivant :
LEMME. — Si (X, Y'), (Y, X^) [jig. 4) sont deux couples de génératrices paral-

lèles qui se rencontrent en 0 et 0', les segments quune génératrice quelconque inter-
cepte sur TL, X' ou Y, Y', à partir des points 0 et 0\ ont un produit constant.

En effet, menons un plan par 00' et la bissectrice OU de. l'angle XOY : ce plan
coupe la surface suivant une courbe du second ordre dont 00' est un diamètre.
Projetons obliquement sur ce plan, par des parallèles à la bissectrice extérieure
0V de l'angle XOY, les génératrices de la sur-face : elles ont pour projections des
tangentes a la courbe. On sait que dans une courbe du second ordre, une tangente
quelconque intercepte sur deux tangentes parallèles, à partir de leur point de
contact, des segments dont le produit est constant; or, les segments qu'une géné-
ratrice intercepte sur X, X' à partir de 0 et 0' sont égaux respectivement à ceux
que sa projection intercepte sur les tangentes à la courbe en 0 et 0\ divisés par le
cosinus de la moitié de l'angle que forment entre elles les deux droites OXy OY;
donc le produit de ces segments est lui-même constant.

5. Cela pose, soient OX, OY {fîg. 4) les génératrices principales qui passent
par l'extrémité du grand axe de la surface, O'X7, O'Y' les génératrices qui leur sont
respectivement parallèles. Prenons un point M sur la surface et menons les géné-
ratrices AA', BB', qui passent par ce point, jusqu'à leur rencontre avec X, X' et
Y, Y'. Considérons le point Mi, infiniment voisin de M sur la bissectrice de l'angle
AMB' : ce point appartient à l'une des lignes de courbure qui se coupent en M.
Menons par le point M^ et par les droites O'X^ O'Y' deux plans qui coupent OX et
OY en Ai et B^ : les droites M ^ A ^ M ^ B ^ sont les génératrices relatives au point M^

Posons
OA==^, OB==^ AAi==<^ BB,==—^ MA==^ MB==^
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Désignons par 6 l'angle des deux génératrices OX, OY, par À l'angle que forme
MM^ avec MA, par ç? é té les angles que forme le plan MO'A' avec les plans MAB et,
A'CVB', et enfin par^x l'angle que. forme O'Y' avec le plan MO'A'.

Fig.4.

La distance du pointM-i au plan MO'A' est égale à MM< sinîv sm©; par suite, la
distance du point A^ à ce même plan est

d'où

MM, sin?isin<p . AA'^ ;

, _MMi s inÀs încp . A.A.'cioc —— —————————;———— *MA' sm ̂  ?

mais
s inO'A'B ' . s ine

s!n9== sinMA^ > sm^=sm0sin6;
donc
/ ^ . ^MMismÀ.sinO'A'B' .AA'

MA'sinMAB'smÔ

MM.smÀsmQ^^A^BB^
•MB'smMB'A'sîne '

On trouverait de même
(5) ^r=-

d'où
,n. • dy m1 O'A'
{ u j , dï^A^'WW^0'

D'après le lemme précédent, les produits OA. O'A', OB. O'B' sont égaux à une
constante P; par suite,

0/A'==^\ o / B / ==^. ,
X T
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Désignons par 2 a le grand axe 00' de la surface; on voit facilement, en abaissant,
des points A' et B' des perpendiculaires sur le plan XOY, que

, ,, _ v^4 -h 2. ( 2 <22 —7r2 cos 9 ) ̂  4- /r4
A A —— "————————————————————• - ! • 1 1 1 • • 1 - 1 — — i

ïyw V ) 4 -h 2 ( 2 a2 — 7f2 cos Q} r2 -T- ̂15 jj» ==: —————————————————;—————,
r

Des lors, l 'équation (6) devient

. . _ _______^____^_ _____^r_____ „
^^T4- 2 ( 2 a2 — /f^cos^).^2 + /h Vj'̂ ^a^z^^^^ 0 ) ̂ y7^^

Telle est l'équation différentielle des lignes de courbure d'un système.
On trouverait de même, pour l'autre système,

o., _^ ______dx ___ ^ __ _ ^^ ^____jfy________ _ -
V^ï^^aT^^2^^ "^-F~^^j^

On connaît l'intégrale générale de ces équations : elle est de la forme

•T VY4 + 2( 2<^2 —— /^COSO)^ -+- ̂ i ±:f^+ 2(2<22——/f^QS^)^2 +^_ p
(9) . '—————————————F^-"^——————————————~~^

C désignant une constante arbitraire.
6. Dans le cas particulier où le polynôme du quatrième degré qui est sous

le radical est un carré parfait, les équations (7) et (8) se réduisent à

. , dx , df
( î o ) ^rF^j^r^-0-

équation dont l'intégrale est
X . • Tarctang.-± arctang—== const.,
/f K

OU
x de v( î î ) -.———==const.\ i ^ ^p ̂ ,

Cette dernière équation, qui rentre dans la forme générale

xi^y+B^+Cy+D == o,

représente un double système de courbes planes tracées sur rhyperboloïde
(M. CHASLES, Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. LUI; 2 dé-
cembre 1861).
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Quel est le genre d'hyperboloïde auquel appartient ce double système de
lignes de courbure planes î Posons la condition qui exprime que le polynôme

X1 -r- 2 (a a2 — h2 COS Q ) x2 -h- ̂

est un carrée savoir
d ?, ) (2 a2 — ^2 cos 0 )2 — ̂  = o.

Si. l'on désigne, comme à Fordinaire, par a2? &2, —c2 les carrés des demi-axes
de la surface, on a

t-os Q == ) ~ ̂  ? 7i"2 == ——5 = b2 -+- c\ ^2 cos 0 = 6 = — c2..y2 4- c* - 0cos2-
2

L'équation (î a) devient donc

a5—a^b2 +c^2c2— Ô2c"2==o,
ou

û?2 ( a2 + c2 ) = Z»2 ( à2 4- c2 ).
ou enfin
( i 3 ) a^b.

La surface est de révolution, comme on devait s'y attendre.
L'équation (î î) représente le double système des méridiens et des parallèles de

cette surface. Le signe 4- convient aux parallèles et le signe — aux méridiens.
7. L'équation (9) des lignes de courbure, entre les coordonnées x et j, quoique

sous une forme analytique remarquable y ne se prête pas à une interprétation
géométrique simple. Pour la transformer, évaluons u et v en fonction de w et j,

Les triangles semblables MAB, MA'B' donnent

u AB
AA^AB-h-A'^

Or
.,_ ̂ 4- a(2ût2— k^cosQ)^2 -î- /f1

A.A. —• ————————————————————————— ;

AB == y^^y2—'ï^ycosâ,

A /B /= — ^4-^2—2^rcos0;^v j /

donc
__ y ̂ ^"4" a ( aq2 — /r2 cos 9 )x2 -h F4

l -u ^~" ^+^7
De même,

„ 1 _ ̂  ̂ /yT"^ 2 ( a a2 — ̂ 2 cos 0 ) y2 -4" /r'4
. l ï î5; W^~xy——————5
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d'où
/-+- ^^W-l- ^(^——/^COSg^+^^.rV^ •+- 2(2^-•-^'2^QSy)^2 4-^

/f2 •+- .rr

L'équation (9) peut donc se mettre sous la forme

v^u^Ci/^—^],

ou, en posant C = j-^j
/ r \ , m( ib} v±u=: m — 7— ̂ y.

Ainsi :
TI-ÏÉORÉME III. — Sur l'hyperboloïde la somme ou la différence des portions de

génératrices', comprises entre un point d'une ligne de courbure et deux génératrices
principales y n est plus constante, comme pour le paraboloïde ; à cette somme ou
différence se joint un terme proportionnel au produit des segments que ces généra-
trices interceptent sur les génératrices principales, à partir de leur point d'intersection.

8. Du reste, cette équation (16) comprend comme cas particulier la propriété
du paraboloïde; car cette dernière surface peut être considérée comme un hyper-
boloïde dont l'ellipse de gorge est transformée en parabole. Dans ce cas la quan-

tité P, qui est égale à ——y devient infinie; par suite, le terme -r^xy disparaît, et
cos2

1

l'équation (16) devient
t/rc: u == m.

Remarque. — Des équations (i4) et ( i 5 ) on déduirait facilement une équation
qui ne renfermerait que le produit xy. En portant dans cette équation la valeur
de xy tirée de l'équation ( î 6 ) , on aurait une relation entre les seules coordonnées
u et v. Mais comme cette relation se présente sous une forme compliquée, nous
nous dispenserons de la développer, en nous bornant à l'équation (16) qui exprime
une propriété géométrique très-nette des lignes de courbure de l'hyperboloïde.

FIN DU TOME P R E M I E R .
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