W.DOBLIN
W.DOBLIN
Eléments d’une théorie générale des chaines simples constantes de Markoff

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 57 (1940), p. 61-111
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1940_3 57 61_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1940, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1940_3_57__61_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ELEMENTS D’UNE THEORIE GENERALE

DES

CHAINES SIMPLES CONSTANTES DE MARKOFF

Par M. W. DOBLIN.

I. — Introduction.

1. Nous nous consacrerons dans ce Mémoire a ’étude du schéma
suivant :

Soit W un ensemble non vide quelconque, F une famille de sous-
ensembles de W [ dits mesurables (")], comprenant W et I'ensemble vide,
Jformant un corps borélien (*). Faisons correspondre a chaque ensemble
mesurable & et a chaque point x€W une grandeur bien définie
P! (@, &)2o0, complétement additive en & sur F, normée c’est-a-dire
satisfaisant a P (x, W) =1, mesurable par rapport a x pour chaque
&€ F . Nous interprétons PV (x, &) comme la probabilité de passage de x
en & d’un certain point mobile en une épreuve. Nous désignerons par
P (z, &) la probabilité de passer de z dans &en n épreuves. P (z, &)
peut étre considéré comme le nt itéré de P"''(x, &), I'opération
d’itération étant entendue comme pour un noyau ordinaire (cf. § 1).
On a deux problémes :

(1) Cette définilion n’a aucun rapport avec la définition usuelle.
(?) HansDORFF, Mengenlehre.
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1. Probléme analytique. — Etude de Dallure asymptotique de la -
« distribution de probabilité » P (z, &) pour n—oc.

1. Probléme probabiliste. — Etude du mouvement du point mobile.

Nous appellerons chaine simple constante de Markoff' le schéma défini
ci-dessus.

Résumé. — Nous étudions le probléme général des chaines tel qu'il est défini ci-dessus.
Nous montrons que sous des hypothéses trés générales (théoréme d’application, n° 9), I'on
peut trouver un ensemble X 22 stochastiquement fermé, tel que W— X £. ne conlienne
plus d’ensembles stochastiquement fermés, X £ étant la réunion d’ensembles disjoints £,
chaque £ étant stochastiquement fermé et indécomposable si £ est absolument essentiel.
Dans le cas général nous prenonscela comme hypothése. Nous prouvons que I’ensemble
W — X 22 est essentiel impropre ou inessentiel, de telle sorte que le point mobile s’éloigne
en quelque sorte indéfiniment de £ & moins qu'il n’y entre. Les paragraphes 2 et 3 sont
consacrés a ’étude du mouvement et des probabilités & I'intérieur d’un ensemble stochas-
tiquement fermé &2 indécomposable et absolument essentiel. Nous étudions d’abord, para-
graphe 2, la stabilité & la Poisson et montrons que sauf dans un cas anormal (qui est étu-
dié aussi) il existe un sous-ensemble G qui contient en quelque sorte tout ce qui est
absolument essentiel dans £ et que nous appelons ensemble final. L'ensemble £ — G est
essentiel impropre ou inessentiel. Si & est un ensemble essentiel de & et E un point quel-
conque de G, alors le point mobile passe presque stirement, a partir de E, une infinité de
fois par & et tout sous-ensemble essentiel de & est absolument essentiel. Nous montrons
dans le paragraphe suivant que I’ensemble final se divise encore en sous-ensembles
cycliques entre lesquels il y a le mouvement cyclique bien connu. 1l est établi que deux
cas seuls peuvent se produire : les P(?)(E, &) sont asymptotiquement périodiques si n -
quels que soient E et & (€G) ou il existe une suite d’ensembles £:>8,>...58;>...;
&n — o telle que ]i;n P (E, &) =1 quel que soit ¢.

n £

Dans le paragraphe 4 nous étudions d’abord les probabilités si ’ensemble £ stochasti-
quement fermé csl essentiel impropre, puis si E et & sont quelconques. Nous étudions
ensuite des questions diverses telles que moyennes de Cesdro « mesures invariantes »,
constantes fondamentales de module 1, ete.

2. Des cas particuliers de ce schéma furent étudiés par un grand
nombre d’auteurs (*). : ‘

Le premier qui envisagea un cas particulier de ce schéma fut Markorr
qui supposait que ’ensemble W était fini (c’est-a-dire composé d’un

(3) Nous indiquerons les références bibliographiques seulement pour les travaux qui ne
se trouvent pas dans la liste de M. Hostinsky, Méthodes générales du Calcul des Proba-
bilités (Mémorial Sc. math:, n® 82, 1931), ou dans l'index du livre de M. Frecarr, Traité
du Calcul des Probabilités de M. Borel, t. 1, fasc. Ill; Recherches théorigues modernes,
livre 2, Paris, 1938. )
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nombre fini d’éléments. Dans ce cas on peut définir le schéma sous
la forme intuitive suivante. Considérons un systéme matériel ne pou-
vant prendre qu’un nombre fini d’états E,, ..., E,. Faisons une suite
dénombrée d’épreuves, la premiére épreuve, la deuxiéme épreuve, ete.,
et supposons que la probabilité pour que le systéme matériel passe en
une épreuve de I’état E; a I’état E, (plus précisément passe de I'état E;
ala ¢ — 1% épreuve a I'état E, a la ¢*m épreuve) ne dépende que de ¢
et £, mais ni de I'indice ¢ des épreuves ni du mouvement antérieur du
systéme. Soit p; cette probabilité. Soit P, la probabilité de passer
de E; en E, en n épreuves.
On vérifie facilement que P’ satisfait &

r

~
(n+m) () (n) — ()
P = 2 PirPYR, Z»sz =1, P’ > o.
k=1

Il s’agit d’étudier I’allure asymptotique de P et du mouvement du
systéme. ‘ '

Ce cas que nous appellerons le cas d’un nombre fini d’états a été
étudié par Markorr en 1908 sous I’hypothése que tous les p;, soient > o.
Indépendamment et presque simultanément H. PoiNcarE avait été aussi
conduit au méme schéma. Apreés la guerre un trés grand nombre de
savants s’ignorant souvent mutuellement en ont repris I’étude ; nous
en citons MM. Livy, Hapamaro, Hostinsky [et ses éléves Porocek,
Kavcky (*), Koneeny, PospisziL ], Romanovsky, v. Mises, Frécrer, DobLIN,
FouiLuape. '

Le cas ouI’ensemble W des états possibles est un domaine de mesure
lebesguienne finie contenue dans un espace euclidien, et o il y a une
densité de probabilité p(E, I') pour que le point mobile passe dans
une épreuve de E en F fut, étudié d’abord par MM. Hosminsky (°) et
Hapamarp (°) en supposant p(E, F) eontinu, puis par M. Fricaer (7) en
supposant seulement que p™ (E, F) [n"* itéré du noyau p(E, F)] soit
borné quels que soient E et F pour un certain n. Nous désignerons ce

(*) Le livre de M. FrEcHET contient un exposé étendu de ces travaux dans le cas d’un
nombre fini d’états.

(%) Nos 53-7 dans la liste du fase. de M. HosTINSKY.

(¢) Congreés de Bologne, t. 6, 1928.

(7) Bull. Soc. Math. Fr., t. 62, 1933, p. 68-83.
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cas par cas de M. Fréchet [méis M. Frecrer a étudié aussi un autre cas:
il a donné (*) les conditions nécessaires et suffisantes pour que, si
mes (W) est infini, p™ (E, F) tende uniformément par rapport a E vers
une fonction p(F) non presque partout nulle, si n — .

Le cas ou W est dénombrable (désigné plus loin briévement par cas
dénombrable) fut étudié d’abord — sous des hypothéses restrictives
qui assurent un certain parallélisme de 'allure du mouvement avecle
cas d’un nombre fini d’états — par M. Forter (*), puis dans le cas
général par M. KoLmocororr ('°),

D’autres hypothéses particulieres furent examinées par MM. For-
TET ('"), Dosuiv (*?), BocoLiousorr et KryLorr ('*), FourLLape ('*).

3. Dans chacun de ces cas les auteurs appliquaient des méthodes
différentes en utilisant d’une fagon trés essentielle la stucture particu-
liere de '’ensemble W et les hypothéses restrictives faites sur les pro-
babilités de passage. Certaines de ces méthodes pouvaient s’étendre
plus ou moins facilement & des cas différents, mais il n’en existait
aucune qui pouvait étre appliquée indifféremment par exemple au cas
dénombrable le plus général et au cas de M. Fréchet. _

Il apparaissait donc comme nécessaire de donner une méthode
pouvant s’appliquer indifféremment a tous les cas étudiés, et comme
désirable de donner une théorie générale des chaines simples de
Markoff (c’est-a-dire du schéma défini dans 1) contenant comme
corollaires les résultats essentiels qu’on avait trouvés dans les cas
simples étudiés. C’est a cette tache qu’est consacré ce Mémoire. Nous
allons étudier le schéma 1 sous des hypothéses extrémement

(8) Comment. Math. Helo., t. 8, 1933, p. 175-245.

(%) Comptes rendus, t. 202, 1936, p. 1362-1364.

(19) Recueil Math. Moscou N. S., t. 1, 1936, p. 607-610 et Bull. de I'Unio. d’Etat de
Moscou, t. 1, 1937.

(1) Comptes rendus, t. 204, 1937, p. 315-317.

(12) Rend. Acad. Lincel, S. 62, t. 23, p. 170-176; Bull. Soc. Roum. Sc., t. 39 (1),
1937, p. 57-115 et t. 39 (2), 1937, p. 1-61.

(13) Comptes rendus, t. 204, 1937, p. 1386-1388 et 1454-1456.

(%) Bull. Sc. Math., t. 61, 1937, p. 302-325 et Mémoires Soc. Roy. Sc. Liége, t. I,
1937.

.
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générales (**). (Nous ne croyons pas qu’on puisse nommer des cas ou
elles ne sont pas satisfaites.)

Certes sil’on ne voulait obtenir que les résultats essentiels connus
dans les cas principaux étudiés, a savoir le cas fini, les cas ou il y a
un parallélisme trés complet avec le cas fini et le cas dénombrable, il
aurait été plus vite de considérer successivement ces cas I'un aprés
'autre et de les traiter avec la méthode qui va suivre. Toutefois si I’on
veut étudier des cas plus difficiles tels que le cas ou il y a une densité
p'"(E, F) dans un ensemble de mesure infinie, etc., on est obligé de
faire des raisonnements qui ne sont guére plus courts que le trai-
tement du cas général.

Nous envisageons donc le cas le plus général ou nos hypothéses
sont satisfaites. Nous montrerons par des théoremes d’application que
ces hypothéses sont contenues dans d’autres beaucoup plus strictes,
mais dont la vérification est sensiblement plus facile. L’analyse de
notre schéma nous fera rencontrer un certain cas anormal que nous
étudierons et dans lequel les énoncés se compliquent sensiblement.

Nous montrerons que ce cas ne peut pas se présenter si ’on fait des
hypotheses trés larges sur les P/ (E, &) ou sur 'ensemble W.

4. Nous ne pensons pas qu’on puisse nommer des cas ou nos hypo-
théses ne sont pas satisfaites, et d’autre part nous ne croyons pas non
plus qu’on puisse obtenir des résultats essentiels supplémentaires
sans restreindre la généralité. Cependant nous ne prétendons point
résoudre avec ce travail le probleme général des chaines de Markoff.

Pour beaucoup de problémes les résultats obtenus peuvent étre con-
sidérés comme absolument insuffisants et méme insignifiants. Ainsi
dans le cas ou le mouvement n’est pas aléatoire, nos résultats se
résument a ceci : ou bien le point mobile partant du point E revient
une infinité de fois en un autre point I, et dans ce cas il parcourt
périodiquement a partir d’un certain instant un certain cycle fini de
positions, ou bien il ne revient jamais a la méme position. Il est
d’ailleurs évident que si a peu pres tout schéma d’itération peut étre
ramené 3 une chaine de Markoff, il ne sera généralement pas avanta-

('3) Pour I’énoncé précis de ces hypothéses, »oir ne 7.
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geux de le traiter comme telle. Dans le cas dénombrable nous montre-
rons bien que P}, converge toujours en moyenne de Cesdro vers une
limite (résultat obtenu par M. Kolmogoroff), mais nous n’obtenons dans

le cas général aucun résultat sur 2 P%. Pour obtenir des résultats

E,¢6 '
plus précis on sera obligé a faire des hypothéses supplémentaires,
soit en admettant 'existence d’'une « mesure invariante », soit encore
en imposant des conditions d’ordre topologique, etc. Nous donnerons
une certaine classification des alternatives possibles, mais lorsqu’on
aura un cas concret ol I'’ensemble W est infini, il sera généralement
tres difficile, sinon impossible, de voir dans quelle catégorie ce cas
rentre.

5. Les P (E, &), K" (E, &), Pr(E, &), Q(E, &). — En appliquant
le théoréeme des probabilités totales et composées on trouve que la
probabilité pour que le point mobile passe de E dans & en nepreuves
soit P (E, &), satisfait a

Pom(E, &)= [ PW(F, &) Pm(E, dag),

w

ou l'intégrale est'intégrale de Lebesgue-Stieltjes-Radon-Fréchet

lim Z (B, @),

> w
m=1

A, désignant I’ensemble des points F avec m—_1 SPW(F, &)< %;

P (E, &) est, comme on prouve par récurrence, mesurable par rapport
a E si & est mesurable, complétement additive par rapport 4 & si Eest
fixe, avec P (E, &)20 et P (E, W) = 1.

De méme lim sup P (E, &) et llmlan‘"’(E &) sont mesurables

n>w
par rapport a E pour tout & mesurable.

Soit Pr[E, &] la probabilité pour que le point mobile parti de E
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passe une fois an moins dans & dans son mouvement ultérieur.
Appelons

K(E, )15 — f

JFeW—-§8

. f PU(F,_y, &) PU(F,_,, dety, )...P0(E, dag,)
Fon1 € W8

la probabilité pour que le point mobile parti de E a ’épreuve initiale
se trouve n épreuves aprés dans & sans avoir atteint & aux n—1
épreuves précédentes. On a

Pr[E, &] :2 K (E, &).
n—i

Il ressort immédiatement de la définition que 1>Pr[E, 8]>0 et

que si
KO(E, §) =...=Kr=1(E, &) =o,

on a
K"(E, &) =P (E, &),
Pr[E, §]=o entraine donc ‘
PO(E, ) =...=P»(E, §)=...=o.

Ni K™ (E, &), ni Pr[E, &] ne sont généralement additives, toute-
fois si

Pr(E, &;]=o (i=1,...),
ona '
P’Il‘(E, 61) = 0,

done
P"(E, &+ &,+...)=o0

et, par conséquent,
Pr[E, & + &s+...]=o.

Appelons Q(E, &) la probabilité pour que le point mobile parti
de E passe une infinité de fois par &, c’est la limite (si n — ) de la
probabilité pour qu’il passe encore au moins une fois par & apreés
la n*™ épreuve

Q(E, &)= lim fPr[F, &1 P (E, dety).

ny> o Jyw

(1) Les K(®(E, &) ont été introduits pour la premiére fois par Kolmogoroff dans le
cas dénombrable, cf. loc. cit. (19).
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1 —Q(E, &) est la probabilité pour que le point mobile parti de E ne
passe qu'un nombre fini de fois par &. Elle peut étre représentée
comme la somme de la probabilité pour que le point ne passe pas du
tout par & plus la probabilité qu’il passe par & a la premiére épreuve
mais pas apres, etc. La probabilité pour que le point mobile soit en &
a la n®*m épreuve mais n’y revienne pas apres, peut s’écrire

f{ r— Pr[F, 6]} P (E, da ),
&
donce

1—Q(E, 6) =1— Pr[E, &] + ¥,

n=1

T

(1—Pr[E, 8])P"(E, day).

On prouve sans difficulté que les deux expressions de Q(E, &) données
sont équivalentes. Si £2 estle sous-ensemble de & ou Pr[F, 6] <1 — A,
on voit qu’on a

2 Pr(E, £)< }lS < ©;

n=1 .
par conséquent,
PW(E, £)—o.

6. Ensembles essentiels, inessentiels, stochastiquement fermés, etc. —
Nous dirons qu’un ensemble & est inessentiel (') si Q(E, &) = o quel
que soit E. Un ensemble inessentiel ne sera presque stirement obtenu
qu’'un nombre fini de fois; quel que soit I’état initial le point mobile
ne passera plus dans & a partir d’une certaine épreuve (aléatoire).
L’ensemble & n’aura donc aucun intérét pour les propriétés asympto-
tiques du mouvement, il n’est pas essentiel.

Dans le cas d’un nombre fini d’états [¢f. M. Fréchet (*)] tout ensemble d’état formé
uniquement d’états des groupes de passage est inessentiel. Dans le cas de M. Fréchet tout
ensemble extérieur aux ensembles finals et tout ensemble de mesure nulle est inessentiel.

Un ensemble qui n’est pas inessentiel est dit essentiel. On vérifie
immeédiatement que la réunion d’'un nombre fini d’ensembles inessen-

(17) Nous empruntons & M. Kolmogoroff les mots essentiels et inessentiels (unwesent-
lich) en les employant dans un sens un peu différent. Ainsi dans le cas dénombrable un
élat essentiel dans le sens de Kolmogoroff peut trés bien étre inessentiel dans le noétre.
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tiels et tout sous-ensemble d’'un ensemble inessentiel sont inessentiels.
(De méme si &, > &, et & essentiel, &, est a fortiori essentiel.)

Par contre la somme d’'une infinité dénombrable d’ensembles inessen-
tiels n’est pas nécessairement inessentielle.

Il suffit d’envisager le cas dénombrable avec p;;., >0 et p;=o0
si j<i (par exemple p;..,=1). On constate immédiatement que
tout état est inessentiel, mais ’ensemble de tous les états, danslequel
le point se trouve nécessairement a toute épreuve, est visiblement
essentiel.

Nous disons qu’un ensemble & essentiel est essentiel impropre si &
est la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles inessentiels,
absolument essentiel s’il ne peut pas étre mis sous une telle forme.

Dans les cas les plus simples, tels que le cas fini et les cas qui présentent une grande

-analogie avec le cas fini, les ensembles essentiels impropres ne peuvent pas se présenter.
Remarquons encore que la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles essentiels

impropres est encore essentielle impropre, si &> & et si & est absolument essentiel, &,
’est aussi.

Remarque. — Si &, est essentiel et si Pr[F, &,]> a > o quel que
soit Fe &,, alors &, est aussi essentiel; on le vérifie aisément en utili-
sant la premiére expression de Q(E, &) donnée page 67.

Nous disons qu’un ensemble & est stochastiquement fermé si la pro-
babilité pour que le point mobile parti d’un point quelconque E€ &
quitte & dans son mouvement ultérieur est nulle, ce qui est équi-
valent a

PY(E, W —&)=o, quel que soit E € &.

Ainsi dans le cas d’un nombre fini d’états, tout groupe final est stochastiquement fermé,
mais il est parfaitement possible qu’en ajoutant 3 un groupe final certains groupes de
passage on obtient encore un ensemble stochastiquement fermé.

La réunion d’un nombre quelconque d’ensembles stochastiquement
fermés est évidemment encore stochastiquement fermée. Si { &} est
une suite décroissante d’ensembles stochastiquement fermés (&, 2 &;.,)

lim &; est soit vide, soit encore stochastiquement fermé, comme on
i>» .

le vérifie immédiatement. L’ensemble W est évidemment stochasti-
quement fermé. Si & est un ensemble quelconque et si Pr[E,, &]=o
pour un E, il existe un ensemble € disjoint de & stochastiquement

Ann. Ec. Norm., (3), LVII. — Fasc. 2. 10
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fermé avec Pr [E, &]=osiE€C. En effet, soit C’ensemble des points
de W — & avec Pr[E, &]=o0, € n’est pas vide. On a

PY(E,W —¢)=o, si E ¢,

car si la probabilité de passer de E dans I'ensemble & ou dans
I'ensemble des points avec Pr[F, &]|>o était >o, on aurait
Pr| E, &] > o contrairement a I’hypothese.

Nous disons qu'un ensemble & est indécomposable s’il est stochas-
tiquement fermé et s’il ne contient pas deux sous-ensembles disjoints
stochastiquement fermés. '

Cette définition, qui a 6t6 aussi employée par Fouillade (1#) n’a guére de rapport avec
la définition de l'indécomposabilité des matrices donnée par Frobenius et couramment
appliquée dans la théorie du cas d’un riombre fini d’état, définition qui ne peut d'ailleurs
pas étre généralisée a notre cas. Un groupe final est toujours indécomposable dans les
deux sens, mais un groupe de passage n’est pas un ensemble indécomposable dans le notre,
et dans le cas ot il y a un seul groupe final (cas semi-régulier dans la terminologie

nouvelle de M. Fréchet) nous considérons que ’ensemble de tous les états est indécom-
posable, méme s’il y a des états en dehors du groupe final.

Soient & un ensemble stochastiquement fermé indécomposable.
& I’ensemble des points ou Pr[E, &]=o, & I’ensemble ou Pr[E, &' |—o.
L’ensemble & n’est pas vide puisqu’il contient & et est visiblement
stochastiquement fermé. Je dis que &" est aussi indécomposable. En
effet supposons que &” contienne deux ensembles A et B disjoints
stochastiquement fermés. A& et B& ne peuvent pas étre vides, car on a
Pr[E, 6] > oquelquesoit Ee &, A& et B& seraient donc stochastique-
ment fermés et disjoints, ce qui est impossible. A chaque ensemble &
indécomposable on peut ainsi attacher un ensemble & le contenant et
qui est le plus grand ensemble indécomposable contenant &.

Si @ eststochastiquement fermé mais n’est pas indécomposable, soit
& un sous-ensemble stochastiquement fermé de @. Nous pouvons

prendre dans @ — & I’ensemble & des points F avec PP[F, &]=o,

“cel ensemble est vide ou stochastiquement fermé et & — & — & ne
contient plus d’ensemble stochastiquement fermé (car pour un tel
ensemble on aurait aussi Pr[F, &] = o). \ '

7. Nous montrerons plusloin qu’on peut étudier d’une facon assez
compléte le mouvement du point mobile a 'intérieur d’un ensemble
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stochastiquement fermé si cet ensemble est indécomposable ou essen-
tiel impropre. Les hypothéses que nous ferons auront pour but principal
de ramener I'étude du mouvement du point mobile & I’étude du mouve-
ment dans ces ensembles-la.

L’ensemble W est stochastiquement fermé, si W n’est pas indécom-
posable ni essentiel impropre, il y aura dans W deux ensembles &,
et &, stochastiquement fermés disjoints. Si I’ensemble &, par exemple
n’est ni indécomposable ni essentiel impropre, il y aura dans &, deux
sous-ensembles &, et &, stochastiquement fermés disjoints. Nous
pouvons raisonner sur &, comme sur &,. Nous voyons ainsi qu’on peut,
a partir de n’importe quel ensemble stochastiquement fermé, construire
des suites descendantes d’ensembles stochastiquement fermés, finies
ou transfinies. Il peut arriver qu’une telle suite aboutisse finalement a
un ensemble stochastiquement fermé étant soit indécomposable soit
essentiel impropre; il se peut aussi qu’elle aboutisse a I'ensemble vide,
ou qu’a un certain instant 'ensemble cesse d’étre stochastiquement
fermé ou d’étre mesurable. (Ces derniéres alternatives ne peuvent
d’ailleurs arriver qu’a un indice transfini.)

Nous allons nous placer dans le cas oi, pour chaque ensemble stochastiquement fermé,

il existe une suite aboutissant finalement i un ensemble stochastiquement fermé, indécom-
“posable ou essentiel impropre.
O

Si ’ensemble W contient des ensembles indécomposables {&}, on peut définir ces
ensemhles d’une facon univoque en considérant la famille { &} (& étant le plus grand
ensemble indécomposable contenent &), qu'on peut évidemment déterminer de telle fagon
que W — 2 &" ne conlienne pas des ensembles indécomposables. Si I'ensemble W — X &”
ne contient méme plus d’ensembles stochastiquement fermés, notre premier travail serait
fini. Sous les hypothéses indiquées, en admettant que W peut étre hien ordonné et sous
certaines hypothéses supplémentaires de mesurabilité, on peut montrer qu’il existe
une famille { £} d’ensembles essentiels impropres stochastiquement fermés tel que
W —X& — = £ soit mesurable et ne contienne plus d’ensembles stochastiquement
fermés. Mais il est plus commode de poser cela directement comme hypothese.

Hypothese. — Il existe dans W une famille d’ensembles stochastique-
ment fermés £2, indécomposables ou essentiels impropres, telle que X £2
soit mesurable et que W — X2 ne contienne plus d’ensembles stochasti-
quement fermés. '

Cette hypothése n’a pas de signification trés intuitive, mais elle
est utile.
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8. TutoriMe I. — W — X 22 est inessentiel ou essentiel impropre. Dans
le second cas, on peut donner une suite dénombrable d’ensembles ines-
sentiels &;, telle que le point mobile, parti de E€ W — X2, passe sotl
avec probabilité Pr[E, 2] >0 dans £ (et n'en revient plus), soit
s’éloigne indéfiniment avec probabilité 1 — Pr[E, X7] dans la suite &;,
sin—>ow ('%).

Démonstration. — D’aprés une remarque faite dans le numéro 6, si
Ionavaitpourun E€e W — X2, Pr[E, E£]=0, W—X2 contiendrait
un ensemble stochastiquement fermé. On a donc Pr[E, ££] > o, quel
que soit E. Soit &, l’ensemble des points E de W —X2 avec

Pr[E, £]=1, & celui ou = > Pr[E, Zﬁ’]zi—j_—;- On a

)
W—Zﬁ:@o—}—i@i.
i=1

Si nous partons d’'un point de &, on passe presque surement
dans ££; partons donc d’un point E de &, © > 0. On aura alors

PriE, 22)=1—a.

Nous allons appliquer un raisonnement tres simple et fort intuitif que
nous avons employé dés le commencement de nos recherches sur les
chaines de Markoff qui jouera un grand réle dans les paragraphes 1
et 2. Si un promeneur a en traversant une rue donnée une probabi-
lité @ > o d’étre écrasé par une auto, il ne saurait la traverser indéfi-
niment car il sera tué avant (nous admettons qu’il ne puisse pas mourir
autrement). Si le promeneur a une probabilité >> a’ dans une certaine
région de passer dans cette rue et de la traverser alors il ne pourra
davantage se trouver une infinité de fois dans cette région, car il sera
alors presque stirement amené a passer tant de fois dans cette rue et
et de la traverser qu’il sera certainement écrasé. Sile promeneur ne
peut donc atteindre une région a partir de laquelle la probabilité de

(18) Nous entendons par cela, ¢ étant un nombre > o quelconque, ¢ arbitrairement
grand, on peut trouver N tel que le point se trouve avec probabilité > Pr{E, Z£]—¢
dans 2 £, et, avec probabilité, >1—Pr[E, 2£]— ¢ dans &;+ &;4 +.. ., & toutes les
épreuves d’ordre n > N.
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revenir dans cette rue est arbitrairement petite ou nulle, il sera cer-
tainement écrasé. Dans le cas contraire, le promeneur sera soit écrasé
avec une certaine probabilité, soit qu’il passera avec la probabilité
complémentaire dans une région de laquelle il n’a qu'une probabilité
arbitrairement petite ou nulle de revenir dans cette rue.

Ceci dit revenons a la démonstration de notre théoréme. Nous
pouvons prendre m suffisamment grand pour que la probabilité pour
que le point soit passé de E dans £ avant ou a la m®™ épreuve,
soit >1— a(1-+¢'). La probabilité pour que le point mobile passe
de E dans X2 est égale a la probabilité P,, pour que le point passe
avant ou a la m"™ épreuve dans X2 plus la probabilité pour qu’il ne
passe dans X2 qu’apreés la m"* épreuve. Donc

Pr(E, 22l=1—a="P,+ (1—Py,)Pr,[E, 1],

ou la signification de Pr/,[E, ££] est évidente
1—a=1—a—0da+a(i+0¢)Pr,[E, 2£] avec 0<0<r.
Donc
, 0’ = (1 + 0¢') Pry, [E, Z2].
Par conséquent Pr, [E, 2| < 2¢ et la probabilité pour que le point
mobile se trouve a la m® épreuve dans &,+ &,+...+ &; sous
I’hypothése dont la probabilité est 1 — P, est < 2¢/(7 +1).
Donc
- (I) P(n)(E, &i+1+6i+2+...)—>I—PI‘[E, 2, f].

On a méme
Pr[E, & +...+ & <<a2(i+1)é¢,

car si le point vient dans &,+...+ & il a une probabilité > —

de passer dans . Ceci montre bien que &,, ..., &;, ... sont ines-
sentiels et prouve le théoréme.

CoroLLAIRE. — St Pr[E, 221> ¢ quel que soit E, Pr[E, 2] =1. S/
la probabilité de passer de E dans £ £2 en moins de m épreuves est > ¢
quel que sott B, la probabilité P (E, W — X£) pour que le point se
trouve encore a la nm®"° épreuve a Uextérieur de X£2 tend vers zéro,
exponentiellement et uniformément par rapport @ E (c'est-a-dire est
majorée par Re="). '
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(Car la probabilité pour que le point se trouve encore a la nmi*™ épreuve
dans W — X est égale au produit de la probabilité pour qu’il se
trouve dans W — X2 & la n(m — 1) épreuve par la probabilité pour
que sous cette hypothése il y reste aux m épreuves suivantes. )

Notre démonstration du théoréme prouve aussi le lemme suivant
dont nous aurons souvent besoin. '

LeMME. — St @ est un ensemble stochastiquement fermé, £2 un sous-
ensemble de @ également stochastiquement fermé, et st Pr|E, £]> o
pour tout E de &, & — 12 est inessentiel impropre.

9. THEOREME D’APPLICATION. — 8¢ ['on peut définir sur W une fonction
d’ensemble complétement additive f(&), non négative avec (W) << w,
telle que & stochastiquement fermé entraine f(&) > o, alors les hypo-
theses du numéro 7 sont satis faites et S( £7) est dénombrable au plus.

Démonstration. — Soit { @} la famille des ensembles indécompo-
sables stochastiquement fermés, ensembles qu'on peut définir d’une
facon unique (¢f. n° 6), ils forment une famille au plus dénombrable.
Soit € I'ensemble des points F avec Pr[F, XD ]=o0, C est soit vide,
soit il constitue le plus grand ensemble stochastiquement fermé
disjoint avec X@;. (Remarquons que X®; peut trés bien étre vide, dans
ce cas C=W.) Si C est vide, le théoreme est prouvé. Supposons
donc € non vide et démontrons-le.

Puisque C est stochastiquement fermé et n’est pas indécomposable,
il existe dans € deux ensembles &, et &, stochastiquement fermés

disjoints tels que € — &, — &, ne contient plus d’ensembles stochas-
tiquement fermés.

Lemme. — On peut choisir ces ensembles &, et &, tels que

(1) CJENRS©) fE<S(e).

wl N

Démonstration du lemme. — Nous pouvons admettre que
J(8)2/(&,).

Si (1) ne pouvait pas étre réalisé, on aurait

borne inf. f(&,) =a > §j6
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&, étant un ensemble quelconque ayant les propriétés indiquées.
Or dans ce cas, si &, et &, sont deux ensembles satisfaisant a nos
conditions, telles que f(&,)>a, f(&))>a, & &, estaussi de mesure 2a,
car autrement & & et I'’ensemble stochastiquement fermé le plus
grand contenu dans € — &, & seraient de mesure < a. Prenons alors
une suite d’ensembles &’ satisfaisant  nos conditions avec )

a<[f(&)<a+ ;-

L’ensemble & = &'&2,...,8, ... aura, d’aprés ce qui précede, la
mesure a et sera stochastiquement fermé. Il existe d’autre part, quel
que soit ¢, dans @ des ensembles stochastiquement fermés de
mesure < ¢, car si lim /(&) pour tout & stochastiquement fermé de &
était o £ 0, on construirait comme ci-dessus un ensemble stochasti-
quement fermé de A de mesure a. Cet ensemble n’étant pas indécom-
posable, il y aurait deux sous-ensembles stochastiquement fermés dont
la-mesure serait < «, ce qui amene une contradiction. Soit ¢ un tel
ensemble de mesure <, @' le plus grand ensemble stochastiquement
fermé contenu dans € — Q. Q'+ J¢ est stochastiquement fermé de

mesure < %f(@) + 2 < a. De méme le plus grand ensemble stochasti-

quement fermé A" contenu dans A — ¥ est de mesure <a et
C—[A@'+ 3+ A@"] ne contient plus d’ensembles stochastiquement
fermés. Ce qui démontre le lemme. -

Suite de la démonstration proprement dite du théoréme. — Choisissons
donc dans @ deux ensembles &, et &, ayant les propriétés du lemme,
soit J, == &, + &,. Choisissons dans &, deux ensembles stochastique-
ment fermés &,,8,,, tels que & —&,,—&,, ne contient plus

d’ensembles stochastiquement fermés, avec f(&,;)< ;)f(&) (le lemme

s’applique évidemment aussi i tout sous-ensemble stochastiquement
fermé contenu dans €). Opérons de méme sur &, et ensuite sur
les &; etc. Posons

C,= 2 Siigornin

Iy oonyln
On a évidemment
CndCpni1DChind...
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Supposons que la partie commune des C,C,.,C,., ..., ne soit pas
vide, elle sera alors stochastiquement fermée de mesure £ o. Soit F
un point de cette partie commune,.il y aura une suite descendante
d’ensembles &,, &,,, ..., chaque ensemble contenant F. La partie
commune de ces ensembles n’est pas vide et est par conséquent sto-
chastiquement fermé, donc de mesure > o0. Or on a

S (B ) €37 (Eiiy):

Cette partie commune est donc de mesure nulle, ce qui démontre
que C,C,., ... est vide. Nous pouvons donc écrire

C=(C—C)+(&—Cy)+...+(Crn—Cpiy) +....

Tous les ensembles C;— €., sont essentiels impropres ou inessentiels,
comme il résulte de la démonstration du théoréme 1. C est donc aussi
essentiel impropre. '

La famille des ensembles G, @,, ..., @,, ... est donc telle que
W —(C+X®;) ne contient plus d’ensembles stochastiquement
fermés, ce qui démontre le théoréme d’application.

Remarque 1. — Soit (®)) la famille des ensembles (®;) absolument
essentiels. W — X®@; est essentiel impropre (ou inessentiel), on peut

donc écrire
W — 20— L1+ Lo+ L. .,

ou £2, est inessentiel. On aura alors
P(E, £,) >0, P®E, £,+...+ £p)->0 quel que soit E et m si n —oo.

Remarque 11. — Nous montrerons plus loin que dans tous les cas
étudiés jusqu’a maintenant des conditions d’application visiblement
plus restrictives sont satisfaites. Nous ne citerons donc ici que le cas
suivant, qui est contenu dans le théoréme.

W est un ensemble d’un espace euclidien et la probabilité pour que le
point reste indéfiniment dans un_ensemble de mesure nulle est =~ 1. (Il
est équivalent de supposer que P*’(E, &) P*(E, &), ...,P"(E, &), ...
ne peuvent pas étre =1 pour tout n si & est un ensemble de mesure
nulle quelconque.)

11 suffit pour le voir dans le cas ou mes(W) est infinie de remplacer
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la mesure euclidienne par une fonction d’ensemble -absolument
continue f(&)2o0avec f(W)< . On peut par exemple considérer une
famille de sphéres concentriques S; de rayon ¢ et de prendre pour
f(&)si&EC Si—S

1
Fmes(é’-).

II. — Premiére étude du mouvement
a l'intérieur d'un ensemble indécomposable absolument essentiel.

Soit # un ensemble indécomposable absolument essentiel. Si E est
un point quelconque de ¢, on a P'"(E, #) =1, ¢’est-a-dire I'ensemble
est stochastiquement fermé. Si le point mobile se trouve une fois a
I'intérieur de #¢, il n’en sortira pas. Les ensembles & et les points E,
dont nous parlerons dans ce paragraphe, seront toujours, sauf spécifica-
tion contraire, des sous-ensembles et des points de #C. L’ensemble 4¢
étant indécomposable, par définition si &, et &, sont deux sous-
ensembles disjoints de ¥, &, et &, ne sont pas simultanément
stochastiquement fermés. C’est de ces deux propriétés ci-dessus
citées et de I'hypothése que ¢ estabsolument essentiel que résulteront
tous les résultats que nous démontrerons dans les paragraphes 2 et 3.
Sommaire. — Le n° 10 contient une discussion de laquelle résulte le théoreme II et le corol-

laire énoncés a la fin du n° 10. Dans le n° 11 nous montrons que, sous I’hypothese
générale 11 y indiquée, on peut trouver dans € un ensemble « final » G qui réunit tout
ce qu'il y a d’absolument essentiel dans 4€; définition du cas « normal » et « anormal ».

Le no 12 est consacré uniquement au cas anormal. Le n° 13 donne des conditions d’appli-
cation suffisantes pour écarter le cas anormal.

10. Soit & un ensemble essentiel. Nous aurons a distinguer
plusieurs hypotheses. :

A. L'ensemble F des points ¥ ou Pr(F, &)= o est non vide. — F est
évidemment stochastiquement fermé. Supposons que ’ensemble F’
ou Pr[F, F]=o0 ne soit pas vide. Cet ensemble serait alors aussi
stochastiquement fermé. Pour chaque point de &' on a Pr[F, &] > o,
il résulte que FF' est vide et comme I¢ est indécomposable F' doit
étre vide. Appelons &, I'ensemble des points de J¢ — &F ou
1

n- 7 n1
Ann. Ec. Norm., (3), LVII. — Fasc. 2. 11
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Comme Pr[F, & | est > o pour tout F, nous pouvons écrire

B—F =8+ 8+...+8,+...,

et il résulte du lemme I, n° 8, que ¢ — & est un ensemble essentiel
impropre (J¢ — F ne peut pas étre inessentiel, car dans ce cas le peint
mobile passera presque surement dans & et 4 partir du moment ou il
est en & il y a une probabilité o pour qu’il vienne dans &, ce qui est
contraire 4 I’hypothése & essentiel). Nous pouvons écrire

E=FE+ 8,6 +...,

I’ensemble F& est inessentiel (si le point se trouve a une certaine
épreuve dans F, il ne passe presque surement plus ultérieurement
dans &, on voit aussi que F — FE est aussi stochastiquement fermé);
il en est de méme de &,&. Donc & est essentiel impropre.

B. 7 estvide. — Il se présente alors deux alternatives :

B 1°. Ilexiste un ensemble stochastiquement fermé A avec Pr[E, &]=1
st E€e@. — Nous pouvons prendre & tel que Pr[E, A]<1
si BEea — @ (il suffit d’ajouter a I'ensemble primitif 1’ensemble
ou Pr[E,&]=1, de Pr[E,&] =1 et.de Pr[E,&]=1 si E€@ suit
Pr[E,&]=1!). On a alors Pr[E, @] >0 pourtout point de 4¢ et nous
déduisons du lemme que 3¢ — @ est essentiel impropre ou inessentiel.
D’autre part, sile point mobile se trouve 4 un instant dans (&, il passe
presque sirement une infinité de fois par &.

B 2°. Il n'existe pas de tel ensemble & .. — Soit &, ’ensemble des

. \ 1 I
points E ol <Pr[E, &<

n-—+1

=8+ ...+8,+....

Soit F un point de # — &', je dis que Pr[F,&]|>o0. En effet
si Pr[F, &| = o il y aurait un ensemble stochastiquement fermé &
avec Pr[F,&6'|=o0 si F € @, 'ensemble &' —AQ'&" serait encore
stochastiquement fermé (car pour tout point de &' I'on a

Pr[E, 8@ | =Pr[E, &]=0),
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I .
et comme on a Pr[E, &> — pour tout point de cet ensemble stochas-
tiquement, on aurait (¢/. n°8)
Pr(E, 8] =1, siEea'—a'é&=a

et l’on serait dans le cas B 1°.

Par conséquent Pr[E, &] est > o quel que soit E, et nous pouvons
écrire
H—E=6+...+8&,+...,

&, .étant 'ensemble des points de 5 — & avec

S| -

2Pr[E, 6> ——

Je dis que les ensembles & et &; sont inessentiels. Supposons que
(a partir d’un certain pointinitial que nous n’avons pas besoin de spéci-
fier)la limite si m — oo de la probabilité pour que le point mobile passe
une fois au moins par &; apres la m™ épreuve soit « > o. Or sile point
passe par &; nous savons que la probabilité pour qu’il y revienne

. ., . I ,
encore une infinité de fois est §(1 — z—+—1> Il en résulte qu’on a

’ I
ala (1 — >,
- t+1
c¢’est-a-dire @ = o. Le raisonnement est le méme pour &;.
En écrivant

=8+ &+ 8,+...,

on voit que 4 est essentiel impropre.

Le cas B 2° ne peut pas se produire si JC est absolument essentel.

Revenons au cas B 1°, je dis que sz Pr[E, &] = 1 pour tout pointd’un
ensemble A stochastiquement fermé absolument essentiel, & est ausst
absolument essentiel.

En effet, soit {&,} une suite de sous-ensembles quelconques dis-

joints de & avec
E=8&+...+8E,+....

Il suffira de montrer que pour un » suffisamment grand, &,+...4+ &,
est essentiel. (On ne peut donc pas représenter & sous forme d'une
somme dénombrable d’ensembles inessentiels.)
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Soit &, '’ensemble des points de & avec (**)

Prim=1[E, 51,<; et Prm[E, 5];;,

@, ’ensemble des points de @, ou

1 N 1
PEm(E, & .ot Eun) < s PO(E, 6 62 )
On a
a= 2 A,y A= Z [
m=1 n=1
done

a= i i Qinny

m=1 n=1

& étant absolument essentiel il faut qu’au moins un des &, soit
essentiel. Il y a donc un ensemble essentiel avec

\

I
’

PI‘[E, 51+-.«+6n]2

I

ce qui prouve comme nous savons (n° 6, p. 7bis) que &, +...+ &,
est essentiel, ce qui démontre la proposition. :
Nous avons donc démontré le théoreme :

Tukoreme II. — Si & est un ensemble absolument essentiel, alors i
existe un ensemble stochastiquement fermé OL(&) tel qu'on ait

Pr[E, 8] =1 si Eea(s) *

et qu’on passe presque sirement une infinité de- fois dans & & partir de tout
point de Q. Si & est inessentiel ou essentiel impropre, il existe un
ensemble stochastiquement fermé a partir des points duquel on a une
probabilité o de passer au moins une fois dans 6.

CoRrOLLAIRE. — St & est essentiel impropre, il existe un ensemble C(&)
non vide essentiel impropre tel que 3 — C(&) est stochastiquement

(19) Primi(E, &) estla probabilité pour que le point mobile parti de E atteigne & avant
la (m —+ 1)iéme épreuve.
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Jermé et que la probabilité pour que le point mobile se trouvant dans C(8)
y reste indéfiniment est positive.

11. Nous allons maintenant montrer que sous des hypothéses assez
générales, on peut trouver dans #¢ un sous-ensemble ¢ stochastique-
ment fermé et tel que pour tout sous-ensemble & essentiel de ¢ on
ait Pr[E, 6| =1siEeg.

Supposons qu’on peut trouver dans I une fonctiori complétement
additive d’ensemble non négative bornée m(&) qui est positive pour tout
ensemble dans lequel le point mobile peut rester indéfiniment sans sortir.
Nous appellerons cela I'hAypothése 11.

Soit A la borne supérieure de m(&), pour les ensembles & essentiels
impropres dans lesquels on peut rester indéfiniment sans sortir. Nous
pouvons trouver un ensemble &, de cette catégorie avec m(&,) >h—-c.
A &, nous pouvons faire correspondre un ensemble & > &, tel que
J¢ — &, soit stochastiquement fermé. Si dans ¥ — &, il y a encore des
ensembles essentiels impropres et donc encore des ensembles de la
catégorie que nous avons envisagée, soit A’ la borne supérieure
de m(&) pour ces ensembles <3 — &,. Nous pouvons trouver un
ensemble &, de la catégorie avec m(&,) >\ —e? et de nouveau un
ensemble &, c #¢ — &, contenant &, tel que I — &, — &, soit stochasti-
quement fermé. &, et &, étant disjoints, on aura

mes (&, + &,) = mes (&) )‘+ mes(&,)>h—e+ A —eg et - N<e.

En continuant ainsi et en remarquant que la somme d’une infinité
dénombrable d’ensembles essentiels impropres dans chacun desquels
on peut rester indéfiniment est encore un tel ensemble, nous voyons
que nous pouvons construire un ensemble de la catégorie envi-
sagée X&; tel que § =3 — L&, est stochastiquement fermé et que
la borne supérieure de m(&) pour tout & de G essentiel impropre
est nulle. L’ensemble stochastiquement fermé ¢ ne peut plus contenir
d’ensembles essentiels impropres et 'on aura pour tout ensemble
essentiel 6 g, '

Pr(E, &] =1, si E e€g.

Tukoreme. — L’hypothése 11 est suffisante pour assurer I’existence

dans 3¢ d’un ensemble G que nous appellerons ensemble final tel que
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tout sous-ensemble & essentiel de G est absolument essentiel et que le
point mobile se trouvant dans G passe presque sirement une infinité de
Jfois par &.

Nous appellerons cas normal le cas ou il existe dans # un ensemble
final G. Nous ne pensons pas qu’on puisse nommer des cas anormaux.

12. % (*). Ne faisons pour I'instant aucune hypothése concernant
’existence ou non-existence de . Partons d’un point F déterminé.
Nous savons que si & est essentiel impropre, il existe un ensemble
&'>6& tel que I — &' soit stochastiquement fermé. Soit 1— . la
borne inférieure de Pr[F, 3 — &'] si & varie. Choisissons &, tel que
Pr[F, 8 — &,] <1 — . + ¢. Avec probabilité 1—Pr[F, 5 —&], le
point mobile partide F reste indéfiniment dans &. Si ¢ — & contient
encore un ensemble essentiel impropre, choisissons &, tel que la
probabilité pour que le point mobile parti de F passe dans &, et y reste

indéfiniment a partir d’un certain instant (aléatoire) atteigne a % prés
sa borne supérieure, et que par conséquent la probabilité pour que le
point mobile parti de F atteigne (#¢ — &,) — &, dépasse de moins deg

sa borne inférieure. En continuant de raisonner comme ci-dessus I’on
voit que le point reste avec probabilité p. indéfiniment dans I’ensemble
essentiel impropre &, + &,+. ... Soit A, le complémentaire stochas-
tiquement fermé (d’apres la construction) de £&;. On a Pr[F, ;] >o,
donc n<1.

Si &c @, est essentiel, & est soit absolument essentiel, soit on a

Q[F,&]=o.

(Remarquons que 'ensemble @, n’est généralement pas déterminé
d’une facon unique.)

En effet, si & est essentiel impropre <@, il existe un ensemble
&' > & essentiel impropre tel que A, — &' est stochastiquement fermé.
Si I'on avait Q(F, &) > o, le point mobile parti de E pourrait-avec

* (1) Le lecteur s’intéressant surtout aux cas simples pourra sauter les numéros
marqués du signe * qui ne concerneront que le cas anormal.
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probabilité positive rester indéfiniment dans &. Dés lors la probabi-
lité pour que le point passe dans @, — & serait <1— &, ce qui est
contraire a la définition de p.. C. Q. F. D.

Ceci posé nous allons admettre I’axiome du choizx.

Partons d’un point quelconque F, si @, contient des ensembles
essentiels impropres, nous pouvons prendre F, € A, tel que @ c @,
et A, — A, soient essentiels impropres et qu’on puisse rester indéfini-
ment sans sortir dans @, — @, avec probabilité positive. Si A,
contient encore des ensembles essentiels impropres, nous pouvons
prendreF,, etc. Nous obtenons ainsi une suite descendante d’ensembles;
dans le cas anormal cette suite ne s’arrétera qu’a un indice transfini.
Trois cas peuvent arriver a priori : a. pour un certain nombre ordinal

Qp,e Ay,. .. .. Ay, ... cesse d’étre mesurable ou stochastiquement
fermé; b. @,,. .... an a une'limite non vide mesurable stochasti-
quement fermé; c. A;.. .... A, . ... est vide.

S
Le second cas entraine que tout sous-ensemblede Q.. ... Q.

essentiel est absolument essentiel, elle correspond au cas normal. Le

premier cas ne peut arriver que s'il existe plus d’une infinité dénom-

brable d’ensembles essentiels impropres A, — aFc+ dans lesquels on
4 1

peut rester avec probabilité positive sans sortir. Le troisiéme cas ne
peut arriver que sous la méme hypothése, car autrement on aurait

%:%—clp—k@(p——an—y—...,

et J¢ serait essentiel impropre. D’ot :

Le cas anormal ne peut se présenter que s'il existe une infinité non
dénombrable d’ensembles disjoints dans H, dans chacun desquels

. . , . . 2 e, I 9
le point peut rester indéfiniment sans sortir avec probabilité > — (*°)
(ou 1— 1, 1> o quelconque).

Il suffit par conséquent, pour éliminer le cas anormal, de faire des
hypothéses qui empéchent cela.

(2°) Si cette probabilité était < 1— n pour tout point de I’ensemble, elle serait nulle
cf.- ne 8.
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13. Cas p’appricaTiON. — Pour que nos hypothéses soient satisfaites
et pour écarter le cas anormal ¢/ suffit, d’aprés ce que nous avons vu,
de remplacer dans I’énoncé de I’hypothése 11 3¢ par W.

Citons maintenant des cas particuliers ou ces conditions sont
" satisfaites.

I. Lecas fini. — Prenons f(E,)=1;si f(&)<1, on a & vide, par
conséquent la probabilité pour que le point puisse rester une seule
épreuve dans & est o.

Il. Lecasdénombrable. — Prenons S(E)=K2;s1 f(&) =0, &est
vide, donc méme conclusion que dans le cas fini.

1. Le cas de M. Fréchet et le cas général oit W est un ensemble d’un
espace euclidien de mesure finie et ot P (E, &) est absolument continu. —
Il suffit de prendre /(&) =mes (&), alors f(&)=o entraine mes (8)=o
et 'ensemble & est inessentiel; quel que soit Ela probabilité pour que
le point passe une fois a partir de E dans son mouvement ultérieur
par & est nulle.

IV. Le cas o W est un ensemble d’un espace euclidien de mesure
quelconque et ou PV (E, &) est absolument continu (se raméne au
cas III par un changement de mesure ¢f., § 1, n° 9).

V. Le cas o W est un ensemble d’un espace euclidien et ou

PNM(E, 6) <1 — p,

st & est de mesure euclidienne nulle, pour un N qui peut d’ailleurs étre
une fonction de E et de &, v; étant indépendant de E, mais pas néces-
sairement de &. ' '

Si & est de mesure nulle la probabilité pour que le point y reste
indéfiniment sans-sortir.est nulle d’aprés le n° 8.

VI. W est un ensemble d’un espace euclidien et pour tout point E la
probabilité de rester indéfiniment sans sortir dans un ensemble de mesure
nulle est < 1 — v [elle est alors nulle (¢f. § 1, n° 8)], etc.
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III.

Sommaire. — Les n° 14 et 15 sont consacrés & I'étude du mouvement cyclique non
aléatoire a l'intérieur d’un ensemble indécomposable du mouvement qui est défini dans
le théoréme IIT (& la fin du n° 13). Le n° 17 contient, outre deux lemmes nécessaires
pour la démonstration du théoréme IlI, la définition de la notion « pour presque tout
point ». Le n° 16 contient un lemme ayant un intérét propre : quel que soit &, lim. sup.
P(n(E, &) est pour presque tout E égale a une grandeur indépendante de E. Dans
le n° 17 nous donnons deux lemmes essentiels pour la démonstration aussi bien du
théoréme IV que du théoréme V. Les n°s 18 et 19 contiennent la démonstration du
théoréme IV énoncé au début de 19, les nos 20-22 contiennent les démonstrations
de V(n°® 22).

14. LEs SoUS-ENSEMBLES cYCLIQUEs. — LemmeE 1. — Soit &, un
ensemble avec PV (E, &)= 1. Pour chaque E il existe un k= k; 