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APERCU FLEMENTAIRE

R

LES FORMES ALGEBRIQUES,

Psr M. Ep. COMBESCURE,

PROFESSEUR AU LYCKE DE SAINT-ETIENNE.

§ I. — Conditions générales de !'invariabilité des Jonctions.

Soient @, b, ¢, ..., £, I un nombre quelconque de variables indépendantes, ¢t
a,t,c, ..., K, l'un nombre égal de variables qui en dépendent par les équations
du premier degré
[ d=oa +Pb +yc +...+hl,

() s V=cda+0b+yc+... 411

........................... 5

( U'=oaa+B0b+4yDe+ ... 4+ 2D

Soit, en méme temps, f(a, b, ¢, ..., k, I) une fonction quelconque des variables
a, b, ¢, ..., et f(a,b,c, ..., K, 1U') ce que devient cette fonction quand on y
remplace a, b, ¢, ... respectivement par les seconds membres des égalités 1). Si
’on pose

(2) fla, ¥, ¢, ...)=Rf(a, b, ¢, ...),

ot R ne dépend que des éléments ., 3, v, ..., de la substitution (1), on peut se
proposer : 1° de trouver comment il faut prendre ces éléments pour que la fone-
tion f, supposée donnée, se transforme en elle-méme, au facteur R pres, confor—
mément A la condition (2); 2° les ¢léments «, 3, 7, ... étant supposés des fonctions
connues d’un certain nombre de paramétres indépendants, on peut chercher
quelles sont les fonctions f/ qui jouissent de la propriété de se transformer en
elles-mémes, conformément a la condition (2). Ces fonctions sont alors des nva—
riants relativement & la substitution adoptée.

Au lieu de la seule fonction £, on peut en prendre plusieurs f; g, 4, ..., et,
ayant déterminé un nombre égal de fonctions f7, g, &', ..., par les équations
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linéaires

[ f'=Af +Bg+Ch +...,
i ‘g =Af+Bg+Ch+...,
(3) ? N = &”f—i—B”g-}-—C"/L—i—...,

ou A, B, C,... dépendent uniquement des mémes paramétres arbitraires que les élé-
ments de la substitution (1), on peut exiger que I’on ait identiquement

Rff=f(d,¥,c,...)
Sg=gla,V,c,...),
T =h(d,V,c,...)

c’est—a~dire
( fla, b, ¢y .. )=R(Af +Bg +Ch +...),
) gla,b,¢,...)=S(ANf+Bg+Ch+...)
(4) hia,b,¢,...)=T(Af+B'g+C"h+...)

.........................................

R, S, T, ... dépendant uniquement des parametres indépendants.

Si les fonctions /, g, A, ... sont données, on peut se proposer de trouver la lot
des substitutions (1) et (3), de telle facon que les équations (4) soient satisfaites
pour toutes les valeurs des variables a, b, ¢, ...; et 'on rentre alors dans une
extension de la transformation des formes données en elles-mémes.

Si, au contraire, les substitutions (1) et (3) sont réglées d’avance, de sorte que
les éléments «, 3,7, ..., A, B, G, ... dépendent, d’'une maniere déterminée, de
certains parametres indépendants, les conditions (4) correspondent aux formes
que ’on nomme covarianis, formes adjointes ou contrevariants, etc., ainsi que cela
sera spécifié plus loin. Dans tous les cas il est utile de connaitre la variation que
subit chaque fonction f(a', ¥, ¢, ...), g(d, ¥, ¢, ...), lorsque les parametres
indépendants regoivent des accroissements infiniment petits arbitraires.

Je vais considérer d'abord le cas d’une seule fonction. En désignant par ¢ les -
différentielles prises par rapport aux parametres arbitraires et & tout ce qui en
dépend, on a généralement

.f(a, b, c,...) =d—f— +%6b'+%8c’+....
Mais en substituant les variables @, b, ¢, ... aux variables @', %, ¢, ... d’apres les
relations (1), on a
d df da df db' = df de
7= Jm+£m+£m+’
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¢'est—u~dire
ﬂ:.d?_fa_*_ilia'_k.d;f‘z”_;_”.
da ™ dd db’ de’ ’
et aussi

a _df .  df ., df .,
(—lz—zl‘a—,p—l—a“b‘;p -r‘(-i?,ﬁ—i-...,

et qu’on ait égard aux identités connues

_a’_ﬂ_l_l_ déR_I__daK
‘Tt PR

JdR_ds__dn
adz_l-ﬁd@ ydy T

.............................

+ ... =&,

on déduit des équations précédentes

df _dndf df df  d df
o = dada Tdpdb T dy de T
df _ d8 df _dS df _ds df
b = dada T ap A6 T a7 de

‘e,

On a donc pour la variation cherchée

1 (dRdf  dR df 1 (dR df | dR df

6".70(“,7 1)’,0', "):K(ﬁ;(Ta‘l-'d‘E%—l—..)aa +3{ ((7?%+767%+‘

\

et comme, d’apres (1),

......................

>6b’+...;

en substituant ces valeurs dans I’équation précédente, on aura la variation de
fa, ¥, c, ..) exprimée par les variables primitives a, b, c, ... et les éléments de

la substitution (1). Maintenant, par la condition (2) on a

8.]’(a’, l)’; <, '__)_—_'f(a, b, C, )6}{,

Annales scientifiques de VEcole Normale supérieure. Tome 1.
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et en égalant cette nouvelle expression de la variation & la précédente, I’équation
qu’on obtiendra sera précisément la condition nécessaire et suffisante pour I'inva-
riabilité de la fonction /. Mais cette équation devant subsister pour toutes les
valeurs des parametres indépendants et des variables, aussi indépendantes,
a, b, c, ..., se partagera en plusieurs autres qu’il sera facile de former quand le
but qu’on se propose sera bien défini.

Dans le cas de plusieurs fonctions f (a, b, ¢, ...), on formera comme ci-dessus
une premitre expression de leur variation, et, comme les conditions (4) fournissent
tout de suite une autre expression de ces mémes variations, en les égalant respec—
tivement on aura autant d’équations qu’il y a de conditions ou de fonctions f, g,
k, ...; chacune d’elles se partagera en autant d’autres qu’il restera de variations
arbitraires, etc.

§ I. — Des lois qui régissent habituellement les substitutions employées.

Les variables désignées précédemment par a, b, ¢, ... sont ordinairement les
coefficients d’une ou plusieurs formes algébriques données F(x, y, 5, ...),
F,(z,y, 5, ...), aux variables principales «, y, z, .... On fait subir a ces variables
une substitution linéaire dont les éléments sont ici les parametres indépendants
dont il a été-question dans le précédent paragraphe. Par 1 les coefficients a, b, c, ...
se transforment en d’autres @', ', ¢, ..., liés aux premiers par les relations (1) ol
il faut maintenant entendre que les éléments «, 8, v, ... sont déterminés en fonc-
tions des paraméires independants par le fait de la substitution qui a affecté
&, Y, %, .... Une chose & peu pres semblable a lieu pour les quantités A, B, C,..., R.

A la substitution primitive qui reste toujours-indépendante, on associe ordinai-
rement une substitution spéciale que Gauss a nommée adjointe 4 la premiere, et
dont les éléments dépendent, d’'une maniere qui sera spécifiée, de ceux de la pre-
miere. Ces deux genres de substitutions, affectant les «, y, =, ..., donnent nais-—
sance & plusieurs espéces de formes, suivant qu’on les applique, séparément ou
conjointement, d’'une maniere qui sera indiquée plus loin. Ce sont ces substitutions
primitives qui régissent alors les substitutions (1) et (3) du précédent paragraphe,
en faisant connaitre le mode de formation des éléments «, f3, ..., A, B, ..., R, en
fonctions des parametres arbitraires.

Lorsqu’une fonction F (z, y, z,...) de variables indépendantes, que je supposerai
au nombre de trois pour fixer les idées, est soumise 2 la substitution linéaire

e=(x —4+n ¥ +¢ 7,
(I) }"ZZ_,' x’—i—n’yJ—l—?;' z/’
z____’é//xr_l__,n//y.l_l_'c//zl,
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dont les éléments £, v, &, ... sont des parametres tout a fait indépendants, il
existe pour la transformée F' (2, ¥/, =/, ...) certaines relations différentielles qui
sont identiques et fournissent un nouveau moyen d’arriver plus symétriquement
la détermination des covariants, des formes adjointes, ete., qui vont faire bientot
'objet unique du présent écrit.

On a .
(l_F’__ﬁ(l_Fx, dI" __dF o d¥" __dF o
dt — dx 7’ (l) A T ds T
d’ou
,dF’ , dF ,,dF’__ , (,dF  _ dF dF
St igr =" <Qd—x""@ & T m)
JdE L dF | dF_ (4T dF _,,dF>.
A 7' l,, +n E,,—--Z' /)ZLT;—I-H d]‘+n Rk

mais si Uon considere F comme dépendant de 2/, ', 2’ d’apres les relations (1), la

- \ . . dF’ . AT
premiere parenthese revient 4 —— et la seconde & o Done, en posant, pour

dz’
abréger,

E. R d wr d '//_El__
<£>—"G'd—£+€ d—a+£' d'E-//"
n___d ,d ,d
.E->_!ld'—-,é+/1 (lé—'_i_ﬂ dé”’

on aura, pour toute transformée par la substitution (I), les relations identiques
B, d (5\_.,d (\__d
(£>—x dz"’ <'ﬂ>_‘7ld_x” ('C_>—z dz"’
77__,(1 '/;____,([ 7))_,(_/

@ (é>—x dy’’ (‘n)_f dy”’ <'€ =ty

L, (Fopd, (Hosl

<g> iz <w>“'fdz" ¢) T d

Considérons maintenant la substitution adjointe a (I), savoir

dA dA dA o

x:zzx’—l—;[— '+d, ,
dA ,  da ,  dA
(1) y:?fg—x—i_dn}_l_ti”a’
dA ,  dA . dA o
z=(—z; (17'7‘7‘ 7,—,,4’
ol '
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On en déduit

d*A L, d2A L, d*A
Z - g
<E dE s dE(IE_’_*—’ dcfl’”>

dtdn dt dq

d*A . d2A Ly dA
+3 (1”‘(Z'C_>

Ldzx | de ., da s . dEA , d*A vy @A
ﬁ__:."'f‘f:d/'*":. d.,,:'—l"j/' (& — + & —+¢& ([E_”(l‘n)
\

-+ 3z ('&

Ttar VT

74

Mais en différentiant, par rapport 4 &, u, £ séparément, la relation identique

L dA L dA
< dE -+<

o dA

Llf/+€ d',;// = A’

on voit que les parentheses se réduisent respectivement &

o dA  dA
Y da’ dT
Ainsi,
.,(z';x‘_'__?,dx_*_.ﬂ,dx_‘,dA L aa
= JE A7 TS g =V g, T
et de méme,
o)
. dy , dy o, dy__ dA _, dA
Tttt =T Y o
. (]z , dz 45 ', dA , dA
& + dé/_'_-: dr// Y dn”+ d,//'
Ensuite

J[d:A, dA L diA

T <”7?F +' ey + " dzar)

0o S g £ — —l—y’(w [.Z2A “+ ' (.ZZA —+ " A )
dx g gy T dEdn dvds dEdn,

Y ( dA A, DAY
Tdede T " dgdr T " drde

Or, en différentiant successivement par rapport & £, », ¢ la relation

JdA L dA L dA
il

:O’

on voit que les parentheses se réduisent respectivement &

dA
o, ——RQ
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Alnsi,
dw e de _dA
"t gE Y g =
\ de méme,
(& {
; - | by L, dA
dr 1 dfl + 7 g// =) (l?,
dz dz " dz , dA

\ dg_'_ndr/"*_ Er/‘:—y (r//

Maintenant, si 'on désigne par F*(«, y', z) la transformée de F par la substitu-
tion (II), on aura

{  d¥ [ dx ., dx  ,, dz
+z;<@<7f Sgr T g,
_dF” . dF”  _ dF” dF (. dy dy dy \
[l et }24 —_ AR g S0
IR ur T G T +dy< i)
+dF ‘;(_ZE ., dz ,,_({3_")
tE i)

Le second membre, en vertu de («), peut s’écrire

,(dFds , dFdA | dF da 7,<51_Fgé+@(u\+(uwmg
"Nemt oot Ear) T\ Gty at Ea)

dFII dl?ll .
o T gqu'on tirerait des

relations (IT) en considérant F comme dépendant médiatement de «', y', 5". Donc

or les deux parenthéses sont précisément les dérivées —

. dF” dF” dF” A

(“) G’[{—E+€ d;/ é df// ———.7 d.y + 3 dz
Puis ,

[, dF . dx dz  , dz>

+tm\ET g T d)

Jd¥r dF AR | dF( dy dy dy \

AR Tgv—(ﬂzf( aET dg’+’ w)

d¥ [ ds =, dz dz"

E(”(Tz""" T 77 )

Le second membre, en vertu de (), revient &

L (dF dA g_ISdA_*_(_iEil_A_)‘
-7 <%7{+dy7{' dz %’

mais, comme précédemment, les relations (II) fournissent

d¥" _dF dz _dF dy  dF dz
I ~dr de T dyde " dz dx’



276 APERCU ELEMENTAIRE
¢’est—a-dire la parenthese ci-dessus. Ainsi,

dF” , dE” , dF” dF”
{51) =g [E f) df/ + ﬂ gr/ = .7" dx

Si Pon suppose F homogene et de degré n par rapport & z, v, z, on aura
PP g

AR dF | dE
d,‘i"f d]‘ +f~'—[7é7'—-nr,

. - d¥” : R
ce qui permettra d’écrire nF” — 2’ —— au second membre de I'égalité (o). Dans

cette méme hypothese de 'homogénéité, on aura donc le tableau suivant relatif &
toute transformée F” (', y’, ') par la substitution adjointe (II) :

[ g " " /dF” g P rdF” {'—: I rdF”
S((S)F =nF" —x d.Z‘,, (7) Fr=—x -d—]'T’ Z_)F = —Z ——a,z, 9

N RV — dF” 'ﬂ " " dF” 7 v o ___ ’ d]: v

(b) ,<E>r ——y 4, <w P nl —y G <C>F ——y i
AN} i e\ oy dF” (g}_ e
((E)F—_d dz’’ (/I)F TR \:‘_nl‘ T

On peut remarquer les relations symboliques provenant du groupe (a)
n\ (E\ _ (& o o0
B)G)=0) =z
et par suite -

) G- E)=6)-()
2 -;: 7 n E.v - '\Z. 7 ’
et les analogues.

Si F’ est homogene, on a d’ailleurs

5 )+ 3=
d’ot I'on conclut
)= @ 0)-G E+OE-06)
Ainsi, pour une forme homogene, les opérations <® peuven( s'exprimer par

o 3 )

/
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On déduirait semblablement du groupe () relatif & une substitution adjointe :

2 G =6)E)=6-0)
(2)==n+ () ()= G) () G) () - () ()

Au lien de 3 il faudrait écrire %, au lieu de 2, » — 1, si » désigne généralement

le nombre des variables «, y, z, ....
Les groupes (a) et (b) conduisent tout de suite a des conditions caractéristiques

pour les invariants, les covariants, les contrevariants et les formes intermédiaires ou
mizxtes. Cette méthode, si je ne me trompe, a été indiquée par Brioschi pour le cas
de la substitution directe (I).

y III. — Covariants, contrevariants ou formes adjointes. — Théoréemes.
2
Soient
1.2, n
o=23 Xopls g
! l...)..I...”U,,I'_.yal[l-vxy H
I.2...m
d=3 /11"1" xp},.qzr,
I...p.T...q-1...1
L2...M
V=3 I Apqr 2P 3177,
I...p.1..a(.1...0
trois formes homogenes dont la premiere est donnée. Soient, en outre, a;/“, A

Al les coefficients généraux des transformées ¢', @', ¥” de ces formes, les deux
premieres par la substitution (I), la derniere par la substitution (II). Si les coefti-

cients de @ et ¥ sont des fonctions Apy, (@), @), » ) Apa (@0 &5, 0 -2
de ceux de ¢, tellement composées, que I'on ait identiquement
; Ay, = g (255 @ s <o)
kA’ —_ ’ r \
AkA _.qu,(a)/‘w, @y s =)

(¢)

Pqr

k et k désignant des nombres constants : alors @ est appelé un covariant et ¥ un

contrevariant de ¢.
Covariants. — Pour une forme quelconque ¢’, transformée par (I), on conclut

tout de suite de (a)

- r . » N0 r __ ’
() a)./l.u"‘xallz,v’ <£> a).p.v_;\ail—l, g1y 3?

B AR AN

et les analogues.
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(,

\

Pareillement
Va ! 4 n ’ 4
) ‘JP‘I" = p/{p(l,», <£) Al”l" —p./‘ip_“, PEER)

/

ANRIAN

Mais, & cause de la premiere (c),

\ y ! A AN
g Ak 4’ — ¥ d' ‘1qu(a'.‘-//-” (L}'l m’ ) é ) a/_
z Apgr = & da. g ipn?
» /./J.'J /
r 7 \ oy
(._ﬂ\ v _?d.ﬁ’pqr(alﬂv, @ onnr o) (£ 4
\E ) TerT = da,l/w K Ead
1, S ETY E\ Ak U EAWY: slimi les & 7
done, en observant que ( ;) A" = kA%, : AF = o, éliminant les £) ) par ce
¢ > /
qui précede immédiatement, et puis les A" A4, par la premiere (¢), on aura
d. A4
— P
(p+F) qur—-f.?.a#b Ja
Ay
(d '
( d. Ay,

prp_,,,ﬁ_.: ,‘=27.a 1]

d—1, p—1, v da)’“
o 'on a mis partout Ay (a,,,. @, ,,, ...) ou simplement A, au lieu de
’ ’ . ’ . . » .

Apor (@5 @5, 0 +o0)s L@y, au lieu de-d),,, ce qui est évidemment permis.
De 'addition des trois analogues & la premiere (d) on tire
ddpg
(i~ 3F) A pp= nEa)W LT — b,

da -

0

en supposant 4,,, homogene et de degré 6. De la £ = 23;'" Si de plus on sup-

pose
— o o, o
Apyr= ZM{‘)#val.ﬂ.v. e
on devra avoir, d’apres la derniere (d),
Sah=1Ik-+p,

et les analogues. Dans ce cas le nombre % devra étre entier.
De la seconde (d), en posant, pour abréger,

d d
. =2Z)a, _— == Bl
D'-F )‘a/-—hf'-*f"-"da)w’ Dlll_'zf"'“).-x—x, r=tvda, [
A ALY
on tire
q r
D).p.DJ.v Ao

Arr= m(m—r1)...(p+1)
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les exposants marquant la répétition des opérations. Le coefficient principal Auoo>
d’ol1 les autres peuvent ainsi se déduire, doit s’annuler par les opérations Dy,
D.., Duis Dy, ce qui fournit un moyen de le déterminer complétement.

Contrevariants. — Pour une forme ¥”, transformée de ¥ par la substitution (II).
on conclut de (&)

AW . '
<é> qur = (n] - p) qur’ <C:> ‘qu" = qAP+1, q—1, r*

On en déduit, comme précédemment,

dAd dA ..
—_— =23 £4r J— — 33 e,
(m p—l—-k)qur_Z)\a'\’W dalp_,’ qAP_,_,,.;-,;, r——‘/.a"‘_l"u_‘_l’yda)‘u.u

De la, en appelant w le degré de A, en @ypyr voes résulte

no -+ m . <A g
m+k=—as— et 2r=m—+k—p, si A=3IMd, &', , - &, 3

enfin,
DDy A,

A m(m——-l)...(p—l--l)7

(— oy

pyr =

le coefficient principal A, devant s’annuler par D,,, D,., D;., D) : ce qui le
détermine complétement.

Cas de plusieurs formes données. — Lorsque les coefficients du covariant ou du
contrevariant dépendent, sous forme 4 groupes homogenes, de ceux de plusieurs

fonctions données ¢, ¢,, @,, ..., tout ce qu'on vient de dire subsiste évidemment
en écrivant partout

2D, =D,,+D, , +... aulieude D

Au?
14 Ap.

et prenant

k:nG—l—nl@.y—i—...——m’ m+k=nm—|—-nxm.7+...+m,

» désignant généralement le nombre des variables x, y, z, .... Si 'on admet de
plus que 4,,, A, contiennent les a,,, a’, , , ... sous forme entiere, on devra
avoir

Sad+Sah+...=k—+p, ZRA+ZBA+...=m—+k—p.

Exemple. — Les formes ternaires d’ordre pair » admettent un contrevariant
unique du second degré et d’ordre n. dont le coefficient principal a pour expression

Anna = Qono Uoon — nao,u—x,l ao, 15 Nl + ey

Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure. Tome 1. 37
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en sorte que, abstraction faite des premiers indices, le second membre représente
invariant quadratique binaire de M. Cayley. Il existe pareillement, pour les formes
quaternaires paires d’ordre n, un contrevariant du troisieme degré et d’ordre » qui
peut étre censé déduit d’un invariant cubique ternaire, et ainsi de suite.
Théorémes. — En faisant attention & la modification indiciale que produit sur
une forme homogene l'opération D; ou 2D;, de sorte que, pour un covariant
DpgAper = Din Ay, et, pour un contrevariant, — D, 4,,, = Dy, 4,,, on se rend
compte tout de suite des propositions qui suivent et qui se rattachent au tableau :

Systémes partiels Covariants respectivement Contrevariants respectivement
primitifs. correspondants. correspondants.
( © 4 p s S (0] o, ... D; ‘ v ¥, ... 1]:"]-

' (1) (1) I ) (1) t (1) W)
o of RN t(l)() O} "‘(Di,’ )qf() v If].,
................................. L N I R R Y

Systéme total primitif. Systéme covariant total regardé comme primitif.

(o)fe o oo o o L, (0D @ ... @ B0 O L,

Systéme contrevariant total regardé comme primitif.

(WY ¥, Y o wm o

ou toutes les formes renferment toujours les mémes variables z, y, s, ..., et ol @,
par exemple, est un covariant pour toutes les formes du systéme partiel corres-
pondant ¢, ¢, ..., .

1. Tout covariant du systeme (@) est un covariant du systeme (¢).
2. Tout covariant du systeme (¥) est un contrevariant du systeme (¢).

3. Tout contrevariant du systeme (@) est un contrevariant du systeme (¢ ).

4. Tout contrevariant du systeme (¥) est un covariant du systeme (¢).

On ne peut manquer d’étre frappé d’une certaine analogie avec la regle algé—
brique des signes, dans la multiplication; ce qui porterait i attribuer aux cova-
riants un caractére en quelque sorte positif, aux conirevariants un caractére
négauf, et cela avec d'autant plus de raison que, sous certaines conditions faciles &
voir, les équations caractéristiques pour les contrevariants se déduisent de celles
relatives aux covariants en prenant, dans celles-ci, les indices négativement.
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§ IV. — Formes mixtes.

Soient deux groupes de formes données

$ P, (,Dl’ cecy Qs d{9 un L] dﬁi:

| (coeff. Qs @) v, ), (coeff. a

. avwr 2

u, v, w,” : ")’
transformés en

((P’, (,9,1’ ) cP'Ix’ ( v, L‘H;’ RS} 'JH,;;

| coeff. (@psr o2 l coeff. (a

,uvw L )‘ ’
le premier par la substitution (I), le second par la substitution adjointe (II). Soit

d’autre part {fsoeff. Ar)’ transformée en %Ei,oeff. A par la substitution (1); si

la fonction Nye (@5 ++es Buwys --) est tellement composée, que
K 4 —_— ’ ’ .
A ﬂpqr_‘fapqt(a}pu’ sy Auyws "') N

alors £ est une forme mizte, covariant pour le systeme (p) et contrevariant en
méme temps pour le systeme ().

En désignant par m : 2,7, ...; n, 1, ... ordre des formes £; ¢, ¢\, ...
U, ¢y, ... €n 2, y, z; par 0, 0,,...; 0, o, ... le degré d'un quelconque des
coefficients X, relativement aux coefficients respectifs des formes données, on
aura, en suivant une marche tout  fait pareille 2 celle du commencement du pré-
cédent paragraphe,

(Kt-p—3n0) N =3 (zxam‘ﬂ”—“f> s (Zuau da"‘”),

vw
da)pw dauvw

42 4 Xpqe
Py g, e =2 (E)‘al——x, P "““>‘-E (Eva“—,’ o dau:::>,

da)_,w
ou
quﬂnqr:——(zD)‘u —_— ZDvu)mqr:—"[)\fL— VU] %qr.

De la dernieére on conclut .
7\[1. — vu]q [704 —_— Wu]rﬁmoo ,
m(m—r1)...(p+1)

gﬁqr = L

le coefficient principal Xmeo étant soumis aux conditions déterminatrices de s’an-
nuler par les opérations [pv — wv], [ve — vw], [ph —uv], [v2 — uw].
Si T’on suppose
Apgr = =5 Ma;'ﬂ‘y ..

.

o
' aAi‘f"l”l : a“vw Tt

37.
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on devra avoir

el

Sah+Sahi—4+ .. —3Ppu—32Bu—...=(K—Zne) -+,

et les analogues;
. Znf—3neo—m
(K—Sna)="—""——"""":
3
Exemple. — Deux formes »* de méme ordre n admettent un invariant mixte
quadratique, le seul du second degré, et qui est représenté par

— a, .
1...)~.r...u.1...u...al,u%u s

Theorémes. — Sil'on considere les deux systemes ¢, ¢, ...r ¥, ¢y, ... du com-
mencement du paragraphe, et plusieurs formes mixtes correspondantes #, §,, ...,
il est facile de voir que tout covariant de £, §,,..., considérées comme des formes
primitives ou données, est une forme mixte pour le systeme proposé, covariant
pour (), contrevariant pour (¢). Tout contrevariant de .5, 5,, ... est aussi une -
forme mixte pour le systeme proposé, covariant pour (¢) et contrevariant pour (¢}.

~ En se reportant au tableau du paragraphe précédent, on verra aussi que toute
forme mixte relative aux deux groupes (®) et (¥) est un covariant ou un contre-
variant du systeme (¢), suivant que cette forme mixte covarie avec (®) et contre-
varie avec (V¥), ou vice versd.

Il serait aisé d’établir quelques autres théoremes analogues et que je passe.

Cas de plusieurs groupes de variables. — Soient

14
1.2...1 I.2...HR 1 Y] o
- . PR
F=22 [ U T 1...;\’-1...[J.’.I...V’a)‘lj'v’)',ﬂ"’lx yrEx YL,
< 1I.2...m 1.2...m e
F=22 . Apgr, prf et XP Y127 XP'NE L7

Ioeep.lea.g.Xe.or 1o..p 0 g o1 r

<

deux formes a groupes indépendants de variables (x, y, z, ...), (X, ¥, Z, ...)
dont le nombre peut changer arbitrairement d’un groupe a I'autre : chaque groupe
pouvant étre affecté & volonté d’une substitution directe ou d’une substitution
adjointe, indépendante d’un groupe & l’autre, on peut admettre, sans nuire 2 la
généralité, que F est affectée dans tous les cas d’une substitution directe. Alors F
sera covariant pour les groupes directs (x, y, z, ...) et contrevariant pour les
groupes wnwerses (X, Y, Z, ...). Par des considérations suffisamment développées

on reconnaitra que I'on doit avoir des équations telles que les suivantes, ol

d d

1
—I, 1,y My T D~/ .122)1 I)\ a) g M1, g1, ¥ Ty sk
) P 1Y Ap da).‘u.u,x//.’y' A * 47y y =1, Y da}/m }"/"”,

DAlL:Z)#laA



SUR LES FORMES SLGEBRIQUES, 283
V0l
DAy =D, " b g
oooooooo hl'll'lli.ﬁoibol;
N Dlu' A et

llllllll U N RIS I N RO N ]

Un en conclura facilement une expression de Ay, 1y, €1 Ay BUIS 00 tro0-
vera une expression indiciale, analogue & ce qu'on a vu. tout 2 heure pour les
cotffcients 4. Enfin on passera sans difficulé au cas de plusieurs formes primi-
tives analogues 2 F.



