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LA THEORIE DE L'EXPERIENCE DE M. HENRI BENARD

LES TOURBILLONS ALTERNES

UNE CUVE LIMITEE PAR DEUX PAROIS FINES PARALLELES

Par M. Hexgt VILLAT

Nous n’avons pas besoin de rappeler ici le détail des belles expé-
riences de M. Henri Bénard sur les tourbillons alternés qui prennent
naissance & l'arriere d'un solide cvlindrique en moavement dans un
liquide, dans certaines conditions de vitesses. Une théorie de ces
expériences a été donnée par MM. Th. von Karman et Rubach ( Physi-
kal. Zeitschrift, 1912, p. 19, « Ueber den Mechanismus des Flussigkeits
und Luftwiderstandes »). Ces auteurs ont supposé qu'il s’agissaitd’un
fluide infini dans toutes les directions. Or en fait, les expériences ont
été réalisées dans une cuve de tres grande longueur mais d’'une largeur
relativement faible (de 20 & 3o centimétres ). en sorte qu'il est dési-
rable que les circonstances puissent étre examinées du point de vue
théorique précisément dans des conditions analogues.

Dans les lignes qui suivent nous avons tenté I'établissement de Ia
théorie dans un bassin de largeur finie.

A cet effet il est nécessaire de commencer par établir les équations
propres & représenter I'état d’un fluide enfermé entre deux murs pa-
ralléles, et dans lequel se trouveraient deux files, indéfinies dans les
deux sens, de tourbillons alternés. C’est 4 quoi Uon peut parvenir en
atilisant un procédé indiqué par M. G. Jafté ( Annalen der Physik, G1,
1920, p. 173) et pour Pemploi duquel je renverrai & mes Legons sur la
Théorie des Tourbillons (un volume, Gauthier-Villars, éditeur, 1929.
Chapitre VI). '
 On passera facilement de la & la configuration de Tlexpérience
de Bénard. pour laquelle, a 'amont du corps cylindrigue en mouve-



260 . HENRU VILLAT.

ment, le fluide est en repos, et, loin vers 'aval, les tourbillons alter-
nés se sont établis réguliers, dans les conditions qui ont été souvent
décrites. Si I'on examine ce qui se passe rés loin a I'aval, on peut ad-
mettre, sans erreur sensible, que l'état des vitesses provient des tourbil-
lons réellement existants, ne differe que trés peu de I'état des vitesses
~quiseraitdudlaprésence de deuxfiles tourbillonnaires indéfinies dans
les deux sens et ceci permet de faire, a partir de cette hypothése, le
calcul de la résistance qu’éprouve le solide & son avancement, avec
la méme approximation que pour le calecul de M. Karman en fluide
indéfini.

Nous avons recherché ensuite ce que devenaient nos formules
lorsqu’on faisait croitre indéliniment la largeur du canal dans lequel
on opeére. Bien entendu, les équations qui déterminent le mouvement
des deux files des tourbillons, indéfinies dans les deux sens, dans le
cas du canal, deviennent & la limite les équations qui conviennent a
deux files indéfinies en un milieu illimité. Mais il se présente une cir-
constance curieuse, la valeur de la résistance éprouvée par le cylindre
(par unité de longueur) ne tend pas vers I'expression que donne la
théorie faite directement en fluide illimité. Nous examinons alafin du
présent travail les raisons de cette anomalie. Celle-ci montre que la
représentation correcte (parles méthodes théoriques approchées éta-
blies pour un fluide illimité), d’un phénoméne physique réalisé en
un domaine limité, peut ne pas étre sans dangers imprévus.

Les résultats du présent travail ont fait I'objet d’'une Note aux
Comptes rendus (avril 1929, t. 188, p. 1129). Dans un beau Mémoire,
publié en juin 1929 (Phil. Transact. of the Royal Soc., London, A.228,
p- 275), M. L. Rosenhead a étudié de son coté la configuration des
tourbillons alternés dans un canal. 1l en a déterminé les conditions de
stabilité, ce qui constitue un progrés essentiel pour la théorie, et il
a effectuc le calcul de la résistance moyenne éprouvée par 'obstacle
solide, par une méthode différente de celle qu’on trouvera ci-dessous.
Son point de départ est & ce propos un Mémoire de M. J. L. Synge
(Proc. Roy. Irish Academy, vol. 37, A.8, 1927) qui établit une
formule générale pour la résistance, sans faire d’approximation de
la nature de celle qui est employée ici. M. L. Rosenhead échappe
ainsi au paradoxe signalé pour le passage & la limite.
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On trouvera dans nos Legons sur la Théorie des Tourbillons citées,
Chap. VI, un exposé du résultat de M. L. Rosenhead, et de la méthode
de M. Synge.

Nous montrons en quelques lignes, en terminant le présent travail.
que 'expression adoptée ici pour le potentiel complexe se trouve spé-
cialement appropriée pour 'application de la méthode de M. Synge.
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Fig. 1.

En désignant par w, la distance des deux parois paralleles a
I'axe o, et opérant dans un plan horizontal zoy, nous savons que
la vitesse complexe correspondant & deux files indéfinies de tourbil-
lons, alternés selon la configuration de Bénard, estdonnée par laformule

. . . 7y
(1) 1217:((1—-1«'):217:—{‘-:
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. ™,
[Z(z—3g) — = (5—35)]

Ny,
i R o),

1
en désignant les deux parois par z =0 el x = w, et en posant

J=—Ji=—J,=J,=J;

3, =g L= Wy Wy — A SaT= 2w, — (] 5, == Wy 0+ A,

P T 200, ,
de sorte que I'équidistance /dans chaque file est —- En développant,
on trouve immeédiatement '

. 4

2T . o, v Cdna

—r’i(u — ) =0(s—a)—8(s4a)+L(z—a-+w)—L(s+a-+w,) -+ R
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Pour une raison qui apparaitra plus loin, transformons cette ex-
pression, en prenant pour axes o'’y deux axes de symdétrie de la
bande (AA"), o'2” coincidant avec o’x. Nous poserons donc

A 0,
~ i}
. ]
et nous désignerons par
N
== — —
P

la demi-distance des deux files des tourbillons.
Les propriétés ¢lémentaires de la fonction Z conduisent & laformule

')‘I.TZ Y e P = ~ ot o} - !
i) = 0y - L S ) L Oy
. L.
WV hno -
e L0 Gy ) g Lhz,
1y
o oo .
¢’est-a-dire
2l 17,0
B 2T . ~ ., , . P
() , (e ey =503 4 0) — s 0) (5 4+ 0) — L5 —8) — —
. j oy,

T L .
Si 'on néglige le terme en o— dans le second membre, et si on
S0

[ait tendre ensuite z° vers — ¢, nous savons gue nous obtiendrons ainsi
la vitesse (u,, ¢,) du teurbillon A,. On trouve ainsi

. ’ ~
DAUTD . . . NN TR’
Ly, - »I&‘.,l?""::'(‘éf)‘) { ;v;('.'aa%w- _'_.__L_,
J ’J)l
¢lost-a-dire
My -0
‘ oy . 1,0
i3 [ - To000) 4 Za(na) 1.

2T . )

Soit par un caleul direct, soit tout simplement en intégrant. par
rapport a =7, 'équation (2), nous obtiendrons le potentiel complexe v
sous la forme

, i gl a)a, (3 | 0) Yoo,
4 —— v == log — —_— 3’ -1- const,
J A R S N N (-S| 0y,

et on pourra évidemmen( négliger la constante d’intégration; par
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suite la fonetion de courant L sera donnée par

,, 2T, lo(z )G, (3 40 | 10,0
(5) — — = log| = — |
J Plois —=8) o, (s —a) an

Nous allons aisément démontrer le résultat suivant :
Taeorine. — Quel que soit y, la différence

) . Cwy
B2 ) a2
4 n)A .~ T ‘)' B

est nulle.

On a effet

oy N 0y, ' ) My A o, L
G(———%—l‘)'—&—o)o:.,(——;-u—%—o) (m—)—‘!—n'Mo)U:, ~——)——:—1_»-——o)

2 ) JoA 2 - / 2 /

B==— ’]'/),6%"10;," - - : -

o) . ~ o) . ~ L2 ~ Wy A
a’,( — L) ——~'O\)Gn — =Ly -«—o)c‘( = = Y A0 ) Oy e A D 0 '

R N ) ‘ y 9 9 )

Posons
(1),

et par suite

()
—_— N I= W, — &
2
il vient
} olo+0r)oya+0v)e (o —)a(a—el(e—10y)
AT l gl — 0v)o (o~ (y) o, la+ (1)

|
I )
Y ot O e = Lo | e
«««««« e B=r, 04 = log ; -
J B Vo PR ’71(./‘1"-—o:—é—’”|)c‘-::(,’.)"“"7"“{""1)"(”_“‘/“ o) )

Ko, () 4 o= 0,) G (— [V = & -~ 0,

Moy =Ly —o~40 )G (o) —m | )G () ——ml)

Or on a (¢/. Tanxxeny et Mok, Fonctions elliptiques, form. XII)

clutw )= " g0 o u,
)y Tyl
N N . J‘J,
g oy) = — el ——————
‘ Gy
( — =T Ul
gyt —m )= e G, 0, Gyll.
gl w))= T gm g,u;

moyennant quoi la quantité sous le signe log devient

(;.f - vm&

‘ (4‘4f“
|
|

(G0, U (03 ) ’J’l)
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Mais on sait que

Ty Ty == e @1,

il reste done

NI s
— —B=—1/7,0+ -log(eM% =o
2

ce que nous voulions prouver.

Cela étant, nous allons examiner, dans les circonstances ou
s’établirait la configuration des tourbillons alternés de M. Bénard,
quelle est en moyenne la valeur de la résistance éprouvée par 'unité
de longueur du cylindre en mouvement dans le fluide. Nous supposons

D c
D c
lgmmm e P21 ]

s @
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) S R -9
wazl
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°
°
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° <
Al B’
°
A o
g, 2

.

donc que, dans notre plan 2'0’y’ (normal au cylindre), la base de ce
cylindre — symeétrique par rapport a la droite oy’ — se déplace dans
le sens o'y’ avec la vitesse constante V.

A Darriere du corps les tourbillons alternés se détachent (¢’est un fait
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d’expérience), et & une distance suffisante du corps, leur vitesse de

déplacement absolu sera désignée par «; & l'avant du corps, aux

grandes distances, le fluide est au repos. Au bout du temps T défini par
Aty

(6) TV —o)=—
14

— ou v, représente la vitesse d’échappement des tourbillons — la
configuration relative au corps a repris un aspect identique & I'aspect
initial (fait d’expérience).

Dans ces conditions, en considérant le mouvement relatif du fluide
par rapport aux axes o'x’y’ liés aux tourbillons (et se déplacant par
suite avec la vitesse ), appliquons le théoréme des quantités de
mouvement a la masse fluide enfermée & chaque instant entre les
parois A, A’, d’une part, et d’autre part unejdroite AB paralléle 4 0’2’
a Parriére du corps, & une distance notable, et traversant la bande
précisément entre deux tourbillons consécutifs; et enfin une droite CD,
loin vers I’avant, paralléle également & o'2’. Et appliquons notre théo-
réeme depuis I'instant < jusqu’a U'instant = + T.

En désignant par W la résistance (projetée sur oy) qu’éprouve
["'unité de longueur du cylindre, et par p la pression qui s’exerce sur
un point de contour, on aura I’égalité

’ T VTT
(7) AQ + M :——f W di —!—/ {/l/ﬁA pdx'.
B T < 'J contour

Aa premier membre AQ représente la différence des quantités de
mouvement présentes dans le rectangle ADCD entre les deux instants
<~ et =+ T et M est la quantité du mouvement sortie du rectangle
pendant le temps T.

Or, au bout du temps T, le corps a avancé, dans son mouvement
relatif, de la longueur (V—¢;) T = [; et par suite la configuration dans
le rectangle ABCD & I'instant = + T est identique & la configuration qui
existait, & I'instant =, dans le rectangle A’B’C’'D obtenu en décalant
ABCD de [a distance /. ,

La différence des quantités de mouvement présentes entre les deux
instants considérés est donc égale & la quantité de mouvement du

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — SEPTEMBRE 192 . 34
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~/

rectangle ABA'B’, diminuée de celle du rectangle DGD'C’, au méme
instant <. Or, & 'avant, on a pour la vitesse relative

== 0, /= — ‘(I
et & arricre
.o y Ay ,
“=; VT g T

L étant la fonction de courant donnée par I'équation (5).

A titre de vérification, nous constaterons (ue ces valeurs des vitesses
nous fournissent bien, comme le bon sens 'exigeait, la méme valeur
pour le débit relatif, en amont et en aval. Car, en amont, la quénl.itif- de
liquide qui traverse une section du canal pendant I'unité de temps est

Y

o B

/ e Ao = —
. Wy

P

et en aval la quantité analogue sera

m,
T

S v | ) ‘ 3}
v ! Py Vv ! o ' | s
f ) <_u’" _(fl“, o V“) e e '! ( T, J )»“ ‘lj( - —)—, 2 ’
[ON - ‘ * -~

2

quantité égale i la précédente, & cause de la propric¢té essentielle de la
fonction L, (raduit par I'équation B = o.
La diftérence des quantités de mouvement présentes dans ABCD est

done
5 / / ( T Cyready!— o / [ (e dy!
J o dapsws M S deneny
. / .
r b ™ 2 ,
-y I R i P
S pow 0 S y N

Elle est doric nulle, 'apres le théoréme démontré plus haut.
Léquation (7) devient donc, en désignant par W, la valeur
moyeunne de W pendant le temps T

T
(8) T.W, -;.]. (//f/?\/u/.r’

- Quantité du mouvement.entrée dans ABCD pendant le temps T,
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[valuons maintenant le second membre de cette équation (8), en
adoptant le méme ordre d’approximation que l'on utilise dans la
méthode classique concernant le fluide indéfini.

Nous savons que, si nous désignons par «,3 les cosinus directeurs
de la normale extérieure d uncontour fermé, la quantité du mouvement
quisort pendant Punité de temps est, en projection sur o'y,

.

(9) / N o+ ' Byvlds = lof“‘«"( w ey — o'dx’y.
u', v étant la vitesse relative aux tourbillons.

D’autre part, & cause de la permanence du mouvement relatif, aux
grandes distances, nous pourrons y'définir la pression p par I'équation

-~ g, ’a
n= 0 — “(u?+ ¢
2

avec une approximation sans doute suffisante, et la contribution de la
pression au second membre de¢ (8) sera par suite

o o 1y 72 (P ’a 12 ,
P —stu?* 4+ de'=T= (4= oy da'.
) o e
i b .(:,_

Au total nous trouvons done

o (7 . , , S
(10) W, —=¢ / Ca e oy e ey
5 .

["intégration étant effectaée sur ABCD.
[l est aisé de s’assurer que, en revenant aux vitesses absolues (u, )

par les formules
w' == . TRy A O

les termes en 7 et en ¢, disparaissent dans (10), et qu'il reste

(11) - W, =+ & / (2= )y da' - 2w dy’,
A

)laiS Si l’(_)ll d
oy .
o= I

E

ds' = do' -+ (dy',
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il vient
. . o o [fdy N\,
(12) “,,,:;ij\(—_)(/...

- . i 7 A ) , 7 s\ 2 ,
Maintenant, sur AD et BC, « est nul, ({(/—7/ est réel, J (((/—_/> ds

est imaginaire pure. On peut donc négliger les cotés verticaux AD et
BC dans lintégrale qui figure au second membre de (12). On peut
aussi y négliger la portion concernant DC puisque dans cette région u
et ¢ sont nuls : ce n’est que loin & Parriére, que les formules (2) et
(5) sont valables (elles le sont sur AB). De sorte que dans (12) il ne

. .1, . - R
reste 4 considérer que la portion AB du contour, (—/{ s’y trouvant
définie par les formules (1) et (2). ‘

Dans ces conditions nous voyons qu’il viendra

* ., \ 2
\‘\'rm —_ (E R / ((-5—{‘/) dx’.
2 AN

A cause de la périodicité de la fonction définie par (1) et (2), et
cause du choix de AB, il revient au méme de faire le calcul sur la droite

o,
g

.)./ '
2L

2

et tout est donc amené au calcul de U'intégrale

et 'on aura enfin

, ed* T,

(13) W, =+ = R Selx’,
o

avec

Tout revient donc au calcul de I'intégrale d’une certaine fonction
elliptique.
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23

Faisons la décomposition de S* en éléments simples, en opérant
avec la variable »' + '—:— =z', pour ne pas compliquer inutilement.
Les poles (doubles) sontz'= — 2, 2 —w,, — 2 — w,, 54+ w, dans le
rectangle principal des périodes, construit sur les sommets —w,, o,
w20, — w, 4 20, (légérement décalé vers le bas).

Posant s/ = — ¢ -+ A, et

.-
N A N i, 0
(1d) P=2%(20)+Z(20) — '”‘ >
~ 2y

on trouve immeédiatement

. 1 2P L .

= -+ o - série entiere en /.

= [

De méme, pour ' =¢ — w, -/, il vient

I a2 P

S —_—— ...,
h'? h

I

Pour /= — 2 — w, + /",
1 a2 P

e -+ _—/I” —+ ...

.
o

Pour z/ = w, -+ o+ /",

On peut donc écrire
(16) S*=p(s/+0) 4+ p(— 0+ w )it p(s'+ 0+ 0,)+ P —0—oy)

4o P {7(34+0)—C(5 —04+m, ) +L(3+0+my) —L(3 — 00—y )| +Q,

en désignant par Q une constante, dont on trouvera la valeur en donnant
4 =" une valeur quelconque, par exemple == o, dans le rectangle des
périodes. Cette substitution donne immédiatement

~

’/ D)
¢ w N . w N l‘rllo'- g 4 3
(1) (go--z—g.a—;--;zo-;-- 40— ———) =po--plm +=0)4p(m,+40)+p(o,+0)
i

as

/ o, )
2P0+ 0+ 2,0 4+ L0 —uan |+ Q.
Mais la formule bien connue (Tannery et Molk, XI, 3)

~ N A A
) T= 2600, 00,0 0,0

Q
<

(2

donne

v
[

Q0
Qo
¢
+
)
(]
A
i
A
S P
SN
Qo

2Z(2

) =
et
Ap(28)==po 4 p(8-0,) 4+ PO 0y) = p(0o = my),
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de sorte que la relation (17) devient

, il A 21,0 |2 . N ‘
(18) (\)':’I: Z(n0) —')' l J»(‘wn-rl’[;tzo)-—‘fn('-
- "y

I nous faut maintenant calculer I'integrale

. ny
| P— / Nl
sl
ou, ce qui revient au meéme,
(19) L= / Szl el
R

S2(s') étant la fonction de =’ définie par(16), et > et Q ayant les valeurs
(15) et (18). L'intégrale indéfinie fournira les trois ¢léments suivants :

gm= L5 0) L = G o ) - LS Oy ) - LE Gy,
- 9["10' (4 0)o (3404 my) |

p=2P log s =

f | Fo(z =04 m,)g(z' — 9 /—-m:,)ﬂ’

y=Qs"

et par suite I'intégrale L sera la somme
(20) L=oa, + 3+ 7

des trois quantités suivantes :

. S \ - A
— :< My =+ oy N 5\ oy 3oy ey \) o oy A=y - 8)

/
' )y = )y (a)y -+ ()4
o mImg) g mEeo
2 2
g /

/ 3’:), —+ M)y -
—_——_— 2 4 g )T

)

/ ’ll.: ~—§-- G)| - )
c'( — 0

2

(' g = oy \> \
R Bl S
2
(’ o)y~ 30y, . ( By 0y )
7 S =3 ——
y

( 6y~ 0y N
7| ———— 40

R

\
e 0y~ ~
ol —2—" —d)o

2

2 P log -

i

g

A ——

-
\ 2 '\ 2

RO AN . 30, - o, 3
’ > ,7( — “lk‘ s T — ————— _.{_ 0
' 2 2
1 \ - :
"/‘ - (\) Gy .
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Oren posant

) = )y N -
== ) == /.
2
)y —— ), N
‘ —— -0 =
%
il vient
(21) Loy =—ri4+7, 7.7 2
I R R i L i X (T

Nousnous préoccupons, en vue de de I'équation (13), uniquement
de la partie réelle de lintégrale L, done des parties réelles «, 3/,
vi» de 2, 3, v/. Il est clair, puisque % et u. sont deux imaginaires
conjuguées, que I'on a d’apres (21) :

’

(22) 2.:——';'/,1.

Examinons maintenant 3,, et transformons-en I’expression en y fai-
sant ¢galement apparaitre les nombres 7. et u. 1l vient aisément

B ———l()n'( gha (=) IOo
P ol — ) o — 2, ))

N\ 2

’ . \ 2
JHJ' phin! A2y

B

ll.

q!q

qQ

&

o, I , I .
Comme les quotients ———, -— ont pour module I'unité, la partie
1

réelle de 3, est fournie par l egalité

5 =4P(h+p — 2, )0,
ou bien

(23) . B =4Pun, (28 —m,),
Enfin, comme le coefficient Q est réel,
71=Quw,.
Par suite, il vient en définitive

RLy=2a\ 4+ 3]+ 7
ou en réduisant

(D) cR(L):’lm,rsl:('m ]
w,

~

, -
~ - T 0
— plud)—{(20) »-(flO)‘;“:;;('lO)—‘-—l : ]'

.owy |

’ A
NN 10,0 :
‘4.“8'{]]0[;“‘).0) '+:;g( n0)— ’)l }— /l‘lh-
+h

o,,—--,
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Aprés quol nous aurons, par (13),

Ril).

(26) » W= :\r—

Ezamen du cas limite ot lon opére dans une bande de largeur indé fi-
nie. — Le cas limite ou la largeur de la bande est infinie est celui ol
I'on opére en fluide illimité, c’est celui quia été examiné dans le calcul
de Karman. Voyons d’un peu prés & quel résultat nous serons amenés :
il nous faut pour cela supposer que w, devient infini, la distance 22
des deu‘; ﬁles tourbillonnaires restant finie, ainsi que I'équidis

tance ==
Dan: ces conditions il est bien connu que 'on a ('Lmnerv et Molk,
CXXII)

) i (U (o
{ ur~~ —|— —— - coth ),

2 6) Gy 2 0)g

T
e — 5

192007

3
Y

T2
Lot~

12003
, T2 (T (Tt
Calt ~ ey ~4 —= th ——.
) Loy 0y, REOM

Sil on lranspmto ces Ic%ulmtq dans I’expression (25) de ®R (L), on

I’T) 1
trouve (— coth? — + ——— 41 ), c’est-d-dire zéro : approxi-
i
.\'[I' —

(O
mation n esL pas suffisante pour les fonctions £ Cet pj il faut utiliser

des développements plus étendus. A cet effet, puisque nous sommes

T,

dans le cas ou le module g =¢ ™ tend vers 1, il est opportun de
passer, des fonctions elliptiques construaites sur les demi-périodes w,
et w,, aux fonctions construites sur

, 0), ’ .
(), == - et 0) g T2 L0) .
! [ 3 1
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/

Les formules d’homogénéité bien connues nous donneront alors

T(luliw,, doog) == — 771 m, my),

Plinlion, fw,)=— pluimm,).

On aura donc, en marquant de l'accent les éléments relatifs aux
fonctions construites sur ', w,,

Tl,l :iTu, *r,':‘:— l"r,,.
¢ =—e,, = ¢,. e, = e,
puis
. |w:., . w; ] . . .
Llul-=5 (m :‘—Z( = lw, (o, | —7;
| ) \ { #
=— (U —wy w0y — 7y
—_ i[:::(” fo o) — 71::] — (= (L (W wymy),

-

d’ot les trois formules semblables :

G(Tutio,. fo,y=— 7l (u]w w;)
Zo(luiio. (o) = — i, (t|jw wy),
Lollulio, (o, y==— 10, (ulmmy,).

Ty
Enfin ¢'=e¢ ! tendra maintenant vers zéro.
Utilisons maintenant les formules cvi, 2 et 3, de Tanxery et MoLxk,
il viendra immédiatement :

N 21, 0 207, s im0
T 0 mimy,)— ——— == — — 7 colg ——
' ' an 6 20y, 03,
[ vt 2 ) 0 271y O
20T ' . 27}
- / = Sin —_— 3
[ o' o'
1
. ~ ; N
im0 b To 2myY g’ anwro
—_——— e - coth = — —L——sh -
)y Wy 200, W 0), samed | — " [3H

On trouvera de méme

’ ~ RSN _ ~
, 47 0 20T O ™ o
£(20) +8(20) — A =— — + ——th—
‘ o, 6 o, 26 )
= ' 1T

27 Log 27ro

— = > (=) 75 Sh —

-ml‘—i ! 1—(/-’ [

aT " 4 amro
e E sh .
’ g 129 NG
W) el 1 —¢ Y

¢ -
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Portons ces résultats dans R(L), en vy remplacant en outre v,

o )J T eq. .
par v, ou bien par ——7)—‘ -+ =, et en utilisant encore I'expression
2y o ”l
classique ,
N e 7, I 1
Plro mymy ) ==-—— Pl '31 61 My ) 7—73\- o ; - 9 BN
¢ ! ' [ gy L0
sh?
o)y
S SV AGIN L)
07,7 e 1y m

On écrira sans peine le résultat de celte transcription. Il y [igurera des
termes en —» qui tendront vers zéro i la limite puisque ¢’est mainfe-
nant c, qu1 dev1enr infini; on auraaussides termes de la forme A ¢ o,

ou encore A — qul tendront également vers zéro. Le terme en o)

& Ill)]

aura pour coefficient

~ , o . L 4
r‘ T0 11, =t 1
oy coth el et TR T Rt
/rn ay an o L0
sh* '™,
o
R
l/ 507, "m0 7 )
- ( L coth ) ~th
{ 'J)I ) V}ll [ )("I 'x)l
0, T =0 1
.~ 1y / ’ 1
8o, th 7 — 0,
’:)I I’r)i (”I ’:)l
Sost-a-dir
cest-a-aire
—_ ’ Y
7.7 ) de

ou encore zéro. Ceci est le résultat déja rencontré plus haut.

Enfin il reste le (erme indépendant de o), et ne contenant aucune
puissance de ¢ en facteur; ce terme se présente immédiatement sous
la forme

870 - w0 Hra 5 07, s 70\ N /u SEEOYE-E A
e e O LD -) : e e 4= = cOLh «) 4+ 87 0- ( - )

’1)" \ ‘),’l)' 'J)l ) ’))’I ".’J)I f’)l (J)I ’a)l
[',_, 5, - P (\\ 1‘7_
I Ie le . -
3 — —= (—» Soth U )~» ’(1(»-~— »~~-—,~>
Looamy S Nam ) o
. \ / " P/
ou en réduisant
2T G O 1T
i th -~
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~a
Tt

En sorte que la formule (26) nous donne & la limite

AT ~\ -
- . . sal? w0 5J2
Wi=HmW= " h o — 2

;’:A" KL | =y

l
in revenant aux notations de M. Karman, et désignant par / I'¢qui-
. 20), . > .
distance —, par 4 la distance 25 des deux files de tourbillons, cette
formule prend en définitive la forme

=h  =h
“’7‘ []I —[— )‘

Cette formule ne coincide pas avec la formule de Karman (Cu. v.
Karmax et H. Runacn (Physikalische Zedtsclrift, 1912, p. 49, « Ueber
den Mechanismus des Flussigkeits und Luftwiderstandes »). Elle en

. odh. . . . .
differe du terme 5= qui, dans le raisonnement de Karman, provenait

de la différence de la quantit¢ de mouvement dans les deux régions
ABA'B, et CDC'D’ envisagées dans le fluide ou 'on avaitisolé d’abord
un rectangle ABCD de grande largeur AB.

Dans nos hypothéses actuelles, nous avons constaté que cette ditlé-
rence était nulle, et elle le restera tant qu'il y aura des parois solides
AD et BC, méme si celles-ci sont tres éloignées.

Cependant notre fonction & délinie par I'équation (5) deviendra
bien, a la limite, la fonetion de courant qui convient aux tourbillons
de Bénard. Cela est facile 4 vérifier en utilisant les formules suivantes
(cf, Tansery et Mok, Fonct. elliptiques, . CXXII, 11) concernant le
cas ol w, est inlini:

ERH

=
W, LT oy
—sh —— ¢
I 00y

=t

['77[/ ‘.".ln:-;

gt ~ ch—.¢ .7
' 20y
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En appelant ¢’ ce qui devient (2 une constante prés) la fonction <,
on trouve ainsi

Zo

Fig. 3.

indéfini, et avec les axes de la figure ci-dessus, on avait la fonetion de
courant

!smr('- ")i
VAR
SR EP d
! uT .
sin > (5—3,)
|
th . ) . [ . .
En posant 5,= - =12, 5, =—12— -, il vient
- i3 )
: co 7:(' -70) [
208 - S -
v E /
o e ObE T».( )
Psin = (35— 1to
| /

Si enfin nous faisons la transformation z'= 7z qui correspond & une
rotation de la figure, d’un'angle droit, nous retomberons, & une cons-
tante prés, sur ¢/,

Il y a donc raccord ala limite, entre les deux fonctions de courant, ce
qui du reste n’est pas trés surprenant. Mais, tandis que Ia fonction "
fournit dans la résistance le terme 3#, la fonction ¢ concernant le
fluide limité, dans un canal méme trés large, ne pouvait nous conduire
a ce terme. ,

Il est clair que la vitesse V de déplacement du cylindre, qui n’inter-
vient pas explicitement, figure implicitement dans ces formules, car
c’est elle qui régit les conditions d’établissement du phénoméne, et de
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cette vitesse dépendent évidemment les quantités s, w, et parsuite ¢ .

Il est assez vraisemblable que la non-concordance de la formule
limite, avec la formule classique, dépend du fait que dans la méthode
suivie l'approximation, signalée plus haut pour le calcul qui con-
cerne p, est sans doute devenue insufflisante alors que cette meéme
méthode était entierement suffisante dans le cas du fluide indéfini.
Et, en effet, cette vue se contirme par le travail de M. L. Rosenhead
que nous signalons & la fin de notre Introduction.

Il est facile de voir que 'expression trouvée ci-dessus pour la fone-
tion 7(s') est spécialement -appropriée 4 l'application du théoréme
de M. Synge dont fait usage M. Rosenhead.

M. J.-L. Synge (Proc. Roy. Irish Acad., t. XXXVII, A, 1927, p. 95)
adémontré qu’en désignant par (X,,, Y,,) les composantes de la résis-
tance moyenne éprouvée parl’unité de longueur d’un cylindre immergé
avec production de tourbillons alternés en régime bien périodique, on
a la formule n
(27)  T(N,—iY,)=—0p [[5]}'{( AY - idN ) — 2 [ ot /"({f" dz.

e DN A

p_______C
Y
o X
® J
// o-J
e J
A -J, B
Fig. 4.

Les axes OXY sont ici des axes [iés aucorps; & = wu — ¢ représente la
vitesse complexe par rapport & ces axes, et o est le potentiel (. le
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potentiel complexe) dans le méme mouvement relatif. Enfin y repré-
sente ici le contour ABCD formé d’une section du canal, loin en aval
(passantentre deux tourbillons conséeutifs, par exemple a mi-distance
verticale de ceux-ci), de deux bords BC et DA du canal, et de la sec-
tion CD loin en amont.

On a done, pour les vitesses «, ¢, les valeurs o, --V, & Pamont, et
do oL
I |

altaval. .
On a aussi, & 'amont, & =7V, el [aval

(2N IR L W

Cela étant, on tive de la formule (27)

" T - .
J— 7 .
(2g) Y, =p / if‘g l,E A ‘i R / (//J W L.
) AR CD o i
Pour le prewmier terme qui figure & droite dans la formule (20), toul

revient & calculer I'intégrale

/ A

AL
ou eneore

[ 1o,
AN
pmsque
;:'::. @ AN

A cet effet, M. L. Rosenhead rmn:u'q’ue qu'il suflit de s’occuper indivi-
duellement des deux files tourbillonnaires, en remplacant I'existence
des parois du canal par des files doubles en nombre infini, obtenues
par des symétries successives relativement a ces parois. Bien que
'intégration soit faite sur AB, ¢’est-a-dire sur un domaine fini, il n’est
pas évident que P'erreur commise en considérant les files tourbillon-
naires comme indéfinies dans les deux sens tende vers zéro lorsque AB
s"éloigne & Pinfini. Il en est cependant ainsi, car au moyen d’un rai-
sonnement ¢lémentaire, on voit que les tourbillons fictifs obtenus par
les images indiquées produisent le méme effet que si I'on ne tenait
compte que des tourbillons réellement existant dans le canal, mais
en intégrant sur une largeur infinie (dans les deux sens)au lieu de se
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contenter de Ia largeur AB. On peut alors conelure, comme dans nos
Lecons sur la Théorie des Tourbillons, (Chap. V1, p. 150), que dans ces
conditions on peut remplacer la portion de [o]f qui correspond
une file ou I'intensité est J, par

4

oo
. J
{30 “—5\ argt 2 — 7.

2T

—_—

écoule de O & T, chague tourbillon

s’est trouve exactement décalé d’un rang vers le bas, on voit immé-
ed . , .

diatement que la contribution (30) est égale a =, = étant égal & ==

2
suivant que le point Z se trouve & droite ou a gauche de la file envi-
sagée. De méme, pour une file ot I'intensité e:t — I, la contribution

el
nalogue sera la méme, mais changée de signe, — e

Mais comme, dans le temps qui s

On voitdonc que ce qui proviendra, sur AB, des doubles files fictives
a4 gauche ou & droite du canal sera nul; et il ne restera i envisager que
les deux files réellement existant & Pintérieur du canal. Elles four-
niront du reste au total zéro, sauf si le point Z est entre les deux files,
auquel cas on obtiendra '

b0
o o
Le premier terme i ‘droite dans (0()) sera donc égal a 20J2 et

2040
fournira pour Y, la portion ‘J,l » ou encore, en appelant / ld distance

. . Ihoo, .. .
des deux liles de tourbillon s',ﬂ,r-'- C'est la justement le terme de la for-

mule de Karman qui n’était pas obtenu par la premiére méthode.

I ne reste plus qu’a examiner le second terme de la formule (29)
et 2 constater qu'il nous fournit la méme expression que celle que
nous avons obtenue dans la premiére partic de ce travail.

Sur BCG et DA, @ élant imaginaire pure, la portion correspondante

de / e (// ne fournira aucune contribution2Y,,. SurCD, on a

o
i —

==\
et

e
e 2

/crv"://Z:-—/ (— V2)dN =, V2
co

v [ON
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Sur AB, on a
My

T2 N Cood /oy \ 2
S dl= —Nra N (L
j\l)” ‘ L/ W, [ } ! \ f/Z KrlZ (/\

==Vt aiVlg] LoV y] e [ e,
iy 7wy

et par suite, a cause de la propriété essentielle démontrée pour la
fonction ¢,

o,

B

- PN
ul[w ({/,,:w\:m,J,—U’\[m <:7—é> dX.

AR hd 7

Le dernier terme de la formule (29 ) se réduit done, en définitive, a

AT .
s
(31) ‘—:- LRJ t /
- 0 .

o
-+ o
0,

dy\?
=5} d\.
X ((/Z)_(

. . . R . a1 r/'/
A cause de la formule (2) qui donne u—iv =, c'est-a-dire —»
Pexpression dintégrer par rapport 3 X n’est autre, & un facteur constant
prés, que I'intégrale

]
T G, 872
/ |C( ' 0)—§ (3 —0)+ L3+ 0) (5 —d)— "(—)‘1‘“] dz',
w, L ad I

effectuée a une certaine section droite H, du canal. Or, la partie
réelle

0

S 1,072
Up=® / [ (2 0)— . — '-”‘ ] da’
|

<y

¥\

est indépendante de la section sur laquelle on aura intégré.
On a en effet, en intégrant la fonction

S'I:[g(:,’+ 0)—. . — ——-'”“01-,

ON
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le long du contour abed de la ligure,

.
Srelz'= a/= X Résidus,
~ abed

les résidus étant ceux de la fonetion S* dans le rectangle abed.

Fig. 5.

Comme S est imaginaire pure sur les parois du canal (ot v = o),
les quantités
/ Sy’ el / Sy’

e <l
sont imaginaires pures, et 'on a
Ly, — Upy,=— 2w IZRésidus de S*.

Or nous avons constaté, dans un calcul antéricur, que les résidus

de S* étaient réels et égaux a

o L(20)+L(20)— -
) ’ e ’ 1)y

L~
S
Qs

—

1l en résulte donc
Uu.:[ I,
et par suite 'expression (31) se réduira a

W,

4 o\ 12
e “» 2 3
| dyl &'+ —= ,
p— R / £ 9 dr’,

LT d7.

c¢’est-a-dire I'expression — TW,, de notre premiere méthode, ce qui
achéve la vérification annoncée.
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