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DE

PAK M. B E R T R A N D , GAMBIER

1. Introduction. — Considérons u n e surface réglée S quelconque^
sur S une génératrice G arbitraire et sur G un p o i n t M arbitraire : le
plan tangent à S'en M. coupe S s u i v a n t la génératrice G et suivant une
courbe p l ane (^ tangente en M. à la seconde d i r e c t i o n a s y r n p t o t i q u e
de S (les développables étant exclues), recoupant G- en divers po in t s
P|, 1\>, . . . y qui sont tous singuliers^ i n d é p e n d a n t s du choix de M sur G
et décr ivant , quand G varie, les diverses brandies des courbes mul-
tiples de S.

Si nous faisons la perspect ive de S sur u n plan. a rb i t r a i re , d 'un
po in t de vue 0 arbi t ra i re , les génératrices G d e v i e n n e n t les t angen tes
an contour apparent 1' en projection, et la l igne m u l t i p l e de S dev ien t
une courbe p lane G. De chaque p o i n t de la ligne mul t ip le p a r l e n t au
moins deux génératrices; le p lan / je ces deux génératrices est bi lan-
gent à la surface; i l peut arriver que ce p l a n b i t angen t coupe la sur-
face encore suivant d'autres génératrices, ne passant pas par le poin t
commun aux deux premières; dans ce cas on voit que l'on a réalisé
des po lygones -dé n côtés (^3) dont les sommets sont sur C et dont
les côtés sont t angen t s à I' : c'est donc la général isa t ion des polygones
de Poncelet relatifs à deux coniques,

II est facile de réaliser de tels couples G, F de degré a rb i t ra i re ; pre-
nons en ellet au hasard deux courbes gauches C; et C.j et imaginons
une correspondance ponc tue l l e entre ces deux courbes, AI| po in t de Ci
ayant? correspondants, ML, surC,, et AL ayant q cor respondants ; sur
la sur face réglée l ieu de M ) A'L, G ) est, l i g n e mul t ip l e d'ordre p ,
C^ d'ordre y; d'un po in t de Ci par ten t p génératr ices don t trois ne
sont pas dans un même p lan (en général); t r a n s f o r m o n s la surface par
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dualité: le point M.s se transforme en un plan coupant la nouvelle sur-
face réglée su ivan t? génératrices, dont trois quelconques ne passent
pas au" même point .

Nous,allons main tenan t nous donner la courbe plane C et chercher
les courbes F de classe donnée admettant avec C des tr iangles de Pon-.
celet, puis des polygones de Ponceîet. Si l'on a obtenu un couple C, F
admettant oc1 triangles de Ponceîet, il suffira de considérer C comme
la perspective d'une courbe gauche pour obtenir une surface réglée
admettant ce' plans t r ip lement tangents (et par duali té une surface
admettant une ligne triple).

Le problème se résout aisément pour une conique €3 et la méthode
s'étend elle-même aux courbes G de degré et genre quelconque. Ce
problème est en rapport étroit avec diverses théories : équations algé-
briques (et en particulier abéliennes), substitutions et itérations, cor-
respondances biunivoques de deux courbes, classification des courbes
planes ou gauches, classification des surfaces-réglées. Je renvoie le
lecteur, pour le cas de deux coniques, au Traité des fonctions ellip-
tiques d'Halphen et à un article que j'ai pub l ié aux Nouvelles Annales
(5e série, t. II, 1924).

'2. Triangles de Ponceîet; nombre fini. — Considérons dans un plan
une conique Ça et une courbe F/, de classe n (n entier ^2); soit Mo un
point arbitmire de Ça; deux tangentes MoM., et M^M\ issues de My à F/,
recoupent C^ en Mi et M7, ; pour que le triangle Mo M., M', soit inscrit
dans Ça et circonscrit à F,,, il est nécessaire et suffisant que MilVT, soit
tangente à F/,; or la droite M) M', enveloppe évidemment, quand
Mo décrit Cïi, une courbe F,,(/ ,_I) de classe n{n—i); on cherche les
langeâtes communes à F/, et F,^-.,,), elles sont au nombre de n^Çn— i);
mais si une tangente commune à Ça et Tn touche Ça en un peint que
j'appellerai Mo, et si nous choisissons pour droite MoM, cette tangente,
M., coïncide avec M^ la droite M,, M', coïncide avec MyM, et par suite
donne une solution impropre : les points Mo, M^, M', sont sur 62 et,
joints sur G^, donnent trois droites tangentes à F,,; le triangle corres-
pondant a un côté nul; donc chaque tangente à Cg et F,, donne {n—i)
solutions impropres; nous ne devons garder que

/ ^ ( / ^—i ) -~ 2 / 2 ( n — ï ) ou n.{n—i)(n-—2)
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véritables solutions, ce qui fait seulement j ~~ ïl ~ 2- triangles,
quand Ça et Tn sont quelconques.,

Faisons immédiatement une application à l'espace; une transforma-
tion homographique permet de supposer que €2 est la parabole

y — .-z.--==o,

nous la considérons comme projection de la cubique gauche (C) :
^•=:/, r=t\ 's=t:\

Si nous posons'
( l ) • ! ^.i -4- t.^= s^ /., t^= p,

la corde ( ^ , , t^) de C^ a pour équation
( 2 ) j ' -— sx -+- p •==- o,

de sorte qu^une équation arbitraire

(3) ¥(^p)==:o

de degré 'n en s et p peut être regardée comme l 'équation tangentielle
d'une courbe Tn de classe n, à savoir l'enveloppe des cordes (^, ^2)"

L'équation (3) est symétrique en r, et ^ et de degré n par rapport à
chacune, et réciproquement. D'autre part, la corde (^, t ^ ) de là
cubique gauche est définie d'abord par (2), puis par le plan issu de
l'origine
( 4 ) z-\-px-==.sy,

de sorte que l'équation (3) peut être considérée aussi comme équation
tangentielle du cône de sommet 0, enveloppe du plan (4). D'ailleurs
comme le plan (^ t.\y t^) a pour équation
(5 ) ^_j(^4- ^-4- ^) +^(^+ ̂ ,-4- ̂ o)-" Vi^^O?

on voit que le plan issu du point ^ de la cubique et contenant la
corde ( t ^ y ^2) a pour équation
(6) s—y(s^t^^^[p-^t,s')—f^p==:o,

et que la surface réglée lieu de la corde (t^ t^) peut être définie par
l'intersection de plans tangents à des cônes de sommet (^o? ^Ç - • * )

Ann. Ec. Norm^ (3), XLVÏ. —FÉVRIBR 1929. 8
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d'équation tangent ie i le commune (3), ces plans se cor respondant
biunivoquement sur les cônes. La surface réglée l ieu de la corde (t^ ^)
de C s 'obtient aussitôt en écrivant les coordonnées homogènes d'un
point de la droite -en j eu
(7) ^r=/i+p4, ^'==^+0^. ; = = / Y - h p / Ï 0=l4-p,

d'où
(8);' y ^ — . ^ r ^ p t ^ — ^ ) 2 , z0 —.D-^p^ i / i— lî)\ zx—j^==.pp{/\— î.,}1-

La surface a donc pour équation
~^Q ._ ^y ;,r -..,.- y2-1

^ . ^^j^-^-yTir^J-0-

La surface réglée S admet la cubique C comme l igne mul t ip le d'ordre n;
elle admet -oc1 plans b i tangents co r respondan t à deux génératrices se
croisant en un p o i n t de C; ei!e admet des plans I r i t angents exception-
nels en nombre ^^L^l^l/i^—i-) d o n n a n t sur S d'abord trois généra-
trices, puis une c o u r b e p lane de degré n— 3.

Réciproquement , toute surface de degré û/rayant C pour l igne mul -
tiple d'ordre n est réglée, car de tout po in t de cette surface part une
sécante double de C ayant donc 2/1 4- ï points comrrmns con'nus avec S ;
cette surface s 'obt ient par !e procédé i n d i q u é i c i . Si. V ( s , p ) est effecti-
vement de û'enre - /^-—- /— / /——2-, i l en est de même de S et de ses, . ^ . „ ^ ^ , .
diverses sections planes, v compris les seclions par les p lans bi- ou
tri tang'ents. . ,

En par t icul ier , , pour n= 3 o,n a une surface S de de^'ré 6, ayant
deux p lans tritangents. Il est commode pour déf in i r S de donner les
deux cubiques (de genre u n , de même invariant) obtenues par les
deux p lans t r i tangents . La génératrice variable é tabl i t u n e correspon-
dance b i ra t ionnel le (de cubique à cubique) entre ces deux cubiques,
de sorte que la surface peut être détmie par les expressions paramé-
triques

.y r== A p(^ + B p'w +• G -i- À (a pu + &)(, •4- p pf c»-) 4- ^o -!~ '/ ),

j == Aj/Kx» -r- B.ip î) 4- C.i -r- /.(ai pu 4- €>.)„ 4- pi/^ 4- O),, 4- y.i ).

^ =r= A ^ /) &j -h R^ p ' G.) + C.j 4- /. (•a.̂  p c».) 4- îi 4- ^y p ' to 4- ^o 4- y.^),

Q ~= ;\.;i/̂ .j 4- B:ip'6) 4- C:; 4- À(ct;/^ûi) 4- M,) 4- 6:i/^&) 4-" c..),, 4- y;;).
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Si les constantes A, B, C, a, . . ., -y 3 sont quelconques, la surface (10)
est bien de degré 6, a^ec deux plans triîangenu exceptionnels^ mais
el le n 'admet que des points doubles, engendrant une courbe gauche
d'ordre 9, coupée par chaque génératrice en qua t re points . Les sur-
faces signalées donneront donc une représentat ion de cette forme (10)
où ces constantes A, . . ., v:i sat isfont à certaines condit ions; il est
faci le de constater alors la d i f fé rence qui sépare (soit dans le cas de
courbe double de degré 9, soit dans le cas de courbe t r ip le de degré 3)
le cas de deux p ians t r i tangents et celui de co' plans trilang'ents»

Si un p lan perce la c u b i q u e A == o et la cubique A =30 en des p oint s
de même <o, il c o n t i e n t la génératrice correspondante. Cons idérons
donc les deux équat ions

( 11 ) ( A ii -1-- A 1 1 * 4- A,; H' -4" A:,, A ) /./ r>.)
-1" (. fi f( •4-1- B, r .-!- B, ir ~h B, II ) //G) 4- C // -4- G i r 4- G, œ --}- C- h == o,

( i '̂  ) ( a // -}- a, c -•r- a^ n- ~{- a., h ") /) Cr» 4- ^)(i

-r-( Ç)n. 4- Pi c 4- p.^ï' -4~ p;}//. } ? ' ( , } 4- Oi),, 4- y f/ 4- •/i r •4- •/yH' -4- y \ h :=;o.

Les racines <0i, co_>, co;; de' la pœnii,ére, co . , co^ co', de la seconde/ satis-
font aux relations de con^mence suivant les périodes de /KO : •

Si donc 3co<, n'est pas une période, i l ne pourra y avoir qu'une ou
deux racines communes (sauf dans le cas où l^une des équat ions dis-
paraî t ident iquement : on retrouve les deux plans tr i tangents) . Mais
si 3coo est période, tout plan b i t angen t dev ien t au toma t iquemen t tri-
tangeni; on voit sans peine que l'on peu t / sans restreindre, supposer
alors c0(., == o et alors nous avons, en ta isant la perspective de la sur-
face d 'un p o i n t quelconque, les deux courbes annonc.ées en introduc-
tion avec ^'' t r iangles de Poncelet : dans le cas de la surface à c u b i q u e
gauche tr iple, la perspective à part i r d 'un poin t de la cubique donne
une Cy et une r;t, car la développable circonscrite à la surface du point
de vue est de classée (égale au degré de1 S) et comprend les trois géné-
ratrices, il reste donc une. courbe f:» de classe 3; si. la perspective est
fai te d'un point que lconque , on a u n e Cy et une tV Pour la surface à
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courbe gauche double de degré 9, on trouve de même, soit une Cy et
une I\y soit une Crj et une ro-

En transformant par dualité la surface de degré 6 qui n^a que des
points doubles et que des plans tangents doubles devient une surface
de même catégorie; on en conclut donc quey de même que la dévelop-

'pable enveloppe des plans tangents doubles est de classe 9 et admet
deux plans triplement tangents, la courbe gauche lieu des points
doubles admet deux points triples, théorème difficile à apercevoir
directement. La surface réglée de degré 6 qui. n'a que des points triples
et des plans tangents doubles se transforme par dualité en une surface
réglée de degré 6 n'ayant que des points doubles et des plans tangents
triples, c'est-à-dire représentée par les équations (10) où co^ est nu l et
les constantes A, B, C, a.,, . . ., y;., quelconques.

Nous voyons ainsi comment l'étude des polygones de Poncelet et
celles des surfaces réglées se complètent heureusement .

3. Triangles de Poncelet; nombre infini. — Étant donnée une
conique C^ on peut trouver co271 courbes F/, de classe n fournissant
co1 triangles de Poncelet inscrits dans C^, circonscrits* à F,,; ces
courbes I\ dépendent de 'in paramètres ( t a n d i s qu'au paragraphe

précédent on avait la courbe I\ générale dépendant de /^(""1'"3) para-

mè t re s ) -

L'idée directrice est bien simple : €3 étant rapportée à un paramètre
unicursal t, l 'équation j\t1, ^ )==o est Téquation tangentielle d ' u n e
courbe enveloppe de la sécante (Y, r) de 62; si / est dissymétrique
en t' et f, la classe de Tn est la somme des degrés de/en î/ et t\ et
alors chaque tangente a une origine t\ une extrémité f différentiées;
si j est symétrique en t ' et t\ la classe de I\ est égale au degré de/
par rapport à t' ou f; du reste, dans ce dernier cas, en prenant, pour
variables
( î ) . - ! .SV==^+^, p = t ' t ' f \

la relation symétrique/se transforme en une équat ion
W y(.ç,p)=o
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de degré, par rapport à V ensemble s, p , égal au degré de / en t' ou t\
ei nous avons vu au paragraphe précédent que la droite (Y, r) et le
point (,?, p ) se correspondent par dualité; cela montre que si / n'est
pas symétrique, il suffît de former le produit

(3) . ! /(/ /, n/(^ i-^o

pour arriver à l 'équation tangenfcielle ordinaire de la courber ; il se
produit ici une dist inct ion analogue à celle concernant les courbes de
direction; une équation dissymétrique fourni t des tangentes orientées,
et si F ( u , t1, (P) =: o est l'équation tangentiel le ordinaire de la courbe Ça,
l 'équation dissymétr ique f ( t ' , f} == o condui t à une équation tangen-
tielle ordinaire de la forme
(A) • F(^, c, n.-^d)2^ r, u'),

où <1> est un-e fraction r a t i onne l l e de //, v, w.
Cela posé, considérons une courbe F détmie par son équation tan-

ge 'nùel le / ( / , /^ :=: o (que nous supposerons soit symétrique, soit
rendue symétrique); F étant déclasse n, ht, correspondent^ valeurs £ , ,
^a? . • . ? ^1 dont les fonctions symétriques o-.i, o-a, . . ., a,, fondamen-
tales sont exprimées sous forme de fraction rationnelle, de degré n,
en ^(avec même dénominateur). Donc' les fonct ions symétriques fon-
damentales de t, i\ 5 .. ., ^,

( 5 ) S,=:^-,-o-n S,==/cr,4-a^ . . . , S/,.,.i = ta^

sont exprimées rationnellement en t : la courbe (S.,, S^ . . . . S/,+i) est
donc une courbe unicursale de l'espace à TI+I dimensions, de de-
gré n •+-1. Or s'il existe un triangle de Poncelet t, t,, t^ où t est
variable, les équations /(/, x ) = o, f(t^ x} = o ont une racine com-
mune ̂  mais n'ont pas nécessairement "les (n — i) racines communes
^, ^3, . . ., in (on a la circonstance complémentaire que ^ est racine de
la première et t de la seconde) : le point (S^ S^ .... S,^, ) relatif à t
et celui relatif à .̂., sont donc différents.

Supposons donc que nous ayons un cas encore plus particulier :
f étant choisi quelconque sur C^, et t^ .... ^ éteint les extrémités des
tangente}! à T,, issues clé ^ les cordes t,, t-j (i-^j\ i ^ j égaux à i, 2, .- .5 n}
sont toutes tangentes à T,,: dans ce cas, et dans ce cas seulement/te
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point (SiS^ . . . S,t..,i) est le même pour ^ ou ^ , , . . ., ou /„,; la courbe
de degré n -hi en jeu est donc en. représentation impropre et se rédui t
à une- droite représentée (/?,+ i) fois, autrement d i t (^ t^ . . ., ^,, )
sont les racines d ' une équation
( 6 ) ( A -+- Bp ) ̂ -M -+- ( A, -4- B, p ) //' -{-. . . 4- A/^i -h B/,^, p == o.

La réciproque est immédia te : deux racines t\ t " de (6), supposées dis-
tinctes^ fournissent l 'équation

A^-M 4" A, f^1 -r-. . . -1" A,,,., A /'1/H-3 -r- A, t " " -i- .. . -41- A// ,,
B ̂ -M + B, ^r/; 4-... -l~ B/,,,, B t"^ -\- B, {/•rn -r-. . . + B/,,,,

laquelle, débarrassée du facteur t1 — t " ^ est symétrique en ï et /'^.entière
et de degré n par rapport à chaque variable. C'est l 'équation tangen-
t i e l l e d 'une courbe!^ de classe ^ r é p o n d a n t à ce problème spécialisé

.des triangles de Poncelet. L'équation (7) s'obtient par le produit des
matrices
(8)

A Aj . . . A»4-i
B B,, . . . B/,.,, x

//n+l ^ . . . i
t"^ t"11 . . . i

Les mineurs de la matrice de gauche' sont les coordonnées plùcké-
riennes de la droite joignant les deux points de coordonnées homo-
gènes

(A, A,. . . . , A/^,) et (B, B,, . . . , B^,,),

dans l'espaceà n+ i , dimensions : il s ' introduit donc exactement 27?,
paramètres non homogènes [on peut réduire (A, A,) à (i , o) et( 'B, B, )
à (o, î ) pour normaliser l'équation de r,,].

On retrouve ainsi des propriétés classiques pour n == 2 (deuxtr iangies
inscrits dans u n e même conique sont circonscrits à une même conique
nouvelle).

Pour fixer r/,, on peut donc se donner arbitrairement un premier
groupe de 71+1 points sur C,(t\ t^ . . ., t^\ ce qui fixe les coeffi-
cients A, A,, . . . . A^., de l'équation (6) où p == o, puis un second
groupe arbitraire aussi, analogue (ï1 , t^ . . ., ^ \ce qui fixe B, B , , ....
B/^i pour p = = o c ; le premier groupe détermine ^^-t^ cordes, le
second au tan t ; il existe1 une courbe F,, et une seule tangente à ces
n{n+î) droites. Tout point de 0 détermine un groupe analogue;
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chaque point de Ça est donc commun à ——7-—- triangles de Poncelet;. f^
chaque tangente de 1.̂  porte ( n — i ) triangles, Les 7 i (n -h ï ) cordes
forment, pour la classe 72., un groupe surabondant, de surabon-

n (n — 1 1(lance ————•
2

La surface réglée cor respondante a une cubique gauche pour l igne
mul t ip l e d'ordre n.y n^a pas d'autre l igne mul t ip le , e.st de degré in et
en fait de plans tangents mul t ip les n'a que des plans tritangents; elle
est de genre -//——l-)—n——:'l-)' La développable des plans tangents triples

est de classe —————• Tous ces résul ta ts sont faciles à transformer
2

par dua l i t é : on a u n e surface. S/ de degré 2/2, n'ayant que des points
mul t ip les tr iples et en fait de plans tangents mult iples que des plans
multiples d'ordre n, d'où une solut ion pour les polygones de Poncelet
de n côtés pour deux cou.rbes dont aucune n'est con ique .

4:. Triangles de Poncelet; solution générale. — On voit a i sémen t que1

la solution générale correspond au cas où. ^ i et ^ sont associés à des
points / ; { , . . . 5 ^,-i..{ qui n 'épuisent pas tous les poin ts associés à t^ ; à ^,
correspondent q groupes (^, . , .5 ^+i )^(X? • • • ? Ct . i )? " " > et. les triangles
de Poncelet sont formés avec l^ et deux points quelconques d'un
même groupe. La so lu t ion générale s^obt ien t donc en é l iminan t p
entre deux équations
(1) ' .P(p ,^ , ) :=:o , ^ P (p ,7 - J==o ,

où P esl un polynôme arbitraire de degré y en p et 'n 4- i. en /; le
résultant, débarrassé du facteur (t^ •— i ^ y 1 donne l 'équation en général
indécomposable et symétrique '
( 2 ) R^,, / , ) = = 0 .

La courbe -F ainsi, définie est de classe ny : en. effet, l\ donné, on a
q valeurs de p ; une choisie, soit p7 , l ' équat ion P(p / , l^) = o admet, en
dehors de t^ n racines ^ 2 5 . . ., ̂ , et il est clair que trois points dis-
tincts ti, tp t/,. du groupe (/, t ^ y . . . ^,,+,1) d o n n e n t un triangle inscrit
dans Ci , circonscrit à F. Chaque point de Ça donne donc ç/^—î—
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triangles; chaque tangente de F en donne (n — i). Ici, parlant de ^
avec ^2,'on peut continuer à partir de t^ par un chaînon autre que
^3 . . . f^n-n ©t par suite ne jamais revenir en t ^ y quel que soit le
nombre de chaînons successifs; dans le cas précédent, on peut revenir
au point de départ au bout de trois chaînons, mais si l'on essaie
d'éviter d'y reveniry sans parcourir plusieurs fois un même chaînon,
il y a impossibilité.

On réalise donc des surfaces réglées, comme plus haut, de degré 2 qn
ayant la cubique gauche comme ligne mult iple d'ordre qn', la surface
admet des plans tangents triples ( n — i passant par chaque généra-
trice), des plans tangents doubles, n^q — i) passant par chaque géné-
ratrice.

On peut expliquer géométriquement le procédé de la façon sui-
vante : regardons p lui-même comme le paramètre d'un point de Ça;
l'équation P(p , î) == o est l'équation tangentielle d'une courbe auxi-
liaire y; si P est dissymétrique en p et t (ce qui arrive nécessairement
si P est du premier degré en p, ou si y = i), le procédé revient à con-
sidérer toutes les tangentes de y qui ont même origine p et à joindre
deux à deux leurs extrémités : les cordes ainsi obtenues enveloppent
la courbe F; si P est symétrique en p, /, il n'y a rien en réalité à
changer à Finterprétation. II suffît donc de se donner la courbe y,
mais comme P(p, t) doit être au moins de degré 3 en t et de degré i
en p, on voit que-y est de classe 4 ^i moins en cas de dissymétrie^ de
classe 3 au moins en cas de symétrie.

Une circonstance curieuse est à signaler. Même si Inéquation
P(p , t)=o

est indécomposable, il peut arriver que l'élimination indiquée de p
conduise a une relation B(^, ^) == o décomposée : alors nos conclu-
sions sont encore vraies, soit pour le plan et les triangles de Poncelet,
soit pour l'espace et les plans tritangents, à condition de conserver
tous les morceaux de décomposition ; en réalité^ si les triangles ne se
rapportent pas à un même morceau, il y a intérêt à prendre chaque
morceau de décomposition soit de T ou S; soient F, S' des morceaux
associés : sur F on a un polygone de Poncelet, sur S' on n'a plus de
plan tritangent, mais simplement une suite, fermée de A chaînons
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inscrits dans la cubique mul t ip l e , le plan de deux chaînons consécu-
tifs é tant sirnpiemeiit bilaogent. Un exemple simple fait comprendre
le résultat : si Ça est le cercle .z'2-}- y2 -==. i, si o et t désignent respec-
t ivement p == 6 '̂, t = e1^ (.2? et y étant respectivement cos^, sin^» ou
c o s Ô ^ s i n O ) , l 'équation f
(3) ^ • p-=i^

peat. être prise corïiœe équation P = = o ; la relation eiitre ^ et ^
(ou 0, et 6^) est
(4 ) '" • • : 6^-Q^^-^ ( ^ = = 0 , 1 , 2, . . . . /O./i ~-t— i

La courbe F se. décompose en un ensemble de cercles P, T " , . . '. con-
centriques au proposé et, correspondant aux polygones réguliers d'un.
nombre de côtés égal. à n -4- r , ou à un diviseur de n --h T : il. n'y a plus
à proprement parler de triangles de Poncelet ;'y est ici une épicycloïde
à n rebroussements obtenue en faisant rouler un cercle de rayon ——" /•/,. +1
sur 'un cercle de rayon —/-:— auquel i l e s t - t angent extérieurement; le

<»•
cercle x^-^-y^ == i. est celui (pli à pour centre le1 centre du cercle fixe
et est tangent à l'épicycloïde en ses n sommets.

Si l'on considère deux coniques C'a et C^ qui ne sont plus bitân-
gentes et admettent co1 polygones de Poncelet de n côtés, chacun de"
ces polygones fournit une équation P(p? ^) == o, moins s imple
que o == ^"'""'/mais conduisant encore à u n e . relation déconuposable
entre ^ cl t ^ : cette fois on a là division des fonctions elliptiques et non
plus circulaires.

Je viens d^indiquer la solution générale des tria.ngl.es de Poncelet
pour une €2, puis de montrer comment pour certaines équations P == o
là-so lu t ion échoue au, point , de vue-dés triangles,' œais fournit 'des
polygones, Je vais indi(|uer une autre particularùatton : T se décompo-
sera, m-ais un (ûu plusieurs) morceau, isolé admettra des- triangles^
taudis que précédemment les côtés -des triangles .étaient relatifs à des
morceaux- dillereots. Le procédé, le plus général, pour réaliser ce cas „
particuliery consiste à écrire . , ' ' . . ' ^ •
(5) • , • P(p, Q=:o, , ^(t,-ô)=o, . ; ; : -

• ' ' Ànfï. Êc.'Nm-m.^ (3), XLVI. —. MARS (ya^ . • : - • . 9 .
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où P a ta signification déjà indiquée, Q étant un nouveau polynôme
arbitraire de degré r en t, p en 9; l 'équation P = o est l'équation tan"
gentielle de la courbe y déjà définie; l'équation Q(^ 6) == o est. l'équa-
tion tangentielle d'une courbe Y analogue, enveloppe de la corde joi-
gnant les points t, et ode C^ de p origine menons une tangente à y,
d'où l'extrémité t^ de f pris cette fois pour origine, menons une tan-
gente à -f, d'où l 'extrémité ô; la corde (o, 6) enveloppe une courbe y,
en général irréductible, dont l 'équation tangentielle s'obtient en éli-
minant t entre les équations (5), soit
(6) P(p , 6)^0,

Opérons, par le procédé indiqué, sur y; autrement dit él iminons p
entre
(7,) , , . P(p. Ô,)=o: P(p, Q,)=o, ^ ,

d'où
( 8 ) 1 R ( ^ , ^ ) = o . . 1

L'équation R(0,i , (L)==o admet d'abord les sollîtions (9,, 9^) prove-
nant du système
(9) 1 ^ ! , , Q ( / , ^)=o. ' Q(^ Q,)=:o. ,

Le morceau correspondant s'obtient en opérant directement sur Y (au
lieu de Y); ce morceau enlevé, il restera à joindre deux poijnts (6 , , Û a )
provenant d 'une chaîne (p, r;, 0^) et d'une chaîne (p, t^y 6^) avec t\ •=^'L.
La courbe F ainsi obtenue est de classe rqnp, car à 8, correspondent
/'valeurs de t; à un t choisi correspondent q valeurs de p ; à ce p cor-
respondent seulement nvaleurs de t' autres que t, et à un € corres-
pondentjR valeurs de Q.j. Chaque point de C^ est sommet de il)-/^^^-î-)-, . : , / ! ' ! • . , ! ! - ! ! ! ! ! ! - , ! , ^ . ' ! ,
triangles et chaque tangente de F porte pÇn—i) triangles: en effet,
pour un triangle 61 (LQ^ il suffit de considérer le schéma

II est nécessaire que Q < et 62 soient liés par le même p intermédiaire
que 0\ et 9^ pour un même Ô^ le p a rq déterminations; à p corres-
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i i • • • ï* ï i /^ // — I ^pondentTi valeurs t.^ autres que le t pnmitit, cela donne —^—— com-
binaisons possibles pour î^ t\ ; t^ donne p valeurs de 0^ et /', p aussi,
pour 63.

La répétition de ce procédé consisterait à écrire
^ ( P,(p, pj==:o.' l:\(p,,. p,)=:o, .. . . ,

(!0} \ Pk (p//-,,p/<== o, ?/,,-,( p/,, 0)=o.

' L 'él iminatiou de p ^ , c^ . . ., p/, entre les h -+-1 équations ( ro ) condui-
rait à une relation

P(p, 0)3=0,

sur- laquel le ,on recommencerait les raisonnements. On a épuisé ainsi
tous les cas possibles pour une courbe C^ et les triangles de Poncelet.

5. Poly^'one^ de Poncelet relatifs à une conique. — Nous avons ren-
contré au, paragraphe précédent, à propos des polygones réguliers, la
propriété suivante : q u a n d la courbe1 F obtenue dans la. recherche des .
triangles de Poncelet se décompose en P', P'y . . . , i l peu t arriver
que oo1 triangles aient deux cotés tangents à I" et le troisième al'",
puis que la suppression de JT' permette de revenir sur €„> au point de
départ par une1 succession de h tangentes à P ' ( h ^ 4 ) - Cette circons-
tance est l 'une de ,celles qui permettent d 'obtenir des polygones de
Poncelet par opposition, aux tr iangles. On constate en e.tîel.que, pour
une conique d o n n é e ' C y la recherche des polygones de Poncelet de
^n-^i côtés ou Se 2 / 1 côtés se ramène à la recherche des t r iangles de
Poncelet et d 'une courbe F^ ou ï\,,.,,..,.i décomposée en n coniques ou
• ^ — ï coniques et un point, tout au, moins si. l 'on veut retrouver les
polygones classiques inscrits d a n s ' u n e conique et circonscrits à une
nouvel le conique.

Au poin t de vue de l ' app l ica t ion aux surfaces réglées, nous avons
vu qu'il peut y avoir deux cas différents : avec une conique Ça du plan
et une cubique de l'espace nous n'avons a signaler que des chaînes de
génératrices inscrites dans la cub ique multiple et se r e f e rman t , ne
donnant que des plans bitangents. On peut au contraire-avoir des sur-
faces réglées ayant des pians n fois tangents ( n ' ^ 4) et donnant donc
'des polygones plans de Poncelet dans l'espace; .les ' surfaces réci"
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proqoes de celles que nous avons obtenues dans le premier cas nous
d o n n e n t souvent des exemples du second cas.

Amorçons le problème pour une conique C,>; si la courbe F peut se
décomposer, une chaîne d 'équations arbitraires

(ï) f,Çt,^t,)=0, M^r^^O. ..- .A-i0//.-n tf:)-==.0

définit une cha îne polygonale ouverte M , , ML, . . . . M// dont les côtés
sont successivement jangents aux courbes P'', . . ., r^--11 d 'équation
correspondante; l 'é l iminat ion de t^, t.^ . . ., //^.i fourni t l 'équati'on

fh(t^ / j )=o

de la courbe P^ enveloppe de la corde de fermeture. On a ainsi,sui-
vant que h > 3 ou //-== 3, u n e solut ion évidente des polygones ou
triangles de Poncelet pour Ça et lacourbedécomposéeP^, P^, ..., F^1.
.Pour être banale, cette so lu t ion suggère néanmoins d'intéressants
problèmes que Cayley n'a pas •dédaigné de t ra i te r ; M... Lebesgue a
donné aux Annales de Toulouse (1922) une belle démonstrat ion géo-
métrique des résultais de Cayley; si P'^ . .., r(/ '-i) sont des coniques
appartenant avec C^ à un même faisceau linéaire, .P^ se décompose
en 2/<~"2 coniques du même faisceau, et une 'pe rmuta t ion quelconque
dans l'ordre des ( h — ï ) premières coniques', P", F12^ .. ., F17'""11 ne
change pas le total des coniques résultantes.

J'ai cité aussi des solutions banales, au fond de même espèce;
soient une conique C-j et une courbe 1\ de classe n(n ̂ 3) fournissant
des triangles; chaque tangente à I\ porte (n — ï) triangles; prenons-
en deux et supprimons le coté commun. On a un quadrilatère de Pon~
celet relatif à Cy et I\ : t^ t^ t^t^ ; de même avec un nouveau triangle de
côté ^3 î,,, on pourra obtenir un pentagone, etc., jusqu'à une certaine
limite. Si donc nous pouvons réaliser divers circuits par tan t d'un
point de C*j pour y revenir, nous prendrons pour va l eu r du nombre
des côtés du polygone le nombre minimum relat if aux circuits, à
l'exclusibn des autres.

Les coordonnées du point courant de Ça étant exprimées toujours
rat ionnel lement en ^-nous obtenons des quadrilatères P,. en éliminant
les paramètres p, a entre les équations
( 2 : ) , ' /(p,^):==o, • ©(cr, A)=o, 4/(p,ç-)==o, 1
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supposées algébriques entières de degré respectif r, p^ .ç, j).j, R, S en
p, t^ a, ^5 p e f c r ; en 1 effet, p, a étant choisies et vérifiant ^ == o,
soient /, et ^i deux valeurs de ^ correspondant à p, ^ et t^ correspon-
dant à o- : le circuit t^^t\^t\ donne bien un quadrilatère dont chaque
côté enveloppe la courbe F d'équation
( 3 ) R.(/,, t,)=o

obtenue par l 'él imination indiquée; si les condit ions de symétrie
f ( H , r) ;̂  cp(^ r ) et ^ 0, r) EH^( r , / ^ )

sont réalisées, r est de classe /'Sp.j; s'il y a dissymétrie^ la classe est

rS p^-{" .s-R/^.

Cet exemple, en cas de dissymétrie, est précieux pour nous mont re r
que certaines so lu t ions sont défectueuses par certains côtés et qu'i l y
a désaccord, entre certaines considérations analytiques o u , géomé-
tr iques. En ef ïe ty nous voyons bien que la conique T^ peut disparaître
complètement et quïl suflit de garder une chaîne de nombres ^,
//.^ . . ., ^ i , ^,,, t^ tels que^ dans cet ordre^ chacun se déduise du pré-
cédent par l'ilération. d'une même substi tution algébrique. On doit
donc avoir, avec la même /fonction j\ qu i n'est pas nécessairement
symétrique
(4) /(^^)==o, yu,/.): /(/^,, ̂ )=0, f{t^ /,,)r=:o.

Or le •quadrilatère / ' i ^^Oi ne répond pas à la question, car t \ t ^ t ^
fourn i t deux origines en ^ et t\ et une même extrémité en ^3, tandis
qu'avec la définition analytique (4) l 'extrémité d'un mai l lon doit être
origine du suivant; cette objection tombe dans le cas de symétrie.

Avec les conditions (4), les nombres t i , ^, . . . , ^ devront être
solutions d 'une même équation F^/py--^ o, algébrique en ^ et conte-
nant un paramètre p; si. ,/(^, ^ ) = o est du premier degré en ^
l'équation est abélienne^ quel que soit p, par rapport à îy et réciproque-
ment, toute équation abélienne fournit une solution du problème précis
traité ici. En particulier, l 'équation ^-— o = o, déjà citée, fournit les
polygones réguliers, ̂ exemple des polygones de Poncelet relatifs à
deux coniques non bitangentes fournit cette fois une fonct ion /(^,^)
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symétrique et du second degré en ^i et î^ séparément. ISous rentrons
donc, en supposant le degré de /' en / i et ^ quelconque, dans le
domaine si vaste de la résolution des équations algébriques. Je me
contenterai donc de donner le moyen de fabr iquer 'des solutions de
plus en p l u s é tendues 'à partir d 'une solution déjà ob tenue .

Remplaçons un, point / de C^ par l 'un quelconque des points 6 liés
à / par l 'équation arbitraire cp (^ 9 ) = = o de degré a en / et a en 9;
chaque polygone / i / ^ . . . t p - ^ t ^ l ^ fournira o^ polygones O , , 0^ , ..., 0 ^ _ i ,
O/,, 6; relatifs à une nouvelle courbe P d o n t la classe est celle de F
mult ipl iée par <^a.

6. Triangles et polygones de Poncelet relatifs à une courbe quel-
conque. — Jusqu'ici; la conique C.j n'est guèreintervenue que comme
représentat ion, géométrique de la variation .d 'une quant i té n u m é -
rique î: si donc nous prenons, 'en même temps que G.j, une courbe
unicur^alc (juelconffne G, nous pouvons associer sur G et. G,» les points
de même t; tout polygone de Poncelet (ou tout t r iangle) obtenu sur G^
donne une fig'ure .correspondante sur G, du même nombre de côtés,
car il, ny^qne les relations en t re les t des sommets successifs q u i .
i n t e rv i ennen t ; si ensui te , sur u n cône, q u i a G pour directrice, n o u s
prenons unç courbe G' n^ayan t qu'un point commun avec chaque
génératrice du , cône, donc unicursale aussi, nousavons une surface
réglée S7 offrant les mêmes particularités q u e la surface réglée S,
é t u d i é e jusqu'iei, au point de vue des plans tangents mul t ip les . On
peu t encore dire que la re la t ion /(^ ^)==oes t l 'équat ion tangen-
tielle de la courbe r; mais sur chaque corde { i y t") de la courbe G, il v

. a l ieu de considérer trois espèces de points : Y origine f, V extrémité € ^
e l l e s points communs apparents^ c'est-à-dire les nouveaux points
communs à la corde et à G : dans Pespace^ sur S', i l s ne correspondent
plus à une in tersect ion de G' et de la génératrice.

Pour u n e courbe quelconque Ci au - l i eu de C^ ou d/une courbe uni-
cursale, on peut d'ailleurs faire intervenir chaque point , non plus par
un seul nombre ty mais par deux nombres (a?, j) liés par une relation
algébrique. Donc, au lieu d 'él imimer p entre

. , ^ , . P(P, ^i) '==0 . et,, ^(p,/,):^), , ,,



POLYGONES m PONCELET îiÉINÉlULÏSES. '; ï

pour les tr iangles, on peut é l imine r (X, Y) entre

( P(X, Y; .r,, j',) =0, P(X, Y; .:r,, j,) =:-o,
(l) • 1 / (X,Y)^o, /(,r,,r,)=:o, /(^,y,)==o,

et l'on aura la courbe ria plus générale admet tant avec C des triangles
inscrits dans G., circonscrits à F; cela revient encore à introduire une
courbe y auxiliaire d'équation t angen t i e l l eP(X, Y; .r,r')= o. De la
sorte les explications subsistent, presque intégralementy pour chaque
cas; il est s i m p l e m e n t plus malaisé de calculer la classe de F, le
nombre de triangles ayant un, sommet en un point de C ou portés par
une tangente de F.

La méthode s 'applique évidemment encore pour des courbes d'équa-
tion transcendante, pourvu que le premier membre de l 'équation, soit.
analytique, Ace po in t de vue, i l suffit, par exemple, de faire corres-
pondre sur une courbe a lgébr ique ou t ranscendante C et sur une
conique C.j, les po in t s qui, sur C, ont pour abscisse «'.r, le / (ou encore
,r,r) du point de Ça et à tout polygone obtenu sur C,> correspond un (ou
plusieurs) polygones sur C.

'Le problème des t r iangles , quadri la tères , etc., de Poncelet, pour
deux courbes quelconques^ admet toujours un nombre jini de solu-
tions : un certain nombre d 'entre elles '.sont des chaînes repliées coni-
mençant en un po in t d' intersection de C avec .I.\ ou de contact avec G
d'une tangente commune à, C et F, et son t -des so lu t ions impropres
(pour C et 'F coniques, ces solutions impropres épu isen t le total de
solutions en nombre f in i ) . Nous avons indiqué dans quel, cas il. y a
ex?1 1 ' solutions; dans ce cas les chaînes repliées, existent encore et
peuvent cette fois être considérées comn'ie -de véritab.Ie.s solutions,
parce que,les deux extrémités sont l'un des points cités plus haut (de
même espèce pour n pair, d'espèce opposée pour n impair, n é tant
le nombre de côtés du polygone de Poncelet).

NOTE. — Le lecteur consultera avec intérêt un article très court de
M* Appell sur ce nieme sujet (Bulletin des Sciences mathématique'^
2e sér ie / t . 40, 1916, p. 240-24.6 ') et i l y trouvera: une bibliographie
détai l lée.


