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MEMOIRE

SUR LA

TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES
NON SOMMABLES

(SUITE) ;

Psr M. Arnavp DENJOY.

CHAPITRE II.

LE CALCUL TOTALISANT (')

Théorie des opérations.

51. Il est bien facile de former des fonctions dérivées, non sommables
au sens de M. Lebesgue. Par exemple /= x*sin J—;;» dont la dérivée 9
est 0 & l’orirrine, et 2 sin -é;-——icosL pour x=£o. L'intégrale
f |0 (x)| dz croit indéfiniment, quand e tend vers zéro par valeurs

positives. Donc ¢ n’est pas sommable. Il n’est donc pas possible, par la

(1) La premiére Partie de ce Mémoire a paru au Journal de Mathématiques pures et
appliquées (1915); la seconde Partie, au Bulletin de la Société mathématique de France
(1916). La troisieme Partie est divisée en deux Chapitres dont le premier a été publié
dans le présent Recueil (Mai-Juillet 1916). Les références & un paragraphe du Mémoire
sont accompagnées de l'indication de la Partie correspondante, quand celle-ci est la pre-
miére ou la seconde. Les renvois sans mention de Partie désignent un passage de la
troisitme Partie du Mémoire.



182 ARNAUD DENJOY.

seule intégration besgienne, de calculer la variation entre @ et b d’une
primitive quelconque dont la dérivée existe et est connue en chaque
point intérieur a ab (*). Nous atteindrons ce but, et méme nous résou-

(1) M. Lusin a résolu (Recueil Math. de Moscou, t. XVl ; Comptes rendus, 17 juin 1912)
le probleme de trouver une fonction continue f possédant, sur une épaisseur pleine
(complément d'un ensemble de mesure nulle), une dérivée coincidant avee une fonction
mesurable ¢ donnée quelconque. f présente toute 'indétermination de la fonclion arbi-
traire & nomhres dérivés finis, ce qui suffit & montrer la différence entre cette question
et celle qui est étudiée dans le présent Chapitre. Les méthodes du n° 62 (1*¢ Parlie)
permettent trés simplement de résoudre le probléme plus général suivant :

Etant donnés une fonction mesurable o et quatre ensembles distincts quelconques Ey, B,
Es, E; dont la réunion forme un segment ab, trouver une fonction continue [ admettant,
sur une épaisseur pleine, ¢ comme dérivée approximative ou genérale, et réalisant res-
pectivement sur de pleines épaisseurs (inconnues) ey, €, 3, ¢, de By, Eq, By, E,, les cas
(AA'), [BD'], ([CC'), [DB'] des nombres dérivés (Introduction, 3¢ Partie; n° 37, 1 Partie).

Sur €3, ¢ sera la dérivée générale de f. Si done E,, E,, E, sont nuls, le probleme posé
se réduit & celui de M. Lusin. Sur e, et e,, o coincidera avec deux dérivés extrémes
de f, opposés et de rangs donnés. Sur e, f aura les deux dérivés extrémes bilatéraux
- % el — », mais une dérivée approximative égale a o.

Nous décomposons E; (1272 4) en une infinité dénombrable d'ensembles parfaits, épais
en eux-mémes et deux & deux distinets Q;r42, augmentés d’un ensemble mince E, de fagon
que @ soit borné sur chacun des Q,,, opération n'offrant aucune difficulté. P,, étant la
réunion de Qy, Qa, ..., Qu, la fonction £ du n® 62 (1*° Partie), réalisant sur e; le i cas
des nombres dérivés, est la somme d’'une série de fonclions conlinues f,, ainsi condition-

. . ps e 1 .
nées : 1 f,, est doublement nulle (n° 61) sur P,,—; avec un coefficient inférieur a s 2° fin

présente sur Q,, le ¢ cas fondamental si m — ¢ est divisible par 4; 3° f,. posséde une
dérivée finie en tout point étranger a P,.

Done, si fi~+...= fimu=Sm= f— R, en tout point de Q,, S,-1 a une dérivée finie
el continue, et R, a la dérivée zéro. 1l nous suffit de montrer la possibililé de choisir fi.
de fagon que f), ail, en outre des propriétés déja énoncées, une dérivée approximative ou
géndérale donnée ¢ — 8/,,_,, en tout point de Q,,.

Qm est contenu dans un certain nombre de contigus de P,,—q, et se trouve décomposé
par eux en plusieurs portions Q%,. Grace aux exemples des n° 39 el 60 (1*® Parlie), nous
savons obtenir (3¢ Partie, p. 171, en nole) une fonetion, nulle sur Q% et en dehors des
segments limités par les extrémilés des QU,, bornée & notre gré, possédant hors de Q,
une dérivée finie et conlinue, et réalisant sur Q7, (sauf en ses extrémités) le cas [ BD’],
[DB'] ou (AA') indiqué par lindice m, avee la dérivée approximative zéro dans les trois
cas. fo, peut done étre considérée comme la somme d'une telle fonction el d’une autre
remplissant la premiére et la troisicme condition de f,,, et admettant sur une pleine’
épaissear de QJ, la dérivée générale o — 8,,_,. Nous obtiendrons cette derniére fonction
en résolvant le probléeme suivant:

P étant un ensemble parfait intérieur au segment o' ' et sur lequel v est sommable,
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dronsun probleme plus étendu que le précédent, en utilisant une opé-
ration que j'ai définie et étudiée pour la premiére fois dans deux Notes
publiées aux Comptes rendus de I’ Academie des Sciences de Paris (1912,
t. 154, p. 859-862; et 1075-1078), et a laquelle j'ai donné le nom de
totalisation.

La somme besgienne indéfinie / d’une fonction mesurable s, donnée
sur ab, remplit les conditions suivantes. C’est une fonction : 1° con-
tinue; 2° dont la variation sur tout ensemble parfait mince est définie
etnulle; 3°admettant ¢ pour dérivée générale sur une pleine épaisseur
de ab.

Pour que /fexiste, il faut et il suffit que "ensemble des points de b
oul'ona|z|>n, nétantun entier positif, ait pour mesure le terme .,
d’une série convergente (condition de sommabilité de ¢ sur ab). / est
alors, 4 une constante additive pres, entitrement déterminée par les
conditions énoncées. On peut définir la somme besgienne de ¢ entre
deux points quelconques x et ' situés sur ab, comme étant la
variation de f entre ces deux points. La somme indéfinie / de  a
une variation définie sur tout ensemble parfait P agrégé a ab. On peut
définir la somme besgienne de o sur P comme étant égale a la varia-
tion de / sur P. Ces variations de f sont parfaitement déterminées,
la constante de sommation disparaissant. ‘

trouver une fonction continue ¥, inférieure en valeur absolue & un nombre positif donné s,
nulle hors du segment 2'8', et admettant sur une pleine épaisseur de P une dérivie

égale a .

Pour que I soit doublement nulle de coefficient % relativement aux extrémités ¢, ¢ d’un
inlervalle contenant P, il suffit, placant o entre ¢ et P, 2’ entre P et d, de prendre o infé-
rieur & k(2 —c)? et d k(d — B')2

Soient o, § les extrémités de P, I(x) la somme besgienne de ¥ entre = et x, n un
nombre positif tel que, dans tout intervalle inférieur & 7, I'oscillation de I soit inférieure
a 834y, {a, ..., ip, dans l'ordre oll nous les rencontrons, p contigus & P séparant sur af

des segmenls gy, pa, - . ., Pp+1, tous inférieurs en lengueur & 7; I+ le semi-contigu Bg'.
. N 1 .
Soit by la fonction égale a & sur P, constante et égale a 7 Vi sur i (h<p +1),
{2
V, étant la variation de I sur ps, ¥y élant nulle enfin sur les contigus différant des i,
ainsi que pour @ << 2, & > . On voit immédiatement que la somme besgienne de ¢,
entre « et «, nulle aux extrémités gauches de tous les p,, et en B, remplit toutes les condi-

tions de F.
Le probléme initialement posé est donc entidrement résolu.
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Pareillement, la totale indefinie d’une fonction o donnée sur ab sera
une fonction / possédant, si elle existe, les TROIS CARACTERES suivants :
1° elle est continue ; 2° elle est a variation résoluble, ou : savariation sur
tout ensemble parfail mince est réductible a séro (n°27) (si elle était
nécessairement définie et nulle, la totale serait & variation bornée et o,
d’aprés la condition suivante, devrait étre sommable); 3° sur une
pleine épaisseur de ab, [ admet o pour dérivée approximative ou ge-
nerale.

Soient deux fonctions f, et f, remplissant ces conditions pour une
méme fonction o. Je dis que f, et f, ne différent que par une con-
stante. En effet: 1° f, — f, est continu; 2° f, — fi est résoluble, puis-
qu'il en est ainsi de f, etde /, séparément (n°27); 3° f, et f, ont
simultanément sur une méme épaisseur pleine la dérivée approxi-
mative ou générale ¢ (n° 25). Donc f, — f, a sur une épaisseur pleine
le dérivé médian bilatéral zéro. En conclusion (n° 28), f, — f, est
constant.

Done, a priori, ou bien il n’existe pas de totale indéfinie d’'une
fonction 9, ou bien il en existe une infinité, la différence de cha-
cune avec 'une d’elles étant constante. Dans ce second cas, nous
appellerons totale de ¢ entre deux points de ab, la variation, entre
ces deux points, de la totale indéfinie f de ©. Nous appellerons totale
de @ sur un ensemble parfait P, la variation de f sur P, si cette varia-
tion est définie. Ces deux nombres sont indépendants de la (otale
indéfinie choisie.

52. L’étude des trois caractéres imposés & f a priort, et analysés
indépendamment de leur ordre, nous donnera les conditions néces-
saires et suffisantes pour que 2 soit totalisable entre a et b.

Observons que si f posséde sur tout ensemble parfait mince une
variation réductible (second caractére, ot I'on néglige que la réducti-
bilité est & zéro), nous savons qu’il en est de méme sur tout ensemble
parfait épais en lui-méme P (n° 22 bis). Alors, 'ensemble H des
points de P, au voisinage desquels / n’a pas une variation totale
définie et bornée sur P, H est non dense sur P (n° 23). Mais alors, sur
tout segment (ou portion) w de P ne contenant aucun point de H,
J posséde sur une pleine épaisseur de wune dérivée §, générale si P est
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continu, au moins approximative et spéciale & P si P est discontinu,
et ¢ est sommable sur  (n°24). D’apres le troisiéme caractére de f,
o et Y ne peuvent différer qu’en un ensemble mince sur . Donc, sur
®, ¢ est sommable.

Si P n’était pas épais en lui-méme, c’est-a-dire si certaines portions
de P étaient minces (de mesure nulle), o, supposé fini, serait évidem-
ment sommable sur de telles portions. Il en résulte que, dans tous les
cas, au voisinage de tout point M de P, existent des portions de P ol
o est sommable, que P soit ou non épais en lui-méme autour de M.
Nous avons donc cette premiére condition des fonctions totalisables.

PremitrE coxpiTioN pE @. — L’ensemble des points d’un ensemble
parfait P, continu ou discontinu, au voisinage desquels ¢ est non som-
mable sur P, est non dense sur P (*).

Nous venons d’obtenir cette condition fondamentale en utilisant le
troisieme caractére de /(@ =1), et seulement une partie du second,
savoir que sur tout ensemble parfait mince (et par suite aussi, sur
tout ensemble parfait, n° 22 bis), /a une variation réductible. Faisons
maintenant appel a la partie négligée du second caractére, la réduc-
tibilité a zéro. La variation de / sur la portion = est dés lors la
somme besgienne de ¢ sur cette portion (n° 30). Nous avons done,
en parallele avec la premiére condition des fonctions ¢ totalisables,
ce lien numérique entre la totale inconnue /et la fonction donnée o :

RELATION NUMERIQUE ENTRE f ET 9. — St, sur un ensemble par fait o con-
tinu ou non, la variation de la totale f est définie, et si o est sommable
sur w, la totale de © (ou variation de [) sur @ est égale a la somme
besgienne de ¢ sur w.

Nous appellerons rremiEre oPERATION de la totalisation le calcul de la

(1) La premiére condition est remplie par toute fonction finie Y limite de fonctions con-
tinues [en particulier, outre les fonctions dérivées générales, approximatives ou prépon-
dérantes (0 47 en nole), par les sommes de séries trigonométriques partout convergentes,
les fonctions approximativement continues, etc.] en vertu de cette conséquence du théo-
réme de M. Baire, que I'ensemble K des points de P au voisinage desquels, sur P, & est
non bornée, K est non dense sur P.

Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — Jury 1917. 24
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somme besgienne de o sur un ensemble parfait continu ou discontinu
ol g est sommable.

Nous avons maintenant les éléments numériques dont est constituée
la totale. Ces éléments sont des sommes besgiennes deéfinies, prises sur des
intervalles ou sur des ensembles par faits.

Il y a dans tout intervalle 7 compris dans ab un intervalle j ol g
est sommable. La somme besgienne de o sur ; est la variation de f
entre les extrémités de J, donc la totale de 9 entre ces mémes points.

De méme, il y a sur tout ensemble parfait discontinu P, et sur
toute portion P, de P, une portion = de P, donc de P, oit = donné est
sommable, olt / inconnue a une variation définie, et cette derniére
variation, égale & la somme besgienne de ¢ sur @, est en méme temps
la totale de ¢ sur . Mais il s’agit d’abord que ¢ se préte & ce calcul
de maniére que /aittoujours, au moins sur une portion o5 de P,, une
variation définie. Donc :

Deuxiive coxortiox bE ¢. — St lon a déterminé par une voie quel-
conque la totale de p dans tout contigu a un ensemble par fait discontinu P,
il faut que U'ensemble des points de P, ou la seérie de ces totales n'est
pas absolument convergente, sort non dense sur P.

Car, il y a par définition identité entre la totale de o sur un contigu
a P, et la variation de la totale indéfinie / sur ce méme contigu. La
seconde condition de ¢ équivaut donc & ce caractere de /, d’avoir une
variation réductible sur tout ensemble parfait (1* partie du second
caractére). D'aprés les premiére et deuxiéme conditions de 2, I'en-
semble K des points de P au voisinage desquels, ou bien 2 est non
sommable, ou bien la série des totales de o (supposées déja calculées)
sur les contigus & P, est non absolument convergente, cef ensemble K
est non dense sur P.

Sur toute portion & de P sans point commun avec cet ensemble K,
[a relation numérique de /f inconnu et de o donné nous permet
donc de caleuler la variation V(f, o, 3) de / entre les points
extrémes o, 8 de @, puisque ce nombre est, d’aprés la définition de la
variation de fsur o, la somme de cette dernitre et des variations de
J dans les contigus & . Donc V(/, «, B) est égale & la somme de
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I'intégrale besgienne de g sur @ et des totales de / dans les contigus
a @, lesquelles totales forment par hyvpothese une série absolument
convergente.

L’addition, de la somme besgienne de ¢ sur lensemble parfait ,
et des totales de © dans les contigus a &, quand ces totales forment une
série absolument convergente, constitue la secoNDE opinaTION de la totali-
sation. Le résultat en est la totale de ¢ entre les extrémités de w (*).

Cette opération revient a résoudre, par rapport & V(f, a, ), la rela-
tion numérique entre /et o fournie par .

En particulier, si & est mince, le premier terme, somme besgienne
de ¢ sur &, disparait et nous trouvons bien, pour la totale indéfinie /£,
une variation nulle sur @, conformément a I'hypothése d’ou nous
sommes partis.

La troisieme condition des fonctions totalisables se déduit du pre-
mier caractére de /, la continuité, qui nous permettra, connaissant
la totale de o sur tout segment intérieur a4 un contigu d’un ensemble
parfait (ou fermé) P, de déterminer la totale de ¢ sur chaque contigu
a P. En elfet, u étant un intervalle quelconque d’extrémités a, B,
supposons connue, sur tout segment intérieur 4 u, la totale de o.
Soient a, et B, deux suites intérieures 4 u, et tendant respective-
ment vers « et vers B. Soit fune totale indéfinie de ¢. La totale
de 9 entre «, et B, est connue par hypothése. D’ailleurs, elle vaut
J (B, — f(«,). Mais, sia, tend vers « et 3, vers B, /(B,)— f(a,)
tend, a cause de la continuité de f, vers f(B) — f(«), tolale de o
entre o et 8. Donc :

(1) Soient u un segment, x et x' deux quelconques de ses poinis. Supposons calculée
la totale de ¢ entre .z el ', et soit w sa plus grande valeur absolue, que nous appelons
totale maximum de o sar u (voir n° 61, si x > z').

La totale de ¢ sur m, uniquement définie comme étant identique & la variation de f
sur w, n’existe donc que sous Uhypothése de la continuité de f entre les extrémités «, B
de w. Cette derniére condition exige que, tous les contigus z & = ayant re¢u un numéro
d'ordre propre, si w, est la totale maximum de ¢ sur un, v, tende vers zéro quand n
croft. D'ailleurs, dans ce dernier cas, ¢ étant sommable sur =, la fonciion f, calculée
par la seconde opération entre « et un point quelconque « de «f, est continue. La totale
indéfinie f existant dés lors entre « el @, w/, est son oscillation sur u,.
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TROISIEME CONDITION DE @. — S l’on a déterminé par une voie quel-
conque la totale de o sur tout segment intérieur a un intervalle u, il faut
que cetle totale tende vers une limite unique, quand les extrémites du
segment tendent indyfferemment vers celles de I'intervalle u.

La TROISIEME OPERATION de la totalisation est constituée par ce passage a
la limite. Le résultat en est la totale de o entre les extrémites de u.

Supposant connue la totale de ¢ entre o’ et B° quelconques, inté-
rieurs & «f, décomposons lintervalle « en un nombre fini ou infini
d’intervalles «, deux & deux juxtaposés, dont les extrémités n’ont
de points limites que o« et 3. Les indices des u, vont en croissant
de — o0 & + = par valeurs entiéres, deux intervalles adjacents ayant
deux indices différents d’une unité, l'indice inférieur étant pour
Pintervalle gauche. Alors, soitz, la totale de ¢ sur u,.

La troisi¢me condition de ¢ peut encore s’énoncer ainsi : La série t,
est dans chaque sens au moins semi-convergente, sinon absolument

o0

convergente, c'est-a-dire que, méme si la série 2 [¢,| n’est pas
com -

convergente, en tout cas la somme Z t, tend vers une limite : 1° quelle
»

que soit la facon dont les entiers positifs m et p croissent indéfini-
ment; 2° quel que soit le chovx des w, décomposant u (la limite est dés
lors indépendante de la subdivision choisie). Cette seconde partie de
la condition est équivalente & celle-ci, que la totale maximum (voir
la note de la page précédente) de o sur u, tende vers zéro quand n
croit ou décroit. Notre troisieme régle de calcul est alors que la totale
de o sur u est la somme de la série doublement infinie t,.

Condition et régle englobent le cas ou la subdivision ne compren-
drait que d'un seul coté des intervalles v, en infinité. Plus particu-
lierement, mais ceci résulte déja de la définition de la totale entre
deux points comme étant égale 4 la variation de / entre ces deux
points, la totale sur un intervalle « formé d’'un nombre fini d’inter-
valles juxtaposés 7 est la somme des totales sur les 7.

Généralement, si deux points &, 2’ sontles extrémités d'un ensemble
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fini, ou d’un ensemble infini dénombrable et fermé, si les totales de 0,
calculées pour tous les intervalles contigus i cet ensemble, forment
une série absolument convergente, nous appellerons opération éle-
mentaire I'addition finie ou infinie de ces mémes totales. D’aprés un
résultat bien connu (1% Partie, n° 11 bzs), la somme de ces derniéres,
égales aux variations de la totale indéfinie sur les contigus a 'en-
semble, vaut la variation de cette totale entre o et 2’, donc la totale

de ¢ entre ces deux points.

53. Je dis que, réciproquement, ces régles de calcul et conditions,
assujettissant deux fonctions f et o, caractérisent un couple de fonc-
tions lides entre elles par les rapports de totale @ jfonction totalisée.
Remplagant en effet, dans I'énoncé des trois conditions de o et des
trois opérations énumérées, le mot totale par celui de genératrice,
o par ¢, / par I, nous allons montrer que, si 4 et une génératrice F
satisfont aux trois systémes de conditions et d’opérations, la varia-
tion de Fentre a et  présente relativement i ' les trois caracteéres de
définition des totales indéfinies de .

De méme que la totale de o entre « et 8 est, par définition, la varia-
tion de sa totale indéfinie /" dans le méme intervalle, de méme nous
supposons que la génératrice de J entre o et {8 est, par définition,
égale & la variation de sa génératrice indéfinie F dans le méme
intervalle.

Ceci posé, la troisieme condition liant F et ¢ s’énonce ainsi : La
génératrice de |y sur un segment o'’ intérieur a un intervalle quel-
conque of, tend vers la génératrice de L entre o. et 3 quand o' et {3’
tendent respectivement vers o. et 3 d’une maniére quelconque, c’est-a-dire
que, dans ces mémes conditions, F(B") — F(«") tend vers F($) —F(«).
Donc F est continu du coté gauche en un point quelconque «, du
coté droit en un point quelconque . Donc F est continu (premier
caractere des totales indéfinies). Il était nécessaire de s’en assurer
dés I'abord pour que la notion de variation de F sur un ensemble
parfait fut utilisable. Dés lors, pour admettre, entre ¢ et F, les
rapports mutuels de fonction totalisée & totale indéfinie, nous devons
convenir que, si F a une variation définie V sur un ensemble parfait P,
le nombre V sera, par définition, la génératrice de { sur P.
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D'aprés le second couple condition-opération, sur un ensemble
parfait quelconque P dans les contigus duquel on connait les généra-
trices de J ou leurs égales, les variations de F, il existe des portions =
de P, réparties densément sur P, telles que : 1° les génératrices de ¢
(variations de F) dans les contigus 2 @ forment une série absolument
convergente (condition 2°); done, sur @, F a une variation définie,
donc F a une variation réductible sur tout ensemble parfait, et 2° ¢ est
sommable sur & (condition 1°), I'intégrale besgienne de  sur = étant
(deuxiéme opération, impliquant la relation numérique) la variation
de F sur @.

Si P est mince, ¢ est sommable sur toute portion @ de P. Mais son
intégrale besgienne étant nulle, et cette intégrale représentant
(deuxiéme opération) la variation de F sur @, ou cette derniére est
définie par hypothése, F a une variation réductible & zéro sur tout
ensemble parfait mince (deuxiéme caractére des totales indéfinies).

Donc F est résoluble. Donc F posséde sur une épaisseur pleine une
dérivée générale ou approximative ¢, et, sur tout ensemble parfait P
épais en lui-méme, existe une portion @ (@’ est épais) ou : 1° F a sa
variation définie; 2°¢, est sommable; 3°]a variation de F sur &', entre
Vextrémité gauche « et un point « de @', est la somme besgienne de J,
sur @', entre = et « (n° 30). On peut supposer que @’ est une portion
de w. Alors, la somme besgienne de ¢, — J sur @’ entre « et & est
nulle. Donc, $,=1{¢ sur &', sauf éventuellement en un ensemble
mince. Donc, @ étant épais, dans tout ensemble parfait épais en lui-
méme, il existe des points ol F admet | pour dérivée générale ou
approximative. On déduit de 14, comme au n° 26, que I’ensemble ou f
n’admet ¥ pour dérivée ni générale ni approximative est de mesure
nulle (troisieme caractére des totales indéfinies).

En résumé, J admet pour totale indéfinie F, dont nous supprimons
la dénomination auxiliaire de « génératrice ». Le lien entre ¢ et f
exprimé par le systeme des trois couples d’opérations et conditions
fondamentales, ce lien est donc bien caractéristique du couple fone-
tion totalisable — totale indéfinie, dont il nous sera désormais
superflu d’envisager la définition initiale.

54. Nous allons montrer comment ce systéme de conditions opé-
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ratoires (qui posséde la notable propriété d’étre rempli pour les
couples : fonction dérivée finie — fonction primitive, dérivé extréme
fini — fonction primitive, etc.) fournit un processus de calcul per-
mettant de remonter de o & f, exactement de déterminer la variation
de f dans un intervalle quelconque ou o est défini. Nous verrons la
possibilité d’atteindre ce résultat au moyen d’une rnfinité pENOMBRALLE
d’opérations consistant en intégrations besgiennes, sommation de séries
absolument convergentes, passages a la limite de fonctions continues. 1l
nous sera indispensable, pour indiquer la succession des calculs, de
faire usage du systéme ordinal transfini. Je supposerai le lecteur
instruit de la signification de cette sorte de nombres, et de leurs
propriétés les plus simples, le renvoyant, pour les retrouver, aux
Legons sur les fonctions discontinues de M. Baire (Gauthier-Villars,
1905). L'un des théoremes les plus importants dont j'aurai & me
servir est le suivant :

Une suite bien ordonnée d’ensembles parfaits, dont chacun est agrége
a ceux qui le précédent et est non dense sur eux, s’arréle pour un certain
rang fint ou transfini, a un ensemble nul.

Soit P, un ensemble de la suite. Si o est de premiére espéce, c’est-
d-dire si, parmi les nombres inférieurs a lui, il en est un supérieur i
tous les autres, nous notons celui-ci « — 1, et alors, par hypothése,
P, est agrégé a P,—, et non dense sur lui.

Si a est de seconde espéce, done limite d’une suite o, %, ...,
o, ..., les ensembles parfaits P, P,, ..., P, , ..., dont chacun est
agrégé au précédent, ont certainement des points communs (toute
suite d’ensembles fermés dont chacun est agrégé au précédent pos-
séde en commun au moins un point et en tout cas un ensemble
fermé). Ces points forment un ensemble fermé II, agrégé & tous les
ensembles P, d’indice o inférieur i . Soit P, le noyau parfait de II,.
Si P, .. est non dense sur P,, I, et a fortiori P, étant agrégés
a P, ., sont non denses sur P, quel que soit n. P, appartenant a tous
les P, appartient i IT, et méme, étant parfait, il est agrégé a P,. Laseule
hypothése qu’il soit agrégé & tous les P, antérieurs entraine sa non-
densité sur chacun d’cux.

Le théoréme rappelé ci-dessus signifie qu’une suite définie d'en-
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sembles P,, conforme au type précédent, s’arréte forcément a un
ensemble Pg nul. Les ensembles P, non nuls sont donc en nfinite
dénombrable, comme le sont les nombres transfinis inférieurs a un
rang donné.

Ceci étant rappelé, effectuons la totalisation de ¢ sur ab, moyennant
Jes trois conditions supposées vérifiées par o.

55. Soit II, I'ensemble des points du segment ab, au voisinage
desquels o n’est pas sommable. Tout point étranger a I, est intérieur
i un intervalle olt ¢ est sommable. Au contraire, dans tout intervalle
contenantun point deII,, ¢ n’est pas sommable. II, est non dense d’aprés
la premiére condition de ¢ (n°52). I, est évidemment fermé. Il se
décompose en un ensemble parfait (noyau) P, et un ensemble
dénombrable, situé dans les intervalles contigus & P,. Nous allons
montrer la possibilité de calculer la totale de = dans tout intervalle (*)
sans points (intérieurs) agrégés i P,, mais pouvant avoir une ou deux
extrémités sur P,. Soit tout d’abord mm’ un intervalle contigu a II,,
et u, v’ deux points intérieurs & cet intervalle, u étant & gauche de p".

o
Nous pouvons calculer I'intégrale besgiennef o da (premiére opé-

ration). C’est, d'apres la relation numérique p(E)Q) entre /et o, la
totale de o entre p et u’. Faisons tendre w vers m, p.’ vers m’. D’aprés
la troisieme condition (52) imposée & o, ce nombre tend vers une
limite, qui est la totale de » dans Iintervalle mm’. Ainsi, par un
double passage 4 la limite (troisieme opération), par l'extrémité
supérieure croissante et 'extrémité inférieure décroissante, la totale
de g sur tout intervalle contigu a II, est connue.

Passons & sa détermination dans chaque segment contigu a P,. Sur
un tel segment, II, est réductible. Ses dérivés successifs sont II},
M, ..., I8, ... L’un d’eux et tous les suivants sont nuls. Nous con-
naissons la totale de ¢ dans tout intervalle ne contenant (i son inté-
rieur) aucun point de II,. Si un intervalle 7z" ne contient gu’un
nombre fini de points de II,, ces derniers décomposent =z’ en le méme

(1) Je rappelle que je distingue I'intervalle ab (a < x < b) exclusivement formé de
points intérieurs & lui-méme, et le segment ab (a2 x < 0b), ensemble fermé.
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nombre accru de l'unité, d’intervalles & intérieur desquels II, ne
possede aucun point. La totale de % sur chacun d’eux est connue. La
somme de ces valeurs en nombre fini nous donne la totale de z sur<z'.
Donc cette derni¢re est connue dans tout intervalle ne contenant
qu'un nombre limité de points de II,.

Soient maintenant ¢, ¢, un intervalle contigu 4 I}, et 7,<, un inter-
valle dont les extrémités sont intérieures 4 ¢,/ Entre 7, et ), il n’y a
qu'un nombre fini de points de II,. Nous connaissons donc Tiig, en
désignant par T’ la totale de o entre = et «’. Faisons décroitre et
tendre 7, vers ¢,, faisons tendre <, par valeurs croissantes vers 7.
La limite existe, d’aprés la troisiéme condition remplie par g, et
constitue la totale de 2 entre z, et ;. La recherche de cette limite est
un calcul du troisieme type.

Ainsise trouve calculée Ty o dans tout intervalle & I'intérieur duquel
II} n’a aucun point. Par addition d’un nombre fini de termes, on
passe immédiatement de ce cas & celul de I'intervalle contenant & son
intérieur un nombre limité de points de II}, et de la, par un passage a
la limite (troisieme opération), & un intervalle quelconque ne conte-
nant & son intérieur aucun point de IT3.

Généralement, soit « un nombre fini ou transfini quelconque.

Prenons-le d’abord de premiére espéce. Supposons calculé T dans
tout intervalle ne contenant (4 son intérieur) aucun pornt de 11*~*. Alors,
dans tout intervalle o’ ne contenant qu'un nombre limité de points
de II¥, on obtient la totale de ¢ en ajoutant les totales relatives aux
divers intervalles séparés sur og’ par les points de II¥™*. On sait donc
calculer T7 ¢ pour tout segmentos’ sans points communs avec II*. Si uw’
est contigu ou semi-contigu & II¥ (selon que les deux extrémités de uw’
oun une seule sont les uniques points communs a I et au segment wu’),
nous placons o et ¢’ a lintérieur de wu/, et nous faisons croitre o’
vers u’, décroitre o vers u. La (otale de o entre o et ¢’ tend vers une limite
(troisieme condition). Son calcul constitue uneopération du troisi¢me
type, dont le résultat est la totale de ¢ entre « et «'. Et alors, dans tous
les cas possibles, nous savons calculer Ty ¢ pour tout intervalle xx' ne
contenant & son intérieur aucun point de 1%, sous la seule condition
que le calcul soit supposé effectué¢ pour tout intervalle pareillement
situé a I'égard de II57".

Ann. Fe. Norm., (3), XXXIV. — JuILLET 1917, 25
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Si a est de seconde espece, supposons calcule T, pour tout intervalle
a lintérieur duquel Cun au moins des 11* d’indice o’ inférieur & o n'a
pas de pornts. Alors, sur tout segment n’ayant aucun point commun
avec I1%, donc complétement intérieur a un intervalle contigu a II,
les II* sont nuls & partir d’un certain rang, sans quoi II{ aurait au
moins un point sur ce segment. On sait donc caleculer sur ce dernier
la totale de o, et par un passage a la limite, simple ou double, on
aura la tolale de 3 dans tout intervalle ayant une ou dewrx extrémiles
sur II%, sans contenir (3 son intérieur) aucun point de ce dernier en-
semble.

Done, que zsoit de premiére ou de deuxiéme espéce, nous savons,
par application de la troisieme opération, calculer la totale de 2 dans
tout intervalle ne contenant & son intérieur aucun point de II%, quand
nous supposons le méme calcul effectué pour tous les intervalles
situés ainsi, relativement & ['un au moins des dérivés II¥ des rangs
e’ inférieurs i a.

Cette totale est évidemment obtenue pour chaque valeur de « par
une infinité dénombrable d’additions, de passages a la limite, puisque
les valeurs inférieures & « sont en infinité dénombrable, et que le
caleul de la totale dans un intervalle & U'intérieur duquel 1I7 est nul,
n’exige que la recherche d'une ou deuxlimites d’expressions obtenues
avec les valeurs moindres de e. Les ensembles II* coincident tous
avec P, & partir d’une certaine valeur 2 de «. Donc, 'application de la
méthode jusqu'a « = nous donne la totale de = sur un intercalle
quelconque ne contenant (i son intérieur) aucun point de P, donc entre
deux points quelconques de tout segment contigu & P,.

Nous voyons qu’entre de tels points, la totale de 3 nous est donnée
par une infinité dénombrable d’additions, de passages i la limite,
effectués en utilisant pour ¢léments numériques les intégrales
besgiennes représentant les totales de o sur les divers segments
n’ayant aucun point (intérieur ni extréme) commun avec II,. Jus-
qu’ici, la seconde opération ne nous a pas servi, parce que ’ensemble
parfait surlequel nous raisonnions était le continu, donc ne possédait
pas d’intervalles contigus. Désormais la seconde opération sera une
étape indispensable rétrouvée périodiquement dans I’échelonnement
de nos calculs.
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56. Sur P, désignons par II, I'ensemble des points au voisinage
desquels, ou bien = n’est pas sommable sur P,, ou bien la série des
totales de o sur les intervalles contigus & P, n'est pas absolument
convergente. II, est la réunion des deux ensembles I ct I, caracté-
risés séparément par chacune de ces propriétés, et quisont, d’apres les
conditions premiere et seconde remplies par o, 'un et 'autre non
denses sur P,. Ce dernier caractére appartient done aussi o IL,.

Si M’ est un point de IT}, la fonction égale & zéro hors de P, et & o
sur P, n’est sommable dans aucun intervalle contenant M”24 son inté-
rieur. Au contraire, tout point de P,, ¢tranger & II,, peut étre entouré
d’un intervalle ot la fonction précédente est sommable.

Si M” est un point de II,, la série formée par les totales de o sur les
intervalles contigus & une portion quelconque de P, contenant M”,
cette série n’est jamais absolument convergente. Et au contraire, tout
point étranger a II, peut étre entouré d'un intervalle ou la série ana-
logue converge absolument. '

IL,, II, et par suite leur réunion II, sont des ensembles fermés.
Soit P, le noyau parfait de 1I,. Les points de 1I, non agrégés a P,
forment un ensemble dénombrable, réductible dans chaque intervalle
contigu 4 P,. Montrons comment on peut calculer la totale de ¢ sur
tout intervalle sans points (intérieurs) situés, sur II, d’abord, puis
sur P,.

Gonsidérons un segment jdont aucun point (pas méme les extrémes)
n'est surIL,. Alors, ce segment /, s’il contient a son intérieur des points
de P,, seul cas nouveau a traiter, ce segment se décompose en la
portion @, de P, située sur lui, et en une infinité d’intervalles, tous
contigus & P,, sauf deux d’entre eux au plus (ces derniers, semi-conti-
gus 4 @,, étant limités aux extrémités du segment ;).  est sommable
sur o,. Soit I(z, @,) 'intégrale besgienne de g sur @, (premiére opé-
ation) qui (relation fondamentale) représente la variation de latotale
indéfinie sur o,. La série des totales de o sur les intervalles conti-
gus et semi-contigus & P, situés sur / est absolument convergente. En
faire la somme, augmenter celle-ci de I(g, ®,), c’est effectuer la
seconde opération, dont le résultat est la totale de  sur /.

Par un passage i la limite, simple ou double (troisieme opération),
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on obtient la totale de o sur tout intercalle ne contenant aucun point
de 1I,, mais pouvant avoir une ou deux extrémités sur II,. Cétait le
premier résultat annoncé tout & I’heure. Par une infinité dénom-
brable de passages & la limite, on obtient la totale de 7 dans tout
intervalle olt I, est réductible, la chaine des opérations étant exacte-
ment pareille & celle que 'on a utilisée sur les champs ou II, est
réductible, se justifiant par les mémes raisonnements, et apparte-
nant au troisitme type. Donc, maintenant, /la totale de o est connue
dans tout intervalle n’ayant a son intérieur aucun poini de P,.

57. On définira II, et P, a partir de P, comme II, et P, l'ont été &
partir de P,. Définissons généralement II, et P, pour toutes les valeurs
finies ou transfinies de «. Selon 'usage, nous délinirons ces ensembles
par une régle de récurrence, permettant d’obtenir chacun d’eux, si
Pon connait tous ceux des rangs inférieurs au sien, et si ces derniers
vérifient les propriétés nécessaires au progres de la définition. Pour
étre assuré que celui-ci ne sera jamais arrété, il faudra donc montrer
comme conséquence de la définition que ces mémes propriétés appar-
tiennent encore aux nouveaux ensembles construits II, et P,,.

Sia est de premiére espece, nous supposons connue la totale de o
dans tout intervalle sans points (intérieurs) communs avec P,—,. Les
intervalles contigus & P,_, se rangent en une suite dénombrable. Sur
le nifme, lq totale de @ posside une certaine valeur V,—, ,. Par délini-
tion, IL, sera I’ensemble des points de P,_, au voisinage desquels ou
bien ¢ est non sommable sur P,_,, ou bien la série V,_, , est non
absolument convergente. II,, est non dense sur P,_,, d'aprés les pre-
miére et deuxiéme conditions remplies par 2.1l en est a fortiori de
méme de P,, noyau parfait de II,.

Si o est de deuxieme espece, II, sera simplement [’ensemble des
points communs & tous les Py (ou Il,) pour toutes les valeurs o
inférieures 2 «. Si aucun des P, n’est nul, II, contient certainement
des points. Mais le noyau de II,, toujours désigné par P,, peut étre
nul. Comme nous I'avons déja fait observer dans un cas général (54),
P, est non dense sur chacun des P,, puisque P, est agrégé a Py,
non dense sur P, .

Montrons comment se calcule la totale de = dans tout intervalle

T
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dont aucun point (intérieur) n’est agrégé a P,, si le méme probléme
est supposé précédemment résolu pour tout nombre ordinal o' inférreur
a «. Nous supposons de plus que chacune des totales déja calculées
s’obtient par une infinité dénombrable d’opéraiions des trois types,
effectuées dans un certain ordre. Nous commencons toujours par le
cas d’un intervalle sans point commun avec IL,.

Supposons d’abord x de premiere espéce. Soit jun segment dontaucun
point (intérieur ni extréme) n’est agrégé a II,. Si &, est la portion
de P,_, située sur j, d’'une part 2 est sommable sur =,—,, d’autre
part celles des totales V,_, , qui sont relatives aux intervalles contigus
4 @,—,, forment une série absolument convergente. Nous calculons
d’une part (premiére opération) I'intégrale besgienne de ¢ sur w,_,,
d’autre part la somme de la série des totales de % sur les intervalles
contigus et semi-contigus & @,_,, et nous ajoutons (deuxiéme opé-
ration) cette somme a 'intégrale. Le vésultat est la totale de o sur /.
Donc, cette totale est connue sur tout segment dont aucun point r’appar-
tient a 1Il,, et cela par une seule opération nouvelle de chacun des
deux premiers types.

Par une infinité dénombrable d’opérations du troisieme type, c’est-
a-dire de passages a la limite, on détermine T} s dans tout inter-
valle ot II, est réductible, done dans tout intervalle ne contenant (i son
intérieur) aucun point de P,. Ce résultat est bien obtenu pour chacun
de ces intervalles par une infinité dénombrable d’opérations des trois
types, s’il en était ainsi pour la valeur de I'indice précédant «.

Supposons maintenant « de seconde espece. Alors, j étant un segment
dont aucun point (intérieur ni extréme) n’est agrégé a II,, les Py
n’ont pas des points sur j pour toutes les valeurs de «’ inférieures
4 o, sinon j contiendrait un point II,. Soit donc §’ un indice inférieur
a « et tel que Pg soit nul sur ;. Alors, nous avons admis que nous
savons calculer la totale de © sur /. De la se déduit par un passage a la
limite (troisicme opération) le calcul de cette totale sur tout inter-
valle sans points intérieurs agrégés a II,, mais pouvant admettre une
ou deux extrémités sur II,. De la enfin, par une infinité dénombrable
d’additions et de passages a la limite, le calcul de la totale sur tout
interyalle ou P, ne penétre pas (intérieurement). :

Dans tous les cas, le probléme est résolu pour P, s’il I'a été préala-
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blement pour tous les ensembles antérieurs. Et les totales cherchées
s'obtiennent par l'emploi d'une infinité deénombrable d’opérations des
" trois types, s'il en est ainsi pour toutes les valeurs de I'indice précé-
dant o. Comme cette derniére allégation est exacte pour les valeurs 1
et 2 de o, comme le probléme de chercher la totale de ¢ dans un inter-
valle sans points intérieurs communs avec P, a été vésolu pour a =1
et 2, le probléme doit étre considéré comme résolu (et avec la condi-
tion de dénombrabilité des opérations des trois types) pour toutes les
valeurs finies et transfinies de e.

Or, P, étant non dense sur tout ensemble antérieur a lui, il existe
un nombre 8 tel que Pg et tous les ensembles suivants soient nuls.
L'intervalle ab est dépourvu de points intérieurs agrégés a Pg. Donc,
dés que les opérations ont été poussées jusqu'au rang $ des en-
sembles P,, la totale de © entre @ et b est calculéc.

58. Donc, en particulier, une fonction dérivée tinie étant supposée
donnée en tout point, nous savons calculer la variation de sa primitive
entre deux points quelconques. Pareillement, si nous savons simple-
ment d'une fonetion partout finie qu’elle est en chaque point I'un des
quatre dérivés extrémes d’une fonction inconnue, nous savons trouver
la variation de cette derniére entre un point fixe @ et un point variable
quelconque 2. Ou encore si I’on nous donne une fonction finie 2 et si
nous savons qu’une certaine fonction continue fa l'un de ses dérivés
extrémes égal & ¢ sur une épaisseur pleine, et que de plus, cette fone-
tion f a une variation réductible a zéro sur tout ensemble parfait
mince, nous savons calculer £, qui ne différe que par une constante
additive de la totale de o entre « et x. Nous savons done reconnaitre
si une fonction o définie sur ah est une dérivée, ou un dérivé extréme
de rang et de coté fixes ou variables. Il faut d’abord que la totalisation
de ¢ puisse se poursuivre sur ab sans jamais se heurter & une impos-
sibilité, jusqu’a ce que la totale de @ soit déterminée entre @ et un
point quelconque « de ab. Cette condition remplie, il faudra s’assurer
que, en tout point, cette fonction admet ¢, dans le premier cas pour
dérivée, dans le second cas pour dérivé extréme (').

(') Nous définissons la totale de « & b par la variation de la Lotale indéfinie entre ces



TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES NON SOMMADLES. IO

59. Dans le cas ot nous totalisons une fonction dérivée o, cette der-
niére satisfait non seulement aux trois conditions, mais aussi & une
autre remplacant la seconde et plus stricte qu’elle, posée comme obli-
gatoire, dans ma premiere définition de la totalisation (C. R. Acad. Sc.,
t. 154, p. 859-862 et 1075-1078). La voici. Les totales de ¢ ayant été
calculées pour tout intervalle dont aucun point n’est agrégé i un
ensemble parfait P, non seulement les totales ¢, sur les contigus «,
& P, mais encore les totales maximums en valeur absolue ==, prises
entre deux points quelconques de w,, dowwent former une série absolu-
ment convergente hors du voisinage d’un ensemble non dense sur P.

En effet, si o est une dérivée, w,, supposé positif, est l'oscillation de
la primitive de ¢ dans un contigu & P. Or, si /aune dérivée finie en tout
point, 'ensemble des points de P au voisinage desquels 1'oscillation

Wy,

relative — est non bornée et a fortiori I'ensemble des points de P au

(Il

voisinage desquels la série ¢, est non convergente, I'un et I'autre de
ces ensembles sont non denses sur P (n° 35, et 1™ Partie, n° 40).

Nous dirons qu'une fonction g est complétement totalisable, si elle
satisfait aux trois conditions fondamentales du n° 52, la seconde étant
ainsi modifiée :

DEUXIEME CONDITION COMPLETEE. — S¢ ‘on a déterminé, par une voie
quelconque, dans chaque contigu a un ensemble parfait P, la valeur
absolue waxmion des totales de o entre deux points variables de ce
contigu, il faut que la série de ces valeurs absolues maximum ne diverge
qu’au voisinage des points d’un ensemble non dense sur P.

A cette condition supplémentaire correspond, pour la totale indé-
finie /' de 9, un nouveau troisiéme caractére plus précis que I'ancien :
Jadmet o pour dérivée ciNiraLk (et non pas seulement approximative)
sur une épaisseur pleine. Car, la variation de f dans un intervalle
coincidant avec la totale de » sur ce méme intervalle, / possédeune
variation réductible autour de tout ensemble parfait, donc (p. 168, en

points, contrairement & I'habitude adoptée pour les intégrales riemannienne et besgienne.
1l nous parait impossible de définir le premier nombre sans supposer calculée la totale
entre x el ', pour tous les couples de valeurs x, 2" intérieurs & ab.
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note) une dérivée générale J sur une épaisseur pleine ¢'. En tout point
dee’, fposséde un nombre dérivé unique, savoir J. Or, /, satisfaisant
a fortior: aux trois caractéres de la totale indéfinie de g, admet, sur
une épaisseur pleine e, ¢ pour dérivée approximative. Donc, sur
I'épaisseur pleine e commune & ¢ et & ¢’, 7 =1. Ainsi, dans la
recherche des opérations a effectuer sur une donnée ¢ pour aboutir
a une fonction admettant, sur une épaisseur pleine, ¢ pour dérivée
générale, la totalisation compléte étend la sommation besgienne ().

60. Le lecteur peut se demander si nous avons utilisé en leur entier
les premicre et deuxiéme conditions imposées & 2, et s’il estréellement
indispensable que, pour tout ensemble parfait P, I'ensemble K des
points au voisinage desquels ou bien o est non sommable, ou bien la
série de ses totales dans les contigus & P est non absolument conver-
gente, cet ensemble K soit non dense. En effet, nous avons simplement
admis que cet ensemble était non dense pour le continu, et pour
chacun des P, défini, soit comme noyau de l’ensemble K relatif
4 P,., pour un nombre « de premicre espéce, soit comme noyau de
I’ensemble II, commun & tous les P, d’indices inférieurs & « pour un
nombre « de seconde espece. Mais de ce que les P, forment une
chaine d’ensembles chacun non dense sur les précédents, en résulte-
t-il quela propriété de la non-densité de K aura nécessairement lieu
pour tout ensemble P distinct des P,? Ou bien, au contraire, celte
derniere hypothése ne dépasse-t-elle point la premiére, strictement
suffisante a la suite des raisonnements? La seconde de ces deux opi-
nions est inexacte.

Supposons, en effet, existante la chaine des P, définis comme
il a été dit ci-dessus et expliqué dans la description de Popération
totalisante. Peut-il exister un ensemble P ou I'ensemble fermé K
correspondant est dense, donc contient une portion de P (ot nous
réduisons P)? P n’aura pas de point intérieur 4 un contigu a II,, car
alors P aurait, a I'intérieur de cet intervalle contigu, un segment sur
lequel o serait sommable. Done, P a tous ses points surIl,, et, comme P

(1) Consulter & ce sujet une Note de M. Kintchine (Comptes rendus de U Académie des
Sciences, 21 février 1916).
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est parfait, P sera agrégé au noyau P, de II,. Pareillement, si un
segment @ de P était intérieur & un intervalle contigu a II,, P étant
agrégé a P,, o serait sur un segment w, de P, lequel segment =,
n’ayant pas de point commun avec II,, serait pour ¢ une base ol ¢
seraitsommable. A fortior?, ¢ serait sommable sur @ compris dans w,.
Donc P n’a pas de points dans les contigus a II,. Donc P est agrégé
aIl,, donc 4 son noyau P,, etc. P est agrégé, on le voit de proche en
proche, a tous les P,. Ceux-ci étant nuls & partir d’un certain rang,
P est nul. Donc, en utilisant les premiére et deuxiéme conditions uni-
quement pour la suite P,, nous nous trouvons avoir tiré entiérement
parti de I'hypothése que ces conditions s’appliquent & un ensemble
parfait quelconque ().

Propriétés de la totalisation.

61. C’est un principe que nous avons déja appliqué en décrivant la
totalisation que, sous I’hypothése a << b <, si ¢ est totalisable entre a
et b d’'une part, entre b et ¢ d’autre part, il I’est entre « et ¢, et 'on a

Tho + T =To.
Par définition on pose, @ étant inférieur a b,
Tfo=—T}o.

Il est encore utile d’observer que la somme de deux fonctions totali-
sables est totalisable et admet pour totale la somme des totales des
deux fonctions. Car, si f,+ f, sont les totales indéfinies de o, et
de ©,, /- /. est continu, résoluble et admet ¢, + ¢, pour dérivée

(1) Pareille observation pourrait étre faite concernant la démonstration donnée par
M. Baire de son théoréme réciproque sur les fonctions de classe 1 : « Une condition ponc-
tuellement discontinue sur tout ensemble parfait est de classe 1. » En fait, la disconti-
nuité poncluelle de la fonction est invoquée seulement pour une chaine d’ensembles
parfaits Py analogues a ceux du texte, mais I’usage, partiel en apparence, fait de I'hypo-
thése du théoréme, épuise cependant le contenu de celle-ci, ce qui n’aurait pas lieu avec
une chaine d’ensembles & indices seulement entiers. C’est 13 un ordre de faits conforme
A la nature des nombres transfinis.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — JUILLET 1917. 26
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approximative sur une épaisseur pleine (n° 27). Done, /, + /; estla
totale indéfinie de o, et de ..

St une fonction o ne prend pas les deux signes dans un intervalle, elle
est totalisable dans ab en méme temps qu’elle y est sommable.

En effet, on peut toujours supposer, quitte & changer ¢ en — o, que
I'on a toujours oZo. Si d’abord o est sommable sur ab, ¢ est totali-
sable, d’aprés la définition de notre opération. Je dis qu’inversement
si o est totalisable surab, c’est que o est sommable. En effet, la somme
besgienne d’une fonction positive o, sur un intervalle ou sur un en-
semble ot © est sommable, étant non négative, la totale de ¢ entre
etz (obtenne par addition finie ouinfinie de telles sommes besgiennes),
soit T(a, «), est non décroissante. Donc elle a sur une épaisseur pleine
une dérivée générale sommable . ¢ étant sur une pleine ¢paisseur la
dérivée approximative de T(«, «), ¢ ne différe de Y qu’en un ensemble
mince. Donc ¢ est sommable.

M. Lebesgue signale (L. 1., p. 99) l'intérét d’un principe fonda-
mental dans sa théorie de U'intégration : L'intégrale d’une fonction
sommable f,, crovssant relativement & U'tndice, tend vers [’intégrale de sa

limute f.

Le méme principe est exact sil’on remplace les mots integrale et
sommable par ceux de totale et de totalisable. Soit, en effet, T, la totale
de f, dans un intervalle ab. Posons

fn—ftzsm f_ftz-"-

s, est totalisable, puisque f, et f, le sont. Or s, est positif ou nul.
Donc s, est sommable. De plus, si [, est la somme besgienne de s, dans
Pintervalle ab, on a

To=T+1,.
s étant la limite de s,, jamais décroissant avec l'indice, si I, tend vers
une limite I, s est sommable et a pour intégrale besgienne I.
D’apres f= f, +s, f est totalisable et a pour totale

T, +1=lim (T, +1,)= lim Tp.

Si I, croit sans limite, s n’est pas sommable. Comme il est positif, il
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n’est pas totalisable. Donc / ne I'est pas davantage. Dans tous les cas,
la totale de f existe ou non en méme temps que la limite de Ia totale
de f,, et dans le premier cas elle lui est égale.

La totale d'un produit se préte au calcul dit par parties.

62. Si les totales indéfinies de ¢ et devy existent et sont respectivement f
et g, go et [y sont stmultanément totalisables ou non.

Nous avons vu, en effet, que /et g étant résolubles et ayant sur une
¢paisseur pleine pour dérivées approximatives o et y, fg est résoluble
et a pour dérivée approximative /v + go sur la méme épaisseur pleine
(n°27). Done, fv+ g9 est totalisable et admet fg pour totale indéfinie.
Il suit de la que, si /'y est totalisable, g o I’est aussi, car la différence de
deux fonctions totalisables 'est également et a, dans tout intervalle,
pour totale la différence des deux premiéres totales.

o étant supposé totalisable, go satisfait, de par la simple continuité
de g (ou méme simplement si g est borné), a la premiére condition
des fonctions totalisables, que, sur tout ensemble parfait P, il existe
une portion ol gg est sommable sur P (celle-la méme ot ¢ est som-
mable). Mais, ni la troisieme condition (existence d’une totale limite
sur tout intervalle limite d’intervalles ol go est totalisable), ni
« fortiori la seconde ou il est question de la convergence absolue de la
série des totales de go sur les contigus & un ensemble parfait, ne sont
nécessairement vraies, de par la simple continuité de g, méme si g
a une dérivée, ni a fortiori si g est une totale indéfinie quelconque.

. . 1 . T M
Ainsi g = —sin— (n>>0) est totalisable <comme le changement
1

de  en u " le montre immédiatement), moyennant n -1 > m.

1 , . , . . 1 P i
—7a une dérivée partout finie si p>1. go = —— sml-;,;

est une fonction toujours positive, et sommable en méme temps

1 . ..
que ——;> donc non sommable si m — pZ1.8idonc nous prenons p= 2,

am=p

g = x¥ sin

m = n = 3, nous réalisons bien un produit gg non totalisable.

Mais, st g « une dérivée continue, gg est totalisable. Car fy est une
fonction continue, donc intégrable. De la résulte que, si ¢ est tota-
lisable, @cosnf, gsinnb le sont quel que soit n. On peut donc
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calculer les coefficients de Fourier de toute fonction totalisable et
former avec eux une série trigonométrique dont on trouverait
facilement un lien avec o ().

63. 11 peut arriver que les coefficients de cette série ne tendent pas
vers zéro. Montrons-le par un exemple.

Soit O(z) une fonction positive, décroissante pour o<z <T,
infiniment grande au voisinage positif de z = o, nulle pour x ==,
nulle pour — =<2 <o, douée de la période 2w, et telle enfin que

a
I'intégrale [ 0 de n’ait pas de sens, a étant positif. A cause de cette
“0
derniére hypothése, nous pouvons déterminer une suite de nombres

Ay =T, Ay, +. ., Ay, -.., décroissants, tendant vers zéro et tels que
an

f 6dz> 4n.

Apay

Entre a,_., et a,, nous poserons
=0(x) cbspn:z',

P étant un entier & déterminer par voie de récurrence, aprés avoir
observé, que d’une part, si u est une fonction continue (ou seulement

a variation bornée, ou méme simplement sommable) entre o et {3,
BI

I'entier p croissant, u cos prdx tend uniformément vers zéro,
o

quels que soient o’ et B entre « et B, et que d’autre part, si 0 est positif,

B
continu entre « et B, f 0 cos®px dz tend pour p infini vers le produit
o

B
de l’mtégralef f da par la valeur moyenne de cos*z sur un inter-
-3

(1) Tai supprimé ci-aprés une rapide étude de cette relation, obtenue par ailleurs
derniérement par M™¢ Pia Nalli (Rendiconti Circ. math. di Palermo, 1915). Depuis la
publication de mes deux Notes de 1912, la totalisation a fait I'objet d’un certain nombre
de travaux, conférant beaucoup d’honneur a une modeste idée que le hasard m'a fait
énoncer le premier, mais dépouillant par contre de I’intérét de la nouveauté, & mon
grand regret pour le lecteur, divers passages de ce Mémoire, que je n’ai eu l'occasion
d’éerire ni de publier plus tot.
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y N . . 1 ’ 1 . . .y
valle égal & sa période, soit 5+ Cela étant, p, sera choisi de maniére
que

[~ ay @y
f 9(x)cosp1xdx'<1, f 9cos=p1xdx>%f 8dx>r,
%y a a,

2

quels que soient «, et o, compris entre a, et @,. p,, ps, ..., Po_, étant
choisis, nous prenons p, de maniére que :

IO

all
f 6(z) cospnwdxl< %,

Gt
quels que soient o, et a, entre a,,, et a,;

20 f 9cos’1),,xdx>-;;f Odx > n;

Apgy An+

h=n—1

30 >

h=1

&n
fcosprz cosp,x dz
Aty

<1,

quels que solent ., et o, entre a;,., et a,;

40

a" I
f fcosp,x cosppxdx <—n—2,

%p ey

pour toutes les valeurs de 4 inférieures a n.

64. D’apres les observations faites sur les valeurs limites des
diverses intégrales écrites ci-dessus quand p, croit indéfiniment,
P. peut toujours étre choisi assez grand pour satisfaire & ces con-
ditions. Cela étant, je dis que o est totalisable. En effet, o est borné
entre « et a,, quel que soit le nombre o positif inférieur & a,, avec un
nombre limité de discontinuités (les a,). © est donc intégrable entre o
eta,. Si o est entre @,,,, et a,,, on a

ay am Am—1 ay
f pdxr = f -+ f +...+ / .
o o am a

Le second membre tend visiblement vers une limite pour = infini,
puisque le premier terme tend vers zéro et que les autres forment une
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série absolument convergente (condition 1°). Donc @ est totalisable
(et méme complétement) entre o et @,, donc de — = a + =.

Calculons la totale de ¢ cos p;«. Dans un champ négatif, c’est zéro.
Evaluons-la entre un nombre positif « et @,. «, devant finalement
tendre vers zéro, peut étre pris inférieur a4 @;,,. Supposons « entre a,,.,
et a,,. Nous faisons plusieurs parts de la totale. 1l y a d’abord celle qui
correspond a des intervalles @, a,_, a droite de a;, avec ¢ =i. Sur ces
derniers, I’élément différentiel est 0cosp,_, xcosp; x dx.D’aprés la
condition 3° appliquée en remplacant » par 7 et £ par les entiers ¢ —1
inférieurs & 7, on trouve sur-le-champ «,a, une totale inférieure 4 1 en
valeur absolue. La totale de ¢ cospix, ou de 0cos®*p;x, entre a.,
et a; surpasse 7. Enfin, la totale entre a,,, et a, de

wcosp;xz =0 Ccosp,x cosSp;x

. . . , . R .1 .
(si rZi+1) est inférieure a ~» et entre a et a, a —, toujours en

valeur absolue, ceci d’apres la condition 4° ot nous faisons n=r,
h=1. Latotale de g cosp; x est manifestement supérieure a

® étant une certaine constante arithmétique. Cette totale croit donc

indéfiniment avec z. Le terme général de la série u,cosnx + ¢,sinnx,

oll &, et v, sont respectivement, divisées par =, les totales de o cosnx
. ’ I

et de ¢ sinnx entre — = et -+ =, ne tend pas vers zéro avec - - Il n’est

méme pas borné.

La suite des opérations totalisantes ne saurait étre bornée
pour l'ensemble des dérivées.

65. Nous allons maintenant prouver que la suite bien ordonnée des
opérations employées a totaliser une fonction dérivée (') n’est point
obligatoirement limitée & un certain rang transfini qu’elle ne saurait

() Dans tout ce Chapitre, il ne s’agit que de dérivées générales firies en tous points.
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dépasser. En d’autres termes, reprenant pas i pas l'exposé de la
méthode, la définition des ensembles qui y figurent, nous montrerons
qu’on peut toujours construire une dérivée nécessitant I'emploi des
opérations de chaque sorte jusqu’a tel rang transfini qu’on voudra
donner d’avance. Bien entendu, si 'on choisit d’abord la dérivée, on
est certain d’épuiser les difficultés présentées par la recherche de sa
primitive, en poussant la suite bien ordonnée des calculs de totali-
sation jusqu’aun certain rang fini ou transfini dépendant de la dérivée
proposée. Mais, ce que nous voulons montrer par contre, c’est, étant
donné un rang transfini si ¢loigné soit-il, la possibilité de former tout
exprés une dérivée dont la totalisation n’est pas terminée, si l'on
borne a ce rang la suite des opérations (*).

(1) Ktant donné 9, on peut, sans entamer les calculs de la totalisation, déterminer par la
régle ci-apres, une suite d’ensembles fermés E, o dont nous désignons les noyaux parfaits
par Ng,o (ou simplement par Ng) : 1° Ny est le segment abd; 2°si z est de premiére espéce
et positif, Eq0 est 'ensemble des points de Ng—y au voisinage desquels ¢ est non som-
mable sur Ny—;. Eg o est non dense sur Ng-i; 3° si « est de seconde espéce, Eg,o est
I'ensemble commun aux Ny d'indice «' inférieur & «. 1l existe un certain rang « =6 -1
de premiére espeéce, tel que Eg+y,0= 0, Bz, n’étant pas nul. Ng peuat étre nul.

Les points de N, étrangers & Eq4y,0 peuvent se répartir en une infinité dénombrable
de portions wg, deux a deux sans points communs, ou seulement justaposées, sur chacune
desquelles ¢ est sommable. La somme besgienne de ¢ sur wy est un élément numé-
rique i dela totale de o entre @ et b. La totalisation est I'addition, convenablement effec-
tuée, des nombhres 2.

Nous désignons par Eqg (et par Ny g son noyau) I'ensemble fermé ainsi défini pour
1253, B21: 1° Si @ est de premiere espéce, Eq,g est constitué par la réunion de Exrq,
ot de 'ensemble (non dense sur Ng,g—;) des points de Ng,g—; au voisinage desquels les
totales de o sur les contigus & Ng,g—s forment une série non absolument convergente;
2° si f est de seconde espéce, Ey g est I'ensemble commun aux Ny g- pour toutes les
valeurs de £ inféricures a B. « étant laissé fixe, tous les ensembles E¢ g coincident & partir
d’une certaine valeur p(«) (de premiére ou de seconde espéce) du rang 8, avec Egrq,o-
Ezp n'a de sens que pour § = o si Ny =o.

Les méthodes employées aux pages suivantes permettent de construire une dérivée ¢
pour laquelle & et tous les nombres (=) (1 S« <3) prennent des valeurs indifféremment
données d’avance (u > o, sauf pour « = 8, si N3 = o) et telle de plus que: 1° Ny,g posséde
une portion dans tout contigu & Ey 1[0 S B < 1 (a)]; 2° Ex,g est, dans chaque contigu
4 Ng,g, réductible d’ordre X (e, §) donné indifféremment pour chaque couple (=, B)
[02 P S (2)]; 3° quel que soit ¢ inférieur A X («,8), les valeurs absolues des totales de ¢
sur les contigus au dérivé Ef g de Ex,g forment une série divergeant sur tout segment
contenant une infinité de ces contigus, done @ fortiori au voisinage de tout point de EL'3

Pour totaliser ¢, nous devons employer : 1°la premiére opération une transfinité de fois

.



208 ARNAUD DENJOY.

66. Montrons d’abord I'existence de fonctions f doublement nulles
(17 Partie, n° 61) relativement & un couple de points a, b, admettant
en tout point une dérivée finie, cette derniére étant sommable sur tout
segment intérieur & ab, mais ne l’étant ni en @ ni en &. 11 faut et il
suffit pour cela que f, pourvue d’une dérivée, ait sur le segment ab
une variation totale non bornée en « et b, et en ces deux points seu-
lement.

Une fonction £, doublement nulle relativement a («, b) et de
(— a)(b—a)
eatiat

coefficient 1, est, par définition, de la forme A(x )

| A(«)| ayant pour maximum 1 sur ab. Nous prenons

k

)'(a’.):Sin (x_a)/n(b_x)m’

k étant constant. La dérivée ¢ de f est continue & U'intérieur de ab et
sommable en « et b en méme temps que la fonction

k

— —_m — 1-m .
(b a:)‘ (x (L) COS (z — a)m(b___ z)m

Pour mZ22, ¢ n’est sommable ni en « ni en &. Nous désignons par
F°(a, b) une fonction du type précédent ou £ et m ont des valeurs
fixes, quelconque pour la premiére, au moins égale & deux pour la
la seconde. Si le segment ab est désigné par une seule lettre s, nous
écrirons aussi F°(s) pour F°(a, b). La dérivée de cette fonction sera
indiquée par ®°(a, b) ou ®°(s). F*(a, b) est, rappelons-le, double-
ment nulle et de coefficient 1, relativement & a, b. ®°(a, b), continue
a Uintérieur de ab, n'est sommable ni en a ni en b.

Supposons-nous donnée la fonction dérivée ®°(«, b). Comment

d’ordre § (la fois de rang & pouvant étre éventuellement supprimée, quand N3 = o);
2° entre deux opérations consécutives du premier type, la seconde opération une trans—
finité de fois d’ordre p («) [la fois de rang u («) étant supprimée, si |+ est de seconde
espece]; 3° entre deux opérations consécutives du second type, la troisiéme opération
une transfinité de fois d’ordre A («, §). Ainsi se trouvera établie 'impossibilité de borner,
pour les dérivées finies, la complexité du caleul totalisant.

Les raisonnements du texte s’appliquent successivement 4 : 1°8=1, u(1)=o et Ny =0,
A(1, o) quelconque (n®* 66-72); 2° § =1, w(x) et A(1, B) quelconques (77-79);
3° 8 queleonque, @ (#)=1, A (¢, o) quelconque (80-81).
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<

calculerons-nous sa totale entre deux points x et »’ du segment ab?
Soient d’abord @ et ' intérieurs & ab. ®° étant sommable (et méme
continue) entre x et &', sa totale entre ces deux points est identique &
sa somme besgienne (et & son intégrale riemannienne). Donc : 1° la
totale TY®° entre deux points intérieurs & abs’obtient par la premiére
opération; 2° si le point x est en «, nous avons
TZP'=1limTZ ®°.
x=a

La troisieme opération nous donne donc la totale T;. La méme opé-
ration, effectuée une fois, nous donne T?®; 3° effectuée une nouvelle
fois, elle nous fournit T, ®°. Nous avons donc résolu, quels que soient
z et 2’ sur le segment ab, le probléeme de trouver la totale de ®° entre
@ et 2’ ou la variation entre x et 2" de F°, primitive de ®°.

67. Préalablement aux opérations totalisantes, nous commencons
par déterminer 'ensemble II, des points de non-sommabilité de la
dérivée donnée g. Je dis que l'ensemble 11, peut coincider avec tout
ensemble fermée 1 donne d’avance. En effet, prenons f nul sur H, et,
dans un intervalle « contigu a H, faisons /= F°(u). fest, relativement
a H, doublement nulle et de coefficient 1. Donc, en tout pointde H, fa
une dérivée o égale & zéro. Hors de l, / posséde en tout point la déri-
vée @°(u) de la fonction F°(u) avec laquelle coincide / autour de ce
point. ®° est sommabhle sur tout segmentintérieur & « et non passur u.
H est done 'ensemble des points de non-sommabilité de o.

La totale de ¢ entre les extrémités ‘d’'un méme contigu & H est
" nulle. Done, la série des totales de ¢ sur ces contigus est absolument
convergente et sur un groupement particulier quelconque de ces
contigus, la somme de ces totales est zéro. Soit K le noyau parfait
de H. Si « et 2’ sont intérieurs & un méme contigu a K, mais sont
séparés par des points de H, la totale de ¢ entre = et 2’ s’obtient (opé-
ration élémentaire, n° 52) en faisant la somme de la série absolument
convergente des totales de o sur les intervalles contigus et semi-
contigus i la partie de H située entre x et «'. Le méme calcul vaut
encore si @ et x’ sont aux extrémités d’'un méme contigu a K, et la
totale obtenue est dans ce dernier cas zéro.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — JewLer 1917. 27
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Si I'on observe maintenant que, sur K, ¢ est nul, donc sommable,
et que la totale de o sur toute portion de K, égale & la somme
besgienne de ¢ sur cette portion, est encore nullé, sil’on remarque
enfin que les totales de o dans les contigus & K sont toutes zéro, done
forment une série absolument convergente de somme nulle sur toute
portion de K, on obtient la totale de 2 entre deux points quelconques
de K, savoir zéro, et ensuite, la totale entre deux points quel-
conques «, x' situés sur le segment des points extrémes de H.

Nous désignerons par F, (H) la fonction /' nulle sur H, égale a F’ (u)
sur tout intervalle « contigu a H, et par ®,(H) sa dérivée. F, double-
ment nul de coefficient 1 relativement aux extrémités de chacun des wu,
I’est aux mémes conditions relativement & H. ®,, nul sur H, est non
sommable en tous les points de H, et en ceux-lia seulement. Les opéra-
tions qui nous ont donné la variation de F, entre deux points x et =’
quelconques, supposant connu simplement ®,, résoudraient le pro-
bléme analogue pour toute fonction @, + O(x), si 6 est une fonction
continue, ou seulement une dérivée partout sommable.

68. Dans le calcul de I',(H), nous avons appliqué, dans chaque
contigu « de H, la premiére opération entre deux points quelconques
de u, puis la troisieme opération, une ou deux fois dans chacun des «.
Aprés quoi, nous avons eu, pour les divers contigus & H, des totales
formant une série absolument convergente. Le calcul totalisant n’offrait
plus de difficultés aprés une double application de Ja troisieme
opération sur chacun des w. Nous allons maintenant réaliser le cas,
dont la possibilité théorique a été admise, et ou, pour obtenir la totale
de o dans chague contigu ¢ a P,, noyau de 11,, il faut appliquer une
transfinité de fois la troisiéme opération. Dans chacun de ces contigusy,
IT, est réductible. Nous définirons pour chaque ordre fini ou transfini o
une fonction F*(a, &) partout dérivable et : 1° doublement nulle de
coefficient 1 relativement au couple (a, b); 2° telle que l'ensemble H
(désigné ci-apres par H,) des points de non-sommabilité de sa dérivée
D*(a, b) est réductible d’ordre «, ¢’est-i-dire admet un ensemble dérivé
d’ordre o, constitué de points en nombre fini et au moins égal a 1, en
sorte que ce dernier, H*, existe, mais H*** est nul; plus précisément,
H* coincidera avec le couple a, by 3° telle que les totales de ®* (ou varia-
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tions de F*) sur les contigus a l'un quelconque des dérivés W8 ni nuls ni
finis (donc pour toute valeur, méme nulle, de { inférieure h o) forment
une série non absolument convergente au voisinage de tout point du derivé
swipant HP+,

Observons d’abord que H ne peut pas étre un ensemble fermé quel-
conque. Soient &, @, ..., &,, ..., une suite progressant dans un sens
unique et tendant vers un point limite 5. Si &, est la distance de x, &
Zp.,. et r, celle de z, 2 %, r, est la somme d,+ d,,, +.... Si en £ une
fonction £ posséde une dérivée finie, les variations relatives de fentre
z, et £ sont inférieures en valeur absolue & un nombre positif fixe £.
Donc la variation absolue de f entre x, et x,., est inférieure i
k(ry—ry., ) < 2kr,. Si donc la série r, est convergente, la série des
variations de f entre x, et x,,, est absolument convergente. H ne peut
donc pas coincider avec I'ensemble des x, augmenté de £, car la série
des variations absolues de / sur les contigus & H°= H ne divergerait
pas au voisinage de H'=2%. Ceci particularise évidemment la nature
des ensembles H.

Dans tout intervalle contigu & un dérivé HP+' et contenant une infinité
de points de NP, ceux-ci devront salisfaire a la condition que leurs
distances a l'extrémite du contigu vers laguelle ils tendent, forment une
sérte divergente.

69. Constituons F'(a, b). La fonction F° (a, b) posséde une double
infinité de maximums et de minimums alternants, en des points c,
qui croissent avec l'indice n et tendent vers a pour n= — =, vers b
pour n = + 2. La variation ¢, de F entre ¢, et ¢, est alternativement
positive et négative, et la série ¢, est semi- et non abgolument conver-
gente quand n croit ou décroit indéfiniment. Désignons par H,
I'ensemble des points ¢,, et considérons la fonction

f=F(a, b) +F,(H)).

Fo est dérivable en tout point de ab, et est doublement nulle de
coefficient 1 relativement au couple a, b. La dérivée ®° (a, b) est
sommable sur tout segment intérieur a ab. F,, partout dérivable,
doublement nulle sur H,, a une dérivée non sommable en tout point
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de H,, et est doublement nulle relativement au couple «, b avec le
coefficient 1 au plus. Car, F, doublement nulle sur H, I'est a foruori,
avec un coefficient non supérieur, relativementa tout ensemble partiel
de H, et en particulier relativement au couple a, b agrégé a H,.

La dérivée o de f existe en tout point de ab. Elle n’est sommable en
aucun point de H, intérieur & ab, puisque en ces points ¢° est sommable
sans que @, (H,) le soit. Donc I'ensemble des points de non-somma-
bilité de o, ensemble fermé, comprend @ et b, ou ni ®° ni @, ne sont
sommables et ou ®° +®, au premier abord pouvait’étre. Cet ensemble
est donc H,. Les variations de / dans les contigus & H, sont celles
de F°. Elles forment donc une série non absolument convergente
en a et b. Les conditions proposées sont donc vérifiées pour o = 1.

En divisant / par une certaine constante positive inférieure & 2, on
fait de /une fonction doublement nulle et de coefficient r relativement
au couple @, b. C'est précisément cette derniere fonction que nous
désignerons par F'(a, b), sa dérivée ¢tant notée ®'(a, b).

L’ensemble des points de non-sommabilité de ®'(a, ) est H,, pos-
sédant un dérivé du premier ordre constitué par deux points a et b,
et la série des variations de F,(II,) dans les contigus & H, est non
absolument convergente en « et b. De plus, F'(«, b) est doublement
nulle et de coefficient 1 relativement au couple a, b.

70. Il est maintenant facile de définir F*(a, b). Les ¢, étant les
points définis au dernier paragraphe, considérons une fonction g,(a,b)
¢gale sur tout intervalle ¢,c,.., & F' (¢c,,¢,4). g, est dérivable en tout
point distinct des ¢,, ou étranger a H,. Mais, F'(¢,, ¢,4, ) étant double-
ment nulle et de coefficient 1 relativement au couple (¢, ¢,.(), g, est
doublement nulle et de coefficient1relativement a ’ensemble H,. g, a
donc une dérivée nulle sur H,. La dérivée g, admet pour ensemble de
non-sommabilité, dans chaque intervalle ¢,c,,,, des points tendant de
part et d’autre vers c, et c,.,, sans autres points limites. L’ensemble
des points de non-sommabilité de g, est donc un certain ensemble H,
dont le premicr dérivé est H,. Chaque segment contigu & H, est inté-
rieur & un méme intervalle ¢c,c,,,. Les variations de g, sur les contigus
a H,forment de chaque coté, en tout point ¢,, ¢’est-a-dire en tout point
de H, distinct de « et b, des séries non absolument convergentes.
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Ajoutons & g, la fonction¥°(a, b). La somme festdérivable partout
sur ab et doublement nulle relativement au couple a, b, comme le sont
séparément F°(a, b) et g,. Les points de non-sommabilité de sa déri-
vée o sont :d’abord les points de non-sommabilité pour une et une seule
des deux dérivées g, et ®°(a, b), savoir les points de H, distincts de
et b; puis les points limites des précédents, donc a et b en plus. H, est
donc I’ensemble des points de non-sommabilité de .

Sur tout segment intérieur & ab la variation totale de F'(a, b) est
bornée. Donc, les variations de f sur les contigus & H, forment une
série non absolument convergente aux points de H, intérieurs i abd,
dans les conditions ow il en est ainsi pour les variations de g,. Les
points de non absolue convergence de cette série étant fermé, cet
ensemble contient « et b. Il coincide avec H,.

Donc les variations de f sur les contigus & I'ensemble H, de non-
sommabilité de o forment une série non absolument convergente, au
voisinage de tout point du dérivé H, de H,. Mais les variations de f
sur les contigus de I, sont celles de F°, puisque g, est doublement nul
sur H,. Donc ces variations de / forment une série non absolument
convergente en « et b, qui sont les seuls points constituant le dérivé
second de H,.

/> somme de g, et de F°, est doublement nulle et de coefficient
au plus égal & 2, relativement & (a, b). En divisant / par un certain
facteur au plus égal & 2, nous obtenons une fonction F*(a, b)
remplissant, pour o =2, les trois conditions imposées au n° 68
aF*(a, b). F*(a,b) est en effet doublement nulle de coefficient 1 rela-
tivement au couple («, d). Elle possede une dérivée *(a,b) admettant
un ensemble de non-sommabilité I, = H,, réductible d’ordre 2. Et les
variations de F2*(a,b) sur les contigus & H, font une série non
absolument convergente au voisinage de tout point du dérivé I}, et
les variations de F* sur les contigus & H; font une série non absolument
convergente aux deux points a et b constituant le dérivé suivant Hj.

71. Supposons formée, pour tous les ordres v inférieurs & un nombre
fini ou transfini « et pour tout couple a, b, une fonction F'(a, b) rem-
plissant les conditions du n° 68, olt « a été remplacé parv. Nous allons
montrer la possibilité de réaliser la fonction F*(«, b).
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1° « est de premiere espéce. Nous partons de la fonction connue
F*='(a, b). Désignons toujours par H, l'ensemble des points ¢,
ou F°(a, b) prend alternativement ses maximums et ses minimums.
Nous définissons une fonction g,(«@, b) égale a F,_, (¢, c..,) entre ¢,
et ¢,... Dans les contigus a H,, g, possede une dérivée finie puisqu’il
en est ainsi des fonctions F,_, sur leur intervalle de détermination.
Fu_i(cns Covoy) étant doublement nul de coefficient 1 relativement
au couple (¢, Curi)s 8o a la dérivée zéro sur H,. Désignons par
H,—,(¢y,¢se ) 'ensemble des points de non-sommabilité de @, (¢,, ¢4y ).
L'ensemble H,_, (¢, €,yy) situé sur le segment c,c,,, a pour dérivé
d’ordre o — 1 les seuls points ¢,, ¢y, (n° 68). Donc la réunion des
Hy_, (¢ Cavy) €t un ensemble H, admettant pour dérivé d’ordre o — 1
les points ¢, et eux seuls. Donc H, admet un dérivé d’ordre «
constitué par les seuls points a et b.

Un segment ¢ sans points communs avec aucun des ensembles
H,_(cns Crs) st intérieur a 'un des intervalles c,c,,,. g, coincidant
sur ¢ avec Fy_, (Cpy Cuvr) @ sa dérivée Y, sommable sur o. D’ailleurs g,
n’est évidemment sommable dans aucun intervalle ; contenant au
moins un point de I'un des H,_,, puisque ; contient alors au moins un
point isolé % de I'un des H,_,. ¢ est donc intérieur & un intervalle
CnCnyi- Alors g, coincide sur jautour de & avecla fonction F,—, (¢,, ¢44y),
laquelle n’est pas sommable en £. Donc, ’ensemble des points de non-
sommabilité de ¢, coincide avec H,.

Soient Hf un dérivé quelconque de H, d’ordre 8 inférieur & o —1,
et M un point de Hi*. Je dis que les variations de g, sur les contigus
4 HE forment une série non absolument convergente en M. En effet,
si M est intérieur & ab, il appartient & au moins un segment c,C,.,.
Sur ce dernier, g, coincide avec Fo—, (¢q0 ¢pyy) et Hy, coincide sur le
méme segment avec H,—, (¢, Cupi). 4 et €,y faisant partie, d’aprés
B<<a—1, des ensembles H?_,(c,, c,,) et Hi*! (¢, ¢,vy), appartiennent
aussi & HE et & HEH qui par conséquent, sur le segment c,c,,,,
coincident respectivement avec les deux premiers. Donc, M appar-
tient a Hgii(c,,, cavt). Les variations de g, sur les contigus au
dérive HE, situés sur ¢,c,.,, coincident donc avec les variations sur les
contigus au dérivé H._, (¢, ¢nr\)- Or, ces derniéres ne convergent pas
absolument en M. Enfin I'’ensemble des points de non absolue con-
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vergence de la série des variations de g, sur les contigus a H, cet
ensemble étant fermé, contient toujours @ et b et par suite coincide
avec HE+' sur tout le segment ab.

Ajoutons a gy la fonction F°(a, &). f= g, + F°, fonction doublement
nulle relativement & (a, &) et de coefficient au plus égal 4 2, possede
en tout point une dérivée finie . D’ailleurs, la dérivée de F° étant
sommable sur tout segment intérieur & ab, sur un tel segment, les
points de non-sommabilité de o & Uintérieur de ab sont ceux de g,
donc ceux de H,. Leur ensemble, étant fermé, contient @ et b, done
coincide avec I, sur tout le segment ab. Les variations de F° sur des
intervalles deux 4 deux sans points communs et compris dans un
méme segment intérieur & ab forment une série absolument conver-
gente. Done, les variations de fsur les mémes intervalles convergent
ou non absolument en méme temps que celles de g,. Donc, quel que
soit B inférieur & « — 1, la série des variations de /sur les contigus
a Hf est non absolument convergente au voisinage de chaque point
de HE*" intérieur & ab, et aussi en a et b, points limites des précédents;
donc au voisinage de tout point de H*.

Supposons maintenant § égal & « —1. Alors, HY est constitué
par 'ensemble H, des points c,, et Hi** (ou HZ) ne comprend d’autres
points que « et b. g, étant nul sur H,, les variations de / sur les con-
tigus & H, sont celles de F°(a, b). Or ces derniéres forment une série
non absolument convergente en « et en b, seuls points constituant le
dérivé H%. Donc, la fonction f remplit toutes les conditions posées,

by . . . s . , I
sauf & la multiplier par un certain facteur au moins égal 4 -, pour que,

doublement nulle relativement & (&, &), elle ait en plus le coeffi-
cient 1.

2° Supposons « de seconde espéce. Alors, nous nous donnons une
SUite 0g, %yy %y .-y %y ..., de nombres finis ou transfinis tendant
vers o quand l'indice entier posizif p croit. Ayant une suite quel-
conque d, tendant vers a pour n = — =, vers b pour n =+, sur les
intervalles d,d,., et d_,_, d_,, nous posons respectivement

F“(a, b) =k Fa/’(dzn d1)+1)
pour le premier, et
Fe(a, b) = kF(d_p_1, d_p)
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pour le second. £ est choisi de facon que ¥*(a, &), fonction double-
ment nulle relativement i (a, ) (et méme relativement & I'ensemble
des d,), le soit avec le coefficient 1.

F* est partout dérivable, a comme ensemble de non-sommabilité de
sa dérivée ®*(a, b) un certain ensemble H, coincidant sur le segment
d,d,., oua,(p>o)etsurd_,  d_,ouc_,avecles ensembles H (9p)
et H%(o-_p). H, admet un dérivé d’ordre a, constitué sunplement par
les points d_,_,, d_,, d,, d,., sur le seﬂment a’_,,_ /1, et par les
dérives He (o,) et H¥ (o_,,) sur o,, et o_,, pourm > p. Donc le dérivé
d’ordre « de H, n’a aucun point intérieur a ab, puisque Hy™ est nul
sur I'intervalle &_,_,d,.,. Le dérivé HZ contient d’ailleurs toujours a
et b. H étant par définition I"ensemble des points communs aux H3r,
existe donc et se réduit au couple a, b.

Soit § un nombre quelconque inférieur & «. Il y a un seul entier
positif ¢ défini par les conditions a,—, < BSo,. Hf est constitué par les
dérivés d’'ordre 8 des ensembles H, (o,) et H, (c_,) pour mZgq.
Pour pSg — 1, les dérivés d’ordre § de H, (s,) et H, (c_,) n’existent
pas. Les contigus 2 Hf sont d’nne part les COMI"US 2 1un des H¢ (o.,.)
pour mZgq, et, de plus, U'intervalle d_,d, qui contient tous les inter-
valles o_,,, 4 o,,. Sur ce dernier, la variation de F*(a, ) est nulle,
F* étant nulle en tous les points d,. Tout point M de Hi* appartient &
I'un au moins des HE*(.,,) (mZ¢) et & deux au plus, par exemple
4 HE+'(s,) (r2¢). Les variations de F*%(c,) sur les contigus a Hf (o)
sont parmi les variations de F*(a, b) sur les contigus 4 H. Les valeurs
absolues des premiéres font une série divergente en M. Il en est donc
de méme des valeurs absolues des secondes autour du méme point.

La fonction F*(a, b) est donc formée, quel que soit o de premiére
ou de deuxieme espéce.

72. Progressons maintenant dans la suite des opérations totali-
santes. Il est aisé de voir que l'on peut se donner, pour ['ensemble
parfait P, de la théorie generale, un ensemble parfait quelconque K et
definir une fonction dérivée ¢ de maniere que, dans chaque contigu
a X, il faille, pour calculer la totale de o, appliquer la troisieme opé-
ration une transfinité de fots, d’ordre o donné d’avance quelconque.
En effet, sur tout intervalle u contigu & K, posons f=TF*(u). f sera
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doublement nulle sur K et de coefficient 1, puisque F*est doublement
nulle et de coefficient 1 relativement aux extrémités de «. f a une
dérivée dans tout contigu a4 K; /, doublement nulle sur K, posséde sur
cet ensemble la dérivée zéro. Soit ¢ la dérivée de /. ¢ a dans chaque
intervalle z un ensemble de points de non-sommabilité réductible
d’ordre «. Donc, I'ensemble II, des points de non-sommabilité de g
sur le segment ab des points extrémes de K, étant fermé, contient
tous les points de K. II, est réductible d’ordre « dans tout contigu
aP,. '

Les variations absolues de f sur les contigus & TI*(B < «) ont une
somme divergente autour de tout point de IIi*', soit étranger 4 K, soit
de premiere espéce sur K, donc enfin autour de tout point de II*+ agrégé
ou non a K. Il faut donc procéder a la troisicme opération une trans-
{inité de fois d’ordre 2, pour avoir la totale de » dans un contigu quel-
conque a K. Cela fait, cette derniere totale étant toujours nulle, et o
'étant aussi sur K, la seconde opération appliquée une fois nous
donne la totale de ¢ entre deux points quelconques de K, le résultat
étant zéro.

La fonction / que nous venons de définir et sa dérivée ¢ seront
respectivement notées F¥ (K) et ®%(K). L’indice inférieur de Ff
indique I'inexistence des ensembles II,, P,; I'indice supérieur o rap-
pelle que I'ensemble II, des points de non-sommabilité de @7(K) est,
dans chaque contigu a K, réductible d’ordre «, et que les totales de @,
dans les contigus & un dérivé II¥ non confondu avec K, satisfont a la
condition de non absolue convergence, en tout point de [T+

En résumé, la possibilité de rencontrer tous les cas envisagés dans
la théorie du calcul totalisant pour aboutir 4 la détermination de la
totale dans chaque contigu & P, est démontrée, la fonction totalisée
étant une dérivée finie sommable (et méme nulle) sur P,, choisi arbi-
(rairement.

73. Montrons maintenant que les ensembles d’ordres suivants II,,
P,, ..., peuvent exister pour une fonction dérivée. Mais, comme ces
ensembles sont définis par I'absence, en chacun de leurs points, de
'une au moins de deux conditions, supposant ['une de celles-ci tou-
jours satisfaite sur P,, montrons la possibilité que l'autre suffise a

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — JurtLer rgr7. 28
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entrainer la considération des ensembles II,, P,, pour toute valeur
donnée de.c.

Nous atteindrons ce but en faisant, une certaine succession de fois,
subir aux fonctions dérivables, 'une ou l'autre des deux transfor-
mations décrites ci-aprés. Tout d’abord, établissons la propriété
suivante.

Etant donné un ensemble fermé II, en tout point duquel une
fonction f posséde une dérivée, sur chacun des contigus, u ou 18,
de IT,, intercalons une infinité de points de subdivision d, sans autres
points limites que v et 8, de maniere que la distance de deux points
consécutifs de la division soit inférieure au carré des distances de
chacun d’eux & y et & ¢. Donc nous supposons 2 positif, négatif ou
nul croissant avec d,, d,., — d, inférieur a la fois a (d,—v)* et
a (8 — d,.,)%. Soit D, le point figuratif de / en d,. S/ une fonction /
coincide avec [ sur1l, et aux poinis d,, et st sur le segment d, d,, ., elle a
son point figuratlf dans le rectangle de cotés paralleles aux axes et de
diagonale D,D,..., h posséde, en tout point de 11,, une dérivée égale a

celle de f.
h(z) — h(S)

En effet, soit £ un point de II,. Le quotient —_————Z—’ égal a
'f—_p__"ﬁi) quand x est sur II,, tend bien vers /(%) si « tend vers &

sans quitter I, .

Il faut montrer qu’il ala méme limite quand = tend vers £ hors de IT,.
St est étranger 2 IT,, il est dans un certain intervalle « contigu a IT,;
et, dans u, « est sur un segment d,d,,,. D’aprés nos hypotheéses,
h(x) est compris entre

h(dy) =f(dp) et h(dpsy) = f(dpri)-

D’ailleurs tendent 'un et 'autre vers

f( f(g) et f(dp+1) f(Q
. d ""G dp+1—.
J(&) sid, tend sans rester en général dans le méme intervalle u,

vers &. ———————-h(x;_h(s) est compris entre Tt ”) ARG ,f(E')-
—¢ —E z—¢

.2 —E T —
Mais > et : - sont compris entre —¢£ et soninverse. Or, si 0

, d’p—g . d/H-l__ S dl""i_ E
est 'extrémité de u, soitvy, soit ¢, située du coté o se trouve %, les deux



TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES NON SOMMABLES. 219

d,— b . .
—r—— et son inverse. Je dis
A
que ce dernier rapport tend vers 1. En effet, supposons par exemple %

a droite de u. Alors d,, << 0% et

nombres précédents sont compris entre

%’-’—i‘—;;(i—” <1+ (0 —dpp) <1+ (E—dpsy).

En résumé, 2 — d,,., tendant vers zéro, la variation relative de A
entre x et £, ne différe que par un facteur tendant vers 1 de VR( f, d,, £)
ct de VR(/, d,y, %). Ces deux nombres tendant vers (%), il en est
de méme de VR(4, x, &), méme quand « est étranger 4 II,. Donc, A a
bien sur II, une dérivée, la méme que f.

Observons, et cette remarque nous sera utile plus loin, que, si 2,
coincide avec fsur II, et aux points d,, mais si, au lieu de rester
compris entre f(d,) et f(d,.,) quand z est dans I'intervalle d,d,..,,
si h, est alors seulement assujetti & ne pas s’¢loigner de plus de
d,., — d, de I'intervalle f(d,), f(d,.,), ces hypothéses étant suppo-
sées vérifites pour toutes les valeurs de n et dans tous les contigus
a Il,, A, a toujours une dérivée égale & celle de / aux points de II,.
Il est en effet visible que VR(4,, z, £) différe, sur d,d,.,, des limites

Appy—d . .
"%, qui tend vers zéro

A e o by ; Gnri—n
extrémes de VR(%, «, £), de moins de [z —E]

quand x tend vers £.
Etudions maintenant les deux types de transformations annoncées
plus haut.

74. Montrons d’abord la possibilité de construire une fonction f @
dérivée presentant des zéros partout denses sur un segment ab, f prenant
en a et b des valeurs données p, q inégales, figurées par les points A, B,
et la courbe représentative de [ étant inscrite dans le rectangle, a cotés
paralléles aux axes, de diagonale AB, cette courbe étant méme située

—a
N
Nous avons défini (2¢ Partie) des fonctions dérivées ¢ s’annulant
dans tout intervalle entre o et 1. Une primitive F de ¢, n’étant pas
constante dans ce segment, y posséde un minimum en £ et un maximum
en #'. Le changement de ¢ en — ¢, oudex en1 — &, permet de supposer

4 une distance de AB inféricure & un nombre donné d’avance
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k< k.Enketk, ¥ prendrespectivement des valeurs m et m'(m < m'")
avec les points figuratifs correspondants M et M'. En 4 et & la dérivée
de Festnulle. Entre 4 et 4, F estreprésenté par une courbe située dans
le rectangle de cotés paralleles aux axes et de diagonale MM, les tan-
gentes & la courbe en M et M étant les cotés horizontaux du rectangle.

. - r — \;,.———/\' F— . F—
La double substitution ‘Z_ Z a ;,_/, et L

m ,
- , nous donne
g—p m —m

une fonction

o .
\Vozp_;_%;l*'[/;_*_ /l:—_—tf (x—a)]—mg,
dont la courbe représentative entre a et b est inscrite dans le rectangle
de diagonale AB, et tangente en A et B aux cotés horizontaux de ce
rectangle. Enfin la dérivée de W, a des zéros denses sur tout le
segment ab. :

La fonction W, construite comme il vient d’étre dit, sera désignée
par les points figuratifs A, B qui la déterminent et notée W(A, B).
Deux fonctions W relatives & deux intervalles juxtaposés ab, bc,
forment une fonction définie sur ac et admettant en tout point de
ce segment une dérivée. Car en b, des deux cotés, cette fonction
possede la dérivée zéro. En divisant la diagonale AB en N parties
égales, ot en formant pour chacune d’elles la fonction W correspon-
dante, nous définissons sur ab une fonction fdont la dérivée s’annule
en a, en b et en un ensemble partout dense, f ayant de plus sa courbe
représentative entiérement comprise dans les N rectangles de cotés
paralléles aux axes, et admettant pour diagonales les N subdivisions

de AB. La distance d’un point quelconque de cette courbe & AB est
b—a .

inférieure i
érieure & —

75. Montrons en second lieu la possibilité de construire sur un
segment o une fonction f unioscillante (monotone), partout déri-
vable, prenant en o et § des valeurs p et ¢ figurées par deux points
donnés A, B, et de maniére que la dérivée o de f soit nulle en tous
les points d’un ensemble parfait donné d’avance, épais ou non, ayant
pour extrémités « et .

La courbe figurative de /" est donc située dans le rectangle de diago-
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nale AB et de cotés paralléles aux axes. Elle touche en A et B les
cotés inférieur et supérieur du rectangle, « et 8 étant agrégés i P. La
fonction inverse de f, unioscillante sur le segment pg, présente une
dérivée 1nfinie aux points d’un ensemble parfait de mesure nulle
d’extrémités p, ¢, et une dérivée finie partout ailleurs. Nous avons
déja construit une fonction de cette nature (1% Partie, n° 42). Les
raisonnements faits & cette occasion nous justifieront de nous borner
a énoncer une solution du présent probléme.

Choisissons & notre gréune fonction infiniment petite en méme temps
que la variable indépendante, mais d’un ordre supérieur a celui de la
variable, par exemple son carré (cette fonction, affectant u,, paraitra
en coefficient numérique); puis une fonction définie entre o et 1, &
dérivée finie et positive intéricurement a cet intervalle, et & dérivée

unilatérale nulle en o et 1, par exemple Y =sin*-2. Soit P un en-

semble parfait d’extrémités o et 3, u, ou «,8, un de ses contigus, dont
chacun a recu un numéro d’ordre propre. x étant sur u,, écrivons

S —a L, m(r— o
uiY(-——-————") = u? sin? w(Z — %) = n) =ya(2).
n

U,

Sur u,, y, croit de o 4 u.
Nous posons, selon une notation souvent expliquée,

}/(.L') = (och)u,": -+ w)’m(x),

w étant nul si z est sur P, et égal 4 unsi'on a o, <2 < B,.- La fonc-
tion yy, on le voit sans peine, est continue, posséde en tout point une
dérivée finie, positive hors de P, nulle sur P. y est nul en o, égal

@

a }: w? = ¢ en B. Si les ordonnées de A et de B sont respectivement p
1

et g, la fonction f, =p + L=Ly(x) remplit toutes les conditions

Lt g, o =P 1

posées. Lavariation de /'sur P est définie et nulle, d’aprés I'expression
de y.

Nous désignons par G(A, B, P) la fonction f, entiérement définie
grace au calcul précédent par les seuls points A et B et 'ensemble P.
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-76. Nos fonctions fadmettent comme points de variation totale non
bornée, tous ceux d’un ensemble fermé II,. Dans un intervalle « ou of3
contigu a IT,, nous prendrons des chaines de points ¢,, tendant vers 3
en croissant pour n = - =, vers « en décroissant pour n = — o, de
maniere que la variation de f entre c, et ¢,,, soit alternativement
positive et négative, par exemple égale & (— 1)*w,, w, étant positif,
et que la série w, soit divergente pour » infini positif ou négatif, si f/ a
une variation totale non bornée dans w, respectivement en o et en B
Puis, si la condition suivante n’est pas encore remplie, nous inter-
calons entre les points ¢; des points subdivisionnaires «, de maniére
que la distance de deux points consécutifs de la subdivision totale
obtenue soit inférieure au carré des distances de chacun d’eux & vy
et .

Soit d,, n prenant toutes les valeurs entiéres de — oo & + oo, un
point quelconque de la subdivision compléte. Soit D, le point figuratif
de f end,. §i, entre d, et d,,,, nous substituons & # I'une ou 'autre
des fonctions W(D,, D,.,) ou G(D,, D,.,, Q,), Q, étant un ensemble
parfait quelconque d’extrémités @,, d,,,, nous définissons ainsi une
fonction % en tout point étranger a II,. Nous prenons 2 = fsur II,.

/i a unevariation non bornée dans chaque contigu & II, et aux deux
extrémités de ce contigu, s’il en est ainsi pour /. 4 coincide avec f
sur II, et aux points d,; enfin 4 a partout une dérivée, coincidant
sur II, avec f’. Nous avons établi plus haut ce dernier point et 'on
montre par un raisonnement analogue, que, si / est doublement nul
surII,, 4 le sera également, avec un coefficient inférieur au produit du
coefficient de / par une certaine constante numérique facile i calculer.

Si, a I'intérieur de certains contigus w2 II,, / aune variation bornée,
on prendra encore sur z une chaine de points tendant vers les extré-
mités du contigu, satisfaisant toujours a la condition que I'écart de
deux points consécutifs soit inférieur aux carrés de leurs distances
a I’ensemble II,, et tels de plus que la somme des variations absolues
de f sur chaque subdivision surpasse la moitié de la variation totale
de fdans u. Comme ci-dessus, on substitue & /, dans chaque subdivi-
sion de chaque contigu u, la fonction F, déterminée par les deux
points extrémes de I'arc x, f se projetant sur cette subdivision. Et
alors la fonction A, remplacant f, coincide avec f sur II,, a une
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dérivée égale & /" sur II,, une dérivée hors de II,, et A’ a ses zéros
partout denses entre les extrémités de II,. Enfin, en substituant 4 & 7
nous ne changeons pas I’ensemble II, des points de variation totale
infinie pour la fonction considérée.

[l faut observer que siII, est parfait, / peut étre & variation totale
bornée dans chaque contigu & II,, sans I'étre au voisinage d’aucun
point de II,. Par exemple, si la variation totale de f est 1 sur chaque
contigu & II,, elle sera bien infinie autour de chaque point de II,
supposé parfait. D’ailleurs, le lecteur verra sans peine que, si les
variations totales d’une fonction /" dans les contigus & un ensemble
parfait forment une série convergente, la condition nécessaire et suf-
fisante pour que cette fonction f soit a variation totale non bornée au
voisinage de tout point de 'ensemble, est qu’elle soit a variation totale
non bornée sur toute portion de cet ensemble. 4 prenant les mémes
valeurs que f sur II,, dans tous les cas possibles, la variation totale
de / est non bornée au voisinage de tout point de II,.

Grace aux constructions que nous venons de décrire, il nous sera
possible de définir des fonctions dérivées possédant, relativement au
calcul totalisant, des ensembles II,, P,, ... de toutordre donné d’avance,
pour I'une ou pour I'autre séparément des deux causes susceptibles
de déterminer I’existence de ces ensembles.

D’une facon précise, dans un premier paragraphe (n*77,78,79) ot
nous supposons g sommable sur P,, nous montrons que : 1° les variations
absolues de la totale indéfinie f/ de ¢ dans les contigus a P, peuvent
former une série divergeant au voisinage d’un ensemble fermé II,
agrégé 4 P,; 2° il est possible de progresser, sans limite assignable
a priori pour «, & des ensembles II, d’ordre transfini o donné quel-
conque, donc uniquement grace a la divergence, au voisinage de IIg,
des variations absolues de f sur les contigus & Pg, quel que soit 3
inférieur & «. La premiére opération, sommation besgienne de g sur P,
pourra étre effectuée une fois pour toutes, et son résultat sera le terme
initial invariable auquel s’ajouteront transdéfiniment les résultats des
opérations du second type, nécessitées par I'existence des ITz. Seules,
la seconde et la troisiéme opération auront & intervenir.

Au contraire, dans un second paragraphe (n* 80, 81), nous construi-
rons une dérivée ¢ admettant une chaine d’ensembles IIg jusqu’a
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I'ordre « inclusivement, les totales de o dans les contigus a Pg formant
toujours une série absolument convergente, Ilg, , étant donc uniquement
I'ensemble des points de Pg au voisinage desquels ¢ est non sommable
sur Pg. Il sera ainsi démontré que la chaine des Ilg, , peut s’étendre sans
limite susceptible d’étre fixée @ priors, aussi bien par le seul défaut de
'une des conditions que par le seul défaut de 'autre en certains points
de Pg et relativement & ce dernier ensemble. Je laisserai au lecteur le
soin de conclure que les deux conditions de définition de IIg peuvent,
jusqu’a tel ordre quelconque « donné d’avance, s’exercer simulta-
nément ou dans une succession indifférente, échappant & toute régle
(Note, p. 247).

77. Suivons le programme que nous venons de nous tracer et
étudions-en la premiére partie. Nous réaliserons toujours, en vue de
la sommabilité de ¢ sur Pg, la nullité de ¢ en tout point de P,, sauf
peut-étre en un ensemble dénombrable.

Soit K un ensemble parfait quelconque. Nous nous donnons &
volonté un nombre transfini A. Nous définissons (72), sur le segment
limité aux points extrémes de K, une fonction > (K) et sa dé-
rivée @ (K), cette derniére ayant un certain ensemble de non-somma-
bilité H dont K est (sur chacun de ses propres segments contigus) le
dérive d’ordre A, les variations absolues de F*(K) dans les contigus
de HP ayant unc somme divergente en tout point de H®*', quel que
soit B inférieur i A. Nous savons que F'(K) est doublement nulle
sur K. ®(K) est donc nulle sur K, noyau de H; mais aux autres points
de H, il est parfaitement possible que @ prenne des valeurs non nulles.

Nous allons faire de H et de K, respectivement les ensembles IT,
et P, de la fonction ¢ & construire.

Soitye ou  un contigu & H. Dans yd, je place une chaine de nombres
croissants c,, tendant vers y pour n= oo, vers ¢ pour =+, et tels
que la série des variations absoluel de Fj(K) entre ¢, et c,.,
a) diverge pour n= — o0, silavariation totale de F* est non bornée eny
du cote droit, b) diverge pour n = + o, si la méme hypothese est véri-
fice en ¢ du coté gauche, c¢) ait une somme supérieure a la demi-
variation totale de F: entre y et o, si cetle variation est finie. Les
points ¢, étant placés, nous renforcons les propriétés précédentes en
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intercalant entre eux, s’il est nécessaire, de nouveaux points, de facon
a former en tout une suite d,, & seuls points limites y et ¢, et telle
que d,,, — d, soit inférieur & (d, — v)* et 2 (8 —d,,.,)*.

Nous avons observé (73) que si end, etd,,,, ou les points figuratifs
de F* seront notés D, et D,., nous remplacons F* par une fonction
continue quelconque dont le point représentatif est dans le rectangle
de diagonale D,D,,, et de cotés paralléles aux axes, si nous effec-
tuons la méme transformation de F» sur chacun des segments d,d,,
et pour tous les intervalles contigus a I’ensemble fermé H, ot nous ne
modifions pas F?, nous obtenons une nouvelle fonction possédant en
tout point de H la méme dérivée que F~. Celte nouvelle fonction aura
donc partout une dérivée si elle en posséde une dans tout contigu a H.

Entred, etd,,,, nous placons a notre gré un ensemble parfaitQ,(y,2)
ayant pour extrémités d, et d,.,. Sur d,d,,, nous substituons a F* la
fonction G[D,, D,.,, Q.(v, 2)] (75) que nous désignons par 6,(y, 2).
0, a son point figuratif dans le rectangle de diagonale D,D,., et de cotés
paralleles aux axes. 0, a, dans d,d,.,, une dérivée partout finie, nulle
sur Q, (v, 8). Cette dérivée est encore nulle en &, et <,,.,, mais en ces
derniers points, elle est seulement unilatérale et relative & I'intérieur
de d,d,.,. La réunion des fonctions §, définies sur des champs juxta-
posés, nous donne une fonction 6(y, 2) délinie en tout point intérieur
avys. Soit Q(¥y, ¢) la réunion des Q,(y, ¢) accrue de y et d.

Q(¥, ¢) est un ensemble parfait en tout point duquel, sauf peut-étre
aux d,, en y et en ¢, O(y, ¢) a une dérivée bilatérale nulle. Aux
points d, nous avons remarqué que, surd,_, d, et sur d,d,,,,0,, et h,
ont la dérivée zéro pour les cotés respectifs droit et gauche. Donc zéro
est encore en d, une dérivée bilatérale de O(y, ). En y et ¢, la dérivée
de 0(y, d) existe et est égale & celle de F». Quand un de ces points
fait partie de K, cette dérivée y est encore nulle.

Enfin, les variations de 0,(y, ¢) sur les contigus 2 Q,(v, &), ¢’est-
a-dire les variations de 0(y, ¢) sur les contigus & la portion de Q(v, ¢)
limitée par d, et d,.,, sont toutes de mémes signes, 9, ¢tant unioscil-
lante sur d,d,.,, et ont une somme égale a la variation de 6, entre d,
et d,.,, puisque la variation de 6, sur Q, est nulle. 0, coincidant
avec F! (K) aux points d, et d,.,, la série = des variations absolues
de O(y, ¢) sur les contigus 2 Q est infinie au voisinage de y et de ¢, en

Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — Aour 1917. 29
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méme temps qu'en ces points la variation totale de F»(K) est non
bornée dans yS. Si la variation totale de F* (K) dans y2 est infinie en
un seul de ces points, la série ¢ diverge en ce méme point, et si la
rariation totale de F*(K) est bornée sur yo, la série o est convergente
et a une somme supérieure & la moitié de cette variation totale.

Soit maintenant g la fonction égale 2 F* (K) sur H et 2 6(y, ¢) dans
un contigu quelconque y¢ de H. La réunion des Q(¥, ¢) et de H forme
un ensemble Q fermé sans points isolés, donc parfait. g admet en tout

_point une dérivée ¥, coincidant avec celle de F* (K) sur H, donc nulle
sur K, et d’ailleurs nulle sur les Q(v, ), sauf ¢ventuellement aux
points v, ) étrangers au noyau K, donc en tout, nulle sur Q sauf peut-
étre aux points d’un ensemble dénombrable. Enfin, les variations
absolues de g dans les contigus 4 Q forment une séric divergente au
voisinage de tous les points de H et de ceux-la seulement. Il suffiradonc
que Q soit 'ensemble P, relatif & la dérivée d’une fonction coinci-
dant avec g sur Q, pour que H et K soient respectivement les en-
sembles II, et P, de cette méme dérivée.

Observons que tout contigu & Q est contigu & un Q,(y, 2) et que g
y est par suite unioscillante. Donnons-nous arbitrairement le nombre
ordinal u et ajoutons & g une fonction F¥ (Q). Soit /'la somme obtenuc
et o sa dérivée. F (Q) est doublement nulle sur Q, sa dérivée O (Q),
nulle sur Q, finie partout, a pour ensemble de points de non-somma-
bilité un certain ensemble H’ réductible & Pordre p dans chaque
contigu 7 de Q. Et, pour tout dérivé de H” d’ordre inférieur a u, les
variations absolues de FY(Q) sur les contigus de ce dérivé font une
série divergente au voisinage de tous les points du dérivé suivant.
Comme, sur 7, gest unioscillante, 'ensemble de non-sommabilité de ¢
y coincide avec H'. Et les variations de / sur une suite d’intervalles
intérieurs & 7, forment une série convergente ou divergente en méme
temps que les variations de F¥ (Q).

H’constitue 'ensemble II, relatifa . Q noyau de H’ est 'ensemble P,
de ¢. Le calcul des totales de ¢ dans les contigus & Q =P, néces-
site, comme pour celles de % (Q), 'emploi de la troisiéme opération
une transfinité de fois d’ordre u..

Sur Q="P,, fet g d’une part, leurs dérivées ¢ et 4 d’autre part,
coincident, Fy(Q) étant doublement nul sur Q. Donc, d’une part,
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I'ensemble II, relatif & o coincide avec H' sur tout contigu za Q; done,
Q étant le noyau de H', II, est identique & H’, et P, 4 Q. D’autre part :
14 est nul sur Q, sauf peut-étre dans 'ensemble dénombrable des
points de H non agrégés a K; par suite, sur son ensemble P, v est
sommable; 2° les variations absolues de / dans les contigus a P,
ont, comme celles de g, une somme divergente au voisinage de tout
point de H, qui est par suite I'ensemble II, de 5. Nous calculons par
la seconde opération la totale de = sur chaque segment sans point
commun avec Il =II,, mais contenant des points de Q =P,. Puis,
par application bilatérale de la troisiéme opération, nous avons la
totale de o sur un contigu & IL,.

/ coincidant sur I, avec g et par suite avec F!(K), il nous faut, pour
passer des totales sur les contigus a II, aux totales sur les contigus au
noyau K= P, de H, appliquer la troisiéme opération une transfinité de
fois d’ordre A. On a alors les totales de f sur les contigus a K.

Ces derniéres totales, égales aux variations de F*(K), fonction dou-
blement nulle sur K, valent zéro. Elles forment une série absolument
convergente, de méme que g, nul sur K =P,, est sommable sur P,.
II, est nul. La variation de / entre deux points quelconques de K =P,
s'obtient par la deuxiéme opération. Cest zéro.

78. Observons que f est doublement nulle relativement a K, et
en particulier au couple («, b). Neus désignerons par f,(K, Q, A, u)
la fonction f ramenée au coefficient 1 de double nullité relativement
A (a, b). La dérivée de f, est nulle sur le noyau Q (sauf éventuel-
lement en une exception dénombrable de points de non-sommabilité
de /) sur Q). K et Q contiennent a et b. Ajoutons & Q une fonction du
type G(A, B, Q) déterminée par Q et par deux valeurs quelconques A,
B, attribuées 2 G en @ et b. La somme 4 /,+ G =F,(K, Q, A, u, A, B),
partout dérivable, a sur Q une dérivée nulle, sauf éventuellement sur
I'ensemble dénombrable des points de II étrangers & K. De plus,
(r—a)*(b—z)?

(b—a)
point figuratif de F, est donc compris dans le rectangle obtenu en éle-
vant et en abaissant de (b — @)*, respectivement les cotés supérieur
et inférieur du rectangle de diagonale AB et de cotés paralléles aux

41f.] étant inférieur a 4 est moindre que (b — a)*. Le
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axes. F, posside toutes les propriétés énumérées de /., sauf la double
nullité sur K, laquelle est remplacée par la faculté avantageuse de
prendre en a et b deux valeurs quelconques, le point représentatif
de F, restant de plus compris dans des limites remarquables.

En résumé, la dérivée @, de F, posséde desensemblesIl,, P, II,, P..
Elle est nulle sur P,, sauf en une exception dénombrable de points.
P, est novau et dérivé d’ordre u de II,. P,, est le noyau et le dérive
d’ordre minimum A de II,. § étant inférieur & p, les variations absolues
de F, sur les contigus & II? ont une somme divergente aux points
de TI¥*'. Si B’ est inférieur & A, les variations absolues de F, sur les
contigus & II¥ ont une somme divergente aux points de II¥**. Enfin I,
peut prendre en a et b des valeurs données, et la valeur de F, sur «b
ne s’éloigne pas de l'intervalle de ces valeurs de plus de (b — a)*.

79. Nous allons pareillement montrer la possibilité de définir sur
un segment ab une fonction F,, dont la dérivée O, partout existante et
finie, posséde des ensembles g, Pg jusqi’a un ordre donné d’avance o.
inclusivement, F, et @, réalisant de plus les conditions suivantes :

1° @, est nulle sur P, sauf eéventuellement en I’ ensemble dénombrab’e
(et clairsemé) constitué par la réunion des 1lg — Pg, cette notation
désignant I'agrégat des points de IIg étrangers & Pg. Done, @, est
sommable sur P, par suite aussi sur tous les Pg, et ITg, , est simplement
I’'ensemble des points de Pg au voisinage desquels les variations de F,,
(ou totales de @, ) sur les contigus a Pg, font une série non absolument
convergente.

2° Ilg est, dans chaque contigu a Pg, réductible a I’ordre '\ () suscep-
tible d’étre donné pour chaque valeur de 5. (Cet ordre pourrait méme
changer d’un contigu a I’autre, mais nous devons borner la compli-
cation de nos exemples.) De plus, les variations de ¥, ou totales de @,
sur les contigus & 11§ font une série non absolument convergente auvoisi-
nage de tout point de ™, quel que soit p. inferieur a M(B).

3° a et b appartiennent a P, donc & Pg et 4 Ig, quel que soit § infé-
rieur & o.

4° ¥, peut prendre en a et b deux valeurs données d’avance p et ¢
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représentées par deux points A, B, le point figuratif de ¥ étant, soit
dans le rectangle & cotés paralléles aux axes et de diagonale AB, soit
au-dessus ou au-dessous de ce rectangle @ une distance du coté le plus
haut ou le plus bas inférieure & (b — a)*.

Les fonctions F, = F*(K) + G(K, A, B) (n®™ 72 et 75) et
F,=F.,(K, L, A, &, A, B) (n° 78) remplissent respectivement, pour
=1 et o =2, les conditions imposées ci-dessus a F,. Supposons
réalisées les fonctions F,, pour toutes les valeurs de «’ inférieures a «,
et de la passons a la fonction F,.

Nous nous donnons & notre gré I’ensemble parfait Kappelé a jouer le
role de P,, etle nombre fini ou transfini A(«). Nous construisons une
fonction F**(K) dont la dérivée @**(K) admet un ensemble H de
points de non-sommabilité, réductible & 'ordre A(o) dans tout contigu
a K. Et la condition de la divergence, au voisinage de tout point
de H**', des variations de F'*(K) sur les contigus a H¥, est vérifiée
quel que soit p.<<%(a). Rappelons encore que F:*(K) est dou-
blement nulle sur K. Donc, ®*“(K) est nul sur H, sauf peut-étre en
I'ensemble dénombrable H — K.

Dans chaque contigu v¢ & H, nous établissons, comme il a été dit
pour la construction de F,, une division croissante d, tendant
pour n= — o Versy, pour n = - o Vers ¢, satisfaisant aux conditions

drH—l_ 'Zn<(dn—}’)2 et <(a‘“dn—k1)27

et aussia 'hypothése fondamentale que les valeurs de F** aux points o,
suffisent & déterminer, pour toute fonction continue coincidantavec F/'*
en ces points, une variation totale infinie en tous les points de H. Alors
pour toute valeur entiére et positive de p, sur les intervalles d,d,.,,
d_,d_,—,,nous remplacons F*® (K) par des fonctions F, avec o/ =a—1,
si « est de premiére espéce, avec «' = a,, lima,=a, si « est de
deuxiéme espéce, ces fonctions F,. prenant en d., et d.,.,les valeurs
de F**(K). Soit 0,(y,8) la fonction F,, ainsi définie sur d,d,.,, et
soit f la fonction coincidant avec F*¥(K) sur H (et méme aux
points d,), et avec 0,(y, &), sur le segment d,d,,, de y¢. D’apres les
propriétés des fonctions F,,, la courbe représentative de 6,(y, ¢) ne sort
pas a une distance supérieure a (d,.,—d,)* du rectangle de diago-
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nale D,D,.,. Donc fadmet partout une dérivée g, et celle-ci est égale
a @ sur H. D'aprés la définition de fhors de H, f est doublement
rulle sur K, et ¢ admet pour ensembles Ilg, Pg, quel que soit §
inférieur a o, la réunion des mémes ensembles relatifs aux dérivées
des 6,(y, ¢), accrus de leurs points limites, c’est-a-dire accrus de H.

Supposons « de premicre espéce. P,_, est constitué sur chaque
d,d,., par un certain ensemble parfait K,(y, ) contenant d, et d,.,.
P,—, est donc la réunion des K,(y, ¢) et de H.

Etudions les variations w,—, de f sur les contigus & P,—,. II, étant
nul pour 0, (v, o), qui est du type F,—,, les variations w,—, de /=10,(y, %)
dans les contigus & K, (v, ¢) font une série absolument convergente.
De méme, sur un segment o intérieur 4 y8, P,—, coincidant avec la
réunion d'un nombre fini de K, (v, ¢) et favec un nombre fini de 0,(y, <)
relatifs & des champs juxtaposés, sur ce segment o, la série w,_, est
encore absolument convergente. Mais la somme des variations de
0,(y, ¢) sur les contigus & K,(y, ¢) est égale & la variation ¢, de
f="0,(y, 0) sur d,d,.,, puisque la variation de 0, sur K,(y, ¢) ou
o = o0, est nulle. | ¢o,| est donc au plus égal & (d,Ed,.,)|ws ]|, €n
désignant ainsi la somme des variations absolues de fsur les contigus
a P,—,, situés entre d, et d,.,, donc sur les contigus a K,(y, 3). Or,
J coincidant avec F**(K) en d,, ¢, est la variation de F,*(K)
entre d, et d,,,. La série|v,| diverge par hypothese. Doncla série| w,—, |,
convergente sur tout segment sans points communs avec H, diverge
en tous les points de H, qui constitue par suite 'ensemble II, de .

Le noyau K de H est I’ensemble P,. / coincidant avec F2* (K) sur H,
¢ est nulle sur K.

Supposons « de seconde espéce. Soit o un segment quelconque inté-
rieur & ¢, les extrémités de o appartenant i des segments d,d,., dont
les indices ont pour plus grande valeur absolue un certain entier m.
Les ensembles Tlg, Pg relatifs &4 ¢, coincidant sur chaque intervalle
d,d,., avec les ensembles de méme indice relatifs & 0 (v, 2), les
premiers ont des points, sur o, pour toutes les valeurs de § au plus
égales & o, Bt, sur o, les Pg d’indice supérieur & o, sont nuls. Donc,
II, n’a aucun point intérieur a y3. D'ailleurs H fait partie de tous les Py
pour B < «. Done, d’aprés la définition de II,, H coincide avec II,. K,
noyau de H, est P,,.



TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES NON SOMMABLES. 231

Danstous les cas, g est nul sur P,. / est, comme F©* (K), doublement
nulle sur K, et en particulier relativement au couple (a, 0).

Pour passer de /4 une fonction F, représentée en « et b par deux
points A, B, il nous suffit d’ajouter 4 Cf, C étant une constante numeé-
rique choisie telle que Cjf|<<(b— «)*, une fonction G(P,, A, B)
unioscillante, a dérivée nulle sur 'ensemble P, relatif 2 ¢, et possédant
pour points figuratifs extrémes A et B. La somme Cf+ G est une
fonction F, remplissant avec sa dérivée @, toutes les conditions
exigées. En particulier, @, est nul sur P, sauf en un ensemble dénom-
brable de points

(I —=Py) + (I, — Py) +.. .+ (Hg—Pg) +~.. .+ (Il,— Py).

Et alors @,, sommable sur P,, ne pourra cependant étre totalisé que par
une transfinité d’ordre « d’opérations du second type, deux d’entre
elles, de rang B et B + 1, étant séparées par des opérations du troi-
sieme type en transfinité d’ordre A(§ + 1), variable avec  sion le veut.

80. Placons-nous maintenant au second point de vue. Réalisons des
fonctions dérivées ¢ possédant des ensembles g jusqu’a un ordre =«
donné d’avance, avec cette condition que les totales de o dans les
contigus a Pg forment, pour chaque valeur de (3, une série absolument
conpergente (nous les ferons toutes nulles), g, elant donc exclusi-
vement l'ensemble des points de Pg au voisinage desquels o est ron
sommable sur Pg. Donc, ayant calculé la totale de ¢ (ou la variation
d’une primitive f de ¢) dans chaque contigu a Pg, nous obtenons
simplement par une sommation besgienne sur Pg, la variation de /
entre deux points quelconques de Pg dont le segment ne contient
aucun point de Ilg.,.

Nous nous arrangerons en outre pour que les lotales de ¢ dans les
contigus a 1LY fussent une serie divergente au voisinage de tous les points
de T%*', w. allant pour chaque valeur de § jusqu’a un ordre trans-
fini A (B) fixé librement d’avance. Des lors, a partir des variations de /
sur les contigus & Ilg, il nous faudra, pour avoir la variation de fentre
les extrémités d’'un méme contigu & Pg, effectuer une transfinité de
fois d’ordre X (B), la troisieme opération des passages i la limite.

Partons de lafonction F¥'(K) et de sa dérivée @'(K), dont I'ensemble H
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de non-sommabilité a pour noyau K, sur lequel ¥\ est doublement
nulle (72). K et H ont pour extrémités @ et b. Sur tout segment contigu
a K, H est réductible d’ordre 17, le dérivé H étant, sur ce méme con-
tigu, constitué par les extrémités de ce segment. Et les variations
absolues de F*'(K) sur les contigus a H* divergent au voisinage de
tout point de H**', quel que soit p. inférieur 4 A"

Cela posé, nous remplagons F} (K) par une fonetion g, coincidant
avec F¥ sur H et en des points suffisant & déterminer U'intinitude de la
variation totale de F%" au voisinage des points de H, g présentant de
plus ce caractére, que sa dérivée ¢, partout existante et coincidant
avec  sur H, ait des zéros partout denses entre les extrémités a et b
de K (et de H). Comme g, { s’annule en tout point de K. D’autre part,
sur tout segment, g a une variation bornée ou non en méme temps
que f. Donc I’ensemble de non-sommabilité de ¢ est identique a H. La
possibilité de déduire’g de F¥ a été démontrée quelques pages plus
haut (n° 76).

Mais nous savons transformer le segment «b en un ensemble
parfait R, parinsertion d’une certaine infinité d’intervalles u, (2¢Partie,
n°10) en des points a, partout denses sur ab, choisis & notre gré dans
le résiduel des points de continuité de J. Nous prendrons tous les «,
hors de H. L’ensemble R, formé des points non intérieurs a ces inter-
valles, posséde pour mesure b — a et est ainsi disposé que, si / est la
longueur de R entre son extrémité gauche « et un point variable «,

moyennant
G(z)=g(a+1),

G est partout dérivable, et 'on a
G(x)y=g'(a+!l)=14d (a+ ).

Dans les contigus & R, G est constante, la valeur correspondante
de @~/ est I'abscisse sur ab d’un zéro de g’ =1, ce qui est con-
forme a la nullité de G’ dans ce contigu. Il y a correspondance directe
et inverse, uniforme et croissante, entre les points de R et ceux de ab,
sauf pour une infinité dénombrable de points de ab, savoir les points a,,
ou ont été insérés les intervalles u,, et auxquels correspondent indif-
féeremment, sur R, les deux extrémités de u,,.
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Les a, étant étrangers a H, tous les points de H ont sur R des homo-
logues bien déterminés, points de seconde espéce de R, formant un
ensemble fermé H'. L’homologue de K est le noyau K’ de H’. Deux
ensembles correspondants, sur R et sur @b, ont méme mesure, indé-
pendante de la détermination précise du premier, puisque 'ambiguité
de celui-ci n’affecte que des points en infinité dénombrable, sans
influence sur la mesure. Comme, aux points homologues de R et
de ab, les fonctions g et G prennent les mémes valeurs, ainsi que
leurs dérivées, ces dernieres seront en méme temps sommables ou non,
sur deux ensembles homologues.

Sur tout segment sans points communs avec I, {(a+/) est
sommable. Il en estdonc de méme sur I’ensemble homologue, constitué
par une portion de R. Mais sur une portion de R contenant a4 son
intérieur un point de H’, G’(«x) ne peut pas étre sommable, car &
cette portion correspond, sur «b, un segment contenant un point de H,
et sur lequel ¢ est non sommable. Done, H' est I'ecnsemble des points
de non-sommabilité de G’ sur R.

La variation ¢ de G sur R entre deux points quelconques est égale
a lavariation linéaire de G entre ces deux points, puisque les variations
de G sur tous les contigus & R sont nulles. ¢sera donc lavariation de g
entre les points correspondants de ab.

Observons enfin que la distance de deux points  étant supérieure
a celle des deux points a + ! correspondants (I’excées est égal & la
somme des contigus 4 R compris entre les deux points x), G est dou-
blement nulle relativement a K', puisque F¥(K) et g le sont relati-
vement a K.

Ajoutons a G une fonction F*'(R) (n°72). Soit / leur somme. faune
dérivée, puisqu’il en est ainsi de G et de F}'. F% est doublement nulle
sur R, f coincide donc avec G sur R. Dans un contigu a R, / ne difféere
de F’;’(R) que par une constante additive. ¢, dérivée de f, coincide avec G’
sur R, et avec ®*(R) hors de R. L’ensemble des points de non-som-
mabilité de ®*(R) est un ensemble H, de noyau R et réductible d’ordre 2’
dans chaque contigu & R. Les points de I, non agrégés a R, donc
intérieurs & un contigu 4 R, sont des points de non-sommabilité
pour o, qui coincide dans ce contigu avec ®". Donc, 'ensemble II,,
relatif 2 ¢, contient tous les points de H, étrangers i R, puis les points
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limites des précédents, donc R en plus; en résumé II, coincide avec 11,
et P, avec R.

Sur un contigu A R, f ne differe de ¥ que par une constante addi-
tive. Pour calculer la totale de @ sur les contigus & P, =R, a partir
des totales de o sur les contigus  H,, il nous faudra, comme pour @7,
appliquer une transfinité de fois d’ordre A’ la troisieme opération.
G étant constante sur ces contigus et F'(R) étant doublement nul
sur R, la totale de o dans les contigus a R sera trouvée ¢gale a zéro.

R constitue P,. Dans les contigus & P, les totales de ¢ forment une
séric absolument convergente, puisque tous les termes en sont nuls.
II, sera donc, s’il existe, 'ensemble des points de non-sommabilité
de o sur R. Mais sur R, o coincide avec G'. I, est donc II’, et P, noyau
de II, est K'.

Nous avons la totale de o sur un segment ;j sans points communs
avec H'=1I,, par la sommation hesgienne de z sur la portion
de R =P, située sur ce segment. o coincidant avec G“ sur R, et G’
étant nul hors de R, nous trouvons pour résultat la variation de G sur
le segment J, ou celle de g sur le segment homologue de @b. Nous
obtenons alors par un passage & la limite, la totale de ¢ sur un inter-
valle contigu & H'=11,, égale a la variation de g sur le contigu homo-
logue & H, donc & la variation de F2"(K) sur ce dernier intervalle.

Pour passer & la totale de o sur les contigus & K= P,, nous devons
donc cffectuer les mémes opérations que pour passer des totales de
@"'(K) trouvées sur les contigus & H, aux totales de cette méme fonc-
tion sur les contigus & K. Ceci nécessite 'emploi de la troisiéme
opération, une transfinité de fois d’ordre A".

Les totales de ¢ calculées sur les contigus & K'= P, sont trouvées
nulles. » étant nul sur K’, le calcul totalisant est achevé. 11, et P, sont
inexistants.

81. Rappelons que f est doublement nul sur K, donc a fortiort,
relativement au couple des points extrémes de K. On peut rendre égal
4 un le coefficient de nullité de /. Soit G,(a, b) la fonction obtenue.
Conservant toutes les notations de la page 232, nous disposons une
fonction G,(u) sur chacun des contigusu 4 R, et dé¢finissons une fonce-
tion f égale & G sur R, et & G,(u)+ G sur «, ot G esl constant. La
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dérivée ¢ de f admettra R dans son ensemble P,, donc possédera W'
et K’ pour ensembles 11, et P,. Dans les contigus aux ensembles P, et
P, de 9, qui sont tous des contigus aux P, et P, relatifs aux G, (),
J a, comme les G,, une variation nulle.

II, est uniquement ’ensemble des points de P, ot la dérivée o de 7
est non sommable sur P,, comme II, est I'ensemble des points de non-
sommabilité de o sur P,.

De plus, pour passer des (otales de ¢ sur les contigus a II,, IT,
ou II,, respectivement aux totales de o sur les contigus a P,, P, ou P,,
il faut employer la troisicme opération des transfinités de fois 2.,
Ay ou Ay, qu'il est enticrement loisible de choisir d’avance.

Supposons généralement définie sur ab, pour toutes les valeurs de v
inférieures & un nombre « donné, une fonction g,(a, &) dont la
dérivée 4., (a, b) posséde des ensembles IIg, Pg pour tous les indices au
plus égaux & v, avec ces conditions que : 1° la variation de g, dans
tout contigu a Vg est nulle, donc 1lg,, est uniguement ['ensemble des
points de Pg ot b, n’est pas sommable; 2° les extrémités de P, coincident
avec a et b, et g, est doublement nulle de coefficient 1 relativement 4 P, ;
3° les totales de b, sur les contigus & Il une fois calculées, il faut,
pour passer aux (otales de {, sur les contigus a Pg, employer (68, 72)
une transfinité de fois d’ordre \(B) la troisiéme opération, \(B) pouvant
étre choisi & volonté pour toutes les valeurs de  au plus égales a v.

Passons maintenant a g,.. Nous considérons la fonction G construite
i la page 232 pour la valeur particuliére A" = A (a).

Si e estde premiére espéce, sur chaque intervalle z contigu & R, nous
construisons une fonction g,—,(z). Une fonction égale 2 G sur R, et a
G-+ g, (1) sur u, est, & un facteur numérique preés supérieur a i, une
fonction g.

Si e est de deuxiéme espéce, soit «, une suite tendant vers o. Nous
placons sur« une fonction g, (), p étant choisi égal 4 lavaleur, dune
unité prés, de U'inverse de la distance de wa H'. De cette facon, les
indices o, utilisés sont en nombre fini au voisinage de tout point de R
étranger & H’ (la dérivée de G est sommable autour d’un tel point), et
en infinité au voisinage de tout point de H'. g, égal & G sur R et
A gy (u)—+ G sur w, posséde visiblement une dérivée ¢; et les
ensembles Tl5 ou Pg, relatifs & ¢ pour les diverses valeurs de {3 infé-
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- rieures & «, ont en commun les points de H' et ceux-la seulement.
H’ est donc TI, et K'=P,. Le lecteur s’assurera sans peine que la
fonction g est, & un coefficient numérique preés, une fonction g, sur le
segment ab des points extrémes de K.

82. Nous avons donc obtenu séparément des fonctions dérivées ¢
admettant des ensembles caractéristiques IIs, Pg jusqu’a un ordre
transfini loisiblement donné .; 9 étant, dans le premier cas, sommable
sur P, et par suite sur Pg quel que soit § <, mais ayant sur les con-
tigus & Pg des totales dont la série des valeurs absolues n’est point
convergente, IIg,, étant 'ensemble de leurs points de divergence.
Dans le second cas, les totales de o sur les contigus & Pg forment
toujours une série absolument convergente, mais ¢ est non soramable
sur Pg, précisément au voisinage des points de I, ,.

On déduira sans peine de la desfonctions ¢ pour lesquellesles points
de ITg,., seront agrégés a ce dernier ensemble pour une seule des deux
causes ci-dessus, tantot I'une, tantot I'autre, ou pour les deux simul-
tanément, les modalités de la détermination des Iy étant assignables
4 volonté d’avance (vour la note de la page 207). On aura de plus,
pour chaque valeur de 3, la faculté de choisir I'ordre A(B) de la
transfinité d’opérations du troisiéme type, nécessaires pour passer
des totales de ¢ sur les contigus & IIg aux totales de g sur les
contigus a Pg.

Je n’insiste pas davantage sur la réalisation de ces fonctions ¢, des
explications complétes exigeant une profusion de détails, beaucoup
plus faite pour obscurcir le sujet que pour en éclairer les conclusions,
dont la vérité ne saurait faire de doute, aprés les exemples construits
dans les deux cas fondamentaux étudiés. En résumé, la recherche des
fonctions primitives, principale application du calcul totalisant, ne
comporte, pour ’'ensemble des dérivées servant de données i ce caleul,
aucune limitation possible aux ordres transfinis jusqu’oti les opérations
doivent étre répétées, d’aprés la théorie générale de la totalisation.
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