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MEMOIRE

SUR LA

THÉORIE DES LIAISONS FINIES
UNILATÉRALES,

PAU M. ÉTONNE DELASSUS.

^QM

Les liaisons unilatérales sont une de ces choses banales que l'on
rencontre à chaque pas, même dans les problèmes les plus simples de
Mécanique, et présentant cette singularité que, malgré qu 'une théorie
complète n'en soit exposée nulle part, à ma connaissance du moins,
chacun traite néanmoins sans diff icul té toutes les ques t ions qui se
posent à ce propos.

On se trouve là en présence de choses siévidentes que la théorie n'en
existe même pas ! Pourquoi l 'exposer? Pourquoi la formuler? Pour-
quoi même en parler? C'est ce que l'on pourrait appeler « une théorie
impl ic i te ».

M. Appell (1) s'est occupé des liaisons uni latérales mais s'est borné
à considérer l 'équilibre d'un système pour condenser, en un principe
analogue à celui des travaux vir tuels , les cond i t i ons d 'équilibre

( 1 ) APPELL, Lernm de Mécanique rationnelle^ 3e édition, l. I, p. 9.77.
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données par la théorie i m p l i c i t e dont nous parlons. Ce n'est pas une
théorie nouvelle, c'est une application ou un changement de forme de
la théorie courante.

Essayons de formuler d 'une façon précise celle théorie.
On part d'un fait expérimental incontes table : Lorsqu'il y a un seul

contact unilatérale ce contact persiste ou cesse suivant que la réaction
normale est dirigée du coté libre ou du côté opposé ou;, par abréviation^
suivant que la réaction normale est positive on négative. C'est ce que
l'on peut appeler « la loi du contact unique ».

Généra l i san t alors sans recourir à aucun fait expér imental on con-
sidère comme « évident )) que, si la liaison finie unilatérale est réalisée
par des contacts non surabondants^ chacun d ' e u x , au. point de vue de sa
persistance ou de sa cessation^ suit la loi du contact unique indépen-
damment des autres contacts, c'est-à-dire persiste ou cesse suivant que sa.
réaction partielle est positive ou négative.

La théorie donne ainsi une réponse complète et précise dans tous
les cas qui- peuvent se présenter pour les l i a i sons u n i l a t é r a l e s non
surabondantes .

SI la liaison est surabondante^ on admet que la liaison iolale persi\'t(^
par application de ta loi du contact unique^ si l ) indétermination dyna-
mique qui porte sur les réactions des conlacif! permet de concevoir ces
réactions partielles comme étant ioutes positives.

Si cette condition n'est pas réalisée, on admet que le contact total
ne persiste pas ; mais la théorie reste mue t t e sur la ques t ion de la dé te r -
mina t ion des contacts qui pe rs i s t en t et de ceux q u i cessent.

La théorie courante ne d o n n e pas alors une réponse complè te d a n s
tous les cas; elle présente là u n e lacune. Mais il y a p l u s .

On part d 'un pr inc ipe expérimental exact, on f a i t u n e généra l i -
sa t ion « év iden te » et cependant i l n'est pas nécessaire de chercher
des exemples bien compliqués pour m o n t r e r qu'on est c o n d u i t p a r f o i s
a des résultats man i f e s t emen t contra i res a l 'expérience la p lus
grossière.

Dans u n plan vertical, considérons u n angle aigu (^0(^ réalisé
matériellement et placé comme l ' i n d i q u e la figure i , c'est-à-dire situé
tout ent ier au-dessous de l 'horizontale de 0 et d 'un même côté de la
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verticale de ce po in t . Imaginons une molécule pesante placée à
l ' in té r ieur de l 'angle et tenue immobi le en 0.

Si nous la lâchons, nous constatons expér imenta lement qu'elle va
suivre le côté G, , au t rement d i t , le contact Ci va persister et le con-
tact C^ va cesser.

Or si nous cherchons les deux réact ions N < , N^, n o u s constatons
qu'elles sont toutes deux négatives de sorte que la théorie i nd ique la
cessation des deux contacts, c'est-à-dire la product ion du mouvement
de la molécule ne subissant aucune l i a i s o n et, sans même invoquer le
mouvement vrai constaté expé r imen ta l emen t , nous voyons là un

FÏS. 2.

résultat faux car le mouvement libre aurait l ieu suivant la vert icale
descendante 0V c'est-à-dire en dehors de l 'angle dont la molécule ne
peut franchir les f ront ières . On peut d i re que la théorie c o n d u i t à un
mouvemen t qui n 'est pas possible.

Reprenons le même exemple en supposant (//^. 2) l 'angle Ci OC.
obtus et traversé s imul lanénien t par l 'horizontale et la verticale des-
cendante issues de 0. E x p é r i m e n t a l e m e n t , on constate que la molécule,
é t an t lâchée en 0, prendra le mouvement de chute verticale, c'est-à-dire
que les deux contacts vont cesser s i m u l t a n é m e n t .

Si l 'on appl ique la théorie on a la réaction N, positive et la réac-
tion N, négat ive ; donc le contact C, doit persister et le contac te^ doi t
cesser ; a u t r e m e n t dit , le p o i n t d o i t prendre le mouvement sur C , . L à ,

r l ^n . Éc. .-Vo/-///., (J) , XXXIV. — AVRIL 1 9 1 7 . ï3
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encore, la théorie donne im résul tat en con t r ad ic t ion avec l'expé-
rience.

Ces deux exemples é lémenta i res suff isent pour m o n t r e r que la loi
du con tac t u n i q u e n 'est pas a p p l i c a b l e au cas des contacts m u l t i p l e s
et par conséquent que la théorie « imp l i c i t e » est à rejeter .

Il est toutefois curieux de faire remarquer que cette théor ie fausse
conduit, dans la grande généralité des cas, à des résultats exacts. Cela
t i en t , d 'une part, à ce que, dans cer ta ins cas, les r é s u l t a t s qu'elle
f o u r n i t coïncident avec ceux que l'on dédui t de la théorie exacte et,
d'autre part , à ce que, par suite de la façon don t les ques t ions se
posent, on se trouve généra lement dans ces cas spéciaux. C'est a i n s i
que la condit ion de persistance de la liaison totale, f o r m u l é e par
M,. Appell, est exacte et sera retrouvée dans le cours de ce Mé-
moire.

Dans un livre récent (1), j ' a i esquissé une théorie des l i a i s o n s f i n i e s
uni la térales basée sur l 'élude du mouvement q u e p r e n d le système
quand il qui t te tout ou. part ie de la l ia ison u n i l a t é r a l e considérée .
Cette théorie, succ in tement exposée, é t a i t sujette a des cri t iques
justifiées et appelai t de nouvelles recherches pour é luc ide r ce r t a in s
points.

La critique fondamenta le est re la t ive à la d é f i n i t i o n de r i r r éduc t i -
bilité d 'une l iaison un i la té ra le . On peut contester cette d é f i n i t i o n
analytique comme ne correspondant à aucun fa i t physique. J 'a i donc
abandonné complè tement ce point de vue pour en p r e n d r e u n a u t r e
plus expér imental et conduisant d ' a i l l eurs au même résu l ta t .

Certaines théories, comme celle des mouvemen t s avec f ro t t emen t
de glissement, peuvent d o n n e r naissance à des i m p o s s i b i l i t é s ou à
des indé t e rmina t ions . La théorie des l i a i sons u n i l a t é r a l e s , ( e l l e que
je l 'exposais,donnait des c o n d i t i o n s de p roduc t i on e f f e c t i v e des d i f -
férents mouvements sur tout ou part ie de la l ia i son , ma i s ne m o n t r < n t
pas qu ' i l y avait toujours un et un seul de ces groupes de c o n d i t i o n s
qui fût réalisé. On pouvai t donc admettre a priori^ p u i s q u ' i l s 'agit de
choisir entre un cer ta in nombre de mouvements ce lui q u i s a t i s f a i t a
certaines condi t ions, que l'on pouvait , là aussi , ê t re c o n d u i t à l ' impos"

( 1 ) DELASSL'S. Leçons sur la dfnam'Kfue das ^ternes matériels^ p. 228,
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s i b i l i t é ou à l ' indé te rmina t ion . C'étai t une question fondamentale
d o n t .1 ' é t. n de s ' i m posai t..

La théorie que j'expose ac tue l l emen t part toujours de la même idée,
c'est-à-dire de l ' é tude des mouvements réduits ayant lieu sur une
par t ie de la l ia ison totale. L'étude des équations de discontinuité qui
s ' in t roduisent alors conduit à une forme quadrat ique homogène W
déf in ie et positive, c'est-à-dire analogue à une force vive, et que, pour
cette raison, j 'appelle force vive de (a liaison unilatérale. Cette force
vive donne naissance à une t ransformat ion W jouan t un rôle fonda-
mental et décomposant l'espace en régions remplissant tout l'espace
sans se superposer : ce sont ces régions qui dé f in i ron t u l tér ieurement
les d ivers cas de r é d u c t i o n et c'est leur propriété ind iquée qui mon-
trera qu' i l n'y a j a m a i s i m p o s s i b i l i t é ou i n d é t e r m i n a t i o n .

Dans le cas d ' u n e l ia ison u n i l a t é r a l e s imple , on a à choisir entre
deux mouvements don t l 'un est le mowement réduiL- Ce dernier peut
être impossible d y n a m i q u e m e n t ou être possible et, dans ce dernier
cas, il se produit e f fec t ivement , c'est un fait expér imenta l ; on a donc
la no t ion précise de l ia ison un i l a t é ra le simple i r réduct ib le .

Passant aux liaisons uni la té ra les doubles et é tudiant les mouvements
réduits, on peut leur app l iquer ce qu i précède puisqu' i ls on t l i eu sur
des l ia isons un i l a té ra les simples ou nulles et l'on trouve, comme
conséquence de la t ransformat ion W, qu'il y a zéro ou un mouvement
rédui t d y n a m i q u e m e n t possible; s'il y en a un , c'est lu i qui se produi t
(fait expér imenta l ) . On a alors la notion de liaison unilatérale double
ir réduct ib le .

On peut con t inuer de proche en proche indé f in imen t . La loi «zéro
ou un » pour le nombre des mouvements réduits possibles se vérifiera
toujours et toujours aussi on retrouvera la même d é f i n i t i o n de l 'irré-
duc t ib i l i t é .

Cette marche de proche en proche fournit donc un raisonnement
rigoureux, met bien en évidence les faits expér imentaux invoqués et,
grâce a la t ransformat ion W, donne la défini t ion précise des diffé-
rentes régions de réduction et montre toujours qu ' i l ne peut y avoir
n i imposs ib i l i t é n i i ndé te rmina t ion .

Pour fac i l i t e r la lecture du Mémoire, j 'ai cru utile de ne pas inter-
rompre le développement des idées par des renvois à mon Livre déjà
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cité et, par conséquent, de reprodui re quelques f r agments non iné"
dits. De cette façon le lecteur a une exposi t ion d 'ensemble de la
théorie des liaisons f in ies uni la térales .

Je ferai remarquer en outre que je me suis borné au cas des l i a i s o n s
simples, doubles ou tr iples, qui sont celles que l 'on rencontre prati-
quement , mais que la théorie ne s'arrête pas là et qu 'en employant le
langage et les notat ions de la géométrie à n d imens ions on pourrait
aisément poursuivre le ra i sonnement jusqu 'à des l i a i sons /^-uples. Je
n'ai pas jugé nécessaire de pousser l 'exposi t ion j u s q u e - l a ; i l su f f i ! de
savoir que c'est possible et cela sera, admis sans d i f f i c u l t é par le
lecteur ayant suivi a t tent ivement l 'étude des l ia isons s imples , doubles
et triples.

PREMIÈRE PARTIE.
GEÎNEÏULITÉS ET NOTIONS PRÉLiMINAH'IES.

I. — Les liaisons unilatérales.

1. Le côté positif d'une liaison.— Lorsqu/un système matériel d é f i n i
par des paramètres y est assujetti à suivre ime' l ia ison, les va r i a t i ons
virtuelles CD des q sont assujetties à vér i f ier certaines é q u a t i o n s l iné-
aires et homogènes

9 i (co ) ==o, ^ î ( w ) ==o, . . . ,

dont le nombre peut être f i n i ou i n f i n i . Il est inf in i , par exemple,
dans le cas d'un solide en contact avec un plan par toute une face
plane. ! , , ' ! ! !
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Ces équations peuvent ne pas être distinctes- Les fonct ions o sont alors
des combinaisons linéaires et homogènes d'un certain nombre d'entre
elles que nous désignerons par

AI, X.2. " " ) A/,'

et qui suffisent pour définir tous les déplacements virtuels sur la
liaison.

S'il n'y a pas d'autres équations que les équations X, la liaison n'est
pas surabondante. S'il y a d'autres équations, qui sont nécessairement
de la forme

2^=o,
la liaison est dite surabondante. Le problème de dynamique consistant
en l'étude du mouvement sur la liaison n 'ut i l i se que les déplacements
virtuels sur la liaison, c'est-à-dire seulement les équat ions X, donc ne
tient pas compte du fait que la liaison est surabondante ou non.

Dans tous les cas, la liaison considérée sera dite simple, double,
triple, ... suivant que ^'aura l 'une des valeurs i , 2, 3, ....

Il arrive fréquemment que la l iaison est réalisée de façon à permettre
non seulement les déplacements virtuels annu lan t toutes les fonc-
tions ç, mais aussi tous ceux qui donnent aux diverses fonctions ç des
signes déterminés. En changeant au besoin le signe de certaines
fonctions y, la réalisation de la liaison permet tous les déplacements
virtuels satisfaisant à

cpi(co)^o, 92 (^ )^0 ,

La liaison sera alors dite unilatérale et l 'ensemble des déplacements
virtuels que nous venons de déf inir consti tuera le côté posai/de la
liaison.

De ce que les équations
9i(co)=o, ® 2 ( û L » ) = o ,

sont des conséquences de
Xi == o, Xa==o, . . . , X^== o

ne résulte pas que toutes les inégalités
Cp(ûô) ̂ 0
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soient des conséquences des inégal i tés

X ( o ) ) , o ;

donc les inégalités ne pourront pas se réduire en général aux i iné-
galités relatives aux X, elles se réduiront a un nombre plus considé-
rable, de sorte que le f a i t que la l iaison est s u r a b o n d a n t e in te rv iendra
effectivement dans la défini t ion du côté posit if de la l i a i s o n .

Dans le cas de la l ia ison simple non surabondante , i l n'y a qu 'une
seule équation

© ( (,) ) == 0

et au côté positif défini par
9 ( G) ) ̂  o

correspond, par exclusion, un côté négatif défini par
cp(c»))^o.

Si, comme nous le supposerons toujours dans ce Mémoire, la liaison
est une liaison finie, elle peut être considérée comme étant const i tuée
par la réunion des l i a i sons simples dont chacune est caractérisée par
une des fonct ions y et possède, à la fois, un côté positif et u n côté
négatif.

Le côté positif de la l i a i son totale sera alors la partie c o m m u n e aux
côtés positifs des l iaisons simples en lesquelles elle se décompose.

2. Représentation géométrique d'une liaison. : i° Cas de la liaison
simple. — On a ?= i ; les inégalités de définition du côté positif sont,
au moyen de X,

X^o , À X ^ o , ^X^o,

Pour pouvoir être compatibles, c'est-à-dire pour avoir un côté
positif, il faut que A, p.,... soient des coefficients positifs et alors elles
se réduisent à l 'unique inégalité

X>o.
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Si le déplacement œ,, 0)3, ... se représente par le point d'abscisse
X(ûûi, COâ, . . .),

porté sur un axe, on peut dire que le côté positif de la liaison est
représenté par une demi-droite qui est la partie positive de l'axe
des X.

2° Cas de la liaison double. -— On a /= 2, donc deux fonctions X
que, pour prendre les notations des coordonnées cartésiennes, nous
appellerons X, Y. Les inégalités de définition du côté positif sont

X^o,
Y^o ,

^X-4-p. iY^o,
X^X+^Y^o ,

Si l'on représente le déplacement co^ , ci)^, ... pa r l e point de coor-
données

X(c0i, û:>2, . . .), Y(C.:»I, ÛJa, . . .),

on aura donc à considérer les droites

X==o, Y==o, ^X-}-^Y=:o,

qui représentent les liaisons simples composantes, et à chercher la
portion commune aux côtés positifs de ces droites. Ou bien cette por-
tion commune n'existe pas et il n'y a pas de côté positif de la liaison,
ou bien elle existe et est l ' intérieur d'un angle au sens géométrique
du mot, c'est-à-dire moindre que deux droits et que , pour cette raison
et parce que nous aurons constamment à faire cette distinction dans
la suite, nous appellerons « angle convexe ». Cet angle sera l imi té
par deux des droites représentatives des fonctions ç et aucune des
droi tes o ne traversera son intér ieur . C'est l ' i n t é r i eu r de cet angle
convexe qui représentera le côté positif de la l ia ison double.

3° Cas de la liaison triple. — On a i = 3, donc trois fonctions X que
nous-désignerons par X, Y, Z. Les inégali tés de .défini t ion du côté
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X^o , Y^o, Z^o ,
A i X - h ^ Y + V i Z ^ o ,
LX+^Y+^Z^o,

S'il y a un côté posi t i f , elles sont compatibles et l'on est ramené à
chercher la partie commune aux côtés posi t i fs des plans qui repré-
sentent les liaisons simples composantes. Cette région est l i m i t é e par
un certain nombre de ces plans et est tout en t i è re d 'un même coté par
rapport à chacun d 'eux; c'est donc l ' in té r ieur d'un angle polyèdre
convexe, lequel ne sera traversé par aucun des plans représentat i fs
des diverses fonct ions ^.i

Le côté positif de la liaison est donc représenté par l ' in té r ieur d 'un
angle polyèdre convexe issu de l 'origine.

Dans le cas où la liaison est surabondante et représentée par une
inf in i té de fonctions y, il peut arriver que l 'angle polyèdre ait une
inimité de faces, c'est-à-dire soit l i m i t é en part ie par l 'enveloppe
d'un plan dépendant d 'un paramètre. Il sera alors l i m i t é en par t ie par
des faces planes et en partie par des faces con iques . Par exemple, si
l'on prend un so l ide en contact avec un plan par une face p iano ,
l'angle polyèdre figuratif sera un cône si la face est l imitée par u n e
courbe convexe, et sera un angle polyèdre à faces p lanes et faces
coniques si la face est un polygone à côtés rect i l ignes et côtés curvi-
lignes. En tous cas, d'après sa formation même, l 'angle polyèdre sera
tout entier d'un même côté de chaque face plane et du même côté de
chaque plan tangent à toute face courbe, donc sera toujours convexe.

Nous n'irons pas plus loin dans cette représentat ion, la, général i-
sation dans le cas de

^•>A
se faisant sans difficulté dans l'espace à i d imensions .

3. Liaisons réduites. — Soient

/i(ç^)=o, /2(<y, / )=o,

les équations finies en nombre fini ou infini qui définissent la liaison
unilatérale.
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Faisons mouvoir le système sur la liaison et à un certain moment ^
modifions le mouvement de façon qu'il n'ait plus lieu sur la liaison.
Avant l ' instant ï^ les fonc t ions / son t constamment nulles; à partir
de l ' ins tant / , , puisque le système ne suit plus la l iaison, c'est que les
fonct ions / ne sont plus toutes nulles et, comme la réalisation maté-
rielle de la liaison est unilatérale, c'est-à-dire constituée par des
obstacles infranchissables, aucune fonction y ne peut devenir néga-
tive de sorte que, f inalement , dans le mouvement à partir de l'ins-
tanUi, certaines fonctions/continuent à être nulles tandis que toutes
les autres deviennent positives.

Pour un intervalle de temps dt suivant ^ on aura donc

d/\ ==o, . . ., df/t = o, df/^i > Oî " dff^_ > o- • • • -

Soient E , , ^, ..., ^ les valeurs de r/y,, ..., dq,, correspondant à ce
mouvement inf iniment , petit.

Considérons le mouvement primitif que l'on aurait continué sur la
liaison au delà de l ' instant ^ ; pour le même intervalle de temps dt
commençant à t^ on aurait, eu, dans ce mouvement,

dfi -=o, . . ., df/t = o, df/^i -= o, dfi^ =o, ....

Soient Y] , , yja, ..., r\n les valeurs de dq^ ..., dq^ dans ce mouvement
infiniment peti t . Considérons le déplacement virtuel

ûôi==£i---/li, • .... ^n=^î,—^n9,

d'après les équations précédentes on aura

ç i ( û L > ) = o , . . . , <p/ , (co)=o. cp/^i(co)>o, ©/^(o)) >o, ...,

de sorte que le mouvement modifié se fait sur une liaison définie par
une partie seulement

/ i ( ^ , ^ ) = = o , . . . , ff,{q,t}-=o,

des équations de la liaison primitive avec la condition que les équa-
tions

?i(ûo)==o, ..., cp/,(co)=o
Ânn. Éc. Norm., (3), XXXIV. — AVRIL 1917. l4



Iô6 ÉT1ENINE DELASSUS.

soient, compatibles avec les inégalités

o /^ i (G .> )>o , 9 / ,+a(co)>o, . . . .

Toute liaison a ins i obtenue sera, par rapport à la l i a i son considérée,
une liaison réduite.

Le problème de la recherche des l i a i sons rédui tes possède tou jour s
une solution bien s imple v is ib le dans le cas général : c'est celle q u i
correspond à

h r= 0

il n'y a alors aucune égalité et les inégali tés, q u i sont celles de la l ia i son
totale, sont compatibles par hypothèse. Le système cesse le contact
avec toutes les liaisons simples composantes; nous d i r o n s que c'est la
réduction a la l i a i son n u l l e ou encore la réduction totale.

i° Cas de la liaison simple. — 11 ne peut y avoi r que la l i a i son
réduite nulle , laquelle existe toujours.

iî° Cas de la liaison double. -- II y a la l iaison rédui te nu l le et i l
s'agit de chercher les l iaisons rédui tes simples.

Une telle l iaison sera représentée par une des droites o avec la con-
dition qu'il y ait sur cette droite des poin ts q u i soient du côté posi t i f
de toutes les autres droites 9, c'est-à-dire qui ne so ien t pas en dehors
de l'angle convexe représentant la l ia ison. Or toutes les droi tes o
passent à l 'extérieur de cet angle sauf les deux qui en f o r m e n t les côtés
et ces derniers satisfont b ien à'ia cond i t i on de sorte que : les l i a i s o n s
réduites simples sont celles q u i sont représentées par les côtés de
l'angle figuratif de la liaison double considérée.

Dans la plupart des cas, il est i n u t i l e de passer par la cons idéra t ion
de l'angle figuratif .

Si la liaison double n'est pas surabondante et est déf in ie par

/i(</^) =o, Mq,t} =0,

les deux liaisons réduites simples seront man i fes t ement

/i(^)=o
et , , , . .

/2 (y ,^ )==Ô.
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Considérons encore une plaque verticale en contact avec une hori-
zontale fixe par deux segments rectilignes qui peuvent être du même

Fig. 3.

A B C D

côté ou de part et d'autre. Il s'agit de chercher des déplacements vir-
tuels du côté posit if de la l iaison totale et conservant le contact d'un
seul point entre A et B ou entre C et D.

On volt i m m é d i a t e m e n t qu'on ne peut satisfaire à ces condit ions
qu'au moyen de ro ta t ions convenables au tour des deux points A et D,
de sorte que les deux liaisons réduites simples sont définies : la pre-
mière par l 'ob l iga t ion , imposée au point A, de rester sur l 'horizontale;
la deuxième, par la même obligation pour le poin t D.

3° Cas de la liaison triple. — II v a alors la l ia ison réduite mille,
des l i a i sons réduites s imples et des liaisons r édu i t e s doubles.

Pour avo i r u n e liaison r édu i t e s imple , i l faut prendre u n plan figu-
rat i f d 'une fonct ion ç et possédant des points non extér ieurs à l'angle
polyèdre f igurat i f , ces points n 'étant assujett is à aucune autre équa-
t ion , sans quoi les déplacements auraient, lieu sur une liaison double
composée avec o et u n e aut re équation. Il résul te de la formation de
l'angle polyèdre figuratif que les seuls p l a n s ç répondant à la quest ion
sont ceux qui forment les faces p lanes de l'angle polyèdre.

On a exclu les plans y qui peuvent exister et passent par une arête
de l 'angle polyèdre parce que les déplacements vir tuels dans y et non
extér ieurs à l 'angle polyèdre sont assujettis à l ' équa t ion cp et à une
autre équa t ion , ce l le d'un autre p l a n passant par l'arête. Le. raisonne-
ment n'est plus valable si o est un plan tangent à u n e face conique,
car les déplacements i n f i n i m e n t pet i ts en dehors de l'arête sont encore
dans ^ puisque ce p lan est tangent . En réalité, on a u n e l iaison réduite
s 'exprimant par le fai t que les déplacements vir tuels correspondants
sont représentés par des poin ts dans le plan tangent à la face
conique .
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En résumé, les l iaisons réduites simples sont fournies par les facesy
planes ou coniques, de l'angle polyèdre figuratif de la liaison.

Pour avoir une l iaison réduite double, il faut prendre deux plans y
dont l ' intersect ion possède des points non extérieurs à l'angle polyèdre
figuratif. On voit immédia temen t qu'i l faut prendre les deux plans 9 '
formant deux faces consécutives. Le ra i sonnement semble s'appliquer
à l ' intersection des deux faces consécutives i n f i n i m e n t petites, c'est-
à-dire à une génératrice d'une face courbe; mais, par su i te de la conti-
nuité entre les génératrices successives, on a ainsi une l i a i s o n double,
mais dépendant d'un paramètre arbitraire, c'est-à-dire, par l 'é l imi-
nation de ce paramètre, une seule équation entre les o>, donc, en défi-
nitive, une l iaison simple.

Les liaisons réduites doubles sont donc fourn ies pa r l e s arêtes de
Fangle polyèdre figuratif en y comprenant celles qui r éun i s sen t une
face plane et une face conique ou deux faces coniques, pourvu que ce
soient de véritables arêtes, c'est-à-dire que les deux faces ne se rac-
cordent pas.

Comme dans le cas des liaisons doubles, i l est souvent i nu t i l e de
passer par la considération de l'angle polyèdre f igura t i f .

Si la liaison n'est pas surabondante et est déf inie par

/l(<^)=0, /s(^)=:0, / ' , ( € / , Q-=0,

on aura immédia tement les trois liaisons réduites doubles

/,==<)
/,=o

/2=0

^=0

y^o
y,=o

et les trois liaisons réduites simples

/1==0, /2==0, /3=0.

Considérons un solide posé sur un plan hor izontal H par une face
plane B. Tout déplacement virtuel peut , réduit en un point convenable
de H, se décomposer en une t rans la t ion dans H, u n e rotation perpen-
diculaire à H et une rotation autour d'un axe A situé dans IL C'est
cette dernière seule qui fourni t -un déplacement vi r tuel en dehors de
la liaison considérée. Il f au t , pour avoir les liaisons réduites doubles
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chercher les rotations A conservant le contact de deux points de B et
donnant à tous les autres points de B des déplacements verticaux au-
dessus de H. Il faut donc chercher les droites A passant par deux
points de B et laissant tous les points de B d'un même côté; on est
ainsi conduit à la formation de la base de sustentation B\ laquelle peut
avoir des côtés courbes et les liaisons réduites doubles s'obtiennent
en conservant le contact de deux sommets consécutifs de cette base de
sustentation, ces deux sommets étant les extrémités d'un côté recti-
ligne.

Pour avoir les liaisons réduites simples, il suffît de chercher les
rotations A dans les mêmes conditions, mais ne conservant que le con-
tact d 'un seul point deB. Elles sont données par les droites A exté-
rieures à B7 et passant par un de ses sommets ou tangentes à un de ses
côtés courbes.

Si, par exemple, la face B est limitée par une courbe -convexe,
B' coïncidera avec B et il n'y aura pas de liaisons réduites doubles.

Si le solide est en contact avec la face supérieure de H par une
face B et avec la face inférieure par une face B, en prolongement plan
de B, il faut chercher les droites A passant par deux ou un point de B
et B< et laissant B tout entière d'un côté et B< tout entière de l'autre
côté. On est alors conduit à la notion de base de sustentation formée
au moyen de B et Bi comme l'indique la figure.

Fig. 4.

,<̂ 1̂.-̂ N^̂
^^^^y.';-

Cette base se compose d'une partie supérieure B' et d'une partie
inférieure B', s'étendant toutes deux à l'infini et l 'une étant le prolon-
gement de l'autre au travers de la droite de l ' i n f i n i .

Les liaisons réduites doubles fournies par les côtés de B qui appar-
t iennent à B' ne conservent le contact d'aucun point de B,i ; celles qui
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sont fournies par les côtés de B, appar tenant à îi\ ne conservent le
contact d 'aucun po in t de B. Enfin il y a deux l ia i sons rédui tes doubles
conservant le contact d'un sommet de B el d ' u n sommet de B< : ce sont
celles qui sont fournies par ce que l 'on pourra i t appe l e r les deux tan-
gentes communes intérieures à B et B( qui fo rmen t les côtés i n f i n i s
d e B ' e t B , .

Quant aux liaisons réduites s imples , elles seront encore f o u r n i e s
par les sommets de B' et B^.

Ces résu l ta t s é t a i e n t i n tu i t i f s en pa r tan t de la n o t i o n du d é b u t ,
c 'est-à-dire de l ' idée du solide q u i t t a n t la l i a i son . Ce qu i précède
montre que la t raduction analyt ique de cette n o t i o n permet de les
retrouver par l 'applicat ion d 'un raisonnement d'une portée beaucoup
plus générale.

II. — Équations de discontinuité. Force vive d'une liaison.

4. Suppression brusque d'une liaison. —- Soient A une l iaison à
laquel le est soumis un système matériel et, L l 'ensemble de toutes ses
autres l iaisons.

Le système se mouvant sous l 'ac t ion de forces déterminées sur la
l iaison totale L - 4 - A , on suppose qu'à l ' i n s t a n t ^, la l i a i son A soi t
supprimée b rusquemen t . Quel va être le mouvement u l t é r i e u r ?

Par d é f i n i t i o n même, ce sera un m o u v e m e n t sur la . l i a i son L et sous
l 'act ion des mêmes forces, pu i sque celles-ci con t i nuen t à agir sans
modi f i ca t ions . Pour achever de le d é t e r m i n e r , i l faut c o n n a î t r e ses
c o n d i t i o n s init iales à l ' i n s t a n t e , où i l commence.

Considérons les c o n d i t i o n s f inales du premier mouvemen t , c'est-
à-dire les valeurs des q et des y'à l ' i n s t a n t ^ dans ce mouvemen t , elles
satisfont aux équat ions (L) et (A) de la l ia ison L + A , et, en par t i -
culier, aux équat ions (L) de la l ia i son sur laquel le a l ieu le second
mouvement . On peut donc concevoir un mouvement u l t é r i e u r sur la
l iaison L et ayant pour cond i t ions in i t ia les les condit ions f i na l e s du
mouvement sur la l iaison L + A.

Mais il y a ici à faire une d i s t i nc t i on entre les y.et les cf. La posi-
t ion i n i t i a l e dans le second mouvement est identique à la position
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finale dans le premier; donc, sans faire appel à aucun postula t , nous
pouvons dire : les q i n i t i a u x du second mouvement sont les y f inaux
du premier mouvement .

Pour les q ' on ne peut rien dire d'analogue a priori. Du fai t que,
parmi tous les mouvements qui peuvent se produire sur L, i l y en a
un dont les q i n i t i a u x sont les q1 f inaux du mouvement sur L -4- A, ne
résulte en aucune façon que ce soit ce mouvement qui se produise
réel lement.

Il faut faire appel à l'expérience qui fait constater toujours que le
changement dans le mouvement se fait sans d i s c o n t i n u i t é apparente,
c'est-à dire en conservant la c o n t i n u i t é des vitesses. C'est la loi expé-
r imenta le dont un cas par t icu l ie r bien c o n n u s^exprime en disant que,
si la l iaison d'un point , matériel est b r u s q u e m e n t rompue , ce p o i n t
s'échappe par la tangente.

Nous admettrons donc :

PRINCIPE EXPÉRIMENTAL. — Lorsqu un système matériel se meut sur une
liaison L -4- A et quà un certain moment la liaison A se trouve brusque-
ment supprimée, le mouvement ultérieur sur la liaison L est celui qui a
pour conciliions initiales les conditions finales du mouvement sur L •+• A. "

Pour abréger le langage nous désignerons par M le mouvement
sur L 4- A f in issant à l ' instant ^, par M' le mouvement sur L commen-
çant à l ' ins tan te et par Mi la cont inua t ion , à pa r t i r de ^, du mouve-
ment M sur L -h A; de sorte que M' et M< sont deux mouvements , l 'un
sur L, l ' aut re sur L-hA et ayant les mêmes condit ions in i t i a l e s à
l 'instant ini t ial t^

5. Équations de discontinuité. ~ Les équat ions du mouvement Mi
sont, en employant la forme condensée de Dalember t et n ' employan t
que celles des fonct ions y qui sont dist inctes,

^ (P 4-Q)^+^V(a))+^^. <?(€.,))=

fi {cf) - ̂ =o, /, { q " ) - ̂ = o,

(?1 ( € / " ) — Oi =0, ^•ï{q'1) — OC2= 0,

la seconde ligne é tant formée par les équat ions du second ordre de (L)
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où l'on met en évidence la partie homogène aux // et la troisième ligne
'par les équations analogues de A.

Les équations du mouvement M7 sont

]^(P+Q)^h^V(û3)E=0,

/ i ( ^ ) — r t i = = o , fî{q") — ^ = = = 0 , . . . .

Dans ces deux systèmes, faisons t== t^ ce qu i fait que les q et les q '
y prennent les mêmes valeurs. Enfin, des équat ions de M' retranchons
les équations correspondantes de M ^ . Si nous appelons /^,j^? ...,/^
les variations que subissent les q11 à l ' instant ^ quand on passe de M^
à A'F et par (? les mêmes variations des ^, et si enfin nous appelons ^'(p)
la port ion homogène et du second degré de la force vive où l'on a
remplacé les q ' par lesp, nous obtiendrons

'"s^^^s^^^^""^^9^'0^0'
/l(/?)==0, /2(^)=0,

Ce sont les équations de discontinuité du. second ordre qui font con-
naître les variations brusques que subissent les q " à l ' instant ^ quand
on passe du mouvement M au mouvement M'par suppression de la
l ia ison A.

Pour que la discont inui té n'existe pas au second ordrCy il faut que
les équations de discont inui té qui sont linéaires soient vérifiées par
un système de valeurs des^p et des P dans lequel les p sont tous nuls .
On aura alors

^^/(c*))— ^^y(&))=so,

qui sont des relations linéaires et homogènes entre les formes
linéaires /(co) et y(û>) . Comme celles-ci sont distinctes par hypo-
thèse, il faut que les v et les (JL soient nuls. Réciproquement, si les (x
sont nuls, les équations de discontinuité sont homogènes et donnent
les/? et les 9 tous nuls. L'expression

^p-y(^)
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est le travail virtuel qui sert de défini t ion aux forces de liaison rela-
tives à la liaison A. Si, pour abréger, nous appelons réaction de A ce
système de forces de liaison, la condition que les pi sont tous nuls
signifie que la réaction de A a un travail iden t iquement nul, c'est-
à-dire est nulle. Donc :

Pour qu'au passage de M à M' i l n'y ait pas de discontinuité au
second ordre, il faut et il suffit qu'au moment où la l ia ison A est sup-
primée sa réaction soit nulle.

Dans ce cas, on différencierait les équations des mouvements M,
et M' de façon à passer aux équations du troisième ordre et, par le
même mécanisme, on trouverait les équations de discontinuité du
troisième ordre

-2;^-2"/(")-1;^°(">-°.
/i(^)=o, A(p)==o,

qui sont analogues à celles du second ordre, les p désignant les varia-
tions des q"\ les p les variations des ̂ 5 mais où figure maintenant non
plus la réaction de A, réaction qui est nulle, mais la vitesse de cette
réaction, cette vites.se étant prise ici au sens que j'ai attribué à
l'expression « vitesse d'un système de vecteurs ». Le raisonnement
précédemment fait montre : pour que la discontinuité n'apparaisse
pas encore au troisième ordre, il faut et il suffi t que la réaction de A
soit nulle à l'instant r, ainsi que sa vitesse.

Et ainsi de suite.

6. Position du mouvement W par rapport à la liaison A. — Soient

^,(q,t)==o, €>a(^,Q=o,

les équations finies de A. Il s'agit de voir le signe que prennent les
fonctions <&, immédiatement après l ' instant ^, dans le mouvement M',
c'est-à-dire le signe à l 'instant t, 4- dt de la quantité

e>M/(^,^)—e»M,(^Q
puisque le second terme est identiquement nul.

Ann. Éc. Norm., (3), XXXIV. — AVRIL 1917. i5



I I 4 ÉTIENNE DELASSOS.

Pour t = t^ cette quan t i t é est n u l l e ainsi que sa première dérivée,
puisque les q et les y7 sont, à cet i n s t an t , les mêmes dans les deux
mouvements. Le signe est donc celui de la dérivée seconde. On a

^=^^f/^B-^^)+'^

les A ne dépendant que des y et B que des q et des y'. En fa isant la
différence, il restera donc

P^)*

On est ainsi amené à voir le signe des fonctions cp pour un déplace-
ment virtuel

jPl^ P^ï " - , PnS,

£ étant un infiniment petit positif- C'est ce déplacement que nous
appellerons, pour abréger, le déplacement ( p ) .

Si la discontinuité n'apparaissait qu'au troisième ordre, on retrou-
verait exactement le même résultat au moyen du déplacement ( p}
formé avec les discontinuités des q " ' et ainsi de suite.

7. Force vive de Ici liaison A. — Partons des équat ions de d i scon t i -
nuité du second ordre dans lesquelles nous considérerons les a comme
des variables indépendantes. Elles détermineront les p et les p comme
fonctions linéaires des ;J- et, en portant dans les expressions ^(p),
celles-ci deviendront des fonctions

^i(^), <ï»â(^),

linéaires et homogènes que nous nous proposons d'étudier.

i° Les fonctions <D([J-) sont distinctes. — Leur nombre étant é^al au
nombre des variables ^, si elles n 'é taient pas dis t inctes , il existerait
des ^ non toutes nulles et satisfaisant à

<I)^.)=0, (ï>^,)^^

Donc les valeurs correspondantes des^p satisferaient à
9t(/J)==o, 92(7^) =o,
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et, finalement, lesp, les ^ et les a vérifieraient les équations

^
^""s^^'4"^^7^'0""^^9^^^G))— 7.P.Q? œ E=O,

/l(^) =0? /âQ^^O, . ..,
®i(p)=:o, 92(/?)==o, ....

Or, ce sont les équations du mouvement d'un certain système maté-
riel fictif qui serait soumis à la liaison L + A et dont la force vive
serait ^, force vive homogène et du second degré où les paramètres ne
figurent que par leurs dérivées premières. Ces équations déterminent
sans ambiguïté, puisque ^ est une vraie force vive et que les liaisons
sont distinctes, toutes les dérivées secondes^ et les multiplicateurs v
et [x* Dans le cas actuel, elles sont homogènes; donc elles donnent,
pour les/?, les ^ et les p-, des valeurs toutes nulles.

Ainsi l'hypothèse que les fonc t ions <D sont toutes nulles exige que
les p. soient également tous nuls, et cela prouve que les fonctions <&
sont distinctes.

2° Les fonctions ^([J.) sont les dérivées partielles d'une même fonc-
tion. — Proposons-nous de démontrer que l'on a

d<I>i _ ^2
ày^ ~~ àp.i

Désignons par ^, oc^ ... les dérivées des p par rapport à (x,, et
P^Yi? y^ • • • leurs dérivées par rapport à ̂ .

Les équations de discontinuité dérivées par rapport à ̂  donnent

t̂ ÔQ ^ àv
. „ — / ,— û) 4- / ,-.—/(&))—cpi(û.))=o,
(^.i) . ^ ox A^ à^i" < '

/l(^)==0, /2(^)=0, ....

Dérivées de même par rapport à ^2, elles donnent

o.,) ' "-S^^^S^^^^-0^^)^0-
/lîjQ^O, /2(j)=0, . . . .

Dans l'équation de Dalembert du système (^) remplaçons les oj
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par lesy en t enan t compte des équat ions de la seconde ligne de (p-a)?
nous aurons

^ ̂  / y

"Zij^-^^^0-

De même, dans l 'équation de Dalembert de (1^2), remplaçons les oj
par les se en t enan t compte des équations de la seconde l igne de ([^);
nous aurons

V ̂ s r \
-^^y^92^^0-

Si nous remarquons que, s étant homogène et du second degré,
on a

on en conclut

Mais on a

^ f)s ^ à^zy^^^^
yi(y)==9à(^)-

(H^ _ à
à^ ^~ à^

1^__^(^^^(^

^2 à , . , .
^=^?^)=9.(.^

et l'égalité précédente devient
(M)! —— ^^2
à[j^ ~ â(J.i

On peut donc poser
àW , ^)W4 ) ^ — , (i)^__^, .... ^
àp-i à{^

3° Lci forme quadratique W est définie et positive. "— On a, par la
formule d'Euler,

2w=2^^=r~2^<j&(^^~-2w^^•
Revenons à l 'équation de Dalembert qui figure dans les équations de
discont inui té , remplaçons-y les o> par les/? et tenons compte des équa-
tions de la seconde l igne, nous aurons

"•S^-S^^)"0-àQ
Jp
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c'est-à-dire
—^W^^^ 2^^^

donc finalement
2W(^)=2(^).

La fonction sW est ce que devient 2^ quand on exprime les p au
rnoven des ^; donc elle est, comme 2^, définie et positive.

En résumé : la fonction 2W(p) est une forme quadratique homo-
gène, elle est définie et positive, ses dérivées partielles sont distinctes ;
donc, son discriminant n'est pas nul; elle possède ainsi les propriétés
essentielles de la force vive et, de plus, c'est la transformée d'une
véritable force vive.

Pour ces raisons, dans toute la suite de ce Mémoire, la fonction 2 W
sera appelée « force vive de la liaison A ».

8. Calcul pratique de la force vive W. — Réduisons la liaison A au
nombre de contacts distincts qu i sont nécessaires et suffisants pour la
définir complètement au point de vue dynamique et introduisons les
réactions de chacun d'eux en les désignant par ^, ^a? • * - ? et les
comptant positivement du côté positif.

Avec les forces fictives p. le système peut être considéré comme
débarrassé de la liaison A. C'est un système mobile sur la liaison L et
son mouvement aura des équations

Fi(^ À, q ' , q, ^ ^i, /j.2, .. .)=o,

que nous formerons par un quelconque des procédés connus et dans
lesquelles pourront figurer des inconnues auxiliaires À provenant de la
liaison L. Ces équations seront en nombre égal à celui des q" et des X
et les détermineront.

Formons maintenant les équations analogues du mouvement du
système quand la liaison A est supprimée. On les aura immédiatement
en introduisant l'hypothèse

^i==^=. . .==o
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dans les équations précédentes, ce qu i donnera les équations
Fi(9^ ^ ̂  ̂  ^ ° , °. . . .)==0,

Pour avoir les équations de discont inui té , il faudra retrancher ces deux
systèmes en y considérant les y^e t les À conmie n'ayant pas les mêmes
valeurs, tandis que les y, les q ' et t seront les mêmes.

Les équations F sont de la forme

^(^)+...^^(^^ ...)=0

dans laquelle § est une forme linéaire et hornogène des ( ] " et des X,
5^ une forme l inéaire et homogène des [M et où les termes non écrits
dépendent seulement des y, des y', de / et des forces données appliquées
au système.

Les équations correspondantes du mouvement sans la l iaison A
seront donc

S{q\ ).)4-. . .+0="0,

d'où, par soustraction, les équat ions de discont inui té sous la forme,

S{p^j}-^ 01. (^, ^, . . . )=o .

Or, la fonction W que nous nous proposons de former, é tant quadra-
tique et homogène, ne se modifie pas si l'on change tous les [M en -— (x
ce qui nous permet de la calculer au moyen des équat ions

^(p, v) + X(/j.i, [j.^ .. .) = o

qui sont les équations de discont inui té où l'on a fait le changement
des [x en — p - e t qui sont les équations du mouvement sur la l ia ison
totale où l'on a supprimé tous les termes ne contenant pas les q\ les À
et les [M,

D'où la règle suivante :

Introduisant les réactions distinctes de la liaison A comptées toutes
positivement du côté positif de cette liaison^ on écrit les équations du mou-
vement du système débarrassé de celte liaison en se bornant aux termes
contenant les q " et les réactions soit de la liaison A soit des autres liaisons.
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On en tire les q" qu on substitue aux q1 dans Ici portion 2 Ta de la force
vive et Von obtient ainsi la fonction 2W.

III. — La transformation 'W".

9. La transformation plane Wo. — Considérons un angle convexe a
formé par deux demi-droites^, q issues du point 0. Menons àjo une
demi-perpendiculaire P du côté opposé à q, c'est-à-dire vers l'extérieur
de a; menons de même une demi-perpendiculaire Q à ^vers l'exté-
rieur de a. Nous formons ainsi un angle convexe A et c'est la transfor-
mation de a en A que nous appelons « transformation Wo » parce
qu'elle est un cas particulier de la transformation W que nous étudie-
rons ensuite.

Rien qu'à l'inspection de la figure et sans qu'il soit nécessaire de
faire aucun raisonnement, nous voyons apparaître la propriété sui-
vante :

L'angle convexe a, V angle convexe transformé A et les angles con-
vexes pî y qQ joignant les côtés correspondants de a et A n'empiètent

jamais tes UTZS sur les autres et remplissent tout le plan de sorte que tout
point du plan non situé sur F une des quatre demi-droites py P, q^ Q est
toujours situé à V intérieur d'un et d'un seul de ces quatre angles convexes.

10. La transformation plane W. — Commençons par faire une
remarque relativement à la transformation homographique bien
connue qui fait passer d'une ellipse à son cercle homographique. En
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employant les axes de l'ellipse, cette transformation prend la forme
^=:a^ y'=^y\

toute demi-droite S issue de l 'origine se transforme en demi-droite ^
issue également de l'origine. Deux demi-droites opposées S, §1 se
transforment en deux demi-droites opposées 5^ ^. Si o parcourt un
angle convexe pq en allant de p à y, à ne passe pas par la demi-
droite jo^ opposée à /?, donc la transformée a ' va de p ' à q sans passer
par la demi-droite opposée àp', donc ^parcourt l'angle convexe formé
par/?' et q ' . Ainsi un angle convexe se transforme en un angle convexe.
Enfin si deux angles convexes sont contigus et n'ont pas de portion
commune, il en sera de même pour les deux angles transformés.

De là résulte que, si nous transformons la figure obtenue dans le
paragraphe précédent, nous obtiendrons quatre demi-droites//, /, F',
Q' dans laquelle les quatre angles convexes^Y, ^Q', QT', P'jo'auront
encore la même disposition et rempliront tout le plan sans empiéter
les uns sur les autres.

La transformation W se rencontrera dans le problème des l iaisons
unilatérales doubles sous la forme suivante : On part d'un an^'le
convexe a issu de l 'origine, on prend son angle supplémentaire a1 au
sens de la théorie des trièdres supplémentaires, et enfin on appl ique
à l'angle convexe af la transformation (([>) définie par

^_ ^W(X, Y), y=- ^W(X, Y) ,

ce qui donne l'angle convexe A.
Soit

(p) a^4-(3y=ô

un côté de a^ le côté correspondant de a' est

(P') x y
a ^ p

et le côté correspondant de A est
àW àW

(P) ^'^'ÈL.<% p "
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Considérons un point <z", y ; sa polaire par rapport a la conique

W ( ^ , y ) = = o
est

àW ,- àW\ — 4, ̂  «^— ̂  o
àx ày î

de sorte que l'équation du côté de A exprime que la polaire d 'un quel-
conque de ses points est le côté de a. Nous pouvons donc dire que deux
côtés correspondants de a et A sont deux droites polaires conjuguées
par rapport à la conique

W(^y)=o

qui est un système de deux droites imaginaires, c'est-à-dire une
conique du genre ellipse.

Si nous faisons la transformation homographique transformant cette
ellipse en cercle,

A^+y'^o,

les angles convexes a et A se changeront en nouveaux angles convexes
dont les côtés correspondants seront polaires par rapport à ce cercle-
point, donc seront rectangulaires.

Soient/?, q les côtés de a et P, Q ceux de A; le côtéjo' de a' est
perpendiculaire à p et du côté de a. D'autre part, la transformation <Ï>
donne

r)W rîW
X^+Yj=-X^-Y^=-2W(XY)<o,

de sorte que la demi-droite P transformée de // fait avec elle un angle
obtus et il en résulte que P est, par rapport à/?, du côté opposé à a.

Cette propriété est conservée par la transformation qui ramène au
cercle-point, de sorte que les deux angles convexes transformés de a
et A se déduisent l'un de l'autre par la transformation particulière Wy.

Et l'on arrive à cette conclusion :

On passe de l'angle convexe a à V angle convexe A en remplaçant les
côtés /?, q de a par leurs polaires P, Q par rapport à Fellipse-point

W(^y)~=o
Ann. Éc. Norm^ ( 3 ) , XXXIV.— AVRIL 1 9 1 7 . i6
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et les angles convexes pq^ qQ, QP, Pp n'empiètent pas les uns sur les
autres et recouvrent entièrement le plan.

il. La transformation Wp de l'espace. — Soit un angle solide
convexe a issu de 0. A chaque face plane ou à chaque plan tangent
d'une face courbe, nous ferons correspondre la demi-droite perpen-
diculaire du côté opposé à celui où se trouve a; par celte correspon-
dance, à chaque arête de a correspond un plan perpendiculaire
contenant les droites qui correspondaient aux deux faces aboutissant
à cette arête. On détermine ainsi un angle solide A.

Soient S une arête de a et F la force correspondante de A. Considérons
une arête quelconque Ai de A, elle est perpendiculaire à une face de a
et du côté opposé à §, donc forme un angle obtus avec S; toutes les
arêtes de A font un angle obtus avec une certaine demi-perpendi-
culaire S au plan F, donc sont du même côté de F, côté opposé à o et
de là résultent deux conséquences :

i° L'angle solide A est convexe ;
2° Les deux angles solide a el A sont réciproques.

Si l'on prend comme cas particulier de a un trièdre trirectangle, on
voit que A est simplement le trièdre symétrique et l'on en conclut que
la transformation Wy renverse le sens de rotation d'un angle solide.

Considérons une demi-droite d intér ieure à a. Soit /une face quel-
conque de a et A l'arête correspondante de A; les deux demi-droites d
et A sont de part et d'autre de / et A est une pe rpend icu l a i r e , donc d
fait un angle obtus avec toutes les arêtes de A de sorte que, par rapport
au plan perpendiculaire à d, l'angle solide A se trouve tout entier du
côté opposé à D. D'où cette propriété : l^angle solide a et Vangle
solide A n'ont aucune partie commune; tous les plans perpendiculaires
à des demi-droites intérieures à a ou intérieures à A ne coupent ni a
ni A. Il en est ainsi, en particulier, pour les plans des faces de A qui
rentrent dans la première catégorie et pour les plans des faces de a qui
rentrent dans la seconde.

Prenons deux cônes convexes a et A; ils se correspondent par géné-
ratrices et par plans tangents. Soient $, A deux génératrices corres-
pondantes et p , P les deux plans tangents. Enfin, désignons par E l a
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région extérieure à a et A;/? et P sont, comme nous venons de le voir,
entièrement contenus dans E, donc leur intersection 1 y est aussi
entièrement contenue.

Considérons alors le dièdre convexe formé du demi-plan/? issu de 1
et contenant $, et du demi-plan P issu de 1 et contenant A. Tout point
intérieur à ce dièdre est, par rapport àj?, du côté de A, c'est-à-dire du
côté de A et, par conséquent, du côté opposé à a, puisque p laisse ci
d'un côté et A de l'autre ; ce point est donc extérieur à a, pour la même
raison il est extérieur à A, il est donc dans E. L'angle convexe formé
par les deux demi-droites 5, A tracées dans les deux faces du dièdre est
forcément celui des deux angles qui est intérieur au dièdre convexe
et, comme celui-ci est tout entier dans E, on en conclut : F angle
convexe formé par deux génératrices correspondantes de deux cônes a
et A est tout entier extérieur à ces deux cônes,

Revenons maintenant à des arêtes et faces planes de deux angles
solides convexes^, A se correspondant par la transformation Wg; a
et A ne se correspondent plus par génératrices; à une arête de a
correspond une face de A, c'est-à-dire une infinité de génératrices qui
sont toutes les droites intérieures à cette face; de même, à une arête
de A correspond une infinité de génératrices qui sont les droites inté-
rieures à la face correspondante de a. Sauf cette indétermination, nous
pourrons parler d'arêtes correspondantes.

Soient §, A deux génératrices correspondantes de a et A, S étant une
arête de a et A une demi-droite intérieure à la face correspondante F
de A. Imaginons, ce qui est toujours possible, un cône convexe C
inscrit dans A de telle façon que sa génératrice de contact avec la
face F soit précisément A. La transformation Wo appliquée à C
donnera un cône convexe c qui sera circonscrit à a. Les demi-
droites à, A seront des génératrices correspondantes de c et C. L'angle
convexe 5, A sera extérieur à C, donc, a fortiori, extérieur à a; il sera,
par rapport au plan tangent le long de A, du côté opposé àC et, comme
ce plan tangent est le plan de la face F et que C et A sont du même
côté de ce plan, il sera, par rapport au plan de F, du côté opposé à A
donc aussi extérieur à A, c'est-à-dire, finalement, dans l'espace E
extérieur à a et A.

Enfin faisons remarquer qu'étant donnée une demi-droite S et un
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angle convexe F issus du même point, l'angle solide convexe ayant o
pour arête et F comme face peut se définir de plusieurs façons que
nous aurons à utiliser :

i° C'est la portion d'espace que décrit une demi-droite équipollente
à A et dont l'origine parcourt la face F;

2° C'est la portion d'espace balayée par un angle équipollent à F et
dont le sommet parcourt 8;

3° C'est la portion d'espace balayée par l'angle convexe de S avec
une demi-droite issue de 0 et parcourant l'intérieur de F.

Pour bien voir ce qui se passe, coupons a et A par une sphère de
centre 0. Nous aurons deux polygones sphériques convexes a et A
formant en quelque sorte deux calottes distinctes sur la sphère et
laissant entre elles une zone irrégulière formant une route à deux
bords faisant le tour de la sphère. Sur ces deux routes vont marcher
simultanément deux points correspondants S, A dont il faudra consi-
dérer l'angle convexe représenté par l'arc de grand cercle, moindre
que la demi-circonférence, qui les jo in t et que, pour garder le même
langage, nous appellerons l'arc convexe.

De ce que S et A parcourent a et A en sens inverses, ces sens étant
vus, pour S, par un observateur debout sur la sphère et les pieds à
l'intérieur de a et pour A, par un observateur analogue les pieds à
l'intérieur de A, résulte que, pour un observateur unique placé sur la
route E et regardant les deux points, ces points sembleront tous deux
avancer ou tous deux reculer, c'est-à-dire marcher dans le même sens
sur leurs bords respectifs.

Si, schématiquement, nous représentons les arcs de grand cercle
par des droites, nous avons pour le mouvement de l'arc convexe 5A
une figure du genre suivant {fig- 6).

Dans ce mouvement, l'arc SA, qui ne sort jamais de E, balaie certai-
nement toute la route E et passe une fois et une seule par tout point
situé sur cette route.

Si nous revenons à la figure de l'espace, nous voyons que, dans son
mouvement, l'angle convexe SA balaie plusieurs sortes de régions :

i° Les régions §, F, angles solides (trièdres) déterminés par une
arête de a et la face correspondante de A;
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2° Les régions/, A, angles solides (trièdres) déterminés pcir une
face de a efc l'arête correspondante de A;

3° Les régions <p, <&, angles solides convexes limités par deux faces

Fig. 6.

courbes correspondantes de a et A et par les deux positions extrêmes
de l'angle convexe âA.

Ce qui précède nous montre que ces divers angles solides convexes
remplissent tout l'espace E et n'empiètent jamais les uns sur les
autres, donc :

Vangle solide connexe a, son transformé A et tous les cingles solides
convexes joignant une arête de a à /a face correspondante de A, ou une
face de a à l'arête correspondante de A, ou deux faces courbes correspon-
dantes de a et A, remplissent complètement l'espace sans empiéter les uns
sur les autres de sorte que tout point qui n est pas sur une face ou une
arête de ces régions se trouve toujours dans une et une seule d'entre
elles.

12. La transformation W de l'espace. — On fera, sur la transfor-
mation qui fait passer de Pellipsoïde à la sphère homographique, des
remarques analogues à celles qui ont été faites au début du para-
graphe 10.

La transformation W se rencontrera dans notre théorie sous la
forme suivante : on part cRun angle solide convexe a, on prend
l'angle solide supplémentaire a' et on lui fait subir la transformation

x :
àW
~àT'

_ àW
y__^-, àW

y

ce qui donne l'angle solide A.



I2^ ÉTIENNE DELASSUS.

Si/est une face de a ayant pour équation

aœ -h(3y+ y z ==o,

l'arête correspondante de a' sera

x _ .7 __ -^
^ - ? •w y 5

et l'arête de A aura pour équations

àW àW àW
àx _ ày _ c)s
"̂  ̂  T w V

ce qui montre qu'à chaque face de a on fait correspondre la polaire de
son plan par rapport au cône imaginaire

W(^,y^)=:o.

On montre en outre, comme conséquence de ce que W est posi t ive,
que l'on doit prendre la demi-polaire qui est, par rapport à la face
considérée, du côté opposé à a.

Si l'on appl ique la transformation qui fait passer de l'ellipsoïde-
point à la sphère-point ou est ramené à la transformation Wo et il en
résulte que toutes les propriétés de convexité et de disposi t ion des
régions démontrées pour la transformation W^ s'appliquent sans
aucune médication à la transformation W*

Ainsi : On passe de l'angle solide convexe a à F angle solide cowexe A
en faisant correspondre à chaque face de a sa demi-polaire par rapport
au cône

W(^,y^)=o

du coté opposé à a. L'angle solide a^ F angle solide A et les angles solides
cowexes joignant une arête de l'un à la face plane correspondante de
F autre, ou deux faces coures correspondantes, remplissent tout l'espace
sans empiéter les uns sur les autres.



SECONDE PARTIE.
ÉTUDE DYNAMIQUE DES LIAISONS FINIES UNILATÉRALES.

I. — Les liaisons unilatérales simples.

13. Le problème à résoudre. — Le système S soumis à des liaisons L
est supposé lancé sur une liaison unilatérale simple A, ce qui revient
à dire que les q de la position initiale satisfont à l 'unique équation
finie de A et que les q et q' initiaux vérifient l 'unique équation du
premier ordre de A déduite de la précédente par dér ivat ion.

La seule liaison réduite étant la liaison nulle, ou bien le mouvement
va, au début, se produire sur L + A ou bien sur L seulement et,
comme c'est la liaison A seule qui nous intéresse, nous dirons dans ce
dernier cas que le système se meut l ibrement ou encore qu'il prend le
mouvement libre. En résumé, partant des conditions in i t ia les consi-
dérées, le mouvement du début peut être soit le mouvement JILA sur
la liaison A, soit le mouvement libre M/. Quel est celui de ces deux
mouvements qui se produit effectivement? C'est la première question
à résoudre et elle constitue ce que nous appellerons « leproblème
initial ».

Supposons que l'on soit dans les conditions voulues pour que ce
soit le mouvement MA qui se produise. Ce mouvement sur A va-t-il se
continuer indéfiniment? A quel moment et dans quelles conditions le
mouvement MA se transformera-t-il en mouvement M/? C'est là la
seconde question à résoudre et elle constitue « le problème pendant le
mouvement ».

14. Cas où la solution du problème initial est fournie par la dyna-
mique. — Considérons le mouvement M^ que prendrait le système en
vertu des conditions initiales considérées si la liaison A n'existait pas
et voyons comment il se produit par rapport à la liaison A considérée
au point de vue géométrique.
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Supposons que ce mouvement M^ se produise, au début, du côté
négatif de A. Le mouvement réel du début ne peut être que MA ou M/;
or ce dernier mouvement n'est pas un mouvement possible, car, s'il se
produisait, il aurait l ieu du côté négatif de A et la réalisation maté-
rielle de cette liaison s'oppose à tout mouvement de ce côté ; donc :

Si le mouvement libre débute du côté négatif de la liaison unilatérale
le mouvement qui se produit réellement au début est celui sur celte
liaison.

Et cette conclusion peut s'énoncer sous la nouvelle forme :

La condition nécessaire pour que ce soit le mouvement libre qui se pro-
duise réellement au début est que ce mouvement libre ait lieu sur la
liaison A ou débute du côté positif de cette liaison.

Sous la première forme ce résultat donne donc une conditio/i suffi-
sante pour que le mouvement réel soit MA et, sous la seconde forme,
une condition nécessaire pour que le mouvement réel soit M/.

Mais de toute façon le résultat est incomplet parce que l 'on n 'ob t i en t
pas des condilions nécessaires et suffisantes de production réel le de l'iin
des deux mouvements entre lesquels il faut choisu'.

15. Principe expérimental du mouvement libre. — Prenons un po in t
pesant posé au-dessus d'un plan horizontal fixe. Il reste immoLi le ,
c'est-à-dire prend le mouvement MA; c'est le cas dynamique précédent
car le mouvement M/, chute verticale descendante, aurait lieu du côté
négatif du plan. Au contraire, plaçons le point au-dessous du plan, le
mouvement libre est possible, il a lieu du côté positif du p lan et
celui-ci, réalisé matériel lement, ne s'y oppose pas. On constate que
ce mouvement libre se produit effectivement.

Prenons encore un pendule simple partant du repos. Si la posit ion
initiale est au-dessous de l 'borixontale, en m,, le mouvement libre
augmente la distance au poin t fixe, donc a lieu du côté négat i f ; c'est
le cas dynamique, le p o i n t suit la liaison. Si la posi t ion i n i t i a l e est
au-dessus de l 'horizontale, le mouvement libre raccourcit la ficelle,
donc a lieu du côté positif de la l iaison et l'on constate expérimen-
talement que c'est ce mouvement libre qui se produit effectivement.
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Sans qu'il soit nécessaire de m u l t i p l i e r les exemples^ on est ainsi

amené à poser, comme principe expérimental absolument général, la
loi suivante :

Lorsqu^un système matériel est lancé sur une liaison unilatérale
simple A, chaque fois que le mouvement libre est possible au début, c^ est-
à-dire que la réalisation matérielle de A ne s oppose pas à ce mouvement^
c'est ce mouvement libre qui se produit effectivement au début.

15^. Principe général des liaisons unilatérales simples. — Le pr incipe
expérimental précédent, combiné avec le cas dynamique^ donne la
solu t ion complète du problème i n i t i a l . Celui-ci pouvait, en effet ,
s'énoncer sous la forme : trouver les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que ce soit le mouvement M/ qui se produise au début?
Par exclusion on ob t ien t ensui te les cas de production de MA-

Or le cas dynamique nous donnai t une condition nécessaire, à savoir
que M^ débute sur A ou du côté positif et le principe du mouvement
libre exprime simplement le fait que cette condit ion est suffisante.

En les combinant on ob t i en t donc le principe général donnant la
solution complète du problème in i t i a l :

Un système matériel étant lancé sur une liaison unilatérale simple A :
Si le mouvement libre a lieu, au début, du côté négatif de A, cest le

mouvement sur A qui se produit effectivement au début;
Si le mouvement libre a lieUy au début, du côté positif de A, c'est ce

mouvement libre qui se produit effectivement au début ;
Ann. Éc. Norm., (3) , XXXIV. — MAI 1 9 1 7 . ï 7
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Si le mowement libre a lieu sur A, c'est ce mouvement libre, qui
est en même temps un mouvement sur A, qui se produit effectivement eut
début.

16. Transformation en principe de Ici réaction. — Pour chercher
la position de M^ par rapporta A, u t i l i s o n s la cons idéra t ion du mou-
vement MA? mouvement que prendrait le système sur la l iaison A
considérée comme liaison forcée. Cette liaison, comme nous l 'avons
vu, se réduit à une seule équation donnant une seule fonct ion 9(00).

En employant les équations de discont inui té relatives à la sup-
pression de A, la position de M/ par rapport, a A sera donnée par le
signe de

9(7^
c'est-à-dire de

<H^
et comme il n'y a iciqu\ine seule variable y., on a

àW^ (|x) == — \j. — =: — 2 W {?.) < o,

de sorte que y(/^) est de signe contraire a ;x.
Si [̂  est positif, le travail

[j.(p ( (,) )

de la réaction de A est positif pour tous les déplacements virtuels du
côté positif de A. Cette réaction est alors dite positwe ou du côté
posi t i f de A.

Dans le cas de [M négatif, la réaction a un travail négatif pour tous
les déplacements positifs et elle est dite négative ou du côté négatif
de A.

o(p) étant de signe contraire à [J^ i l en résulte :

Le mouvement libre a toujours lieu, par rapport à A, du côte opposé à
la réaction du mouvement forcé sur cette liaison.

Il est entendu que l'on prend la réaction à l'instant ini t ial ; si cette
réaction était nu l le , en partant des équat ions de discontinuité du troi-
sième ordre on retrouverait les mêmes résultats avec le changement
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de a en —y ce qui reviendrait à prendre la réaction immédiatement
après l ' instant initial.

Notre principe se transforme donc en :

N étant la réaction initiale ou immédiatement après l'instant initial
dans le mouvement forcé sur la liaison A, le mouvement qui se produit
réellement au début est MA si N est positive et M/ si N est négative.

C'est cette forme que l'on emploie dans les cipplications parce qu'elle
remplace la considération un peu abstraite de la position d'un mou-
vement par rapport, à une liaison par celle, plus concrète, du sens d'un
vecteur porté sur une droite.

17. Problème pendant le mouvement. — On suppose essentiel lement
que le mouvement débute sur A et, par conséquent , que la réaction N
soit positive à l ' i n s t an t i n i t i a l ou soit nul le et devienne, positive immé-
diatement après. Décomposons le temps en intervalles i n f i n i m e n t petits
et considérons la succession des mouvemen t s , chacun d'eux avant
pour condi t ions initiales les condi t ions f inales du précédent .

N, d'après l'hypothèse fai te , restera posi t ive dans un certain inter-
va l l e f in i , al lant de t^ à ^, et alors changera de signe en s ' annu lan t (la
réaction ne peut devenir i n f i n i e sans quoi i l y aura i t rupture des
liaisons ).

Dans le second intervalle i n f in imen t petit, N débute par être posi-
tive, donc c'est MA qui se produit et N reste positive, donc est
encore positive au début du troisième intervalle , de sorte que c'est
encore MA qui se produit et a ins i de su i te ; tant qu'on sera dans ^ — t^
on aura une succession de mouvements MA i n f i n i m e n t petits, consti-
tuant le mouvement cont inu .MA. Il n'en sera plus de même quand on
arrivera à l ' instant ^; dans l ' intervalle qui suivra, N débutera par être
nul le mais pour devenir négative; donc, dans cet intervalle, ce sera M/
qui se produira; à la fin de cet in te rva l le , le système n'est même plus
en contact avec A, donc A n ' i n t e rv i en t plus et c'est le mouvement
libre qui se continue et se continuera jusqu'à ce que, dans ce mou-
vement, le contact avec A v ienne se rétablir en produisant un choc.
Nous avons donc, sans faire appel à aucun nouveau pr incipe :
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Le mouvement de début ayant lieu sur la liaison, ce mouvement se
continuera jusqu'à ce que N passe pour la première fois du positif au
négatif. A ce moment^ le mouvement devient le mouvement libre.

II. -— Les liaisons unilatérales doubles.

18. Le problème à résoudre. — Le système é t an t lancé sur la l ia ison
unilatérale double A, ne peut se mouvoir que sur A ou sur uue des
liaisons réduites qu i sont (§ 3) au nombre de trois. Nous avons donc
à choisir entre quatre mouvements : le mouvemen t MA sur la l i a i son
totale, les mouvements MA et MA., sur les deux l ia isons rédui tes
simples Ai, Aa et enfin le mouvement libre M^.

Nous aurons encore le problème init ial et le problème pendant le
mouvement. Comme dans le cas précédent , nous nous at tacherons
surtout au problème ini t ia l qui est en général p ins compliqué et q u i
fournit la solution du problème pendant le mouvemen t . Ainsi j u s q u ' a u
moment où nous dirons exp l i c i t ement que nous nous occupons du
problème pendant le mouvement , il sera, pour abréger, sous-enteudu
que nous nous occupons exc lus ivement du problème i n i t i a l .

19. Mouvements réduits possibles. — Cous idé rons le m o u v e m e n t
l ibre M/ ; nous avons déjà vu, dans le cas de la l i a i son s imple , appa-
raître pour l u i la n o t i o n de poss ibi l i té ou d' impossibil i té. La not ion s< 1

généralise immédia tement ; la l iaison A a un côté posi t i f et s'oppose,
par sa réalisation matérielle, à t o u t m o u v e m e n t q u i t t a n t A et ne pas-
sant pas du côté pos i t i f ; si donc le mouvemen t M/ ne se p rodu i t pas
du côté positif de A, on est assuré que ce mouvement est impossible;
dans le cas contraire, si M/ se produit du côté posit if de A, on dit que
ce mouvement est possible^ ce q u i ne veut pas dire qu ' i l se produise
réellement mais signifie simplement qu ' i l n'est pas impossible. En
d'autres termes, la possibi l i té est constituée par des condilions néces-
saires mais non suff isantes pour que le mouvement M/ se produise
effectivement. Ainsi :

Pour que le mouvement libre sou possible H faut qu'il se produise du
côté positifde A.
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Considérons le mouvement réduit MA, ^ir la liaison r é d u i t e
simple A i . Cette liaison réduite, d'après sa dé f in i t i on même, est t e l l e
qu'il existe des déplacements virtuels sur A, et du coté posit if de A^
sans que tous les déplacements sur Ai soient du côté positif de A^.
Un mouvement dont les conditions init iales sont sur A( et A^ et qui se
fait sur A, seulement ne quit te donc pas forcément A^ du côté posi t i f ;
mais si ce mouvement est un mouvement réduit se produisant réel-
lement , il est du côté positif de A, donc de A^; s ' i l était de l'autre côté,
la réalisation matérielle de A s'opposerait à sa product ion et i l serait
impossible. Donc :

Pour que le mouvement réduit MA, soit possible, il faut qu'Hait lieu du
côté positif de A ̂ .

Jusqu'à présent nous n'avons fait appel qu'à des considérations de
dynamique ordinaire.

Si le mouvement MA, se produit effectivement, c'est que, dans ce
mouvement sur la l ia ison unilatérale simple A ) , le contact avec cette
liaison ne cesse pas, aut rement di t que cette liaison simple est irré-
duct ible ou, en invoquant cette fois le pr inc ipe général des l ia i sons
unilatérales simples, que la réaction de A< dans le mouvement MA,
soit positive. Donc :

Pour que le mouvement réduit MA, soit possible^ il, faut que sa réaction
soit positive,

On aurait de même les conditions de poss ibi l i té du mouvemen t
réduit MA...

Sans faire appel à aucun principe nouveau on a donc une no t ion
qui, en nous montrant dans chaque cas, l ' impossibi l i té de cer ta ins
mouvements réduits, nous res t re indra le problème en nous faisant
choisir parmi les mouvements possibles en nombre moindre que
quatre et pourra même nous donner la solution cherchée dans cer-
ta ins cas.

Nous allons nous proposer de traduire ces conditions de possibi l i té
sur la réaction du mouvement MA c'est-à-dire au moyen des coeffi-
cients ;j^, L^ qui f igurent dans le travail virtuel de celte réaction. Pour
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faciliter la représentation géométrique nous adopterons, pour ce tra-
vail , la notation

tX(û))+^Y(c,)) ,

nous représenterons par
(/./) aX+|3Y==o,

et
(^) y X + o Y r r r o

les deux liaisons réduites A^ As et ces deux équat ions seront celles
des deux côtés //, q' de l'angle convexe a! figuratif du côté positif de
la liaison A, côté positif défini par

ce X -+- (3 Y > o, y X 4- S Y > o.

20. La région de possibilité du mouvement M^. — Partons des équa-
tions de discontinuité de la suppression de A. On aura

f)W(^Ti)
———^———,

^WO^L)

à'n

X(. /^)=<ï) (à : ,^ )

Y ( ^ ) = ^ ( £ , n )

Les condi t ions de possibilité

a X ( 7 . ) + p Y ( ^ ) > o ,

7 X ( 7 / ) + S Y ( p ) > o
s'écriront donc

a^(^r0+pr(^-/])>o,

y^(^^) + ^^(^^ÎX),

de sorte que le point E, T] figuratif de la réaction doit être dans l 'angle
positif des deux droites

a^^TO+^U^)'^^
7<ï )(E,"^î)+ rî»F(Ï,Yï)^:o,

qui sont les transformées P et Q des deux côtés p\ q ' de a' par la trans-
formation (^,W) que nous avons déjà rencontrée dans la d é f i n i t i o n de
la transformation W,

Si le po in t £, r\ se trouve dans cette région, le point X, Y dont il est
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le transformé
X=<D(^), Y:=^a,y)),

satisfait aux inégalités

aX-h(3Y>o, y X 4 - â Y > o ,

donc se trouve dans l'angle convexe a ! ' . Donc:

La région de possibilité de M^ est l'angle convexe A transformé de
Vangle convexe a! par la transformation

X^-^^i^, Y^ àW^'n)
à^ à'n

îï. La région de possibilité du mouvement M A,. - Supposons écrite
l 'équation de d'Alembert de MA, il y figurera le travail virtuel

i;X(û)) •4-r jY(G)).

Si nous écrivons de même l 'équation de d'Alembert de MA, q u i a
lieu sur la liaison

aX4-(3Y==o,

il y figurera le travail v i r tue l

^X(co)+(3Y(co)] ,
ouOU

^aX((,))-4-^i3Y(^).

Si donc nous faisons la soustract ion pour avoir les équations de dis-
continuité, on aura celles de la suppression totale mais où ^ et T]
seraient remplacés par ^ — X a et -/]—À[3. Avec les équations en p
provenant de la liaison L on aura donc

X(p)==<l>(c-~Xa, Y î -Àp)=<S) (^ ,^ ) ,

Y(^) =: T(Ç - ̂  •n - ̂ ) =T(^ r)0.

La liaison A, qui existe à la fois dans les deux mouvements donnera
en outre, par soustraction,

aX( / / )+pY( j . )==o,
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c'est-à-dire
a4î(ci ,Yh) -hpW^^^^^o,

équat ion l inéaire qui déterminera l ' i nconnue A.
Pour que MA, ait lieu du côté pos i t i f de A^ i l faut

yX(p)4-âY(p)>o.

Pour que la réaction de MA, soit pos i t ive il faut que son travail

À[aX(û))+;3Y(6)) ]

soit positif pour tous les déplacements <o du côté posi t i f de A|, c'est-
à-dire satisfaisant à

aX((y)) 4- j3Y(&)) > o;

donc, f inalement que l'on ai t
X > o.

En résumé, les conditions de possibi l i té de MA, sont

a<I>(^7h)+W^i)-o,
7^0:1,-^^^'(^rh^o,

Â > o .

Considérons le point ? , , Y], ; d'après les expressions

'Ei "=. ̂  — Àa, ^i == T^ — /.^

de ses coordonnées, il est sur une perpendiculaire menée de ^Y) an
côté/Y de l'angle ci' et, d'après la première des trois condi t ions écrites,
i l est sur la transformée P de ce côté; c'est donc le pied sur P de la
perpendiculaire à P menée par ^, TJ. L'inégalité qui forme la seconde
condition exprime que ce point doit être du côté pos i t i f de Q,
c'est-à-dire ne pas être extérieur à A et, par conséquent, être sur
le côté même P de cet angle.

Considérons le vecteur al lant de ^,Y^ à ^, Y]; ses deux composantes
sont ?^ocetXp et ces deux quantités sont les coordonnées de l'extrémité
du vecteur équipollent mené par Porigine. Cette extrémité donne
à u.x 4- ^y le signe de

^+^),
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c'est-à-dire, d'après la troisième condi t ion , le signe positif; elle est
donc, par rapport à^/, du côté de y ' j ce qui montre que le vecteur
considéré est de même sens que le côté p de l'angle convexe supplé-
mentaire de a\

On est ainsi amené à former l'angle convexe a de côtés p , q, qui est
supplémentaire de a\ et dont A est le transformé par la transfor-
mation W, et les conditions de possibilité de MA, sont que le point 2, Y]
soit l 'extrémité d'un vecteur issu d 'un point du côté P et ayant même
direction et sens que p , ou encore que ce point soit dans la région
balayée par une demi-droite équipollente hp et dont l'origne décrit la
demi-droite P; on définit ainsi l'angle convexe j»P. Donc :

La région de possibilité de MA, est l'intérieur de U angle convexe Pp
formé par les côtés correspondants P et p de A et de l'angle transformé
par la transformation W.

22. Nombre maximum des mouvements réduits possibles. — Les
régions de possibilité des mouvements réduits M/, MA,, MA sont,
comme nous venons de le voir, les trois angles convexes PQ, P p , Qy
formés en appliquant la transformation W à l'angle convexe a supplé-
mentaire de a'.

Or nous avons vu que ces trois régions n'empiétaient pas les unes
sur les autres et que la partie restante du plan était l'angle convexe/^y
(§10)-

II en résulte immédia tement que, si le point Ç, T] se trouve dans
l'angle a, il n'y a aucun mouvement réduit possible et que s'il est en
dehors de cet angle il y a un et un seul mouvement réduit possible
puisque le p o i n t se trouve alors dans un et un seul des trois angles PQ,
P/^ Qy.

Considérons le cas où ^, Y] est dans a. Le mouvement qui se produit .
réel lement ne peut être que MA, MA , MA, ou M^ et, comme les trois
derniers sont impossibles, c'est le premier qui se produit forcément;
donc :

Le nombre des mouvements réduits possibles n'est jamais supérieur à
l'unité. Quand il est nul, le mouvement réel a lieu sur la liaison totale.

Ami, È.C. Norm., (3),, XXXIV. — MAI 1 9 1 7 . l8
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Nous conviendrons de dire q u e A est irréductible s'il n'y a aucun

mouvement r édu i t qui soit possible.

23. Principe dit mouvement réduit pour les liaisons unilatérales
doubles. — La liaison A est i r réduc t ib le et alors il n'y a aucun choix à
faire pour avoir le mouvement réel, ou bien elle n'est pas i r réduct ib le
et alors, comme il n'y a qu'un seul mouvement réduit possible, on a à
choisir entre deux mouvements seulement : à savoir le nwuvemenllViA
sur la liaison totale et le mouvement réduit poss ible ; l ' i ndé te rmi -
nation est donc du même ordre que celle qui a été rencontrée dans
les liaisons unilatérales simples.

Pour lever cette indé te rmina t ion il f au t faire appel à l 'expérience.
Prenons, dans un plan vertical, une molécule pesante pouvant se

mouvoir à l ' intérieur d 'un angle convexe fixe et par tant du repos
placée au sommet.

Si l'angle est tout entier au-dessus de l 'horizontale de son sommet ,
on voit immédiatement qu' i l n'y a aucun mouvement réduit possible,
c'est le cas où il n'y a pas indéterminat ion et où le mouvement MA
doit se produire. Effectivement le point reste au repos au sommet.

Si la verticale descendante est à l ' in tér ieur de l 'angle, P u n i q u e
mouvement réduit possible est la chute verticale, de sorte que l'on a
à choisir entre l ' équi l ib re au sommet q u i const i tue le mouvement MA
et la chute suivant la ver t icale descendante. On constate phys iquement
que c'est ce m o u v e m e n t rédu i t qui se p r o d u i t e f f e c t i v e m e n t .

Si, l'angle n 'étant pas tout entier au-dessus de l 'hor izonta le , cet
angle ne contient pas la verticale descendante, i l y a un côté i n f é rnu i r
et un côté supérieur et le seul mouvement réduit possible est le
mouvement descendant sur le côté in fé r i eu r . On a à choisir entre ce
mouvement et l 'équi l ibre au sommet et l'expérience montre que c'est
le mouvement réduit sur le côté infér ieur q u i se p rodu i t effecti-
vement.

Sans nous attarder à montrer le même fait sur des exemples p lu s
compliqués nous voyons apparaître un principe expérimental général
pouvant s'énoncer ainsi :

Lorsque laliaison unilatérale double nest pas irréductible, il y a indé-
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(ermination entre le mouvement sur la liaison totale et celui des mou-
vements réduits qui seul est possible. Le mouvement qui se produit réel-
lement esl toujours le mouvement réduit.

Il y a donc au plus an mouvement rédui t possible et, quand il y en
a un, il se produit réellement. Le principe précédent complète la
notion de possibilité en montrant que les conditions nécessaires pour
quun mouvement réduit se produise réellement (conditions de possi-
bilité) sont en même temps suffisantes, de sorte que nous obtenons un
résultat de même forme que pour lesliaisons uni la térales simples.

24. I l ny ci jamais impossibilité ou indétermination. — Lorsque le
point ^, Y] se trouve dans l'angle pq^ nous avons vu que c'était le
mouvement MA qui se produisait rée l lement ; ; le principe précédent
nous donne la réciproque ; si E, Y] ne se trouve pas dans l'angle pq, il se
trouve fo rcémen t dans l'un des trois angles PQ, P/?, Qq et alors le
mouvement MA ne se produit pas, le mouvement réel é tant le mouve-
ment réduit correspondant.

En résumé, nous avons une discussion représentée par la figure ci-
dessous.

Mouvement D{ \Q / Mouvement M^

1 Réduction totale) / " ^ (iT'reductibilit&)

Comme les quatre régions n'empiètent pas les unes sur les autres
et recouvrent tout le plan, le po in t ^, Y] est toujours dans une et dans
une seule d'entre elles, de sorte qu'il n'y a jamais impossibilité ni
indétermination.
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25. Cas où le point figuratif de la réaction se trouve sur les fron-
tières. — Au lieu de considérer ce qui se passe à l ' i n s t a n t / o , nous
considérerons la figure à l ' ins tant t^ -{- dt,

Supposons ^ Y) sur/?, c'est-à-dire que l'on a, à l ' i n s t an t l^
^ -4- P'/l •== o ;

à l ' ins tant l^+ dt (dt^> o), cette quant i t é ne sera plus nul le et aura
le signe de sa première dérivée non nulle pour ^. On prendra donc le
signe de

de. „ dr\ ,„ dey. d&
"^-^^^^^r

Si l'on a le signe •+-, c'est qu^à l ' instant ^ + dt le point I;, r\ est
entré dans l'angle pq tel qu'il est à cet ins tan t ; donc on est dans la
région d'inductibilité.

Si l'on a le signe —, c'est que le point '$, y; entre dans la région MA,.
L'indétermination estdonc levée et il en sera ainsi tant que lafonct iôn

y^ 4- (3rj

ne sera pas identiquement nul le . Mais alors on aurait un mouve-
ment MA, qui se ferait sans quitter la liaison Aa, c'est-à-dire qui serait
à la fois MA, et MA. Reprenons l'exemple du n° 23, ce sera le cas où
l'angle a un côté horizontal et l 'autre côté dirigé vers le hau t .

Si nous avions supposé le point I;, Y] sur la frontière P, on aurai t eu

_ ^W ^ dW
c)c p àri °5

et il aurait fallu chercher le signe de

_a (â2w ̂  + <j3w ̂ \ _ r. f^W d^ à^W d^\ ^da àW d^ àW
\à^ cit àcà-n d t ) ^\àî^r\dt^ ô^ dt ) " dt '~~ôî "~ 'dt ̂  5

pour voir de quel côté de P passe le point ^, Y) à l ' instant ^+ dt.
Si la fonction

àW . â'W--- a —— — P -—àt 1 à'n

était identiquement nu l l e , on aurait un mouvement qui serait à la
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fois iVl^ efcM^ Revenant encore à l'exemple du n° 23, ce serait le cas
où Pun des deux côtés de l^angle serait vertical descendant.

Enfin si le point ?,Y) se trouve en O, c'est-à-dire si la réact ion totale
est nul le , il faudra regarderies signes que prennent, à l ' ins tant l^+c/i,
les quatre fonctions

a^+(3Yï,
y^4- <^î,

àW ' - âW
— ce—:- — P ——,

à!; r àri
àW , àW—y^r-0 -^-^ •

de façon à voir dans lequel des quatre angles va passer le point Ç, Y].

26. Définition mécanique de la région d'irréductibilité. — Les quatre
régions sont définies complètement par la région d'irréductibilité en
lui appliquant la transformation W. Cette région est définie au moyen
de la région ci! figurative de la liaison, mais il est indispensable pour
la suite d'en avoir une déf in i t ion directe.

Considérons un angle convexe a1 et une demi-droite § issue de son
sommet ; pour que à fasse un angle aigu avec toutes les demi-droites
intérieures à a\ il faut que a' soit tout entier du même côté que o par
rapport à la perpendiculaire à à. On est donc amené à mener par le
sommet les droites ne coupant pas l'angle a' et à prendre leurs demi-
perpendiculaires du côté de a ' , ce qui fournit manifestement les
demi-droites intérieures à l'angle supplémentaire a.

Ceci posé, considérons le travail virtuel de la réaction

^=^X+ YiY,

où $, •/; est le point figuratif de la réaction et X, Y celui du déplace-
ment ; l'angle allant de l'origine à ces deux points est aigu ou obtus
suivant que Q est positif ou négatif.

Si '̂  Y] est dans a, son rayon fera un angle aigu avec tout rayon
situé dans a ' , donc s sera positif pour tout déplacement X, Y situé
dans a ' ; réciproquement, si ^ est positif pour tout déplacement X, Y
dans a ' , c'est que le rayon de ^ Y] fai t un angle aigu avec tout rayon
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dans a\ de sorte que Ï , Y] est forcément dans ci. On est ainsi conduit à
la définition suivante :

Pour être dans la région d'irréductibilité, il faut et il su/fit que la
réaction de la liaison totale ait un travail positif pour tout déplacement
virtuel du côté positif de cette liaison qui est celle obtenue par
M. Appell par la considération du si^'ne des réactions aux différents
contacts.

27. Le problême pendant le mouvement. ~ Supposant essentiel-
lement que le mouvement débute sur la liaison totale et fa isant le
même raisonnement que pour la liaison unilatérale simple, on verra
que le mouvement MA. se continuera tant que le point ^ Y] restera
dans l'angle pq.

Ce point et cet angle sont généralement tous deux variables avec le
temps, mais, par suite de la cont inui té , le point ne pourra sortir de
l'angle qu'en traversant un de ses côtés ou tous les deux.

Dans le premier cas c'est que l 'une des deux quanti téy

^+^,
yS-4- o-n

s'annule en passant du positif au négatif; l'autre ne s 'annulant pas et
étant, par conséquent, positive. Si c'est la première qui s 'annule, on
passe forcément dans la région MA, de sorte que le mouvement MA se
continue par le mouvement M,^.

Dans le second cas, les deux quant i tés précédentes s 'annulent
s imul tanément et, en traversant le point 0, on peut entrer dans l 'une
des trois régions M.A,, MA, et M/. Le fait que les deux quant i tés
changent de signe n ' indique pas la région déf in i t ive; il faudra voir les
signes que vont prendre les quantités

âW à'W
——— Q^ Y--'" ——" P ——:——— ?ai, ' ô-f}

àW . ÔW-y-^-~oy

28. Étude de la liaison unilatérale au moyen des deux réactions par-



MÉMOIRE SUU LA THÉORIE DES LIAISONS FLMtîS UNILATÉl iALES. I.^

tu-lles. — La liaison double A peut, comme liaison dynamique et
comme, liaison unilatérale, être remplacée par l'ensemble des deux
liaisons réduites simples A, et A, donnant séparément naissance à des
réactions E, -/, comptées posit ivement du coté positif de A. Le t ravai l
vir tuel sera

4'X(tu) -4- -n\'(u),

et tes deux liaisons réduites étant déiînies par
X=0

et
Y=o,

l'angle a' sera l'angle x0y, le demi-axe O.y étant le côté // et le demi-
axe Ox le coté c f ' . La région a sera le même angle, Ose étant main-
tenant le coté/? et Oj le côté q. Soit

W =: a a-'1 •+• 2 bxy 4- cy2,

le côté P aura pour équation

i <AV
i^^^+y^o,

et le côté Q
i t)W
iTT"^^^^^0 '

les coefficients angulaires de ces deux droites sont

b a

et leur produi t ,

est positif puisque la fonction W est définie. Il en résulte que les pro-
longements de PQ traversent tous deux .x0y ou ne le traversent ni l'un
m l'autre. On a alors deux cas de figure conduisant à des résultais
distincts.

i° Les prolongements de P et Q traversent xOy. - Commençons par
le problème initial : '
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l;;>o, Y] <^o entra îne la cessation du contact A,, et la conservation
de A..

^<o, Y] >o entraîne la cessation de A, et la conservation d e A ^ .

^<^o , T)<;O n 'entraîne pas forcément la cessation des deux con-
tacts. 11 y en a certainement un qu i cesse; cela t i e n t à ce que , dans
cette hypothèse, le point $, Y] peu t se trouver dans u n e quelconque des
trois régions de réduction.

^ > o avec Y) == o et devenant négative entraîne cessation de A^ et
conservation de A , mais ^ <; o avec Y] == o et devenant négative n'en-
t ra îne pas la cessation des deux contacts; au contraire, comme on
passe d'un point de Ox à nn point i n f i n i m e n t vois in et au-dessous,
on est dans l 'angle Qy et le contact A i cesse t and i s que A,) se con-
serve.

$=o , T] ===o fourn i t les mêmes observations en remplaçant I; et Y]
cl!, , d-f]

P^6^-
Considérons m a i n t e n a n t le problème dans le mouvement.
£, Y] est un point mobi le s i t ué p r imi t ivemen t dans l 'angle/^. Il se

déplace d'une façon con t inue et ne peut sortir de cet angle qu'en tra-
versant jo ou c] ou le point 0.

S'il sort par /?, c'est-à-dire si la réaction Y; s 'annule et change de
signe t and i s que \ ne s 'annule pas et est posi t ive, on passe forcément
dans la région Pp donc A^ cesse et A , se conserve.

S'il sort par 0 par une tangente située forcément dans o c ' Q y , les
deux réactions passent toutes deux du positif au négatif mais on peut
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ainsi passer dans l 'une quelconque des trois régions de réduction et
il n'y a pas forcément cessation des deux contacts.

2° Les prolongements de P et Q ne tîwersent pcis xoy. — Dans le pro-
blème initial :

^ > > Ô 5 Y ] < < O n'entraîne pas forcément la conservation du con-
tact A, à réaction positive; i l peut arriver que les deux contacts
cessent parce que Fon peut être dans la région PQ.

E <^ o, Y] <^ o ent ra îne forcément la cessation des deux contacts.
S >o avec Y] == o mais devenant négative donne forcément cessation

Fi g. 10.

de As et conservation de A, car, passant immédiatement au-dessous
de O.r, on ne peut être dans PQ, on est forcément dans P p .

Dans le mouvement, une réaction changeant de signe, tandis que
l'autre n'est pas nulle et est positive, entraîne la cessation du contact
correspondant et la conservation de l 'autre.

Si les deux réactions v iennen t s'annuler simultanément, le point
sort par une tangente située dans xf oy et l'on entre dans PQ de sorte
que les deux contacts cessent, bien que dans ce déplacement le
point ^, Y] n'entre pas forcément dans x' oy' c'est-à-dire bien cjue les
deux réactions ne deviennent pas forcément négatives; c'est ce qu i a
lieu, par exemple, si l'on sort de xoy avec Ox pour tangente et un
contact d'ordre impair.

La discussion qui précède montre que l'idée courante et qui con-
Ann. Éc. Norm.., (3) , XXXIV. — MAI 1 9 1 7 . ^
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siste à tout déduire du signe des réactions est absolument fausse. Cette
idée revient, en définitive, à considérer comme indépendants l'un de
l'autre les deux contacts A^ et Aa qui forment par leur réunion la
liaison totale et à, appliquer séparément à chacun d'eux le principe
des liaisons unilatérales simples. En réalité, le principe des liaisons
unilatérales doubles n'est pas constitué par la double application du
principe des liaisons unilatérales simples, et ce qui se passe en l'un
des contacts dépend non seulement de la réaction de ce contact, mais
aussi de la réaction de Pautre.

29. Définition analytique des différentes régions. — Elles se défi-
nissent chacune comme étant d'un certain côté pour deux des quatre
droites?, y, P, Q.

• Si nous nous plaçons dans le cas où l'on part des deux réactions
partielles des liaisons réduites A < , Aa? on a immédiatem.ent les défi-
nitions

Région d ' i r r éduc t ib i l i t é . . . . . . . . . Ç > o, 'n > o
âW à'WRégion de réduction to ta le . . . . . . —— < o, —— < oc/Ç (rf\

à W '> oRégion où A.i persiste et A^ cesse. r\ < o, —?- '

()VVRégion où. Ai cesse et A^ persiste. Ç < o, —— > o

30. Problème. —- Barre homogène mobile dans un plan, dont les
extrémités s'appuient sur les côtés d'un angle droit fixe, et qui, est
soumise à une force située dans le plan et issue de son milieu. On part
du repos. Problème initial ?

Soient a, b les coordonnées du mil ieu et 0 l'angle avec la verticale.
Les équations du mouvement libre sous l 'action de la force donnée et
des deux réactions sont, en se plaçant à l 'instant i n i t i a l , donc en
tenant compte de la liaison,

Ma^X+r j ,
M7/=Y+Ç,

M/2

3 '
f =: l ' ^ s in0 — bf\ cos0.
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Quant aux deux équations de liaison

b — /cos(?==o,
a — / sin 0 == o,

elles donnent, par double dérivation,

b" 4- l sin ̂ // 4- l ces ̂ /â = o,
a" -t- / cos W -4- l sin ^/2 = o.

Fig. n.

«47

Les équations de d iscont inui té sont alors (en les formant modifiées
comme il a été dit au n° 8)

Wa'^ri,
Mb"^'^

mi2-6"==. llsinô— l-ncosô.

La force vive étant
M /2

2T = M (a72-h b'^ 4- —— Ô'\

on aura
M / 2

2 W = M ( ̂  + ^( / t2) + — ô'2

les a^ ///, G" élant ceux donnés par les équations de discontinuité. On
obtient ainsi /)

aW(Ç,Y))=^(^4-^ l 2 )+^(^s ine- ï lCOse) 2 .
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On a alors les équations des deux droites P el Q

i ()W- _- r= -. [^ -+. 3 sin0 (^ sm0 — ^ c o s ô ) ] = o,

M^ — ^ cos0 (4 sin0 — -n ces 5)] == o,

( P )

(Q) 2 à ri

dont les coefficients angulaires sont

i+. Ssin2^ 3s in0 cos0
3smi9 cos0 i + 3 cos2^

Comme ô est compris entre o et ^ î ils sont tous deux positifs et l'on
est toujours dans ce que nous avons appelé « le premier cas de figure »,
c'est-à-dire avec la disposition ci-contre. Cette figure nous permet de
faire la discussion soit du problème init ial , soit du problème de mou-
vement.

Mais, au lieu de faire la discussion au moyen de ^ et Y], proposons-
nous de la faire par rapport aux données X, Y, que nous considérerons

Fig. là.

comme coordonnées d'un point. Les équations du mouvement MA
nous donnent à l ' instant init ial , en partant du repos, a\ b", O", Ç et Y].
en fonction de X, Y. On en tire

d'où

——— = ——;—-=_ 3(s i^6 ? .— r\ cos0),
cos0 — s i ri Q n

X==—7i + 3 cos0 (^ s i n < 9 — ^ cos0),
Y = — ^ — 3 s i n @ ( ^ s i n ô . - - - 7 ] c o s 0 y .
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On passe donc du po in t ^ Y] au point X, Y par une certaine transfor-
mation liomograpilique, et aux deux régions d'irréductibilité et dé
réduction totale polaires réciproques par rapport à la conique

W(£,- / l )==o

correspondront deux nouvelles régions transformées qui seront
polaires réciproques par rapport à la transformée de la conique précé-
dente et ayant pour équation

0(X, Y) : = X 2 4 - •Y â — 3 (Xcos6» - -Ys in0 ) ! s :=o .
4,

Nous remarquerons que Y et X sont précisément, au facteur M près,
les dérivées partielles deWchangées de signe, de sorte que la droite P,
qui avait

àW
-àr=°

pour équa t ion , va se transformer dans l'axe OX, et de même la
droite Q va se transformer en axe OY. L'angle PQ défini par

àW <^W
•^-<°. ^-<°

se transformera en
X>o, Y>o;

donc la région de réduction totale sera maintenant l'angle XOY et la
région d' irréductibil i té sera l imitée par les deux droites

i àQ ^ 3cos<9 ,„- „ ^ . ...- — = = X — — - 7 — ( X c o s 0 — Y s m 0 ) ==o,

1 à@ ,. 3 sin Q ,^ „ ., . „,- — == Y + —-,—(X cos^— Y s m 0 ) ===0,
2 01 4

dont les coefficients angulaires
âcos^—4 3 sin 6 ces 6
3sm9cos9' 3s in 2 ^— 4

sont tous deux négatifs. Nous avons donc les quatre angles ci-après
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qui donnent les cas de réduction par la direction et le sens de la
force X, Y.

31. Problème de la plaque matérielle mobile dans un plan ei ayant un
double contact avec une droite fixe de ce plan. — Qu'il y ait deux con-
tacts simples ou bien un nombre f in i ou in f in i de contacts surabon-
dants, nous avons vu que la l iaison pouvait, à tous les points de vue,
se réduire à deux contacts bien déterminés.

Mais, dans ce problème, au lieu de faire la discussion par rapport
aux deux réactions partielles des contacts réduits, il est beaucoup
plus intéressant de la faire par rapport à la réaction totale qui est nor-
male à la droite fixe et qui est déterminée par son in tens i té et l'ab-
scisse de son pied.

Pour y arriver sans reprendre tout le raisonnement, nous uti l iserons
certains des résultats généraux relatifs aux deux réactions partielles et
nous y jo indrons d 'autres résultais p rovenan t d^ine étude directe avec
introduction de la liaison totale.

Les contacts peuvent être tous du même côté de la droite fixe A
et alors on a une base de sustentat ion qui est un segment f ini sur ce
côté de A et dont les extrémités sont les deux contacts réduits. Si les
contacts sont de part et d^autre de A, la base de sustentation se com-
pose de deux parties s 'étendant à l ' i n f i n i , l 'une au-dessus, l 'autre au-
dessous,

A
l l i• l l i l•• i l• l l l l l l l l l i l l l l• l l l l• l l l l l l l l l l l^______________A

T " " — — —
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et telle qu'il n'existe aucun point, de A appartenant aux deux: les
deux extrémités A et B sont encore les deux contacts réduits.

Comptons les deux réactions partielles ^ T] pos i t ivement du côté d u
contact A, nous aurons les qua t re régions pq, PQ, //P, yQ. Dans le
premier cas, l 'angle pq sera l'angle xOy et PQ son transformé au
moyen de

W(t^).

Dans le second cas, .l'angle pq sera x O y ' et PQ son transformé au
moyen de

W(^-Y]) .

Dans tous les cas, nous aurons les quatre angles convexes, c'est-
à-dire tels que chacun ne con t ienne jarnais la demi-droi te opposée à
l 'un de ses côtes.

Prenons une or ig ine sur la droite À, soit co le pied de la réaction
totale N et u son abscisse. On passera de ^ Y] à N et u par les for-
mules

N== ^ + YÏ,
N u == a ̂  4" b r\,

a et h étant les abscisses de A et B. Nous avons ainsi u n e transfor-
mation (hi point ^ y] en un point u, N, qui. est précisément l 'extrémité
de la réaction totale.

Toute demi-droite issue de l 'or igine se transforme en demi-perpen-
diculaire à. A; les demi-droites du côté positif de la droite

(D) € -+-^=0

deviendront des demi-perpendiculaires du côté posi t i f de A et les
demi-droites du côté négatif de cette bissectrice deviendront des
demi-perpendiculaires du côté négatif de A. Deux, demi-droites oppo-
sées se transformeront en. deux demi-perpendiculaires opposées.

Un angle convexe se transformera, s'il n'est pas traversé par D en
une région parcourue par ,une demi-perpendiculaire restant du même
côté de A et, s'il est traversé pczr D, en deux régions a l l an t à l ' infini et
telles qu ' i l n'existe pas deux demi-perpendiculaires opposées situées .
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respectivement dans ses deux parties. Un angle convexe sera donc
représenté sous l 'une des trois formes

F-'g. i4.

Si nous représentons ces régions par leur base représentée en traits
pleins au-dessus de A et en traits ponctués au-dessous, un angle con-
vexe sera représenté sous l'une des trois formes

.A ________A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1•1 1 1 1 1 1 1 1 1• I I I I H I I I H____________A

que, pour en rappeler la signification, nous désignerons toujours sous
le nom de segment convexe.

A ce point de vue, une demi-droite parcourant successivement les
quatre angles convexes py, ^Q, QP, îp fournira un point parcourant
successivement quatre segments convexes sur A et ces quatre seg-
ments recouvriront entièrement les deux côtés de A sans empiéter les
uns surles autres.

Nous connaissons déjà le segment convexe qui représente la région
d'irréductibilité, c'est la base de sustentation telle que nous l'avons
définie au début de ce problème; quand nous aurons trouvé le seg-
ment convexe représentant la région de réduction totale, nous aurons
les deux régions de réduction partielle par jonction ou, ce qu i revient
au même, par remplissage des deux côtés de A.

Pour définir cette région, reprenons alors la question directement.
Imaginons deux axes fixes, l'axe des x^ étant A et deux axes attachés
à la plaque, issus du centre de gravité G, l'axe des ' x étant parallèle à
la droite des deux contacts de façon que Gx soit parallèle à A quand
le double contact a lieu. Soient u, h les coordonnées de o> dans le
système Qxy, a, j3 les coordonnées de G par rapport aux axes fixes, et
enfin 0 l'angle de Qx avec A.

Les équations du mouvement MA sont, en introduisant la réaction
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Ma^

Mp^N - t - . . . ,

iô'f^=^u-+ . . . . .

Pig. i5.

y

Donc, les équat ions de discontinuité de la suppression totale sont
(puisqu'on passe de MA à My en faisant N = o)

Ma^o,
MfS^—N,
1 ^ r r r — N ^ .

On dé f in i t a in s i le déplacement (p) pour lequel les deux points A
et B doivent avoir des déplacements verticaux du côté positif de A, ce
qui nous condu i t à distinguer deux cas suivant que les deux contacts
sont au-dessus ou l'un au-dessus et l 'autre au-dessous. Dans la pre-
mière hypothèse, les déplacements verticaux de A et B doivent être
tous deux positifs et, dans la seconde, celui de A doit être positif et
celui de B négatif.

Ces déplacements verticaux

ô(3 -4- a ces 6 ô6 — h sin ô ô6, <5(3 + b cos Q ÔQ — h sin 0 ë6

se réduisent, en vertu du contact (0 == o), à

ô(3 -^aô6, ^-+-bSQ
OU

^'-^aQ", ^+ b Q " ,

^ et (f étant donnés par les équations de discontinuité; finalement,
Ann, Ec. Norm., (3) , X X X I V. --- MAI 1917. 20
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on obtient les deux expressions

,ri i au"\ - - r i au,^ r i au'] ,, r
-^.M^T.)' -^I j^ I M ^ T ' -N M-^-T

qui conduisent, dans tous les cas, à considérer les deux points P et Q
d'abscisses

1 l
aM" bM

qui sont les conjugués harmoniques de A et B par rapport au segment
imaginaire de milieu G7 et dont les extrémités sont définies par

x^ — •==. o.M

Ayant la base de sustentation AB et les deux po in t s PQ, les quatre
segments convexes sont parfai tement déterminés. On formera le
segment convexe AP en partant de A à l'extérieur de la base de sus-
tentation, marchant au-dessus jusqu'à ce qu'on rencontre P et alors P
est au-dessus de A, sinon cont inuant et passant au-dessous de +'=0
à — =o ou de ~- os à + ^3 et cont inuant ensuite jusqu'à P, qui est alors

Fig. 16.

;G
______Cessation de B . A irréductibilité B C&ssation de A

Cessation de A ^Q Réduction iotlale P Cessation de B

;G

Cassation de B ^ iprèductibiiitè___^ Cessation de A_____0 _ K^d ̂ MSu"..!̂ ^̂ ^

Réduction totale ' P Cesiiation de B

"G
_____irpeductibiiitè________A ^ cessation de 8 l3, _ Réd uction j<gtalfc_____

— A
Réduction totale Ç Cessation de A B irréductibilité

;G

______ipr'oducbiijiti-bé_______________» ^_____Cessation de B

Cessation de B P Réduction totalfe Ç Ce^s'ation de A "~§ irréductibilité

•,G J

irréductibitité A Cessation de B__________P Réduction totale Q Cessation de A
— —_ — — —.«- —'_ _» _ _ _ _ ..—-—---^^—.-~—^..--~.-.^.^ ^

Cessation de A 8 Irréductibilité

au-dessous. On formera de même le segment convexe BQ et le seg-
ment qui restera sera PQ.
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On a alors, suivant la disposition de la base de sustentation et de la
projection du point G, lea divers diagrammes de la figure 16.

Ces diagrammes, qui permettent de résoudre le problème init ial ,
sont composés de quatre points qui sont définis au moyen des trois
points A, B, (?/ et de la quantité

-1
M"

Cette quanti té et le système géométrique formés par A, B, G'restent
invariables pendant tout le mouvement sur la liaison totale.

Les diagrammes sont donc invariables pendant tout le mouve-
ment MA et permettent d'étudier s implement le problème pendant le
mouvement.

Pour cela, nous considérerons la trajectoire relative du point <jû,
c'est-à-dire le chemin suiv i par co dans la plaque; ce chemin est porté
par la droite AB de la plaque et il doit être considéré comme au-dessus
dans les parties où N est positive et au-dessous dans les parties où
elle est négative. En tout cas, ce chemin part, d'après l'hypothèse,
d'un point o:̂  situé à l ' intérieur de la base de sustentation.

Ce chemin peut sortir de la base de deux façons :

Ou bien i l arrivera à traverser l'une des extrémités de cette base,
B par exemple, sans avoir auparavant traversé la droite A, c'est-à-dire
sans que N a i t changé de signe.

Pig. 17.

^ ^ , ————^. , , , > >^———^ ^

Le point o> passe alors forcément dans le segment convexe BQ de
sorte que l'on se t rouve, sans avoir à faire la moindre discussion, dans
un cas très précis : le contact A cesse, tandis que le contact B persiste.

Ou bien le chemin peut sortir de la base parce qu'il traverse A avant
d'arriver à une de ses extrémités, c'est-à-dire parce que N change de
signe auparavant. En traversant A en co^, le point œ entre dans un
segment convexe de la part ie inférieure de A. Mais ici, ce point o^
n'est pas toujours dans la même région; c'est qu'en effet, o^ peut être
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un point quelconque deAB et le segment convexe symétrique de AB
n'est pas forcément (comme on le constate sur les diagrammes) tout

Fig. 18.

A B

tiîo®"
o»i-

entier intérieur à l 'une des régions de réduction ; dans certains cas, il
n'y aura qu\m contact qui cessera; dans d'autres cas, il pourra y en
avoir deux.

III. — Les liaisons unilatérales triples.

32. Le problème à résoudre. — Pour ne pas nous répéter, nous nous
bornerons à faire remarquer la complication du nouveau problème;
le nombre des mouvements réduits est donné par celui des liaisons
réduites; si la liaison unilatérale triple n'est pas surabondante il y a
7 liaisons réduites, donc on a à choisir entre 7 mouvements. Si la
liaison est surabondante le nombre des liaisons réduites peut devenir
aussi grand que l'on veut, de sorte que f ina lement on a à chois i r entre
des mouvements dont le nombre a un m i n i m u m mais qui n'a pas de
maximum; ce n'est plus un nombre bien déterminé comme celui
(2 ou 4) qui s'est présenté dans les études antérieures.

33. Mouvements réduits possibles. — Pour qu'un mouvement réduit
ne soit pas impossible, il faut qu ' i l ait lieu du côté posit if de la liaison
totale et, en outre, qu ' i l soit irréductible, dernière condi t ion que nous
savons exprimer puisque, ayant lieu sur une liaison rédui te , c'est un
mouvement sur une liaison unilatérale simple ou double.

Les raisonnements conduisant à cette notion étant les mêmes que
dans le cas de la liaison double, nous ne les reprendrons pas.

34. La région de possibilité du mouvement, M./. — Soient

X(o), Y(û:>), Z (œ)

les trois fonctions y que nous prenons pour définir la liaison totale
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et
^ X ( G ) ) + Ï ] Y ( G ) ) 4 - Ç Z ( 0 ) )

le travail virtuel de la réaction totale. Le point ^, Y], Ç sera le point
figuratif de cette réaction.

Nous poserons, au moyen de la force vive W de la liaison

,̂,,,)=-̂ , ,̂ ,̂ -̂ , e(,,,,,)=-<^.

Les inégalités définissant le côté positif de la liaison sont toutes de
la forme

aX(û)) •+• PY(G)) 4- yZ(û,)) > o,

et, pour que le mouvement M/ soit possible, il faut que le déplace-
ment ( p ) fourni par les équations de discontinuité de la suppression
totale satisfasse à toutes les inégalités

^X ( /? )+ (3Y ( /? )+yZ (^ )>o ,

c'est-à-dire q u e le point ^, T], *( satisfasse à toutes les inégalités

^(^ -^ 0 + P^(^ ̂  ?) + y^^ 0 > o.

Ce point doit donc être du côté positif de tous les plans

a<D(.z-, y, z) + (3¥(^, y, ^) + y0(.r, y, z ) ̂  o

qui dérivent des plans
a.r-f-i3/+y,^==o

par la transformation homographique (3>, ^F, @) déjà rencontrée à
propos de la transformation W de l'espace.

Comme ces derniers plans définissent, par leurs côtés positifs,
l'angle solide convexe a figuratif de la l iaison, on est ainsi conduit à
l'angle solide convexe A transformé de a' par la transformation (<Ï>, W, @).

35. Région de possibilité du mouvement réduit sur une liaison réduite
double fournie par une arête de Sangle solide a'. — Soient

a x 4" b y -+- c z ==- o,
a'x -h b'y + c'z ==o,
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les plans des deux faces aboutissant à l'arête considérée de af. Si l 'une
des faces est courbe, l 'un de ces deux plans sera le plan tangent le
long de l'arête et, si les deux faces sont courbes, les deux plans seront
les deux plans tangents.

Dans l'équation de d'Alembert du mouvement MA figure le travail
virtuel

^ X + Y î Y + Ç Z ,

tandis que dans l'équation de d'Alembert du mouvement réduit consi-
déré figure le travail virtuel

ou
À (aX + b^i + cZ) + V(cz' X -h b' Y -h c'ï),

(la 4- ̂ /) X + (À^ + À^Y + ().c •+ T/c^Z.

En faisant la soustraction on aura les équations de discontinuité du
passage de MA au mouvement réduit et qui ne différeront de celles
relatives à la suppression totale que par le changement de ^ Y], ^
en S,, Y]^ ^ définis par

^ = ^ — ^ a — À ^ ,
•/]i==^ -lb—Vb1,
Çi=Ç-^c-Vc' ,

de sorte que l'on en tirera
X(/?)=<î»(^Yî^) ,
Y(^)=T(^,ÇJ,

Z(/ . )=0(^^,Ç,) .

On aura, de plus, les deux équations

^X( /? )+&Y( /? ) - ^ - c / Z(^ )==o ,

^XC/^^YO^+C'ZO^^O,

provenant des équations de liaison et qui, pouvant s'écrire

a <I»(^, Y),, ÇQ + ^ ¥(^, rh, ?,) + c ê(^, •/)„ ÇQ == o,
^^(Çl^l,Çl)+^ÏJ l(^,TJl,Çl)+C /©(^,^,^)=0,

détermineront les deux inconnues auxiliaires À et V.
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Le point ^,1, y] i , C,, d'après ses coordonnées, est dans un plan mené
part;, Y], Ç perpendiculaire à l'arête considérée de l 'angle solide ci' et
les deux dernières équations écrites expriment qu'il est sur l'arête
correspondante de l'angle solide A ou, du moins, sur la droi te qui porte
cette arête.

Pour abréger le langage, appelons o' l'arête de a', A l'arête de A
et / la face correspondante de ci supplémentaire de a'. Le po in t 1^,
y] i , ^ est donc la projection de ^, T], ^ sur A parallèlement à/.

La première condit ion de possibilité est que le déplacement ( p )
relatif au mouvement rédui t ait l ieu du côté positif de A, c^est-à-dire
satisfasse à toutes les inégalités

a X ( p ) - + - p Y ( / ? ) + 7 Z ( ^ ) > o ,
qui s^écrivent

a<I)(^,Yh,?i)+(3¥(£i,Yh,ÇO 4 - y © ( ^ Y ] , , Ç t ) > o ,

et expr iment que î^, y]i, Ç< ne doit pas être extér ieur à A. Comme il,
est sur la droite portant l'arête A et que, vu la convexité de A, le pro-
longement de A est extérieur, i l faut que le p o i n t a , Y] , , ^ soit sur
l'arête A elle-même.

La seconde condition de possibil i té est l ' irréductibilité,, laquelle,
d'après la théorie des liaisons unilatérales doubles, se traduit par
l'inégalité

^[aX^+^Y^^cZ^))] 4- ^[a'X (/.))•+- ^Y(( . ) ) -4-^Z(œ)] > o,

devant avoir lieu pour tous les déplacements satisfaisant à

a X(G))-+-^ Y(û)) "+-c Z(c.))>o,
a /X(û) ) -4- /yY(a) ) +c /Z(&))>o,

ou, ce qui revient au même, par la condition que tous les points du,
côté positif des deux plans

a x -i- b y -4- c s == o,
a ' x -+- b ' y 4- c ' z == o,

soient du côté positif du plan

( P ) Q.a -h }/a')^ -i- (}.b-\~ V^)f -+- (^c -(- ^ c ' ) 3-== o.
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Les points considérés sont tous les points intérieurs au dièdre con-
vexe §' de a', donc le plan considéré, qui passe par à" ne doit pas
traverser ce dièdre à l ' intérieur duquel^ est entièrement contenu; ce
plan ne doit donc pas traverser a! et doit le laisser tout entier du côté
positif. Quel est ce côté? Considérons le vecteur a mené par l'origine
et équipollent au vecteur allant de ^, y^, Ç, à ^ Y], Ç. Ce vecteur,
d'après ce qui a été dit plus haut, est dans le plan de la face f et le
plan P est précisément le plan qui lui est perpendiculaire en 0; les
coordonnées de l'extrémité de ^ sont

\a^a^ ^b-^-Vb\ Ic^-^'c',

et, si on les substitue dans l'équation du plan P, on obtient un
résultat

(7^+)/aT"+()^+^6 /)24-(^+^)2

essentiellement positif. Le plan P passant par l'arête à' de a' ne tra-
verse donc pas a1 et le vecteur pi est dirigé comme une demi-perpen-
diculaire du côté de a'; on en conclut que p. est à l ' intérieur de la face/
de l'angle solide supplémentaire a.

En définitive, le point ^, T], *( doit être l'extrémité d'un vecteur issu
d'un point de À et équipollent, à une demi-droite intérieure à la face/,
c'est-à-dire doit être dans la région balayée par l 'angle/subissant une
translation faisant décrire à son sommet l'arête A. On définit ainsi l'in-
térieur dutrièdre convexe/ A déjà rencontré dans l'étude de la trans-
formation W.

Ainsi :
La région de possibilité est V intérieur de l'angle solide cowexe (trièdre)

défini par la face de a et P arête de A qui correspondent à F arête de a'
fournissant la liaison réduite.

36. Région de possibilité du mouvement réduit sur une liaison réduite
simple fournie par une face plane de V angle solide a\ — La liaison
réduite simple est fournie par

ax •+• by + cz == o.

Si nous refaisons un calcul analogue à celui du cas précédent, nous
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aurons, pour le passage de M,y au mouvement rédui t ,

X(^)==<D(^ ,Y] , ,^ ) , ^ç__^

Y(7?) == ^(^i, Yî i , Ci), avec rii='n —~kb,

Z(^)=Q(^Yh,Çi ) , Ç,==Ç-}^,

l ' inconnue X étant déterminée par

^(^i, •/îi, Ci) + ̂ r(£i, -/h, Si) -+- cec^i , ̂ i, Ci) = o.

On voit immédiatement que le point ^, y^, ^ est, d'après ses coor-
données, sur la perpendiculaire menée de ^ Y], *( à la face/' de a' et,
d'après la dernière équation, dans le plan de la face correspondante F
de A, de sorte que le vecteur a l lant de ? , , Y ] ^ , ^ à "̂  Y], '( est un vecteur
issu d 'un point du p l a n F et parallèle à l 'arête à de Œ.

Pour que le mouvement réduit ait l ieu du côté positif il faut encore
que ^, T], , ^ ne soit pas extérieur à A et, comme il est dans le plan
de la face F de cet angle solide convexe, qu'il s o i t à l ' in tér ieur de cette
face F.

Pour que le mouvement rédui t soit irréductible, i l faut avoir

^ ( ax 4- by -(- cz ) ;> o

pour tous les points Xy y, z satisfaisant à

ax -+- by +• es > o ,*
donc

'X > o.

Considérons alors l 'extrémité

À a, ')\b, Àc,

du vec teur mené par 0 et équipol lent à celui qui va de ^, Y ] , , ^
à Ç, •/], '(. Si nous substituons dans l'équation de la face /' nous
obtenons

}.(a.2-4- <^+ c2),

qui est du s igne/de X; donc le vecteur considéré est porté sur S et,
étant du côté positif du plan /', est dans le sens de §. De ces condi-
t ions on déduit que ^ T], 'C doit être dans la région balayée par à subis-

Ann. Éc. Norm., (3), XXXÏV. — JUIN 1 9 1 7 . 21
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sanfc une t ranslat ion faisant parcourir à son origine tout l ' intérieur de
la face F. Donc :

La région de possibilité est F intérieur de l'angle solide convexe (trièdre)
défini par U arêle de a et la face de A qui correspondent à la face de a'
fournissant la liaison réduite,

37. Région de possibilité du mouvement, réduit sur une liaison réduite
simple fourme par une face conique de l'angle solide ci'. — Les dépla-
cements virtuels sur la liaison réduite sont tous ceux qui sont situés
dans le plan tangent

ax •+- by -I- 6'J == o.

On peut alors recommencer tous les calculs et raisonnements du
paragraphe précédent. Le seul changement sera que le po in t !;,, 7 ) i , (^
situé dans le plan tangent correspondant de A n e devant pas être exté-
rieur à cet angle solide sera forcément sur la génératrice de contact.
Au plan langent/?' de a' correspondra une arête S de a et un plan tan-
gent P de A, donc u n e génératrice de contact A. Il faudra que le
point ^, Y], Ç soit intér ieur à l'angle convexe de deux génératrices
correspondantes de A et a. Ainsi :

La région de possibilité est fangle solide convexe ç, <I> limité par les
faces coniques ^ et î> de a et A correspondant à la face conique consi-
dérée de a' et par les angles convexes joignant les génératrices limites
correspondantes de ç et ^,

38. Nombre maximum des mouvements réduits possibles. — Nous
sommes donc amenés à considérer les régions A, SF, /A et y<D déduites
d'un angle solide convexe a par une t rans format ion W; du fait que
ces régions n 'empiètent jamais les unes sur les autres, résulte alors
immédiatement que le point î, Y], t n'est dans aucune d 'entre elles, ou
bien est dans l 'une d'elles et dans u n e seule, s'il n'est pas sur une
frontière.

Si ce point est dans la région a, il n'y a aucun mouvement réduit
possible, donc le mouvement réel est forcément le mouvement MA sur
la liaison totale. Nous retrouvons donc le même résultat que pour la
liaison unilatérale double :
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Le nombre des mowemenis réduits possibles n'est jamais supérieur
à l'unité. Quand il est nuls le mouvement réel a lieu sur Ici liaison
totale.

Dans ce dernier cas, nous dirons que la liaison est irréductible:

39. Principe du mouvement réduit pour les liaisons unilatérales triples.
— De ce qui précède résulte encore que, lorsqu'il y a à choisir, le
choix ne porte que sur deux mouvements : le mouvement MA et
l ' un ique m o u v e m e n t r é d u i t possible.

Sans qu'il soit nécessaire d'en donner des exemples, bien faciles
d 'ai l leurs à trouver, on constate expér imenta lement le fait suivant
qu 'on érige en p r i n c i p e général :

Lorsque la liaison unilatérale triple n'est pas irréductible, il y a indé-
termination entre le mouvement sur la liaison totale et celui des mouve-
ments réduits qui seul est possible. Le mouvement qui se produit réellement
est toujours le mouvement réduit.

à propos duquel on fera les mêmes remarques que dans le cas des l iai-
sons doubles.

40. // ri y a jamais impossibilité ou indétermination, — Les régions
de poss ib i l i t é des mouvements réduits sont donc, en vertu du principe
précédent, les régions de product ion effective de ces mouvements
rédui t s et, pour compléter l 'espace, i l f au t y a jouter la région a qui,
par exclus ion, est la région de product ion effective de M,v. Il n'y a ni
imposs ib i l i t é n i i n d é t e r m i n a t i o n parce que toutes ces régions n'em-
piè tent jamais les unes sur les autres et remplissent tout l'espace
comme nous l'avons vu dans l'étude de la t ransformat ion W de
l'espace.

41.. Cas où le point figuratif de la réaction est sur une frontière. —
On tra i tera cette question comme dans le cas des liaisons doubles en
cherchant où passe ce point à l ' ins tan t to -|- dtÇdt ^> o).

42. Définition mécanique de Ici région d'irréductibilité. — On mon"
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trera, comme nous l'avons fai t dans le plan, que la condi t ion néces-
saire et suffisante pour qu 'une demi-droite fasse un angle aigu avec
toutes les demi-droites intérieures à un angle solide convexe c i ' ' , est
que cette demi-droite soit intérieure à l'angle solide convexe a supplé-
mentaire de a ' .

Pour que le point S, T], *C soit dans a, il faut donc et il suffit que
son rayon fasse un angle aigu avec celui de tout point X, Y, Z situé
dans a\ c'est-à-dire que la quanti té

^X-+-^Y-+-ÇZ

soit positive pour tout point X, Y, Z dans a! et, comme c'est le travail
virtuel de la réaction, nous arrivons au même résultat que pour la
liaison double :

Pour être dans la région d'irréductibilité, il faut et il suffit que la
réaction de la liaison totale ait un travail positif pour tout déplacement
virtuel du côté positif de cette liaison.

43. Le problême pendant le mouvement. •— Les régions varient géné-
ralement avec le temps et le point ^, Y), Ç, se déplace d 'une façon con-
tinue en partant d 'une posit ion ini t ia le située, par hypothèse, dans
l'intérieur de a. Le mouvement MA cessera quand la réaction sortira
de la région d ' irréductibil i té .

Si $, Y], Ç sort par une face de a, on entre dans une région /A bien
détermine et l'on a un mouvement réduit sur u n e liaison rédui te
double; mais si Ç, TQ, *( sort par une arête ou par le sommet, i l peut
entrer dans plusieurs régions et il faut étudier le signe que prennent
certaines expressions linéaires pour déterminer la région dans
laquelle il entre effectivement et qui indique le mouvement réduit
succédant à MA.

44. Le problème de la liaison unilatérale pour un solide en contact
avec un plan par un nombre fini ou infini de points non en ligne droite.
— Supposant la liaison réduite à trois contacts non en ligne droite et
choisis arbitrairement, on pourra faire la discussion au moyen des
trois réactions partielles ^ Y), ^ qui sont normales au plan. Mais le



MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES LIAISONS FINIES UNILATÉRALES. l65

choix de ces trois contacts, sauf le cas où la liaison n'est pas surabon-
dante, est absolument arbitraire et, comme nous l'avons fai t dans le
cas analogue de la liaison double, il est plus symétrique et plus inté-
ressant de la faire au moyen de la réaction totale N et de son pied (A)
considéré comme situé sur la face supérieure ou sur la face infé-
rieure du plan suivant que N sera dirigée au-dessus ou au-dessous de
ce plan.

On passera de ^ Y], t à N et aux coordonnées u, w de œ par la trans-
formation

£+ n+ Ç = N ,

a ^ + b -n -+- c Ç = N ^ ,

a ' ^ 4- ^r\ - h^Ç^Nw,

dans laquelle a, b, c, a ' , b\ c' sont des constantes et sur laquelle on
fera exactement les mêmes remarques que sur la transformation ana-
logue déjà étudiée pour la liaison double.

Chaque région sera définie par sa base dans le plan de contact,
cette base pouvant être tout en t iè re d'un seul côté du plan ou être
constituée par deux portions, l'une sur une face, l'autre sur la seconde
face.

La région d'irréductibilité sera l ' intérieur de la base de sustentation
telle" que nous l 'avons définie. Nous allons nous proposer d'en tirer la
région de réduction totale par une étude directe et nous en déduirons
les régions de réduction partielle comme conséquence des résultats de
la théorie générale.

Prenons trois axes fixes 0^ x ^ y , , z^ les axes 0^ et O ^ y , é tant
dans le plan fixe de contact et, pour éviter le cas d'indétermination des
angles (FEuler, prenons trois axes mobiles attachés au solide, issus du
centre de gravité G et tels que le solide é tant en contact avec le plan
par sa base de sustentation, Gy soit parallèle à 0^ et de même
sens.

Si a, 6, c sont les coordonnées absolues de G et 6, ç, ^ les trois
angles d'Euler, la liaison totale se traduira par les trois équations

c = h •=. const., @ = - î Q=O.
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Les équat ions du mouvement sur la liaison totale sont
M^rr:...
M^^:...
Mc^N-4-. . .

d_ fï_ ô^
cit \2 àp, • . . .= :— NW-+- . . .

É. ( L ÔT^
cit \2 àq/
d f î à ¥ \ ' .,— - -y- )+...= Nu 4- . . .dt \2 àr )

Avec
' == d;̂  si a îp sin @ + 6^ cas cp +...cli ' ' T

-^ == (i^cos îpsin 0 — Ô^sin o +• ..c/^ T T T

^ =:^cos^+cp / /+...<'/^ * 1

ou, lorsqu'on est sur la l iaison A,

^=6---
d^
dt

—— -^.^-Jr-dt ^ -^ • • •

dr _
~dt~~^

On a donc les équations de d iscont inui té de la suppression totale

M^-0, ^,=N^,

'1&"==:05 i^=°'

^"=-^ ^'=-^t•

Tout pointa?, — À, s situé dans la face de contact a une a l t i tude au-
dessus de 0^ ̂ ,j, donnée par

i==c H-^sin 9, sin 0 — À cos <p sin 9 •+• z cos^,
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donnant
ô^i == ôc-t- (î(p[.rcos © sin 0 •4- A sin ç sin Q]

4-â9[,rsin 9 cos 9 — fi cos 9 cos 0 ~ z sin '9],

ou, puisque l 'on est sur la liaison A,

Ô^i == ÔC -+- .rôq? — ^00.

Pour le déplacement ( p ) on est donc amené à considérer la
quant i té .

c / /+w /~^ /=~^+W^^ / '=---N^,

c'\ ̂  et 0' é tant ceux que fournissent les équations de discontinuité.
Si, changeant de notat ions , on pose

X~^ Y-^ 7 Q

'—N 7 ' - N 5 /=N-?

on aura
a=-^z+^x-+- —,M

X, Y, Z étant donnés par

i ()F ,
ï ^ X ^ ^ l^("ï)1

i <}F
3 ^Y ^ ̂  «^WC ^ =: 0,

1 ^1^ . .
^ à Z ^ ^ ^=:-u.

Les formules en ^ T], *€ conduisent à la polaire réci proque

( i > a , y ) , ç ) = i ,
de l 'el l ipsoïde central d ' iner t ie par rapport à la sphère de rayon un et
de centre G, et, par réciprocité, on a

X^l^ Y^i^ 7—L0^
' 2 Ô^9 """ 2 à'f]7 " J • 2 "JÇ"'

Pour avoir X et Z on peut in t roduire de suite, dans $, l'hypothèse
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7] = o et si,, ensuite, nous considérons la fonction

© (^, w) = (& («', o, — M ) ,
nous aurons

i d0 ., _ i 6?©
.A. —- ~~' -,. ' - l fj • —i" ' *•-••""• ~~ —. 5

2 6W 2 </?/

et, par suite,
/. 1 <)© 1 C)© 1
12==^--—-4--3- -— 4- î-p

2 (7 M 2 OW M

qui est la forme polaire, relative aux deux points {x, js) et Çu, w\ de
la conique

ô(« , W)- i -^ =0.

Cette conique T peut visiblement, d'après le calcul précédent, se
définir géométriquement de la façon suivante. On part de l 'e l l ipsoïde
central de ^yration

F ( X , Y , Z ) = M ,

on en prend l'ellipsoïde conjugué

F ( X , Y, Z ) + M = o ,

qui est imaginaire, on le fait tourner de 90° autour de la perpendicu-
laire au plan de contac t issu de son centre G, ce qui donne

F(Z, Y , — X ) - l - M = o ,

enfin on prend la polaire réciproque par rapport à la sphère

^-("Y^Z^I,

on coupe ce nouvel ellipsoïde par le plan G, .r, s, parallèle au plan de
contact et l'on projette cette section sur le plan de contact lui-
même.

Nous retiendrons, pour ce qui va suivre, le seul fait que F est une
ellipse imaginaire ayant pour centre la projection du centre de
gravité.

L'équation
^==0,
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où Von considère .r et s corn rue coordonnées courantes, est la polaire P^
du po in t a). Si on y considère ^ et w comme coordonnées courantes,
c'est la polaire P^s du point . r , z. De quelque façon que l'on considère
û comme droite , on est toujours assuré que son côté positif est celui
qui cont ien t la projection (y du centre de gravité.

La région d ' i r r éduc t ib i l i t é ou région Ro de réduction nu l l e est la
base de sus ten ta t ion pouvant avoir une portion R^ au-dessus du plan
de contact et une région ,FÇ sur la face infér ieure de ce plan. De
même, la région R^ de réducî ion totale pourra avoir deux portions R^"
et R;.

Si co est dans R^, c'est que Nu a le signe — pour tout point de R^
et le signe -{- pour tout point de Ry. Autrement d i t , la polaire P^) laisse
d'un même. côté tout R^ et laisse tout entière de l'autre côté R^. Si co
vient à sortir de R^ c'est que P(O cesse de satisfaire à ces condit ions,
donc vient passer par un sommet de R^ ou, ce qui revient au même,
que co v i en t traverser la polaire P.̂  d\\n sommet de R(,.

La région R^ est donc l i m i t é e par les polaires des sommets de R().
Si. le point co est dans R^, cela signifie que N est .posi t ive, donc on

doit avoir
^<0

pour tous les po in t -» x^ z de R^ et^ en particulier, pour ses sommets,
et

û>0

pour tous les po in t s .y, z d e R ^ et, en part iculier , pour ses sommets.
Si ce est dans R7, les résultats sont renversés, de sorte qu 'en

déf in i t ive :

La région R^ est la région commune aux côtés négatifs des polaires
des sommets clé R^ et aux côlés positifs des polaires des sommets de R^.

La région R^ est la région commune aux côtés positifs des polaires des
sommets de'l^ elewr côlés négatifs des polaires des sommets de R^.

Ayant formé Ro et R^ on formera les régions de réduction partielle
en faisant la jonction des côtés aux sommets correspondants au moyen
des segments rectilignes convexes analogues à ceux considérés dans
le problème semblable pour la l ia ison double.
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Nous représenterons en traits pleins —— tout ce qui est sur la
face supérieure du plan , en t ra i t s po in t i l l é s - —— - tout ce qui est sur
la face infér ieure et nous remarquerons que les diagrammes obtenus
étantobtenusau moyen de quantités invariables pendant le mouvement
M\ sont eux-mêmes invariables pendan t tout le mouvement sur la
liaison totale et fournissent la solution du problème pendant le mou-
vement aussi bien que celle du problème i n i t i a l .

EXEMPLE t. - Trépied symétrique. — II n'y a alors que R; qui est un
triante équilatéral; par suite de la symétrie le po in t G se projette au
centre de ce triangle et, l 'ellipsoïde central d ' inert ie étant de révolu-
tion a u t o u r de la normale au plan de contact, laconique F est un cercle
imaginaire.

Les polaires des sommets du triangle équilatéral forment an nou-
veau triangle équilatéral contenant G' et dont l ' i n t é r i eu r étant la
région commune aux côtés positifs des polaires est la région B,. Les
côtés négatifs n 'ont pas de portion commune, de sorte qu'il n'y a pas
de R,4-.

Si nous désignons chaque région par MAB(;, MAI;, . . . , M,, , , . . . , M() en
indiquant a insi les contacts qui persistent dans le mouvement effectif,
nous obtiendrons les deux diagrammes supérieurs et inférieurs qu i
suivent.
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Et nous remarquerons que les résultats sont bien différents de ceux
fourn is par la théorie couramment admise. L'étude du signe des réac-
tions conduirai t en effet à la région M() représentée par t ou te la face
infér ieure du plan et au diagramme supérieur suivant :

EXEMPLE II. — Trépied à base équilatérale^ n ayant quun plan de
symétrie, et dont le centre de gravité se projette en dehors de la base. —
11 y a alors une région commune aux côtés pos i t i f s des trois polaires
de A, B, G et aussi une région commune à leurs côtés négatifs. La pre-
mière est la région IÇ" et la seconde la région R'^.

On a alors le d iagramme supérieur :
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et le diagramme intér ieur :

Pc^ MC / MAC
B ^ /

^^—^>Mo^;rï^>< >< MA>0 ^:^^h^1- '̂̂  ^'^
^4- .̂ c:—-:-—,^ ^ v. ^—--

^PB
.PA

EXEMPLE III. — Le solide est en contact avec le plan par une face rectan-
gulaire. Son ellipsoïde central d^ inertie est de révolution autour d'image
perpendiculaire à cette face et passant par un de ses sommets. — II y a ici
un sommet dont la polaire est la droite de l ' inf in i et la conique F est
un cercle imaginaire; les côtés négatifs des quatre polaires n ' on t pas
de partie commune, donc il n'y a pas de R^" et il y a u n e R/~ l imitée par
la droite de l ' infini .

On a le diagramme supérieur :

- ^Û
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et le diagramme inférieur :

?%
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tNO
\ ! ^°^
'l 1y .——— —4f——r

^0

P-o

,--'-' ^%p-^-^0-——^^^-.

^
^---~

\?G

45. ^ problème de kl liaison uni/citer aie pour un solide reposant sur un
plan fixe par une base limitée par une courbe fermée cowexe. — La
courbe Ry é tant convexe, toute dro i te qui la rencontre la traverse en
deux points et r ien que deux et, par tout point extérieur:, on peut
mener deux tangentes et rien que deux.

Si G' est à l ' intérieur de R() on ne peut pas mener de tangentes issues
de G7; donc R^, qui est la polaire réciproque de Ro par rapporta l'ellipse
imagina i re F de centre G', n'a pas de points à l ' i n f in i ; c'est une
courbe fermée convexe c o n t e n a n t G" à son intérieur qui const i tue R^
et i l n'y a pas de R^".

Si G" est ex té r ieur à Ro on peut mener deux tangentes déterminant
su rRo deux arcs, l 'un du côté de G" par rapporta la corde des contacts
et l 'autre du côté opposé. La courbe R^ a deux asymptotes qui sont les
polaires des deux points de contact et se compose de deux branches
analogues à des branches d'hyperbole, celle qui est transformée de
l'arc du côté de G7 aura son in té r ieur du côté négatif de toutes les
tangentes, ce sera R^et l 'autre, transformée de l'arc de Ro opposé à G',
aura son in té r i eu r du côté positif de toutes les tangentes, donc
sera R^"".

Si le point o> est à l ' intérieur de Ro ou de R^ la question se trouve
complètement résolue, mais s'il ne se trouve ni dans l'une ni dans
l'autre, c'est-à-dire dans la région R7 formée par les deux faces du plan
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après enlèvement, de Ro et de R^, on est assuré qu'il y a réduction, à un
contact ta ngentiel, le solide se soulève de façon que la base reste en
contact, par un point de son contour, avec le p lan; ce point de contact
va être variable dans le mouvement ul tér ieur , mais il est ut i le et
intéressant de déterminer sa position ini t ia le que nous appel lerons
point de soulèvement.

Soit
x=f{t}, z=o(t)

la courbe Ro définie au moyen d 'un paramètre et '̂  *(, le point corres-
pondant de R^. La polaire

., ()© „ 00 î
X — -i-Z— •+•—==o

^ àQ M

du point ^, Y] doit être identique à la tangente
X.—^ % — ^ '
—^^-T—'

en x, z-', donc
dO à% i
"̂  ___ ̂  _ M
z1 —x' zy'—xz'

Équations l inéaires d o n n a n t E et Ç en fonc(ion de,r, s, x et z^ c'est-
à-dire en fonction de £ .

Pour que x, z soit le po in t de soulèvement, il fau t que co se trouve
sur le segment convexe a l lan t du po in t .r, z au p o i n t E, *(, donc ces
trois points doivent se trouver en ligne droite , d'où l 'équation

^)=

X Z 1

£ ç 1

U tt' 1

qui fournit un certain nombre de valeurs de t parmi lesquelles il faut
choisir celle qui donne le point de soulèvement.

Cette équation exprime que oo est sur le segment convexe a l lan t
de x, z à E, Ç ou sur le segment non convexe qui le complète. D'après
l'étude générale que nous avons faite du mouvement de l'angle convexe
formé par deux demi-droites correspondantes, nous savons qu ' i l v a
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un et un seul segment convexe passant par un point co pris a rb i t ra i -
rement dans tV, il en résulte que, si on se l imi te à Finterval ie de
variation de t fournissant une fois et une seule la courbe Ry, l'équa-
t ion ^ admet une et une seule racine telle que co soit effectivement sur
le segment convexe correspondant.

A quels caractères reconnaî t re cette racine?
La question est résolue presque immédiatement quand on est dans

le cas où G' est à l ' intérieur de Ro.
Supposons d'abord œ au-dessus du plan et soit A^ la droite des

contacts des tangentes menées de ce point à Ro, droite qui existe réel-
lement, pu isque oo est supposé être dans R'^ qui est toute la portion
supérieure du plan extérieur à R^.

Considérons deux droites x, z, ^, t issues, l 'une d^un point de l'arc
de R() qui est du côté de co et l 'autre d'un point de l'arc à l'opposé de ojy
et passant toutes deux par œ. Pour la première, la partie supérieure du
segment convexe (figurée en gros traits) contient, fo rcément co, et,
pour la seconde, ne le contient cer ta inement pas. Il faut donc et il
suffit que le po in t oc, s soit du côté de co par rapport à A^.

En formant l 'équation de A^ on aura donc une inégalité définissant
sans ambiguïté la racine à choisir pour obtenir le po in t de soulè-
vement.

Supposons maintenant co au-dessous du plan. On fera exactement le
même raisonnement au moyen de R^ et du point ^ Ç, ce qui conduira
à prendre la corde des contacts des tangentes menées de co à R^. On
peut revenir à Ro en prenant les pôles et polaires par rapport à F; la

Fig. 2.5.

polaire P^ coupe certainement Ro parce que œ au-dessous est à l'exté-
rieur de 'R£ et l 'on voi t faci lement que le poin t x, z doit être, par
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rapport à P,,, du côté opposé à G-', d'où encore l ' inégalité définissant
sans ambiguïté la racine d o n n a n t le point de soulèvement.

Lorsqu'on est, dans le cas où G-' tombe à l'extérieur de Rp la solution
est un peu plus compliquée.

Supposons co au-dessus. On distinguera les solutions en t donnan t
•des points .r, z d 'un côté ou de l'autre de la droite des contact Aç/. Pour
qu'une valeur de t correspondant à un pointa l'opposé de G-7 convienne,
il faut et il suffit, pu isqu 'e l le donne un point ^, i au-dessous du plan,
que ce point x, z soit du côté co de A(,,, ce qui donne en défini t ive deux
inégalités. Pour qu 'une valeur de t correspondant à un poin t du
côté G' de AG, conv ienne , i l faut encore la même inégalité relative àA^,
mais cela ne suffit plus, car ^, ^ est alors au-dessus du plan ; il faut, en
plus, que co soit situé entre les xleux points x, z et ^, ï, ce qui donne
une nouvelle inégal i té .

Supposons œ au-dessous, il est extérieur à la branche B^ et i l peut
être intér ieur ou extérieur à R'^. Dans le premier cas, toute droite issue
de co rencontre îÇ en un seul poin t et il. en résul te que si $, *( est sur B^
et donne une droite passant par œ, ce point œ est forcément sur le
segment convexe correspondant. On a alors à satisfaire à une seule
condi t ion qui est que le point ;r, s se trouve du côté G' de A(;,. Dans le
second cas, on peut mener des tangentes de oj à R^ et il faudra que ^5
*C soit sur R^" et du côté de co par rapport à la droite de contact des
tangentes menées de co à R^. On aura donc une inégalité relative à A<-;/
et une autre relative à P^.

En défini t ive, dans tous les cas on aura des inégali tés conduisant à
la déterminat ion précise du point de soulèvement.

Pour étudier le problème pendan t le mouvement , on considère la
trajectoire du pointa) à l ' intér ieur de la base de sus ten ta t ion . Elle part
d'une posi t ion i n i t i a l e OL>(, s i tuée à l ' intér ieur , donc au-dessus; elle
reste au-dessus pendant un certain parcours et peut ensuite passer
au-dessous lorsque N change de signe.

Si la trajectoire sort de By en un p o i n t avant de passer au-dessous
du plan, la question est de suite résolue; ce point de sortie est le p o i n t
de soulèvement.

Si la trajectoire sort de Ro parce qu'elle passe de l'autre côté du
plan," c'est ce point a),, considéré comme au-dessous du pl^? q111 v^
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fournir la solution. S'il est dans R^, il y a réduction totale, sinon il est
dans R" et il y a réduction par t ie l le dont le point de soulèvement sera
déterminé au moyen du point eu, par les méthodes indiquées précé-
demment.

EXEMPLE I. — Solide pesant reposant sur un plan horizontal par une
base limitée par une courbe fermée convexe. — Les équations du
mouvement M,\ montrent que, soit au début, soit pendant le mouve-
ment, la réaction N est constante, positive et appliquée au point G'.

Si le centre de gravité se projette à l ' intérieur de R<p il y a irréducti-
bili té au début et pendant tout le mouvement.

Si le centre de gravité se projette à l'extérieur de Ro, la projection G^
doit être considérée comme un point ûù au-dessus du plan, puisque N
est positive; ce po in t est d'ailleurs, par dét in i t ion, extérieur à R^ qui
est la région commune aux côtés négatifs de certaines droites, côtés
opposés à G\ oj est donc forcément dans la région R^ et il s'agit de
construire le p o i n t de soulèvement.

Le point oc, z et le point ^, ^ doivent être en ligne droite avec G'. Or
tous les points d 'une telle droite ont leurs polaires par rapport à F paral-

Fig'. 26.

lèles et la tangente en x, s est la polaire de Ç, Ç; il en résulte que les
points ,-r, ^ peuvent se déf inir comme étant les^ points de Ro te lsque
le rayon allant à G' et la tangente soient deux directions conjuguées
par rapport à F.

Ann. Éc. Norm., (3), XXXIV. — 3w 1917 . 23
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Comme G'est ici pris comme point au-dessus du plan, il faut que
le/point^1 , z soit du côté de G' par rapport à À^.; cette condi t ion entraîne
comme conséquence que le point ^, Ç correspondant est sur R^", donc
il faut, en outre, que G' soit entrer , ^ et I;, Ç; cette dernière condition
est forcément réalisée parce que F est une ellipse imaginai re , les deux
points sont homologues dans une involution de centre G' et à points
doubles imaginaires, donc sont forcément de part et d 'au t re de G'.

En définitive : On cherche les points m de Rp tels que ici tangente en m
et le rayon mG' soient deux directions conjuguées par rapport à l'ellipse
imaginaire T. Parmi les points trowés il y en a certainement un et un seul
situé du côté de G' par rapport à la droite des contacts des tangentes issues
de G'. C'est le point de soulèvement et la réduction de la liaison se produit
forcément à ̂ instant initial.

Un cas particulier intéressant est celui où, le po in t G' tombant
toujours en dehors de Ro, le cyl indre vertical circonscrit à l 'ellipsoïde
central est de r-évolution. On voit alors géométriquement que T est un
cercle imaginaire par rapport auquel les direct ions conjuguées sont
rectangulaires. Le point de soulèvement m doit alors être tel que la
tangente en m soit orthogonale à mG', ce qui signifie que m est le pied
d'une normale menée de G' à Ro. La théorie générale montre que,
parmi ces pieds de normales, il y en a forcément un et un seul du
côté G' de A(;,, c'est le point de soulèvement et l'on voit aisément qu'on
peut le définir comme pied de la plus courte normale menée de G'ou
encore comme étant le point de Ro le plus rapproché de G7.

EXEMPLE II. —La base de sustentation RQ est une ellipse de centre G'
et homothélique à l'ellipse conjuguée de P ellipse imaginaire T'. —- On voit
immédiatement que R^ polaire réciproque de R() par rappor ta F est une
ellipse de centre G' et homothétique à R() et, en outre, que la droite
joignant deux points correspondants x, z et î;, Ç de Ry et B^, passe tou-
jours par le point G\ centre commun, lequel est toujours situé entre
les deux points correspondants.

Nous aurons donc une région R'^ qui est l'intérieur de l 'ellipse Ro,
une région R;, in té r ieur de l'ellipse R^ et enfin une région R' formée
par la face supérieure à l'extérieur de Ry et par la face inférieure à
l'extérieur de B^.
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Si co est dans R'4", on aura les points x, z en jo ignant coG', ce qui
donnera deux p o i n t s , l 'un A s i tué entre œ et G', l 'autre B non situé
entre co et G''; parmi ces deux points il faut choisir celui qui est du

Fig. 37.

côté de co par rapport à la droite des contacts des tangentes menées
de oj; c'est forcément le point A et l'on a ainsi le point de soulè-
vement.

Supposons m a i n t e n a n t eu dans IV"'. Il peut se trouver en dehors
de R^ ou à l ' i n t é r i eur , car il est u n i q u e m e n t assujetti à être extérieur
à R ^ q u i peut être une ellipse p lus petite que R(). Nous devons alors
prendre la polaire P(.) par rapport à F, polaire qui se trouve, par

rapport à G', du côté opposé à co et coupe certainement Ro ; le point de
soulèvement est celui des deux points d'intersection qui se trouve^
par rapport à P^, du côté opposé à G'. C'est forcément le point B.

On peut encore dire que l'on prend les deux points d'intersection
de co^ avec l'ellipse Rç et que, si eu est dans R^, le poin t de soulève-
ment est celui des deux qui est le plus près de œ, tandis que, si œ est
dans Rj\ c'est celui des deux qui est le plus éloigné de œ.


