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MEMOIRE

SUR LA

THEORIE DES LIAISONS FINIES
UNILATERALES,

Parn M. Emexse DELASSUS.

Les liaisons unilatérales sont une de ces choses banales que I'on
rencontre & chaque pas, méme dans les problémes les plus simples de
Mécanique, et présentant cette singularité que, malgré qu’unc théorie
compléte n’en soit exposée nulle part, & ma connaissance du moins,
chacun traite néanmoins sans difficulté toutes les questions qui se
posent & ce propos.

On se trouve la en présence de choses si épidentes que la théorie n’en
existe méme pas! Pourquoi exposer? Pourquoi la formuler? Pour-
quoi méme en parler? C’est ce que 'on pourrait appeler « une théorie
implicite ».

M. Appell (') s’est occupé des liaisons unilatérales mais s’est borne
a considérer I'équilibre d’un systéme pour condenser, en un principe
analogue & celui des travaux virtuels, les conditions d’équilibre

(') ArpELL, Lecons de Mceanique rationnelle, 3¢ édition, L. I, p. 27~
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données par la théorie implicite dont nous parlons. Ce n’est pas une,
théorie nouvelle, ¢'est une application ou un changement de forme de
la théorie courante.

Essayons de formuler d’une facon précise cette théorie.

On part d’un fait expérimental incontestable : Lorsgu'tl y a un seul
contact unilatéral, ce contact persiste ou cesse suivant que la réaction
normale est dirigée du coté libre ou du cité oppose ou, par abrésiation,
sutvant que la réaction normale est positive ou négatwe. Cest ce que
['on peut appeler « la loi du contact unique ».

Géneralisant alors sans recourir & aucun fait expérimental on con-
sidére comme « évident » que, sz la liaison finie unilatérale est réalisée
par des contacts non surabondants, chacun d’eux, au point de vue de sa
persistance ou de sa cessation, suit la loi du contact unique indépen-
damment des autres contacts, c’est-a-dire persiste ou cesse suivant que sa
réaction partielle est positive ou négative.

La théorie donne ainsi une réponse compléte et précise dans tous
les cas qui- peuvent se présenter poar les liaisons unilatérales non
surabondantes.

St la liaison est surabondante, on admet que la liaison tolale persisie,
par application de la lot du contact unique, si I’indétermination dyna-
mique qui porte sur les réactions des conlacls permet de concevoir ces
réactions partielles comme étant loutes posilives.

Si cette condition n’est pas réalisée, on admet que le contact total
ne persiste pas; mais la théorie reste muette sur la question de Ta déter-
mination des contacls qui persistent el de ceux qui cessenl.

La théorie courante ne donne pas alors une réponse compléete dans
tous les cas; elle présente Ia une lacune. Mais il y a plus.

On part d’un principe expérimental exact, on fait une générali-
sation « évidente » et cependant il n’est pas nécessaire de chercher
des exemples bien compliqueés pour montrer qu’on est conduit parfois
@ des résultats manifestement contraires & Pexpérience la plus
grossibre.

Dans un plan vertical, considérons un angle aigu €, 00, réalisé
matériellement et placé comme Uindique la figure 1, ¢’est-a-dire situé
tout entier au-dessous de I'horizontale de O ¢t d’un méme coteé de la
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verticale de ce point. Imaginons une molécule pesante placée i
Pintérieur de I’angle et tenue immobile en O.

Sinous la lachons, nous constatons expérimentalement qu’elle va
suivre le coté C,, autrement dit, le contact C, va persister et le con-
tact G, va cesser.

Or si nous cherchons les deux réactions N,, N,, nous constatons
qu’elles sont toutes deux négatives de sorte que la théorie indique la
cessation des deux contacts, c’est-a-dire la production du mouvement
de Ia molécule ne subissant aucune liaison et, sans méme invoquer le
mouvement vral constaté expérimon talement, nous voyons la un

Fig. 1. Fig. 2.

Nege
\\
..

résulfat faux car le mouvement libre aurait lieu suivant la verticale
descendante OV c¢'est-a-dire en dehors de I'angle dont la molécule ne
peut franchir les frontiéres. On peut dire que la théorie conduit 4 un
mouvement qui n’est pas possible.

Reprenons le méme exemple en supposant ( fig. 2) I'angle C,0C,
obtus et traversé simultanément par I'horizontale et la verticale des-
cendante issues de O. Expérimentalement, on constate que lamolécule,
étantlachée en O, prendrale mouvement de chute verticale, ¢’est-h-dire
que les deux contacts vont cesser simultanément.

Si Pon applique la théorie on a la réaction N, positive et la réac-
tion N, négative; donc le contact C, doit persister et le contact C, doit
cesser ; autrement dit, le point doit prendre le mouvement sur C,. L,

dnn. Eeo Norm., (3), XXXIV. — Avar 1917. 13
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encore, la théorie donne un résultat en contradiction avec I'expé-
rience.

Ces deux exemples é¢lémentairves suffisent pour montrer que la loi
du contact unique n’est pas applicable au cas des conlacts multiples
et par conséquent que la théorie « implicite » est a rejeter.

Il est toutefois curieux de faire remarquer que cette théorie fausse
conduit, dans la grande généralité des cas, & des résultats exacts. Cela
tient, d’une part, a ce que, dans certains cas, les résultats quielle
fournit coincident avec ceux que I'on déduit de la théorie exacte et,
d’autre part, & ce que, par suite de la facon dont les questions se
posent, on se trouve généralement dans ces cas spéciaux. C'est ainsi
que la condition de persistance de la liaison (otale, formulée par
M. Appell, est exacte et sera retrouvée dans le cours de ce Mé-
moire.

Dans un livre récent ('), jai esquissé une théorie des liaisons finies
unilatérales basée sur I'¢tude du mouvement que prend le systeme
quand il quitte tout ou -partic de la liaison unilatérale considérée.
Cette théorie, succintement exposée, était sujette i des critiques
justifices et appelait de nouvelles recherches pour ¢lucider certains
points.

La critique fondamentale est relative a la définition de Pirvéducti-
bilité d’une liaison unilatérale. On peut contester cetle définition
analytique comme ne correspondant & aucun fait physique. Jai done
abandonné complétement ce point de vae pouren prendree un autre
plus expérimental et conduisant dailleurs au méme résultat.

Certaines théories, comme celle des mouvements avee frottement
de glissement, peuvent donner naissance a des impossibilités ou &
des indéterminations. La théorie des linisons unilatérales, (elle que
je Pexposais, donnait des conditions de production effective des dif-
férents mouvements sur tout ou partic de la liaison, mais ne montrait
pas qu'il y avait toujours un et un seul de ces groupes de conditions
qui fut réalisé. On pouvait done admettre a priord, puisqu’il s'agit de
choisir entre un certain nombre de mouvements celui qui satisfait i
certaines conditions, que "on pouvait, [a aussi, étre conduit i "impos-

(') Derassus, Lecons sur la dynamique des systemes matériels, p. 228,
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sibilité ou & Pindétermination. C’était une uestion fondamentale
dont 'étude s’imposait.

La théorie que j'expose actuellement part toujours de la méme idée,
c’est-d-dire de I'étude des mouvements réduits ayant lieu sur une
partie de la liaison totale. L'étude des équations de discontinuité qui
s'introduisent alors conduit & une forme quadratique homogéne W
définic et positive, ¢'est-i-dire analogue & une force vive, et que, pour
cette raison, Jappelle force vive de la lizison unilatérale. Cette force
vive donne naissance i une transformation W jouant un role fonda-
mental et décomposant 'espace en régions remplissant tout l'espace
sans se superposer; ce sont ces régions qui définiront ultérieurement
les divers cas de réduction et ¢’est leur propriété indiquée qui mon-
trera qu’il n’y a jamais impossibilité ou indétermination.

Dans le cas d'une liaison unilatérale simple, on a & choisir entre
deux mouvements dont I'un est le mouvement réduit. Ce dernier peut
otre impossible dynamiquement ou étre possible et, dans ce dernier
cas, il se produit effectivement, ¢’est un fait expérimental; on a donc
la notion précise de liaison unilatérale simple irréductible.

Passant aux liaisons unilatérales doubles et étudiant les mouvements
réduits, on peut leur appliquer ce qui précede puisqu’ils ont lieu sur
des liatsons unilatérales simples ou nulles ¢t I'on trouve, comme
conséquence de la transformation W, qu’il y a zéro ou un mouvement
réduit dynamiquement possible;s’il y en a un, ¢’est lui qui se produit
(fait expérimental). On a alors la notion de liaison unilatérale double
irréductible.

On peut continuer de proche en proche indéfiniment. La lot «zéro
ou un» pour le nombre des mouvements réduits possibles se vérifiera
toujours et toujours aussi on retrouvera la méme définition de I'irré-
ductibilité.

Cette marche de proche en proche fournit done un raisonnement
rigoureux, met bien en évidence les faits expérimentaux invoqués et,
grace & la transformation W, donne la définition précise des diffé-
rentes régions de réduction et montre toujours qu’il ne peut y avoir
ni impossibilité ni indétermination.

Pour faciliter la lecture du Mémoire, j’ai cru utile de ne pas inter-
rompre le développement des idées par des renvois & mon Livre déja
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cité et, par conséquent, de reproduire quelques fragments non iné-
dits. De cette facon le lecteur a une exposition d’ensemble de la
théorie des liaisons finies unilatérales.

Je ferai remarquer en outre que je me suis borné au cas des liaisons
simples, doubles ou triples, qui sont celles que I'on rencontre prati-
quement, mais que la théorie ne s’arréte pas la et qu’en employant le
langage et les notations de la géométrie & n dimensions on pourrait
aisément poursuivre le raisonnement jusqu’a des liaisons n-uples. Je
n’ai pas jugé nécessaire de pousser 'exposition jusque-la; il suffit de
savoir que c’est possible et cela sera admis sans difficulté par le
lecteur ayant suivi attentivement I'étude des liaisons simples, doubles
et triples.

PREMIERE PARTIE.

GENERALITES ET NOTIONS PRELIMINAIRES.

I. — Les liaisons unilatérales.

L. Le c6té positif d’une liatson. — Lorsqu’un systeme matériel défini
par des parameétres ¢ est assuje(ti i suivre une liaison, les variations
virtuelles o des g sont assujetties & vérifier certaines ¢équations line-
aires et homogenes a

o(w) =o, oy (m) =0, RN

dont le nombre peut étre fini ou infini. Il est infini, par exemple,
dans le cas d’un solide en contact avee un plan par toute une face
plane. .
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Ces équations peuvent ne pas étre distinctes. Les fonctions ¢ sontalors
des combinaisons linéaires et homogénes d’un certain nombre d’entre
elles que nous désignerons par

Xy, Xy ey Xt

et qui suffisent pour définir tous les déplacements virtuels sur la
liaison.

S’il n’y a pas d’autres équations que les équations X, la liaison n’est
pas surabondante. S’il y a d’autres équations, qui sont nécessairement
de la forme ‘

z).X:o,

la liaison est dite surabondante. L.e probléeme de dynamique consistant
en I'étude du mouvement sur la liaison n’utilise que les déplacements
virtuels sur la liaison, c¢’est-a-dire seulement les ¢quations X, donc ne
tient pas compte du fait que la liaison est surabondante ou non.

Dans tous les cas, la liaison considérée sera dite simple, double,
triple, ... suivant que ¢ aura 'une des valeurs 1, 2, 3, ....

ILarrive fréquemment que la liaison est réalisée de facon a permelttre
non seulement les déplacements virtuels annulant toutes les fonc-
tions ¢, mais aussi tous ceux qui donnent aux diverses fonctions ¢ des
signes déterminés. En changeant au besoin le signe de certaines
fonctions o, la réalisation de la liaison permet tous les déplacements
virtuels satisfaisant &

o1(w)2o, ?2(w) 2o,

La liaison sera alors dite unilatérale et I'ensemble des déplacements
virtuels que nous venons de définir constituera le cété positif de la
liaison.

De ce que les équations

0, () =o, 0y(w) =o,
sont des conséquences de
X, =o, X,=o, ces X;=o
ne résulte pas que toutes les inégalités

o(w)zZo
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soient des conséquences des inégalités
X(w)zo;

donc les inégalités ne pourront pas se réduire en général aux 7 iné-
galités relatives aux X, elles se réduiront & un nombre plus considé-
rable, de sorte que le fait que la liaison est surabondante interviendra
effectivement dans la définition du coté positif de Ia liaison.

Dans le cas de la liaison simple non surabondante, il n’y a qu'une
seule équation

o(o)=o0

et au coté positif défini par

o(w)Zo

correspond, par exclusion, un coté négatif défini par

0.

9(w)Z

Si, comme nous le supposerons toujours dans ce Mémoire, la liaison
est une liaison finie, clle peut étre considérée comme étant constituée
par la réunion des liaisons simples dont chacune est caractérisée par
une des fonctions o et posséde, a la fois, un coté positif et un coté
négatif.

Le coté positif de la liaison totale sera alors la partie commune aux
cotés positifs des liaisons simples en lesquelles elle se décompose.

2. Représentation géométrique d’une liaison : 1° Cas de la liaison
simple. — On a7 = 1; les inégalités de définition du coté positif sont,
au moyen de X,

X.E_'O, 7\X§0, [JX;O,

Pour pouvoir étre compatibles, c’est-a-dire pour avoir un coté
positif, il faut que A, p, ... soient des coefficients positifs et alors elles
se réduisent & I'unique inégalité

XzZo.
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Si le déplacement w,, w,, ... se représente par le point d’abscisse
‘ X—(wla @2, "')'

porté sur un axe, on peut dire que le coté positif de la liaison est
représenté par une demi-droite qui est la partie positive de 'axe
des X.

2° Cas de la liaison double. — On a { = 2, donc deux fonctions X
que, pour prendre les notations des coordonnées cartésiennes, nous
appellerons X, Y. Les inégalités de définition du coté positif sont

Si 'on représente le déplacement w,, ®,, ... parle point de coor-

données
X (@, 02y «..), Y (o, way ...),

on aura donc i considérer les droites
X =o, Y=o, MX 4+ Y=o,

qui représentent les liaisons simples composantes, et a chercher la
portion commune aux c¢otés positifs de ces droites. Ou bien cette por-
tion commune n’existe pas et il n’y a pas de coté positif de la liaison,
ou bien elle existe et est 'intérieur d’'un angle au sens géométrique
du mot, c’est-a-dire moindre que deux droits et que, pour cette raison
et parce que nous aurons constamment a faire cette distinction dans
la suite, nous appellerons « angle convexe ». Cet angle sera limité
par deux des droites représentatives des fonctions o et aucune des
droites © ne traversera son intériear. C'est I'intérieur de cet angle
convexe qui représentera le coté positif de la liaison double.

3° Cas de la liaison triple. — On a7 =3, donc trois fonctions X que
nous - désignerons par X, Y, Z. Les inégalités de définition du coté
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positif sont
X 2o, YZo, Zzo,
MX 4+ Y+vZ2o,
JoX + Y +v,Z 20,

...................

S'il y a un coté positif, elles sont compatibles et 'on est ramené a
chercher la partie commune aux cotés positifs des plans qui repre-
sentent les liaisons simples composantes. Cette région est limitée par
un certain nombre de ces plans et est tout entiere d’'un méme coté par
-apport 4 chacun d’eux; ¢’est donc Pintérieur d’un angle polyedre
convexe, lequel ne sera traversé par aucun des plans représentatifs
des diverses fonctions .

Le coté positif de la liaison est donc représenté par U'intérieur d’un
angle polyedre convexe issu de I'origine.

Dans le cas ou la liaison est surabondante et représentée par une
infinité de fonctions g, il peut arriver que I'angle polytdre ait une
infinité de faces, c’est-d-dire soit limité en partie par I'enveloppe
d’un plan dépendant d’un paramétre. Il sera alors limité en partie par
des faces planes et en partie par des faces coniques. Par exemple, si
I'on prend un solide en contact avec un plan par une face plane,
I'angle polyeédre figuratif sera un cone si la face est limitée par une
courbe convexe, et sera un angle polyédre a faces planes et faces
coniques si la face est un polygone & cotés rectilignes et cotés curvi-
lignes. En tous cas, d’aprés sa formation méme, 'angle polyedre sera
tout entier d'un méme coté de chaque face plane et du méme coté de
chaque plan tangent a toute face courbe, donc sera toujours convexe.

Nous n’irons pas plus loin dans cette représentation, la générali-
sation dans le cas de - ’

(>4
se faisant sans difficulté dans I'espace & 7 dimensions.
3. Liaisons réduites. — Soient
Jilg, t)=0,  fulg, t)=o, cey

les équations finies en nombre f{ini ou infini qui définissent la liaison
unilatérale.
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Faisons mouvoir le systéeme sur la liaison et & un certain moment ¢,
modifions le mouvement de facon qu’il n’ait plus lieu sur laliaison.
Avant I'instant ¢,, les fonctions f sont constamment nulles; & partir
de I'instant ¢,, puisque le systéme ne suit plus la liaison, c’est que les
fonctions f ne sont plus toutes nulles et, comme la réalisation maté-
rielle de la liaison est unilatérale, c’est-a-dire constituée par des
obstacles infranchissables, aucune fonction f ne peut devenir néga-
tive de sorte que, finalement, dans le mouvement & partir de I'ins-
tantz,, certaines fonctions £ continuent a étre nulles tandis que toutes
les autres deviennent positives.

Pour un intervalle de temps dz suivant ¢, on aura done

(U.l:Oe LR d,/“h’—:oa dfh+l>0: [U-/e+‘z>0-

Soient £, %,, ..., %, les valeurs de dq,, ..., dg, correspondant a ce
mouvement infiniment petit.

Considérons le mouvement primitif que ’on aurait continué sur la
liaison au dela de I'instant z,; pour le méme intervalle de temps d¢
commencant & ¢, on aurait eu, dans ce mouvement,

('/fIZO, e df/,:O, dflz-p—l:Oq (l’f}z+2:0,

Soient 7, Na, ..., N, les valeurs de dg, ..., dg, dans ce mouvement
infiniment petit. Considérons le déplacement virtuel

60122_1_71“ ceey Wn="CEp— Nn;
d’apres les équations précédentes on aura
C?I((’J):O’ R C?h((‘)):o: @h+1(°3)>0a "?/z+‘.‘.(m)>oa RN

de sorte que le mouvement modifié se fait sur une liaison définie par
une partie seulement

fi((/at)zov ey fh(fj,t)‘—:O,

des équations de la liaison primitive avec la condition que les équa-
tions
9 (w) =0, ceey or(w) =0
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — AvmiL 1917, 1

KN
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soient compatibles avec les inégalités

9/1+1(’l-))>0~ (PIL+2((°)>0;

Toute liaison ainsi obtenue sera, par rapport ala liaison considérée,
une lfarson redutte.

Le probleme de la recherche des liaisons réduites posside toujours
une solution bien simple visible dans le cas général : ¢’est celle qui

correspond &
h=0

il n’yaalors aucunc égalité et les inégalités, qui sont celles de laliaison
totale, sont compatibles par hypothése. Le systéme cesse le contact
avec toutes les liaisons simples composantes; nous dirons que ¢’est la
réduction & la liaison nulle ou encore la réduction totale.

1° Cas de la liaison simple. — 1l ne peut y avoir que la liaison
réduite nulle, laquelle existe toujours.

2° Cas de la liaison double. - 1l y a la liaison réduite nulle et il
s’agit de chercher les liaisons réduites simples.

Une telle liaison sera représentée par une des droites o avee la con-
dition qu'il y ait sur cette droite des points qui soient du coté positif
de toutes les autres droiles o, ¢’est-a-dire quine soient pas en dehors
de Pangle convexe représentant la liaison. Or toutes les droites o
passent a Uextérieur de cet angle saufles deux qui en forment les cotés
et ces derniers satisfont bien a'la condition de sorte que : les liaisons
réduites simples sont celles qui sont représentées par les cotés de
angle figuratif de la liaison double considérée.

Dans la plupart des cas, il est inutile de passer par la considération
de 'angle figuratif.

Sila liaison double n’est pas surabondante et est définie par

f’((/’t):oi ./‘2([/7£>:07
les deux liaisons réduites simples seront manifestement
Jilg. ) =o

/2((/, l) = 0.

et
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Considérons encore une plaque verticale en contact avec une hori-
zontale fixe par deux segments rectilignes qui peuvent étre du méme

coté ou de part et d’autre. Il s’agit de chercher des déplacements vir-
tuels du coté positif de la liaison totale et conservant le contact d’un
seul point entre A et B ou entre C et D.

On voit immeédiatement qu’on ne peut satisfaire 2 ces conditions
qu'au moyen de rotations convenables autour des deux points A et D,
de sorte que les deux liaisons réduites simples sont définies : la pre-
micre par Pobligation, imposée au point A, de rester sur’horizontale;
la deuxiéme, par la méme obligation pour le point D.

3° Cas de la liaison triple. — 11 y a alors la liaison réduite nulle,
des liaisons reduites simples et des liaisons réduites doubles.

Pour avoir une liaison réduite simple, il faut prendre un plan figu-
ratif d’une fonction o et possédant des points non extérieurs a I'angle
polyédre figuratif, ces points n’étant assujettis & aucune autre équa-
tion, sans quoi les déplacements auraient lieu sur une liaison double
composée avec 2 et une autre équation. 1l résulte de la formation de
I’angle polyedre figuratif que les seuls plans ¢ répondant a la question
sont ceux qui forment les faces planes de I'angle polyedre.

On a exclu les plans ¢ qui peuvent exister et passent par une aréte
de I'angle polvedre parce que les déplacements virtuels dans 2 ét non
extérieurs a4 I'angle polytdre sont assujeltis a4 I'équation o et i une
autre équation, celle d'un autre plan passant par I'aréte. Le raisonne-
ment n’est plus valable si ¢ est un plan tangent & une face conique,
car les déplacements infiniment petits en dehors de 'aréte sont encore
dans 7 puisque ce plan est tangent. En réalité, on a une liaison réduite
s'exprimant par le fait que les déplacements virtuels correspondants
sont représentés par des points dans le plan tangent & la face
conique.
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En résumé, les liaisons réduites simples sont fournies par les faces,
planes ou coniques, de l'angle polyedre figuratif de la liaison.

Pour avoir une liaison réduite double, il faut prendre deux plans ¢
dont 'intersection posséde des points non extérieurs a 'angle polyédre
figuratif. On voit immédiatement qu’il faut prendre les deux plans ¢
formant deux faces consécutives. Le raisonnement semble s’appliquer
i I'intersection des deux faces consécutives infiniment petites, c’est-
a-dire 4 une génératrice d'une face courbe; mais, parsuile de la conti-
nuité entre les génératrices successives, on a ainsi une liaison double,
mais dépendant d’un parameé(re arbitraire, c’est-a-dire, par I'é¢limi-
nation de ce paramétre, une seule équation entre les o, done, en défi-
nitive, une liaison simple.

Les liaisons réduites doubles sont donc fournies par les aréles de
I'angle polyédre figuratif en y comprenant celles qui réunissent une
face plane et une face conique ou deux faces coniques, pourvu que ce
soient de véritables arétes, c’est-d-dire que les deux faces ne se rac-
cordent pas.

Comme dans le cas des liaisons doubles, il est souvent inutile de
passer par la considération de I'angle polyedre figuratif.

Si la liaison n’est pas surabondante et est définie par

Silg,e)=0,  falg,t)=o0.  fi(q,t) =0,
on aura immédiatement les trois liaisons réduites doubles

Ji=o Sfa=o Js=o
Jo=o fs=o Ji=o

et les trois liaisons réduites simples
Ji=o, fr=o, Js=o.

Considérons un solide posé sur un plan horizontal Il par une face
plane B. Tout déplacement virtuel peut, réduit en un point convenable
de H, se décomposer en une translation dans H, une rotation perpen-
diculaire & H et une rotation autour d’un axe A situé dans H. Cest
cette derniére seule qui fournit un déplacement virtuel en dehors de
la liaison considérée. Il faut, pour avoir les liaisons réduites doubles,
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chercher les rotations A conservant le contact de deux points de B et
donnant & tous les autres points de B des déplacements verticaux au-
dessus de H. Il faut donc chercher les droites A passant par deux
points de B et laissant tous les points de B d’'un méme coté; on est
ainsi conduit 4 la formation de labase de sustentation B’, laquelle peut
avoir des cotés courbes et les liaisons réduites doubles s’obtiennent
en conservant le contact de deux sommets consécutifs de cette base de
sustentation, ces deux sommets étant les extrémités d’un coté recti-
ligne.

Pour avoir les liaisons réduites simples, il suffit de chercher les
rotations A dans les mémes conditions, mais ne conservant que le con-
tact d’un seul point de B. Elles sont données par les droites A exté-
rieures 2 B’ et passant par un de ses sommets ou tangentes aun de ses
cotés courbes.

Si, par exemple, la face B est limitée par une courbe convexe,
B’ coincidera avec B et il n’y aura pas de liaisons réduites doubles.

Si le solide est en contact avec la face supérieure de H par une
face B et avec la face inférieure par une face B, en prolongement plan
de B, il faut chercher les droites A passant par deux ou un point de B
et B, et laissant B tout entiére d'un coté et B, tout entiere de l'autre
coté. On est alors conduit & la notion de base de sustentation formée
au moyen de B et B, comme 'indique la figure.

Cette base se compose d'une partie supérieure B’ et d’une partie
inférieure B, s’étendant toutes deux a 'infini et 'une étant le prolon-
gement de ['autre au travers de la droite de I'infini.

Les liaisons réduites doubles fournies par les cotés de B qui ap par-
tiennent & B ne conservent le contact d’aucun point de B,; celles qui
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sont fournies par les cotés de B, appartenant & B, ne conservent le
contact d’aucun point de B. Enfin il y a deux liaisons réduites doubles
conservant le contact d’un sommet de B et d’un sommet de B, : ce sont
celles qui sont fournies par ce que I'on pourrait appeler les deux tan-
gentes communes intérieures a B et B, qui forment les cotés infinis
de B et B.

Quant aux liaisons réduites simples, elles seront encore fournies
par les sommets de B’ et B).

Ces résnltats étaient intuitifs en partant de la notion du début,
¢'est-i-dire de I'idée du solide quittant la liaison. Ce qui précede
montre que la traduction analytique de cette notion permet de les
retrouver par 'application d’un raisonnement d’une portée heaucoup
plus générale.

II. — Equations de discontinuité. Force vive d'une liaison.

4. Suppression brusque d’une laison. — Soient A une liaison &
laquelle est soumis un systeme matériel et L 'ensemble de toutes ses
autres liaisons.

Le systéme se mouvant sous I'action de forces déterminées sur la
liaison totale L 4+ A, on suppose qu'a Iinstant £, la liaison A soit
supprimée hrusquement. Quel va étre le mouvement ultéricur?

Par définition méme, ce sera un mouvement sur la liaison L et sous
'action des mémes forces, puisque celles-ci continuent i agir sans
modifications. Pour achever de le déterminer, il faut connaitre ses
conditions initiales & 'instant ¢, ot il commence.

Considérons les conditions finales du premier mouvement, ¢’es(-
i-dire les valeurs des ¢ et des ¢’ & I'instant ¢, dans ce mouvement, elles
satisfont aux équations (L) et (A) de la liaison L~ A, el, en parti-
culier, aux équations (L) de la liaison sur laquelle a licu le second
mouvement. On peut donc concevoir un mouvement ultérieur sur la
liaison L et ayant pour conditions initiales les conditions finales du
mouvement sur la liaison L + A. :

Mais il y a ici & faire une distinction entre les ¢ et les ¢’. La posi-
tion initiale dans le second mouvement est identique a la position
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finale dans le premier; done, sans faire appel & aucun postulat, nous
pouvons dire : les ¢ initiaux du second mouvement sont les ¢ finaux
du premier mouvement.

Pour les ¢’ on ne peut rien dire d’analogue a priori. Du fait que,
parmi tous les mouvements qui peuvent se produire sur L, il y en a
un dont les ¢’ initiaux sont les ¢’ finaux du mouvement sur L + A, ne
résulte en aucune facon que ce soit ce mouvement qui se produise
réellement. '

Il faut faire appel & 'expérience qui fait constater toujours que le
changement dans le mouvement se fait sans discontinuité apparente,
c’est-a dire en conservant la continuité des vitesses. C'est la loi expé-
rimentale dont un cas particulier bien connu s’exprime en disant que,
si la liaison d’un point matériel est brusquement rompue, ce point
s’échappe par la tangente.

Nous admettrons donc :

PRINCIPE EXPERIMENTAL. — Lorsqu’un systéme materiel se meut sur une
liaison L + A et qu’a un certain moment la liaison A se trouve brusque-
ment supprimée, le mouvement ultérieur sur la liaison L est celui qui a
pour conditions inttiales les condilions finales du mouvement sur L + A..

Pour abréger le langage nous désignerons par M le mouvement
sur L + A finissant & I'instant ¢,, par M"le mouvement sur L commen-
cant & U'instant ¢, et par M, la continuation, & partir de ¢,, du mouve-
ment M sur L + A; de sorte que M" et M, sont deux mouvements, ['un
sur L, l'autre sur L+ A et ayant les mémes conditions initiales &
I'instant initial ¢,.

5. Equations de discontinuité. — Les équations du mouvement M,
sont, en employant la forme condensée de Dalembert et n”’employant
que celles des fonctions o qui sont distinctes,

Z(P—kQ)w%—ZXf(w)—l—Ey.go(m)z 0,

Ji(q") —ai=o, J2(q") — ay=o, B
0 (¢") — o, =o0, 2,(q") — ay=o0, ce

laseconde ligne étant formée par les équations du second ordre de (L)
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olt I'on met en évidence la partie homogéne aux ¢” et la troisieme ligne
par les équations analogues de A.
Les équations du mouvement M’ sont

Z(p+Q)m—l~Z}.f(w)Eo,
Jilg") —a,=o, So(¢") —as=o,

Dans ces deux systémes, faisons z=1¢,, ce qui fait que les ¢ et les ¢’
y prennent les mémes valeurs. Enfin, des équations de M’ retranchons
les équations correspondantes de M,. Si nous appelons p, ps, ..., pr
les variations que subissent les ¢” & 'instant ¢, quand on passe de M,
a M et par ¢ les mémes variations des A, et si enfin nous appelons @(p)
la portion homogéne et du second degré de la force vive ou 'on a
remplacé les ¢’ par les p, nous obtiendrons

—Z-—m—i» ¢ fow)— Zp-cp(m =0
fl(p)ZO, fz(P):Oa

Ce sont les équations de discontinuité du second ordre qui font con-
naitre les variations brusques que subissent les ¢” & I'instant ¢, quand
on passe du mouvement M au mouvement M’ par suppression de la
liaison A.

Pour que la discontinuité n’existe pas au second ordre, il faut que
les équations de discontinuité qui sont linéaires soient vérifiées par
un systéme de valeurs des p et des o dans lequel les p sont tous nuls.

On aura alors
Do flo)— Dpolo)=

qui sont des relations linéaires et homogénes entre les formes
linéaires f(w) et 9(w). Comme celles-ci sont distinctes par hypo-
thése, il faut que les v et les p soient nuls. Réciproquement, si les
sont nuls, les équations de discontinuité sont homoguncb et donnent
les p et les ¢ tous nuls. L’expression

I
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est le travail virtuel qui sert de définition aux forces de liaison rela-
tives & la liaison A. Si, pour abréger, nous appelons réaction de A ce
systeme de forces de liaison, la condition que les p sont tous nuls
signifie que la réaction de A a un travail identiquement nul, c’est-
a-dire est nulle. Donc :

Pour qu’au passage de M & M il n’y ait pas de discontinuité au
second ordre, il faut et il suffit qu’au moment ot la liaison A est sup-
primée sa réaction soit nulle.

Dans ce cas, on différencierait les équations des mouvements M,
et M’ de facon i passer aux équations du troisiéme ordre et, par le
méme mécanisme, on trouverait les équations de discontinuité du
troisieme ordre

G ]
— 3o+ Des) = B e =0,
f1([))=O, _f._,([J)=O, ey

qui sont analogues & celles du second ordre, les p désignant les varia-

M m 1 - . (l} . . .
tions des ¢”, les ¢ les variations des —» mais ot figure maintenant non

plus la réaction de A, réaction qui est nulle, mais la vitesse de cetle
réaction, cette vitesse étant prise ici au sens que j'ai attribué i
I'expression « vitesse d’un systéme de vecteurs ». Le raisonnement
précédemment fait montre : pour que la discontinuité n’apparaisse
pas encore au troisiéme ordre, il faut et il suffit que la réaction de A
soit nulle a 'instant ¢, ainsi que sa vitesse.

Et ainsi de suite.

6. Position du mouvement M’ par rapport ¢ la liaison A. — Soient
(I)l(qv[)zo» ®,(q,t)=o0,

les équations finies de A. Il s’agit de voir le signe que prennent les
fonctions @, immédiatement aprés 'instant ¢,, dans le mouvement M,
c’est-a-dire le signe & I'instant ¢, + dt¢ de la quantité

Oy (g,¢) —Qy, (g, ¢t)

puisque le second terme est identiquement nul.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — AvriL 1917. o
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Pour ¢ = ¢,, cette quantité est nulle ainsi que sa premitre dérivee,
puisque les ¢ et les ¢’ sont, & cet instant, les mémes dans les deux
mouvements. Le signe est donc celui de la dérivée seconde. On a

a2

de?

I

2Aq”+ B=o(q")+ B,

les A ne dépendant que des g et B que des ¢ et des ¢ En faisant la
différence, il restera donc
o(p)-

On est ainsi amené & voir le signe des fonctions @ pour un déplace-
ment virtuel
P18, ]JZE, e ey ])ns,

¢ étant un infiniment petit positif. C’est ce déplacement que nous
appellerons, pour abréger, le déplacement (p).

Si la discontinuité n’apparaissait qu’au troisiéme ordre, on retrou-
verait exactement le méme résultat au moyen du déplacement (p)
formé avec les discontinuités des ¢” et ainsi de suite.

7. Force vive de la liaison A. — Partons des équations de disconti-
nuité du second ordre dans lesquelles nous considérerons les w. comme
des variables indépendantes. Elles détermineront les p el les ¢ comme
fonctions linéaires des p. et, en portant dans les expressions 2(p),
celles-ci deviendront des fonctions

(1)1(["'>> q’:’.(["')y
linéaires et homogénes que nous nous proposons d’étudier.

1° Les fonctions @ () sont distinctes. — Leur nombre étant ¢gal au
nombre des variables 1, si elles n’étaient pas distinctes, il existerait
des w non toutes nulles et satisfaisant &

D, (p) =o, ®, (1) =o,
Donc les valeurs correspondantes des p satisferaient a

9 (p)=o, 92(p) =o, ey
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et, finalement, les p, les ¢ et les p. vérifieraient les équations

— E%%o)—i—pr(o))——Z[_&@(w)EO’
Aov=o  Am=o .

ei(p)=0,  a:(p)=o,

Or, ce sont les équations du mouvement d’un certain systeme maté-
riel fictif qui serait soumis i la liaison L+ A et dont la force vive
serait &, force vive homogeéne et du second degré ot les parametres ne
figurent que par leurs dérivées premiéres. Ces équations déterminent
sans ambiguité, puisque & est une vraie force vive et que les liaisons
sont distinctes, toutes les dérivées secondes p et les multiplicateurs ¢
et .. Dans le cas actuel, elles sont homogenes; donc elles donnent,
pour les p, les ¢ et les ., des valeurs toutes nulles.

Ainsi hypothése que les fonctions @ sont toutes nulles exige que
les u. soient également tous nuls, et cela prouve que les fonctions @
sont distinctes.

2° Les fonctions ®(y.) sont les dérivées partielles d’une méme fonc-

tion. — Proposons-nous de démontrer que 'on a

00, _ ob,

5;2- Jdpy

Désignons par x,, ,, ... les dérivées des p par rapport a u,, et
pary,, s, ... leurs dérivées par rapport a u.,.
Les équations de discontinuité dérivées par rapport a p., donnent

0G av . .
1) 320 gp /(@) —alw) =0,

Ji(x)=o, Jo(z)=0o,
Dérivées de méme par rapport a 1.,, elles donnent

O 0 ~ v
() S“‘Zﬁ“*‘}.(mf(w)—@z(m)zo,
2 Jily)y=o,  fily)=o,

Dans I'équation de Dalembert du systéme (p.,) remplacons les o
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par les y en tenant compte des équations de la seconde ligne de (g2);3
nous aurons

)T
E :—)ib y—o(y)=o.

De méme, dans I'équation de Dalembert de (p..), remplacons les o
par les 2 en tenant compte des équations de la seconde ligne de ()3

nous aurons
Z —x—09,(xr)=o.

Si nous remarquons que, & étant homogéne ct du second degré,

on a
zy()r Z 0]

¢ () = 9a(x).

on en conclut

Mais on a

a0, 0 ,__
T om n) =),
0D, ) B )
o = g e =a(2),

et I'égalité précédente devient
on, _ oo,
O~ O
On peut donc poser
oW W

P)=— — D, m, N

Opy

3° La forme quadratique W est définie et positive. -—— On a, par la
formule d’Euler,

Q\V:EP%Y- = -—-Z[J.‘[’({J.) = -—Zp.qo(p).

Revenons a 'équation de Dalembert qui figure dans les équations de
discontinuité, remplacons-y les w par les p et tenons compte des équa-
tions de la seconde ligne, nous aurons

-—2 %%P —Ew(p) =0,
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¢’est-a-dire
— Y pe(p)=28(p);

donc finalement
2 W(p) =2&(p).

La fonction 2W est ce que devient 23 quand on exprime les p au
moyen des p.; donc elle est, comme 2, définie et positive.

En résumé : la fonction 2W () est une forme quadratique homo-
gene, elle est définie et positive, ses dérivées partielles sont distinctes;
donc, son discriminant n’est pas nul; elle posséde ainsi les propriétés
essentielles de la force vive et, de plus, c’est la transformée d’une
véritable force vive.

Pour ces raisons, dans toute la suite de ce Mémoire, la fonction 2 W
sera appelée « force vive de la liaison A ».

8. Calcul pratique de la force vive W. — Réduisons la liaison A au
nombre de contacts distincts qui sont nécessaires et suffisants pour la
définir completement au point de vue dynamique et introduisons les
réactions de chacun d’eux en les désignant par w,, t,, ..., et les
comptant positivement du coté positif.

Avec les forces fictives u. le systéme peut étre considéré comme
débarrassé de la liaison A. C’est un systéme mobile sur la liaison L ct
son mouvement aura des équations

Fi(([” 7\7‘ (]'7 (]: la (J‘l) {'L:Z) L '):O’

que nous formerons par un quelconque des procédés connus et dans
lesquelles pourront figurer des inconnues auxiliaires A provenant de la
liaison L. Ces équations seront en nombre égal & celui des ¢” et des &
et les détermineront.

Formons maintenant les équations analogues du mouvement du
systéme quand la liaison A est supprimée. On les aura immédiatement
en introduisant 'hypothése

Hi=fg=...=0
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dans les équations précédentes, ce qui donnera les équations

Fi(q"s 2, 4", q, ¢, 0,0, ...)=0,

Pour avoir les équations de discontinuité, il faudra retrancher ces deux
systéemes en y considérant les ¢” et Ies A comme n’ayant pas les mémes
valeurs, tandis que les ¢, les ¢” et £ seront les mémes.

Les équations F sont de la forme

F(q", A) 4 I (s [y ---) =0

dans laquelle & est une forme linéaire et homogene des ¢” et des 2,
9% une forme linéaire et homogene des p et ot Ies termes non écrits
dépendent seulement des ¢, des ¢’, dez et desforces données appliquées
au systéme.

Les équations correspondantes du mouvement sans la liaison A

seront donce »
F(g" 2 4...+0=0o,

d’ou, par soustraction, les ¢quations de discontinuité sous la forme
F(p, v) — Do (P, Pay . .) = 0.
Or, la fonction W que nous nous proposons de former, élant quadra-
tique et homogéne, ne se modifie pas si 'on change tous les p. en — .
ce qui nous permet de la calculer au moyen des équations

Fpy 9) + Ty i ) =0

qui sont les équations de discontinuité ou I'on a fait le changement

des p.en — p. et qui sont les équations du mouvement sur la liaison

totale ot 'on a supprimé tous les termes ne contenant pas les ¢”, les &

et les . :
D’ou la regle suivante :

Introduisant les réactions distinctes de la liaison A comptées toutes
posttivement du cété positif de cetie liatson, on écrit les équations du mou-
vement du sysiéme débarrassé de celte liaison en se bornant aux termes
contenant les q" et les réactions soit de la liaison A soit des autres liaisons.
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On en tire les ¢" qi’ on substitue aux g’ dans la portion 27T, de la force
vive et I’on obuent ainst la fonction 2'W.

III. — La transformation W.

9. La transformation plane W,. — Considérons un angle convexe a
formé par deux demi-droites p, ¢ issues du point O. Menons &4 p une
demi-perpendiculaire P du coté opposé a ¢, c’est-a-dire vers I'extérieur
de a; menons de méme une demi-perpendiculaire Q a ¢ vers I'exté-
rieur de @. Nous formons ainsi un angle convexe A et ¢’est la transfor-
mation de @ en A que nous appelons « transformation W, » parce
qu’elle est un cas particulier de la transformation W que nous étudie-
rons ensuite.

Rien qu’a I'inspection de la figure et sans qu’il soit nécessaire de
faire aucun raisonnement, nous voyons apparaitre la propriété sui-
vante :

L’angle convexe a, 'angle convexe transformé A et les angles con-
vexes pP, gQ joignant les cités correspondants de a et A n’empiétent

Fig. 5.

Jamais les uns sur les autres et remplissent tout le plan de sorte que tout
point du plan non situé sur l'une des quatre demi-droites p, P, q, Q est
towjours situé a l'intérieur d’un et d’un seul de ces quatre angles convexes.

10. La transformation plane W. — Commencons par faire une
remarque relativement & la transformation homographique bien
connue qui fait passer d’'une ellipse a4 son cercle homographique. En
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employant les axes de I'ellipse, cette transformation prend la forme
z'= o, )"/:ﬁy§

toute demi-droite ¢ issue de I'origine se transforme en demi-droite ¢’
issue également de l'origine. Deux demi-droites opposées &, 3, se
transforment en deux demi-droites opposées ¢,, ¢,. Si ¢ parcourt un
angle convexe pg en allant de p & ¢, ¢ ne passe pas par la demi-
droite p, opposée & p, donc la transformée ¢’ va de p’ & ¢ sans passer
par la demi-droite opposée 4 p’, donc ¢’ parcourt I'angle convexe formé
par p’ et ¢’. Ainsi un angle convexe se transforme en un angle convexe.
Enfin si deux angles convexes sont contigus et n’ont pas de portion
commune, il en sera de méme pour les deux angles transformés.

De la résulte que, si nous transformons la figure obtenue dans le
paragraphe précédent, nous obtiendrons quatre demi-droites p’, ¢’, I/,
Q’ dans laquelle les quatre angles convexes p'¢’, ¢'Q’, Q'P’, P’p’ auront
encore la méme disposition et rempliront tout Ie plan sans empiéter
les uns sur les autres.

La transformation W se rencontrera dans le probléme des liaisons
unilatérales doubles sous la forme suivante : On part d’un angle
convexe « issu de I'origine, on prend son angle supplémentaire o’ au
sens de la théorie des triédres supplémentaires, et enfin on applique
a I'angle convexe a’ la transformation (@) définie par

0 0 wriv v
z=— 2 WX, Y), y=—soWX,Y),

ce qui donne 'angle convexe A.
Soit

(p) «xr—+Ly=o0

un coté de a, le coté correspondant de a’ est
' z_ ¥
(P Pl

et le coté correspondant de A est

CALREA
(P) 9z _ 9y

0
« B
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Considérons un point 2, y; sa polaire par rapport  la conique

W(z,y)=o0
est
OW | L OW
X —0—5 + Y —5)7 =0,
de sorte que 'équation du coté de A exprime que la polaire d’un quel-
conque de ses points estle coté dea. Nous pouvons donc dire que deux
cotés correspondants de @ et A sont deux droites polaires conjuguées

par rapport a la conique ‘
W(z,y)=o0

qui est un systétme de deux droites imaginaires, c’est-d-dire unc
conique du genre ellipse.

Sinous faisons la transformation homographique transformant cette
ellipse en cercle,

x4+ yr=o,

les angles convexes @ et A se changeront en nouveaux angles convexes
dont les cotés correspondants seront polaires par rapport a ce cercle-
point, donc seront rectangulaires.

Soient p, ¢ les cotés de a et P, Q ceux de A; le coté p’ de @’ est
perpendiculaire & p et du coté de a. D’autre part, la transformation ®
donne

Xe+Yy=— X%‘—;Z —Y‘%\:—; =—2W(XY)<o,

de sorte que la demi-droite P transformée de p’ fait avec elle un angle

obtus et il en résulte que P est, par rapport & p, ducoté opposé i a.
Cette propriété est conservée par la transformation qui rameéne au

cercle-point, de sorte que les deux angles convexes transformés de @

et A se déduisent I'un de I'autre par la transformation particuliere W,.
Et I'on arrive a cette conclusion :

On passe de 'angle convexe a a l’angle convexe A en remplagant les
cotés p, q de a par leurs polaires P, Q par rapport a Iellipse-point

Wz, y)=o0
Ann, Ee. Norm., (3), XXXIV. — AvmiL 1917. 16
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et les angles convexes pq, qQ, QP, Pp n’empiétent pas les uns sur les
autres et recouvrent entierement le 1)[(171.

Ll. La transformation W, de lUespace. — Soit un angle solide
convexe a issu de O. A chaque face plane ou i chaque plan tangent
d’une face courbe, nous ferons correspondre la demi-droite perpen-
diculaire du c6té opposé & celui ot se (rouve @; par celte correspon-
dance, & chaque aréte de « correspond un plan perpendiculaire
contenant les droites qui correspondaient aux deux faces aboutissant
a cette aréte. On détermine ainsi un angle solide A.

Soient ¢ une aréte de a et Flaforce correspondante de A. Considérons
une aréte quelconque A, de A, elle est perpendiculaire & une face de @
et du cote opposé a &, donc forme un angle obtus avec &; toutes les
arétes de A font un angle obtus avec une certaine demi-perpendi-
culaire 3 au plan F, donc sont du méme coté de F, coté opposé a o et
de la résultent deux conséquences :

1° L'angle solide A est convexe ;
2° Les deux angles solide a et A sont réciproques.

Sil'on prend comme cas particulier de @ un triedre trirectangle, on
voit que A est simplement le triedre symétrique et 'on en conclut que
la trans formation W, renverse le sens de rotation d’un angle solide.

Considérons une demi-droite & intérieure & a. Soit fune face quel-
conque de @ et A 'aréte correspondante de A; les deux demi-droites ¢
et A sont de part et d’autre de / et A est une perpendiculaire, donc d
fait un angle obtus avec toutes les arétes de A de sorte que, par rapport
au plan perpendiculaire & d, 'angle solide A se trouve tout entier du
cOté oppos¢ 4 D. D'ol cette propriété : langle solide a et Uangle
solide A n’ont aucune pariie commune; tous les plans perpendiculaires
4 des demi-droites intérieures & « ou intérieures & A ne coupent ni «
ni A. Il en est ainsi, en particulier, pour les plans des faces de A qui
rentrent dans la premicre catégorie et pour les plans des faces de « qui
rentrent dans la seconde.

Prenons deux cones convexes @ et A; ils se correspondent par géne-
ratrices et par plans tangents. Soient ¢, A deux génératrices corres-
pondantes et p, P les deux plans tangents. Enfin, désignons par E la
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région extérieure i a et A; p et P sont, comme nous venons de le voir,
enticrement contenus dans E, donc leur intersection I y est aussi
entiérement contenue.

Considérons alors le diédre convexe formé du demi-plan p issu de |
et contenant &, et du demi-plan P issu de I et contenant A. Tout point
intérieur & ce diédre est, par rapport & p, du coté de A, c’est-a-dire du
coté de A et, par conséquent, du coté opposé a @, puisque p laisse «
d’un coté et A de I'autre; ce point est done extérieur d @, pour la méme
raison il est extérieur & A, il est donc dans E. L’angle convexe formé
par les deux demi-droites &, A tracées dans les deux faces du diédre est
forcément celui des deux angles qui est intérieur au diédre convexe
et, comme celui-ci est tout entier dans E, on en conclut : langle
congexe formé par deux génératrices correspondantes de deux cones a
et A est tout entier extérieur & ces deux cones.

Revenons maintenant & des arétes et faces planes de deux angles
solides convexes @, A se correspondant par la transformation W; a
et A ne se correspondent plus par génératrices; & une aréte de a
correspond une face de A, c'est-d-dire une infinité de génératrices qui
sont toutes les droites intérieures 2 cette face; de méme, a une aréte
de A correspond une infinité de génératrices qui sont les droites inté-
rieures & la face correspondante de a. Sauf cette indétermination, nous
pourrons parler d’arétes correspondantes.

Soient 8, A deux génératrices correspondantes dea et A, o étant une
aréte de @ et A une demi-droite intérieure 4 la face correspondante F
de A. Imaginons, ce qui est toujours possible, un cone convexe G
inscrit dans A de telle facon que sa génératrice de contact avec la
face F soit précisément A. La transformation W, appliquée a C
donnera un cone convexe ¢ qui sera circonscrit 4 a. Les demi-
droites &, A seront des génératrices correspondantes de ¢ et C. L’'angle
convexe ¢, A sera extérieur i G, done, a fortiord, extérieur i «; il sera,
par rapport au plan tangent le long de A, du coté opposé aC et, comme
ce plan tangent est le plan de la face F et que C et A sont du méme
coté de ce plan, il sera, par rapport au plan de ¥, du coté opposé 2 A
donc aussi extérieur & A, c¢’est-d-dire, finalement, dans I'espace E
extérieur & « et A.

Enfin faisons remarquer qu’étant donnée une demi-droite & et un
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hd A . . ’ N
angle convexe F issus du méme point, I'angle solide convexe ayant o
pour aréte et F comme face peut se définir de plusieurs facons que
nous aurons a utiliser :

1° C’est la portion d’espace que décrit une demi-droite équipollente
d A et dont I'origine parcourt la face F;

2° (C’est la portion d’espace balayée par un angle équipollent & F et
dont le sommet parcourt ¢;

3° C’est la portion d’espace balayée par I'angle convexe de ¢ avec
une demi-droite issue de O et parcourant U'intérieur de F.

Pour bien voir ce qui se passe, coupons a et A par une sphére de
centre O. Nous aurons deux polygones sphériques convexes a et A
formant en quelque sorte deux calottes distinctes sur la sphére et
laissant entre elles une zone irréguliére formant une route & deux
bords faisant le tour de la sphére. Sur ‘ces deux routes vont marcher
simultanément deux points correspondants 8, A dont il faudra consi-
dérer I'angle convexe représenté par I'arc de grand cercle, moindre
que la demi-circonférence, qui les joint et que, pour garder le méme
langage, nous appellerons I’arc convexe.

De ce que ¢ et A parcourent @ et A en sens inverses, ces sens étant
vus, pour ¢, par un observateur debout sur la sphere et les pieds a
I'intérieur de @ et pour A, par un observateur analogue les pieds &
I'intérieur de A, résulte que, pour un observateur unique placé sur la
route E et regardant les deux points, ces points sembleront tous deux
avancer ou tous deux reculer, ¢’est-A-dire marcher dans le méme sens
sur leurs bords respectifs.

Si, schématiquement, nous représentons les arcs de grand cercle
par des droites, nous avons pour le mouvement de I'arc convexe SA
une figure du genre suivant ( fig. 6).

Dans ce mouvement, 'arc ¢A, qui ne sort jamais de E, balaie certai-
nement toute la route E et passe une fois et une seule par tout point
situé sur cette route. ‘

Si nous revenons a la figure de I'espace, nous voyons que, dans son
mouvement, I’angle convexe ¢A balaie plusieurs sortes de régions :

1° Les régions ¢, ¥, angles solides (triédres) déterminés par une
artte de a et la face correspondante de A;
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2° Les régions f, A, angles solides (triédres) déterminés par une

face de « et I'aréte correspondante de A;
3° Les régions ¢, @, angles solides convexes limités par deux faces

courbes correspondantes de a et A et par les deux positions extrémes
de 'angle convexe SA.

Ce qui précéde nous montre que ces divers angles solides convexes
remplissent tout I'espace E et n’empictent jamais les uns sur les
autres, donc :

L’angle solide convexe a, son transformé A et tous les angles solides
convexes jorgnant une aréte de a a la face correspondante de A, ou une
Jace de a a I’ aréte correspondante de A, ou deux faces courbes correspon-
dantes de a et A, remplissent complétement I’ espace sans empiéter les uns
sur les autres de sorte que tout point qui n’est pas sur une face ou une
aréte de ces régions se trouve loujours dans une et une seule d’entre
elles.

12. La transformation W de ’espace. — On fera, sur la transfor-
mation qui fait passer de 'ellipsoide & la sphére homographique, des
remarques analogues & celles qui ont été faites au début du para-
graphe 10.

La transformation W se rencontrera dans notre théorie sous la
forme suivante : on part d’un angle solide convexe a, on prend
I'angle solide supplémentaire @’ et on lui fait subir la transformation

o W A\ W
- X’ oYy’ =T 7

ce qui donne I'angle solide A.
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Si fest une face de @ ayant pour équation
az + By +ys=o,
’aréte correspondante de a’ sera

-

Z
[24

- _ -

@R

et I'aréte de A aura pour équations

oW oW oW
_(7;___0_3/___():_

o 6 7’
ce qui montre qu'a chaque face de @ on fait correspondre la polaire de
son plan par rapport au cone imaginaire

W(z,y,s)=o.

On montre en outre, comme conséquence de ce que W est positive,
que I’on doit prendre la demi-polaire qui est, par rapport & la face
considérée, du coté opposé a a.

Si I'on applique la transformation qui fait passer de Iellipsoide-
point & la sphére-point ou est ramen¢ & la transformation W, et il en
résulte que toutes les propriétés de convexité et de disposition des
régions démontrées pour la (ransformation W, s’appliquent sans
aucune modication & la transformation W.

Ainsi: On passe de L angle solide convexe a & Uangle solide convexe A
en faisant correspondre @ chaque face de a sa demi-polaire par rapport

au cone
Wz, y,2)=0

du cité opposé & a. L’angle solide a, U'angle solide A et les angles solides
conpexes joignant une aréle de 'un a la face plane correspondante de
Pautre, ou deux faces courbes correspondantes, remplissent tout Uespace
sans empiéter les uns sur les autres.



SECONDE PARTIE.

ETUDE DYNAMIQUE DES LIAISONS FINIES UNILATERALES.

I. — Les liaisons unilatérales simples.

13. Le probléme a résoudre. — Le systéme S soumis & des liaisons L
est supposé lancé sur une liaison unilatérale simple A, ce qui revient
adire que les ¢ de la position initiale satisfont & I'unique équation
finie de A et que les ¢ et ¢ initiaux vérifient 'unique ¢quation du
premier ordre de A déduite de la précédente par dérivation.

La seule liaison réduite étant la liaison nulle, ou bien le mouvement
va, au début, se produire sur L+ A ou bien sur L seulement et,
comme c¢’est la liaison A seule qui nous intéresse, nous dirons dans ce
dernier cas que le systéme se meut librement ou encore qu’il prendle
mouvement libre. Iin résumé, partant des conditions initiales consi-
dérées, le mouvement du début peut étre soit le mouvement oty sur
la liaison A, soit Ie mouvement libre M,. Quel est celui de ces deux
mouvements qui se produit effectivement? C’est la premiére question
a résoudre et elle constitue ce que nous appellerons « le probléme
mitial ».

Supposons que I'on soit dans les conditions voulues pour que ce
soit le mouvement My qui se produise. Ce mouvement sur A va-t-il se
continuer indéfiniment? A quel moment et dans quelles conditions le
mouvement My se transformera-t-il en mouvement M,? C’est la la
seconde question & résoudre et elle constitue « le probléme pendant le
mouyement ».

14. Cas ou la solution du probléme initial est fournie parla dyna-
mique. — Considérons le mouvement M, que prendrait le systéme en
vertu des conditions initiales considérées sila liaison A n’existait pas
et voyons comment il se produit par rapport & la liaison A considérée
au point de vue géométrique.
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Supposons que ce mouvement M, se produise, au début, du cote
négatif de A. Le mouvement réel du début ne peut étre que My ou My;
or ce dernier mouvement n’est pas un mouvement possible, car, s’il se
produisait, il aurait lieu du coté négatif de A et la réalisation maté-
rielle de cette liaison s’oppose & tout mouvement de ce coté; donc :

St le moupement libre débuie du cété négatif de la liaison untlatérale
le mouvement qui se produit réellement au debut est celut sur celle
ltaison.

Lt cette conclusion peut s’énoncer sous la nouvelle forme :

La condition nécessaire pour que ce soit le mouvement libre qui se pro-
duise réellement au début est que ce mouvement libre au liew sur la
liaison A ou débute du ciié positif de cetie liaison.

Sous la premitre forme ce résultat donne donc une condition suffi-
sante pour que le mouvement réel soit My et, sous la seconde forme,
une condition nécessaire pour que le mouyvernent réel sott M,.

Mais de toute facon le résultat est incomplet parce que I'on n’obtient
pas des condilions nécessaires et suffisantes de production réelle de 'un
des deux mouvements entre lesquels il faut choisir.

15. Principe expérimental du mouvement libre. — Prenons un point
pesant posé au-dessus d'un plan horizontal fixe. II reste immobile,
c’est-a-dire prend le mouvement My; c’est le cas dynamique précédent
car le mouvement M,, chute verticale descendante, aurait licu du coté
négatif du plan. Au contraire, placons le point au-dessous du plan, le
mouvement libre est possible, il a licu du coté positif du plan et
celui-ci, réalisé matériellement, ne s’y oppose pas. On constate que
ce mouvement libre se produit effectivement.

Prenons encore un pendule simple partant du repos. Sila position
initiale est au-dessous de I'horizontale, en m,, le mouvement libre
augmente la distance au point fixe, donc a lieu du coté négatif; c’est
le cas dynamique, le point suit la liaison. Si la position initiale est
au-dessus de I'horizontale, le mouvement libre raccourcit la ficelle,
donc a lieu du coté positif de la liaison et I'on constate expérimen-
talement que ¢’est ce mouvement libre qui se produit effectivement.
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Sans qu’il soit nécessaire de multiplier les exemples, on est ainsi

Fig. 7.

772,

amené i poser, comme principe expérimental absolument général, la
loi suivante :

Lorsqu’un systéme materiel est lancé sur une liaison unilatérale
simple \, chaque fols que le mouvement libre est possible au début, c'est-
a-dire que la réalisation matérielle de \ ne s’oppose pas a ce mouvement,
c’est ce mouyement libre qui se produit effectivement au débul.

L5%s. Principe général des liatsons unilatérales simples. — Le principe
expérimental précédent, combiné avec le cas dynamique, donne la
solution compléte du probléme initial. Celui-ci pouvait, en effet,
s’énoncer sous la forme : trouver les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que ce soit le mouvement M, qui se produise au début?
Par exclusion on obtient ensuite les cas de production de My.

Or le cas dynamique nous donnait une condition nécessaire, & savoir
que M, débute sur .\ ou du coté positif et le principe du mouvement
libre exprime simplement le fait que cette condition est suffisante.

En les combinant on obtient donc le principe général donnant la
solution compléte du probléme initial :

Un systéme matériel €lant lance sur une liaison unilaterale simple \ :
St le mouvement libre a lieu, au début, du coté négatif de A, c'est le
mouvement sur \ qui se produit effectivement au debut ;
St le mouvement libre a liew, au début, du coté positif de A, c’est ce
mouyement libre qui se produit effectivement au début ;
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — Mat 1917, 17
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St le mouvement libre a liew sur A, ¢’est ce mouvement libre, qui
est en méme lemps un mouvement sur \, qui se produit effectivement au
début.

16. Transformation en principe de la réaction. — Pour chercher
la position de M, par rapport & A, utilisons la considération du mou-
vement My, mouvement que prendrait le systéeme sur la liaison A
considérée comme liaison forcée. Cette liaison, comme nous 'avons
vu, se réduit & une seule équation donnant une seule fonction ¢(w).

En employant les équations de discontinuité relatives & la sup-
pression de A, la position de M, par rapport & A sera donnée par le
signe de '

¢(p);

¢’est-a-dire de
D (),

et comme il n'y aiciqu’une seule variable p, on a

oW -
pd () =— p.—{)—[l— =—2W(p) <o,
de sorte que g(p) est de signe contraire & y..
Si . est positif, le travail
po(mn)

de la réaction de A est positif pour tous les déplacements virtuels du
coté positif de A. Cette réaction est alors dite positive ou du coté
positif de .\.

Dans le cas de p. négatif, la réaction a un (ravail négatif pour tous
les déplacements positifs et elle est dite négative ou du coté négatif
de A.

¢(p) étant de signe contraire a p., il en résulte :

Le mouvement libre a toujours lieu, par rapport a \, du coté opposé a
la réaction du mouvement forcé sur cette liaison.

Il est entendu que 'on prend la réaction i I'instant initial; si cette
réaction était nulle, en partant des équations de discontinuité du troi-
sieme ordre on retrouverait les mémes résultats avec le changement
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du. . . N , . . L. »
de u. en —7» ce qui reviendrait & prendre la réaction immédiatement
aprés l'instant initial.
Notre principe se transforme donec en :

N étant la réaction initiale ou immeédiatement apres l'instant initial
dans le mouvement jforce sur la liatson \, le mouvement qui se produit
réellement au debut est M st N est positive et M, st N est négative,

('est cette forme que I'on emploie dans les applications parce qu’elle
remplace la considération un peu abstraite de la position d'an mou-
vement par rapport & une liaison par celle, plus coneréte, du sens d’un
vecteur porté sur une droite.

17. Probléme pendant le mouvement. — On suppose essentiellement
que le mouvement débute sur \ et, par conséquent, que la réaction N
soit positive & 'instant initial ou soit nulle et devienne positive immé-
diatementaprés. Décomposons le temps en intervalles infiniment petits
et considérons la succession des mouvements, chacun d’eux avant
pour conditions initiales les conditions finales du précédent.

N, d'aprés Phypothese faite, restera positive dans un certain inter-
valle fini, allant de ¢, a ¢,, et alors changera de signe en s’annulant (la
réaction ne peut devenir infinie sans quoi il y aurait rupture des
liaisons).

Dans le second intervalle infiniment petit, N débute par étre posi-
tive, donc c’est My qui se produit et N reste positive, donc est
encore positive au début du troisieme intervalle, de sorte que c’est
encore My quise produit et ainsi de suite; tant qu’on sera dans ¢, — ¢,
on aura une succession de mouvements My infiniment petits, consti-
tuant le mouvement continu My. Il n’en sera plus de méme quand on
arrivera a U'instant ¢,; dans U'intervalle qui suivra, N débutera par étre
nulle mais pour devenir négative; done, dans cet intervalle, ce sera M,
qui se produira; a la fin de cet intervalle, le systeme n’est méme plus
en contact avec A, donc .\ n’intervient plus et c¢’est le mouvement
libre qui se continue et se continuera jusqu'a ce que, dans ce mou-
vement, le contact avec A vicnne se rétablir en produisant un choc.
Nous avons done, sans faire appel & aucun nouveau principe :
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Le mouvement de début ayant liew sur la liaison, ce mouvement se
conlinuera Jusqu'c ce que N passe pour la premiére jfois du posuif au
négaiif. 4 ce moment, le mouvement devient le mouvement libre.

II. — Les liaisons unilatérales doubles.

18. Le probleme a résoudre. — Le systéme étant lancé sur la liaison
unilatérale double A, ne peut se mouvoir que sur A ou sur une des
liaisons réduites qui sont (§3) au nombre de trois. Nous avons done
i choisir entre quatre mouvements : le mouvement My sur la liaison
totale, les mouvements Ma, et My, sur les deux liaisons réduites
simples A,, A, et enfin le mouvement libre M,.

Nous aurons encore le probléme initial et le probléme pendant le
mouvement. Comme dans le cas précédent, nous nous attacherons
surtout au probleme initial qui est en général plus compliqué et qui
fournit la solution du probleme pendantle mouvement. Ainsi jusqu’au
moment ol nous dirons explicitement que nous nous occupons du
probléeme pendant le mouvement, il sera, pour abréger, sous-entendu
que nous nous occupons exclusivement du probleme initial.

9. Mouvements réduits possibles. — Considérons le mouvement
libre M,; nous avons déja vu, dans le cas de la liaison simple, appa-
raitre pour lui la notion de possibilité ou d’impossibilité. La notion se
généralise immédiatement; la liaison A a un coté positif et s’oppose,
par sa réalisation matérielle, a toul mouvement quittant A el ne pas-
sant pas du coté positif; si done le mouvement M, ne se produit pas
ducoté positif de A, on est assuré que ce mouvement est zmpossible ;
dans le cas contraire, si M;se produit du caté positif de A, on dit que
ce mouvement est possible, ce qui neveut pas dire qu’il se produise
réellement mais signifie simplement qu’il n’est pas impossible. Kn
d’autres termes, la possibilité est constituée par des conditions néces-
saires mais non suffisantes pour que le mouvement M, se produise
effectivement. Ainsi :

Pour que le mouvement libre sort possible il faul qu'tl se produise du
c6té positif de A.
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Considérons le mouvement réduait My, sur la liaison réduite
simple A,. Cette liaison réduite, d’aprés sa définition méme, est telle
qu’il existe des déplacements virtuels sur A, et du coté positif de A,
sans que tous les déplacements sur A, soient du coté positif de \,.
Un mouvement dont les conditions initiales sont sur A, et A, et qui se
fait sur A, seulement ne quitte done pas forcément A, du coté positif;
mais si ce mouvement est un mouvement réduit se produisant réel-
lement, il est du coté positif de A, doncde A,; s'il était de I'autre coté,
la réalisation matérielle de A s’opposerait a sa production et il serait
impossible. Done : .

Pour quele mouvement réduit My, sott possible, il faut qi’tl ait liew du
coté positif de A.,. '

Jusqu’a présent nous n’avons fait appel qu’a des considérations de
dvnamique ordinaire.

Si le mouvement My se produit effectivement, c’est que, dans ce
mouvement sur la liaison unilatérale simple A, le contact avec cette
liaison ne cesse pas, autrement dit que cette liaison simple est irré-
ductible ou, en invoquant cette fois le principe général des liaisons
unilatérales simples, que la réaction de A, dans le mouvement My,
soit positive. Done :

Pour que le moucement réduit M soit possible, il faut que sa réaction
sout positive.

On aurait de méme les conditions de possibilité du mouvement
réduit My .

Sans faire appel 4 aucun principe nouveau on a donc une notion
qui, en nous montrant dans chaque cas, I'impossibilit¢ de certains
mouvements réduits, nous restreindra le probléme en nous faisant
choisir parmi les mouvements possibles en nombre moindre que
quatre et pourra méme nous donner la solution cherchée dans cer-
tains cas.

Nous allons nous proposer de traduire ces conditions de possibilité
sur la réaction du mouvement My c¢’est-a-dire au moyen des coeffi-
cients ., w, qui figurent dans le travail virtuel de celte réaction. Pour
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faciliter la représentation géométrique nous adopterons, pour ce tra-

vail, la notation
EX(0) +0Y(w),

nous représenterons par

(") X+ BY =o,
et
(¢") /X -+0Y=o0

les deux liaisons réduites A,, A, et ces deux équations seront celles
des deux cotés p’, ¢’ de I'angle convexe &' figuratif du coté positif de
la liaison A, coté positif défini par

aX+BY>o0, yX+dY>o.

20. La région de possibilité du mouyement M,. — Partons des équa-
tions de discontinuité de la suppression de A. On aura
OW (&, )
0E
OW (&, ) .
an

X(p)=®(,n)=—
Y(p)=W(n)=—
Les conditions de possibilité

aX(p)+BY(p)>o,
7X(p)+d8Y(p)>o
s’écriront done
a(b(g: n) + ﬁ‘p(:’:a n) > o0,

Y@, n) + oW (& n) > o,

de sorte que le point £, 1 figuratif de la réaction doit étre dans 'angle
positif des deux droites

“‘D('E,a n) -+ ﬁ‘l'"('cj, ) =0,

yOE, n) -+ oW (E n)=o,

qui sont les transformées P et Q des deux colés p’, ¢’ de «’ par la trans-
formation (®, W) que nous avons déj rencontrée dans la définition de
la transformation W. v

Si le point £, v se trouve dans cette région, le point X, Y dont il est
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le transformé .
X=®(, ), Y = W(c ),

satisfait aux inégalités
aX+BY>o, yX+3dY>o,
donc se trouve dans I'angle convexe a’. Donc:

La région de possibilité de M, est 'angle convexe A transformé de
l’angle convexe a’ par la transformation

_ oW ()

_OW (),
PER

Y = on

X =
21. La région de possibilite du mouvement My . — Supposons écrite
I'équation de d’Alembert de My, il y figurera le travail virtuel

EX(0) +0Y (w).

Si nous écrivons de méme l'équation de d’Alembert de My, qui a
lieu sur la haison
aX +0BY =o,
il'y figurera le travail virtuel

MaX(w)+BY(w)],

ou
raX(w) +28Y ().

Si done nous faisons la soustraction pour avoir les équations de dis-
continuité, on aura celles de la suppression totale mais ou & et 7
seraient remplacés par £ — e et n—AfB. Avec les équations en p

provenant de la liaison L on aura donc

X(p)=®(E — o, 0 —15) =@ (%, n),

Y(p) =" ( —da, n—23)=W(&, m).

La liaison A, qui existe & la fois dans les deux mouvements donnera
en outre, par soustraction,

2X(p) +BY(p) =o,
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¢’est-a-dire
ol (24, 0,) + LU (5, n) = o,

équation lincaire qui déterminera l'inconnue A.
Pour que My, ait lieu du coté positif de .\, il faut

yX(p)+0Y(p)>o.
Pour que la réaction de My, soit positive il faut que son travail
MaX (o) +2Y(n)]

soit positif pour tous les déplacements @ du coté positif de A, c’est-
a-dire satisfaisant &
aX(0) +BY(w)>o;

done, finalement que 'on ait
A>o.

En résumé, les conditions de possibilité de My, sont

a® (&, n) -+ BW (&, m) = o,
Y0 (Z, ) + W (&, ) > o,
> o.

Considérons le point %, v, ; d’aprés les expressions
Gy=E—ha, M=t — 13

de ses coordonnées, il est sur une perpendiculaire menée de £, % au
coté p’ de I'angle @’ et, d’apres la premicre des trois conditions éerites,
il est sur la transformée P de ce coté; ¢c’est done le pied sur P de la
perpendiculaire & P menée par %, . L'inégalité qui forme la scconde
condition exprime que ce point doit étre du coté positil de Q,
c’est-a-dire ne pas étre extérieur & A et, par conséquent, étre sur
le coté méme P de cet angle.

Considérons le vecteur allant de §,,, 2 £, 7; ses deux composantes
sont Az et AP et ces deux quantités sont les coordonnées de Uextrémité
du vecteur équipollent mené par l'origine. Cette extrémité donne
a ox + By le signe de

A(a? -+ B,
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¢’est-a-dire, d’aprés la troisieme condition, le signe positif; clle est
done, par rapport & p’, du coté de ¢, ce qui montre que le vecteur
considéré est de méme sens que le coté p de 'angle convexe supplé-
mentaire de «'.

On est ainsi amené i former I’angle convexe @ de cotés p, ¢, qui est
supplémentaire de @’ et dont A est le transformé par la transfor-
mation W, et les conditions de possibilité de M, sont que le point &, 7
soit I'extrémité d’un vecteur issu d’un point du coté P et ayant méme
direction et sens que p, ou encore que ce point soit dans la région
balayée par une demi-droite équipollente & p et dont I'origne décrit la
demi-droite P; on définit ainsi ’angle convexe pP. Done :

La région de possibilité de My est I'intérieur de I’angle convexe Pp
Jormé par les cotés correspondants P et p de A et de 'angle transformé
par la transformation ' W.

22. Nombre maximum des mouvements réduils possibles. — Les
régions de possibilité des mouvements réduits M, My, My, sont,
comme nous venons de le voir, les (rois angles convexes PQ, Pp, Qg
formés en appliquant la transformation W a I’angle convexe « supplé-
mentaire de a’'.

Or nous avons vu que ces trois régions n’empiétaient pas les unes
sur les autres et que la partie restante du plan était ’'angle convexe pg
(5 10).

Il en résulte immédiatement que, si le point &, 1 se trouve dans
I'angle a, il n’y a aucun mouvement réduit possible et que s’il est en
dehors de cet angle il y a un et un seul mouvement réduit possible
puisque le point se trouve alors dans un et un seul des trois angles PQ,
Pp, Qq.

Considérons le cas ou £, v est dans a. Le mouvement qui se produit
réellement ne peut ¢tre que My, My, My, ou M, et, comme les trois
derniers sont impossibles, c’est le premier qui se produit forcément;
done :

Le nombre des mouvements réduits possibles n’est jamais supérieur a
lunité. Quand il est nul, le moucvement réel a lieu surla liaison totale.
dnn, Ec. Norm., (3), XXXIV. — Max 1g17. 18
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Nous conviendrons de dire que A est irréductible s’il n’y a aucun
mouvement réduit qui soit possible.

93. Principe du mouvement réduit pour les liarsons unilatérales
doubles. — La liaison A cst irréductible et alors il n’y a aucun choix &
faire pour avoir le mouvement réel, ou bien elle n’est pas irréductible
et alors, comme il n’y a qu’'un seul mouvement réduit possible, on a &
choisir entre deux mouvements seulement : & savoir le mouvement My
sur la liaison totale et le mouvement réduit possible; I'indétermi-
nation est donc du méme ordre que celle qui a été rencontrée dans
les liaisons unilatérales simples.

Pour lever cette indétermination il faut faire appel & I'expérience.

Prenons, dans un plan vertical, une molécule pesante pouvant se
mouvoir & P'intérieur d’un angle convexe fixe et partant du repos
placée au sommet.

Si 'angle est tout entier au-dessus de 'horizontale de son sommet,
on voit immédiatement qu’il n’y a aucun mouvement réduit possible,
¢’est le cas ou il n’y a pas indétermination et ou le mouvement M
doit se produire. Effectivement le point reste au repos au sommet.

Si la verticale descendante est a l'intérieur de I'angle, Punique
mouvement réduit possible est la chute verticale, de sorte que 'on a
i choisir entre I'équilibre au sommet qui constitue le mouvement My
et la chute suivant laverticale descendante. On constate physiquement
que c¢’est ce mouvement réduit qui se produit effectivement.

Si, 'angle n’étant pas tout entier au-dessus de I'horizontale, cet
angle ne contient pas la verticale descendante, il y a un c¢oté inférieur
et un coté supérieur et le scul mouvement réduit possible est le
mouvement descendant sur le c¢oté inféricur. On a & choisir entre ce
mouvement et U'équilibre au sommet et Uexpérience montre que ¢'es(
le mouvement réduit sur le coté inférieur qui se produit eflecti-
vement.

Sans nous attarder & montrer le méme fait sar des exemples plus
compliqués nous voyons apparaitre un principe expérimental général
pouvants’énoncer ainsi :

Lorsque la liaison unilatérale double n’est pasirréductible, il y a inde-
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termination entre le mouvement sur la ltaison totale et celut des mou-
vements réduits qui seul est possible. Le mouvement qut se produit réel-
lement est toujours le mouvement réduit.

Il y a donc au plus un mouvement réduit possible et, quand il y en
a un, il se produit réellement. Le principe précédent compléite la
notion de possibilité en montrant que les conditions nécessaires pour
gu'un mouvemnent réduwit se produise réellement (conditions de possi-
bilité) sont en méme temps suffisantes, de sorte que nous obtenons un
résultat de méme forme que pour les liaisons unilatérales simples.

24. Il n’y a jamars impossibilité ou indetermination. — Lorsque le
point £, n se trouve dans l'angle pg, nous avons vu que c¢’était le
mouvement My qui se produisait réellement; le principe précédent
nous donne la réciproque; si %, 7 ne se trouve pas dans 'angle pg, il se
trouve forcément dans 'un des trois angles PQ, Pp, Qg et alors le
mouvement My ne se produit pas, le mouvement réel etant le mouve-
ment réduit correspondant.

LEn résumé, nous avons une discussion représentée par la figure ci-
dessous.

Fig. 8.

P
WMouvement M. "/p

Mouvement ti; Mouvement M,

(Réduction totale) (irréductibilité)

Mouvement M,, <

Comme les quatre régions n’empiétent pas les unes sur les autres
el recouvrent tout le plan, le point £, n est toujours dans une et dans
une seule d’entre elles, de sorte qu’il n’y a jamais impossibilité ni
indétermination.
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25. Cas ow le point figuratif de la réaction se trouse sur les fron-
tieres. — Au lieu de considérer ce qui se passe a I'instant £y, nous
considérerons la figure & 'instant ¢, + dt.

Supposons &, n sur p, c’est-a-dire que l'on a, & U'instant ¢,,

%+ =o;

a linstant ¢, + dt (de>0), cette quantité ne sera plus nulle et aura
le signe de sa premiére dérivée non nulle pour ¢,. On prendra donc le
signe de

dg

. da ii_ﬁ
dt

dn . .
—t—(i;ﬁ+g;ﬁ—+ndt-

=4

Si I'on a le signe +, c’est qu'a I'instant ¢, + d¢ le point &, 0 est

entré dans 'angle pg tel qu’il est & cet instant; donc on est dans la
région d’'inductibilité.

Silon ale signe —, c’est que le point &, v entre dans la région My .

L’indétermination estdonc levée et il en sera ainsi tant que lafonction

ol + B

ne sera pas identiquement nulle. Mais alors on aurait un mouve-
ment My qui se ferait sans quitter la liaison A,, ¢’est-d-dire qui serait
alafois My, et My. Reprenons I'exemple du n° 23, ce sera le cas o
"angle a un coté horizontal et autre coté dirigé vers le haut.

Si nous avions supposé le point &, v sur la frontiére P, on aurait eu
W L IW

— L — ] =0
ac = 0 !

et il aurait fallu chercher le signe de

” *W di 4 PW dn\ L (*W dZ - W dn\ doa OW  dB oW
- )22 dt T 0% clt) P\ 0200 dt o0 di) de 0z T dt on

pour voir de quel coté de P passe le point &, v & 'instant ¢, -+ d.
Si la fonction

W _ oW
E s

était identiquement nulle, on aurait un mouvement qui serait & la
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fois M, et M,. Revenant encore & I’'exemple du n® 23, ce serait le cas
ot 'un des deux cotés de 'angle serait vertical descendant.

Enfin sile point £, 7 se trouve en O, ¢’est-d-dire si la réaction totale
est nulle, il faudra regarder les signes que prennent, a 'instant ¢,+d¢,
les quatre fonctions

az + [,

7E -+ o,
LW oW,

ok an

oW . OW
7 T %on’

de fagon & voir dans lequel des quatre angles va passer le point &, 7.

26. Définition mécanique de la région d’irréductibilité. — Les quatre
régions sont définies compléetement par la région d'irréductibilité en
lui appliquant la transformation W. Cette région est définie au moyen
de la région &' figurative de la liaison, mais il est indispensable pour
la suite d’en avoir une définition directe.

Considérons un angle convexe & et une demi-droite & issue de son
sommet; pour que ¢ fasse un angle aigu avec toutes les demi-droites
intérieures a ', il faut que a’ soit tout entier du méme coté que ¢ par
rapport & la perpendiculaire & 6. On est donc amené A mener par le
sommet les droites ne coupant pas I’angle @’ et a prendre leurs demi-
perpendiculaires du coté de «’, ce qui fournit manifestement les
demi-droites intérieures a I’angle supplémentaire «.

Ceci posé, considérons le travail virtuel de la réaction

T=EiX+ 1Y,

ot &, 7 est le point figuratif de la réaction et X, Y celui du déplace-
ment; 'angle allant de 'origine a ces deux points est aigu ou obtus
suivant que & est positif ou négatif.

Si &, n est dans a, son rayon fera un angle aigu avec tout rayon
situé dans a’, donc & sera positif pour tout déplacement X, Y situé
dans @'; réciproquement, si & est positif pour tout déplacement X, Y
dans @', c¢’est que le rayon de £, n fait un angle aigu avec tout rayon



142 LETIENNE DELASSUS.

dans a’, de sorte que &, v est forcément dans . On est ainsi conduit &
la définition suivante :

Pour étre dans la région d’irréductibilité, il faut et il suffit que la
réaction de la liaison totale ait un tracail positif pour tout déplacement
virtuel du coté positif de cette larson qui est celle obtenue par
M. Appell par la considération du signe des reactions aux différents
contacts.

27. Le probléme pendant le mougement. — Supposant essentiel-
lement que le mouvement dc¢bute sur la liaison totale et faisant le
méme raisonnement que pour la liaison unilatérale simple, on verra
que le mouvement My se continuera tant que le point &, n restera
dans I'angle pgq. ‘

Ce point et cet angle sont généralement tous deux variables avec le
temps, mais, par suite de la continuité, le point ne pourra sortir de
I'angle qu’en traversant un de ses cotés ou tous les deux.

Dans le premier cas c’est que I'une des deux quantités

U:- -+ I’jn:

75+ 0n

s’annule en passant du positif au négatif, I'autre ne s’annulant pas et
étant, par conséquent, positive. Si ¢’est la premiére qui s’annule, on
passe forcément dans la région My, de sorte que le mouvement My se
continue par le mouvement M .

Dans le second cas, les deux quantités précédentes s’annulent
simultanément et, en traversant le point O, on peut entrer dans I'une
des trois régions My, My, et M, Le fait que les deux quantités
changent de signe n’indique pas la région définitive; il faudra voir les
signes que vont prendre les quantités

L OW oW
JE Jgn ’

\()W L OW
A -

28. Etude de la liaison unilatérale au mo yen des deux réactions par-
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tielles. — La liaison double A peut, comme liaison dynamique et
comme liaison unilatérale, étre remplacée par 'ensemble des deux
liaisons réduites simples A, et A, donnant séparément naissance & des
réactions %, 1 comptées positivement du coté positif de A. Le travail
virtuel sera

iN(0) + 1Y (),
et les deux liaisons réduites étant définies par

X=o

et

Y = o,

'angle @’ sera I'angle 20y, le demi-axe Oy étant le coté p’ et le demi-
axe Ox le coté ¢'. La région a sera le méme angle, Oz étant main-
tenant le coté p et Oy le coté ¢. Soit

W = ax?+ 2 bxy -+ cy?,

le coté P aura pour équation

1 OW
- —— = bx + ¢y = o,
2 dy v
et le coté Q
1 JW by —
5 -51—" = a.r - )y = 0,

les coefficients angulaires de ces deux droites sont
t>)

b a
¢ -7
et leur produit,
a

est positif puisque la fonction W est définie. Il en résulte que les pro-
longements de PQ traversent tous deux 2Oy ou ne le traversent ni l'un
ni "autre. On a alors deux cas de figure conduisant a des résultats
distinets.

1° Les prolongements de P et Q traversent z0y. — Commencons par
le probléme initial :
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£ >0, n<<o entraine la cessation du contact A, ct la conservation

de A,.
£ <o, n> o0 entraine la cessation de A, et la conservation de A,.

Fig. g.
Y
q
P x
(0} P
Q
P ¥’

£ <o, <o n'entraine pas forcément la cessation des deux con-
tacts. Il y en a certainement un qui cesse; cela tient & ce que, dans
cette hypothése, le point &, n peut se trouver dans une quelconque des
trois régions de réduction. ‘

£ > o avec 1 = o et devenant négative entraine cessation de A, et
conservation de A, mais £ <o avec v == o et devenant négative n’en-
traine pas la cessation des deux contacts; au contraire, comme on
passe d'un point de Oz’ a un point infiniment voisin et au-dessous,
on est dans 'angle Qg et le contact A, cesse tandis que A, se con-
serve.

£ =0, n=o0 fournit les mémes observations en remplacant £ ety

4 {.
gl—j et 567?-

Considérons maintenant e probléme dans le mouvement.

&, 1 est un point mobile situ¢ primitivement dans 'angle pg. 1l se
déplace d’une facon continue et ne peut sortir de cet angle qu’en tra-
versant p ou ¢ ou le point O.

S'il sort par p, c’est-a-dire si [a réaction 7 s’annule et change de
signe tandis que Z ne s’annule pas et est positive, on passe forcément
dans la région Pp done A, cesse et .\, se conserve.

S'il sort par O par une tangente située forcément dans 2’0y, les
deux réactions passent toutes deux du positif au négatif mais on peut

par
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ainsi passer dans I'une quelconque des trois régions de réduction et
il n’y a pas forcément cessation des deux contacts.

2° Les prolongements de P et Q ne traversent pas xoy. — Dans le pro-
bléme initial :

£>o0, n< o n’entraine pas forcément la conservation du con-
tact A, & réaction positive; il peut arriver que les deux contacts
cessent parce que I’on peut étre dans la région PQ.

£ < o0, n <o entraine forcément la cessation des deux contacts.

£ > o0 avec n = o mais devenant négative donne forcément cessation

Fig. ro.

J
9

J’ P

de A, et conservation de A, car, passant immédiatement au-dessous
de Ox, on ne peut étre dans PQ, on est forcément dans Pp.

Dans le mouvement, une réaction changeant de signe, tandis que
'autre n’est pas nulle et est positive, entraine la cessation du contact
correspondant et la conservation de I'autre.

Si les deux réactions viennent s’annuler simultanément, le point
sort par une tangente située dans x’oy’ et 'on entre dans PQ de sorte
que les deux contacts cessent, bien que dans ce déplacement le
point %, 7 n’entre pas forcément dans x'oy’ ¢’est-a-dire bien que les
deux réactions ne deviennent pas forcément négatives; c’est ce quia
lieu, par exemple, si I'on sort de xoy avec Oz pour tangente et un
contact d’ordre impair.

La discussion qui précede montre que l'idée courante et qui con-

dnn. Ee. Norm., (3), XXXIV. — Mar 1917. 19
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siste i tout déduire dusigne des réactions est absolument fausse. Cette
idée revient, en définitive, i considérer comme indépendants I'un de
'autre les deux contacts A, et A, qui forment par leur réunion la
liaison totale et & appliquer séparément & chacun d’eux le principe
des liaisons unilatérales simples. En réalité, le principe des liaisons
unilatérales doubles n’est pas constitué par la double application du
principe des liaisons unilatérales simples, et ce qui se passe en I'un
des contacts dépend non seulement de la réaction de ce contact, mais
aussi de la réaction de I'autre.

29. Définition analytique des différentes régions. — Elles se défi-
nissent chacune comme étant d’un certain coté pour deux des quatre

droites p, ¢, P, Q.
Si nous nous plagons dans le cas ou 'on part des deux réactions

partielles des liaisons réduites A,, A,, on a immédiatement les défi-
nitions

Région d'irvéductibilité......... £ >o, n >0
Région de réduction totale...... g—\—,ﬁ <o, A <o
. 3 Jn
Région ol A, persiste et A, cesse. n <o, %—ZX >0
Région ot Aicesse et A, persiste. t <o, %XI— >o0

30. Probléeme. — Barre homogéne mobile dans un plan, dont les
extrémités s’appuient sur les cotés d’un angle droit fixe, et qui est
soumise 4 une force située dans le plan et issue de son milieu. On part
du repos. Probléme initial ?

Soient a, b les coordonnées du milieu et 0 I'angle avec la verticale.
Les équations du mouvement libre sous 'action de la force donnée et
des deux réactions sont, en se placant i U'instant initial, donc en
tenant compte de la liaison,

Ma"=X + 1,
M =Y+,

2
E%ie”::zgsnme-zncosa
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Quant aux deux équations de liaison

b—lcosb=o,

a—1sinf—=o,

elles donnent, par double dérivation,

b"+ 1 sin 66" + lcos 66" = o,
a"+1cos60"+ [ sin 66 =o.

Fig. 11.

Xy

o

0 A x

Les équations de discontinuité sont alors (en les formant modifiées

comme il a été dit au n® 8)

Ma"=m,
My =E,
. -M;—liﬂ”:l'é_sixxﬁ—l'ncosé.
3

La force vive étant

2
2T =M (a"+ b) + %1— o,
on aura
oW =M(a"+ ") + ll’lgﬁ 6"2,

les a”, b”, ¢” étant ceux donnés par les ¢quations de discontinuité.

obtient ainsi

aW(E,n) = —1\%(524— n?) -+ -}%(ﬁ sinf —=n cosf)*.

On
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On a alors les équations des deux droites P et Q

N
(P) %--—%‘2 :NL,I[E+3sin@(isiu@——--ncosﬁ)]:o,
1 oW [ sl
(Q) ;W::M[-n—’o’cose(;sm@——-ncos9)]=0,

dont les coefficients angulaires sont

1+ 3sin2f 3sinf cosf
3sinfcosh’ I+ 3 cos®h

. T . i en
Comme 0 est compris entre o et - ils sont tous deux positifs et 'on

est toujours dans ce que nous avons appelé «le premier cas de figure »,
¢’est-d-dire avec la disposition ci-contre. Cette figure nous permet de
faire la discussion soit du probléme initial, soit du probléme de mou-
vement.

Mais, au lieu de faire la discussion au moyen de £ et m, proposons-
nous de la faire par rapport aux données X, Y, que nous considérerons

Fig. 12.

J
q

P

comme coordonnées d’un point. Les équations du mouvement My
nous donnent a 'instant initial, en partant du repos, a”, b”, 6", £ et .
en fonction de X, Y. On en tire

X+n_ Y+§&
cosf T —siné

= 3(sinf — ncosh),
d’ou
X=—mn+ 3cosh (£sinf—mncosh),
Y =—£ —3sinf(£sinf —ncosh).
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On passe done du point £, 0 au point X, Y par une certaine transfor-
mation homographique, et aux deux régions d’irréductibilité et de
réduction totale polaires réciproques par rapport a la conique

W(n)=o

correspondront deux nouvelles régions transformées qui seront
polaires réciproques par rapport & la transformée de la comque préce-
dente et ayant pour équation

(X, V) =X+ Y:— %(XCOSG—Y sinf )=

Nous remarquerons que Y et X sont précisément, au facteur M prés,
les dérivées partielles de W changées de signe, de sorte que la droite P,
qui avait
oW
0z
pour équation, va se transformer dans l'axe OX, et de méme la
droite Q va se transformer en axe OY. L’angle PQ défini par
IW IdW
—— o e (o]
T <% G <

se transformera en .
X>o, Y>o;

donc larégion de réduction totale sera maintenant ’angle XOY et la
région d'irréductibilité sera limitée par les deux droites

1 00 3cos@
199 _x— 95— 9) =o,
5 I% X (X cos Ysinf)=o
1 00 3sm .
E—dY—Y+ Ysinf) =
dont les coefficients angulaires
3cos?f—4 3sinf cosh

3sinfcosd 3sin?6 — 4

sont tous deux négatifs. Nous avons donc les quatre angles ci-aprés
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qui donnent les cas de réduction par la direction et le sens de la
force X, Y.

Fig. 13.
Y
Cessation du
) contactA Reduction
¢ 6_0 totale
=] x
Irréductibilité
. Cessation du
contact B
30
ox=°

31. Probleme de la plaque matérielle mobile dans un plan et ayant un
double contact avec une droite fixe de ce plan. — Qu’il y ait deux con-
tacts simples ou bien un nombre f{ini ou infini de contacts surabon-
dants, nous avons vu que la liaison pouvait, & tous les points de vue,
se réduire & deux contacts bien déterminés.

Mais, dans ce probléme, au lieu de faire la discussion par rapport
aux deux réactions partielles des contacts réduits, il est beaucoup
plus intéressant de la faire par rapport ala réaction totale qui est nor-
male & la droite fixe et qui est déterminée par son intensité et I'ab-
scisse de son pied.

Poury arriver sansreprendre tout le raisonnement, nous utiliserons
certains des résultats généraux relatifs aux deux réactions particlles et
nous y joindrons d’autres résultats provenant d’une étude direcle avec
introduction de la liaison totale.

Les contacts peuvent étre tous du méme coté de la droite fixe A
et alors on a une base de sustentation qui est un segment fini sur ce
coté de A et dont les extrémités sont les deux contacts reéduits. Siles
contacts sont de part et d’autre de A, la base de sustentation se com-
pose de deux parties s’étendant & 'infini, 'une au-dessus, I'autre au-
dessous,

A

B
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et telle qu'il n’existe aucun point de A appartenant aux deux: les
deux extrémités A et B sont encore les deux contacts réduits.
Comptons les deux réactions partielles £, v positivement du coté du
contact A, nous aurons les quatre régions pg, PQ, pP, ¢Q. Dans le
premier cas, I'angle pg sera I'angle z Oy et PQ son transformé au

moyen de
W (%, ).

Dans le second cas, 'angle pg sera £ 0y et PQ son transformé au

moyen de
W& —m).

Dans tous les cas, nous aurons les quatre angles convexes, ¢’est-
a-dire tels que chacun ne contienne jamais la demi-droite opposce a
I'un de ses cotés.

Prenons une origine sur la droite A, soit o le pied de la réaction
totale N et « son abscisse. On passera de %, n & N ¢t « par les for-

mules
N= £ 4+ un,

Nu=akt + bn,

a ot b ¢tant les abscisses de A et B. Nous avons ainsi une transfor-
mation du point £, v en un point «, N, qui est précisément I'extrémité
de la réaction totale.

Toute demi-droite issue de I'origine se transforme en demi-perpen-
diculaire & A; les demi-droites du coté positif de la droite

n) E+n=o

deviendront des demi-perpendiculaires du coté positit de A et les
demi-droites du coté négatif de cette bissectrice deviendront des
demi-perpendiculaires du coté négatif de A. Deux demi-droites oppo-
sées se transformeront en deux demi-perpendiculaires opposées.

Un angle convexe se transformera, s’il n’est pas traversé par D en
une région parcourue par une demi-perpendiculaire restant du méme
cote de A et, s'il est traversé par D, en deux régions allant a I'infini et
telles qu’il n’existe pas deux demi-perpendiculaires opposées situées
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respectivement dans ses deux parties. Un angle convexe sera donc
représenté sous l'une des trois formes

a

Si nous représentons ces régions par leur base représentée en traits
pleins au-dessus de A et en traits ponctués au-dessous, un angle con-
vexe sera représenté sous I'une des trois formes

A

A A

que, pour en rappeler la signification, nous désignerons toujours sous
le nom de segment convexe.

A ce point de vue, une demi-droite parcourant successivement les
quatre angles convexes pg, ¢Q, QP, Pp fournira un point parcourant
successivement quatre segments convexes sur A et ces quatre seg-
ments recouvriront entiérement les deux cotés de A sans empiéter les
uns sur les autres.

Nous connaissons déja le segment convexe qui représente la région
d’irréductibilité, c’est la base de sustentation telle que nous I’avons
définie au début de ce probléme; quand nous aurons trouvé le seg-
ment convexe représentant la région de réduction totale, nous aurons
les deux régions de réduction partielle par jonction ou, ce qui revient
au méme, par remplissage des deux cotés de A.

Pour définir cette région, reprenons alors la question directement.
Imaginons deux axes fixes, I’axe des z, étant A et deux axes attachés
a la plaque, issus du centre de gravité G, I’axe des » étant parallile &
la droite des deux contacts de fagon que Gz soit paralléle 2 A quand
le double contact a lien. Soient u, 4 les coordonnées de » dans le
systeme Gay, , § les coordonnées de G par rapport aux axes fixes, et
enfin 0 Pangle de Gz avec A.

Les équations du mouvement M, sont, en introduisant la réaction
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totale,
Ma"= .
ME'=N —+...,
10" =Nuwu-—+....
Fig. 15
&
G
ax
0, A B [N

Donc, les équations de discontinuité de la suppression totale sont
(puisqu’on passe de My a M, en faisant N = o)

Ma"=o,
M{))I/:__ N,
I 0"—=-—Nu.

On définit ainsi le déplacement (p) pour lequel les deux points A
et B doivent avoir des déplacements verticaux du coté positif de A, ce
qui nous conduit & distinguer deux cas suivant que les deux contacts
sont au-dessus ou l'un au-dessus et 'autre au-dessous. Dans la pre-
miére hypothése, les déplacements verticaux de A et B doivent &tre
tous deux positifs et, dans la seconde, celui de A doit étre positif et
celui de B négatif.

Ces déplacements verticaux

OB -+ a cosb 86 — L sinf a6, OB + & cosH o8 — h sinb 36

se réduisent, en vertu du contact (0 =o0), a

0B + adl, oB + bab

ou
B"+ at”, ﬁ”‘*" bo",

B” et 0” étant donnés par les équations de discontinuité; finalement,
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. ~= Ma1 1g17. 20
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on obtient les deux expressions

o au ot bu

qui conduisent, dans tous les cas, & considérer les deux points P et Q
d’abscisses

1
TaM’ T M

qui sont les conjugués harmoniques de A et B par rapport au segment
imaginaire de milieu G’ et dont les extrémités sont définies par

2%+ MO
Ayant la base de sustentation AB et les deux points PQ, les quatre
segments convexes sont parfaitement déterminés. On formera le
segment convexe AP en partant de A & U'extérieur de la base de sus-
tentation, marchant au-dessus jusqu’a ce qu’on rencontre P et alors P
est au-dessus de A, sinon continuant et passant au-dessous de -+ o
d — »oude — o A + oo et continuant ensuite jusqu’a P, qui est alors

Fig. 16.

;0
Cessation de B . A irréductibilité B Cessation deA
___________________ el
Cessation de A Reduction totale P Cessation de 8
iG
Cessation de B A irréductibilite 8 Cessdtion de A 0 Réduction totale
___________________ B e ———— . |
Réduction totale ! R Cessation de B
Ht
irreductibilite A cessationde B P Réduction totale
o= == e ———— e —— ——:A
. : — -
Réduction totale Q Cessation de A B irréductibilite
G
irréductibilite : A Cessation de B
TCessation deB P Réduction totals @  Cessstion do A B irréductibilis
iG '
irréductibilité A Cessation de B P Réduction totale @ Cessation de A
T 7 Ceseation de A T T 87 T T (ordductibitee

au-dessous. On formera de méme le segment convexe BQ et le seg-
ment qui restera sera PQ.
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On a alors, suivant la disposition de la base de sustentation et de la
projection du point G, les divers diagrammes de la figure 16.

Ces diagrammes, qui permettent de résoudre le probléme initial,
sont composés de quatre points qui sont définis au moyen des trois
points A, B, G’ et de la quantité

—_—

Cette quantité et le systéme géométrique formés par A, B, G’ restent
invariables pendant tout le mouvement sur la liaison totale.

Les diagrammes sont donc invariables pendant tout le mouve-
ment M, et permettent d’étudier simplement le probléme pendant le
mouvement. ‘

- Pour cela, nous considérerons la trajectoire relative du point ,
¢’est-d-dire le chemin suivi par » dans la plaque; ce chemin est porté
par la droite AB de la plaque et il doit étre considéré comme au-dessus
dans les parties ot N est positive et au-dessous dans les parties o
elle est négative. En tout cas, ce chemin part, d’aprés ’hypothése,
d’un point w, situé i 'intérieur de la base de sustentation.

(ie chemin peut sortir de la base de deux facons :

Ou bien il arrivera i traverser I'une des extrémités de cette base,
B par exemple, sans avoir auparavant traversé la droite A, ¢’est-a-dire
sans que N ait changé de signe.

Fig. 1.

o) B

A
X*

3 3 O 3>
T - > > L > A

Le point w passe alors forcément dans le segment convexe BQ, de
sorte que I'on se trouve, sans avoir & faire la moindre discussion, dans
un cas trés précis : le contact A cesse, tandis que le contact B persiste.

Ou bien le chemin peut sortir de la base parce qu’il traverse Aavant
d’arriver 4 une de ses extrémités, c’est-a-dire parce que N change de
signe auparavant. En traversant A en ®,, le point w entre dans un
segment convexe de la partie inférieure de A. Mais ici, ce point w,
n’est pas toujours dans la méme région; c¢’est qu’en effet, w, peut étre
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un point quelconque de AB et le segment convexe symétrique de AB
n’est pas forcément (comme on le constate sur les diagrammes) tout

x>
w

a

entier intérieur & I'une des régions de réduction; dans certains cas, il
n’y aura qu’un contact qui cessera; dans d’autres cas, il pourra y en
avoir deux. '

III. — Les liaisons unilatérales triples.

32. Le probleme a résoudre. — Pour ne pas nous répéter, nous nous
bornerons & faire remarquer la complication du nouveau probléme;
le nombre des mouvements réduits est donné par celui des liaisons
réduites; si la liaison unilatérale triple n’est pas surabondante il y a
7 liaisons réduites, donc on a & choisir entre 7 mouvements. Si la
liaison est surabondante le nombre des liaisons réduites peut devenir
aussi grand que I'on veut, de sorte que finalement on a & choisir entre
des mouvements dont le nombre a un minimum mais qui n’a pas de
maximum; ce n’est plus un nombre bien déterminé comme celui
(2 ou 4) qui s’est présenté dans les études antérieures.

33. Mougvements réduits possibles. — Pour qu’un mouvement réduit
ne soit pas impossible, il faut qu’il ait lieu du c6té positif de la liaison
totale et, en outre, qu’il soitirréductible, derniére condition que nous
savons exprimer puisque, ayant lieu sur une liaison réduite, ¢’est un
mouvement sur une liaison unilatérale simple ou double.

Les raisonnements conduisant i cette notion étant les mémes que
dans le cas de la liaison double, nous ne les reprendrons pas.

34. La région de possibilité du mouvement. M,. — Soient
X(0), Y(o), Z(n)

les trois fonetions ¢ que nous prenons pour définir la liaison totale
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ct
EX(m)+nY(m) +Z(»)

le travail virtuel de la réaction totale. Le point &, v, { sera le point
figuratif de cette réaction.
Nous poserons, au moyen de la force vive W de la liaison

W R DAY AYA
O Waps=—2T,  8(zys)=—52"

(i) 5) = —
(%,y,3) 3y pE

Les inégalités définissant le coté positif de la liaison sont toutes de

la forme
aX(w)+BY(n) +yZ(n)>o,

et, pour que le mouvement M, soit possible, il faut que le déplace-
ment (p) fourni par les ¢quations de discontinuité de la suppression
totale satisfasse & toutes les inégalités

aX(p)+pY(p)+yZ(p)>o,
¢’est-a-dire que le point &, v, { satisfasse a toutes les inégalités
a®(E,n,8)+ LW (E n,¢) +7y0(5n, L) >o.
Ce point doit donc étre du c()‘té positif de tous les plans
ad(z, y,5)+ pW(x, y,35)+y0(x, y,5) =0

qui dérivent des plans
ax-+By+ys=o
par la transformation homographique (®, ¥, ®) déja rencontrée &
propos de la transformation W de I'espace.
Comme ces derniers plans définissent, par leurs cotés positifs,
I'angle solide convexe ' figuratif de la liaison, on est ainsi conduit &
langle solide convexe A trans formé de a' par la trans formation (®, ¥, 0).

35. Région de possibilité du mouvement réduit sur une liaison rédutte
double fournie par une aréte de l’angle solide a’. — Soient

ax+by+cs=o,
adxz—+by+cs=o,
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les plans des deux faces aboutissant a I'aréte considérée de a’. Si l'une
des faces est courbe, I'un de ces deux plans sera le plan tangent le
long de I'aréte et, si les deux faces sont courbes, les deux plans seront
les deux plans tangents.

Dans I'équation de d’Alembert du mouvement My figure le travail

virtuel
EX +nY + (Z,

tandis que dans I’équation de d’Alembert du mouvement réduit consi-
déré figure le travail virtuel

AaX 4+ bY +cZ) +N(a'X + 0'Y +c'Z),
ou
(Aa+Na" )X + Wb+ Nb)Y + (hc+Nc')Z.

En faisant la soustraction on aura les équations de discontinuité du
passage de My au mouvement réduit et qui ne différeront de celles
relatives & la suppression totale que par le changement de %, 7, ¢
en £,, 1,, {, définis par

EL=& —ha—WNda,

=1 —Ab—Nb,

1=C—hc—0n¢,

de sorte que 'on en tirera

X(p):d’(éi’ nhcl):
Y(p)=W(&, 11, 8),
Z(/)) :G(EI’-HI,CI)'

On aura, de plus, les deux équations

aX(p)+bY(p)+cL(p)=o,
aX(p)+0'Y(p)+cL(p)=o,

provenant des équations de liaison et qui, pouvant s’écrire

a (D(£I7.n17 Cl) -+ b lp(&h Ty, C‘l) +c ®(£l‘-nla ‘gi) =o,
a'® (&, 01, 8y) + O (&, 5, 80) + ' O(E, Ny, §1) =0,

détermineront les deux inconnues auxiliaires A et ).
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Le point %, 7, {,, d’aprés ses coordonnées, est dans un plan mené
par &, 0, { perpendiculaire & I'aréte considérée de I’angle solide « et
les deux derniéres équations écrites expriment qu’il est sur l'aréte
correspondante de I'angle solide A ou, du moins, sur ladroite qui porte
cette aréte. :

Pour abréger le langage, appelons ¢' I'aréte de ', A l'aréte de A
et f la face correspondante de « supplémentaire de a’. Le point %,
N, &, est donc la projection de £, v, { sur A parallélement a /.

La premiére condition de possibilité est que le déplacement (p)
relatif au mouvement réduit ait lieu du coté positif de A, c’est-a-dire
satisfasse a toutes les inégalités

. aX(p)+BY(p)+yZ(p)>o,
qui s’écrivent

a® (&, 0y, 8) + BW (&, ny, &) + 705,70, %) >o,

et expriment que £, v,, {, ne doit pas étre extérieur 2 A. Comme il
est sur la droite portant 'aréte A et que, vu la convexité de A, le pro-
longement de A est extérieur, il faut que le point%,, n,, ¢, soit sur
I'aréte A elle-méme.

La seconde condition de possibilité est 'irréductibilité, laquelle,
d’apres la théorie des liaisons unilatérales doubles, se traduit par
I'inégalité

MaX(0)+dY(w)+cZ(m)]+M[a'X(w)+ dY(n)+cZ(w)]>o,
devant avoir lieu pour tous les déplacements satisfaisant &

aX()+bY(w)+cZinw)>o,
a'X(w)+0Y(w)+c'Z(n)>o0,

ou, ce qui revient au méme, par la condition que tous les points du
coté positif des deux plans

ax—+by+cz=o,

adx+by—+cs=o,

soient du coté positif du plan

(P) Qa+2aYr+ (ro-+2b)y+ (de+XNc')z=o. :
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Les points considérés sont tous les points intérieurs au diédre con-
vexe ¢’ de «/, donc le plan considéré, qui passe par ¢’ ne doit pas
traverser ce diedre a I'intérieur duquel « est entiérement contenu; ce
plan ne doit donc pas traverser a’ et doit le laisser tout entier du coté
positif. Quel est ce coté? Considérons le vecteur v. mené par 'origine
et équipollent au vecteur allant de Z,, 0, {, & &, 1, {. Ce vecteur,
d’aprés ce qui a été dit plus haut, est dans le plan de la face / et le
plan P est précisément le plan qui lui est perpendiculaire en O; les
coordonnées de I'extrémité de v sont

ra+Na', Ab+Nb, dte+Hc,

et, si on les substitue dans l’équation du plan P, on obtient un
résultat
: (ha+Na' Y+ (b +Nb')2+ (he -+ M)

essentiellement positif. Le plan P passant par I'aréte ¢’ de a’ ne tra-
verse donc pas «' et le vecteur w est dirigé comme une demi-perpen-
diculaire ducoté de a’; on en conclutque v est a 'intérieur de la face /
de I’angle solide supplémentaire a.

En définitive, le point &, v, { doit étre I'extrémité d’un vecteur issu
d’un point de A et équipollent & une demi-droite intérieure a la face f,
c¢’est-a-dire doit étre dans larégion balayée par I'angle f subissant une
translation faisant décrire a son sommet I'aréte A. On définit ainsi I'in-
térieur dutriedre convexe /, A déja rencontré dans 'étude de la trans-
formation W.

Ainsi :

La region de possibilité est ['intérieur de ’angle solide convexe (triedre)
défini par la face de a et Uaréte de A qui correspondent a U'aréte de a
Journissant la liaison réduite.

36. Région de possibilité du mouvement réduit sur une liaison réduite
simple fournie par une face plane de l'angle solide a’. — La liaison
réduite simple est fournie par

ax + by + cz =o.

Si nous refaisons un calcul analogue 4 celui du cas précédent, nous
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aurons, pour le passage de My au mouvement réduit,

X(P):(D(E_u'ﬁn‘:i)y il:E.”—)\a7
Y(p)=W(, i, &), avec n==n—=~1b,
Z(P):® (En'ﬁntx)y Clzc —).C,

I'inconnue A étant déterminée par
a®(Z, 1, 8) + oW (&, 0, 5) + cO(E, 0, E) =o.

On voit immédiatement que le point %, v,, {, est, d’aprés ses coor-
données, sur la perpendiculaire menée de £, 7, Ca la face /7 de «’ et,
d’apres la derniere équation, dans le plan de la face correspondante F
de A, de sorte que le vecteur allant de &,, v, ¢, 3 £, 7, Cest un vecteur
issu d’un point du plan F et paralléle a 'aréte ¢ de a.

Pour que le mouvement réduit ait lieu du coté positif il faat encore
que %,, 7,, {, ne soit pas extérieur & A et, comme il est dans le plan
de la face F de cet angle solide convexe, qu’il soita lintérieur de cette
face F.

Pour que le mouvement réduit soit irréductible, il faut avoir

Aax + by +c3)>o0
pour tous les points z, y, z satisfaisant &

ax + by +c¢3>0;
done
A >o.
Considérons alors 'extrémité
ha, 1b, hc,

du vecteur mené par O et équipollent & celui qui va de £ s €

a &, n, {. Si nous substituons dans I'équation de la face /' nous

obtenons
h(a*—+ b+ ¢?),

qui est du signe de h; donc le vecteur considéré est porté sur & et,

étant du coté positif du plan £, est dans le sens de ¢. De ces condi-

tions on déduit que £, n, Cdoit étre dans la région balayée par ¢ subis-
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — Juy 1917. 21
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sant une translation faisant parcourir i son origine tout I'intérieur de
la face F. Donec :

La région de possibilité est l'intérieur de 'angle solide convexe (triedre)
défini par U'aréie de a et la face de A qui correspondent a la face de &
Sournissant la liarson réduite.

37. Région de possibilité du mouvement réduit sur une liaison réduite
simple fournie par une face conique de 'angle solide «’. — Les dépla-
cements virtuels sur la liaison réduite sont tous ceux qui sont situés

dans le plan tangent
. ax + by +c3=o.

On peut alors recommencer tous les calculs et raisonnements du
paragraphe précédent. Le seul changement sera que le point %,, v, ,
situé dans le plan tangent correspondant de A ne devant pas étre exté-
rieur 4 cet angle solide sera forcément sur la génératrice de contact.
Au plan tangent p’ de @’ correspondra une aréte ¢ de a et un plan tan-
gent P de A, donc une génératrice de contact A. 1l faudra que le
point £, v, { soit intérieur & Pangle convexe de deux génératrices
correspondantes de A et a. Ainsi :

La région de possibilité est ’angle solide convexe o, ® limite par les
Jaces coniques o et @ de a et A correspondant a la face conique consi-
dérée de a' et par les angles convexes jorgnant les génératrices limites
correspondantes de p et .

38. Nombre maximum des mouvements réduits possibles. — Nous
sommes donc amenés a considérer les régions A, SF, /A et o® déduites
d'un angle solide convexe a par une transformation W; du fait que
ces régions n’empiétent jamais les unes sur les autres, résulte alors
immédiatement que le point %, v, {n’est dans aucune d’entre elles, ou
bien est dans 'une d’elles et dans une seule, s’il n’est pas sur une
frontiére.

Si ce point est dans la région @, il n’y a aucun mouvement réduit
possible, donc le mouvement réel est forcément le mouvement My sur
la Tiaison totale. Nous retrouvons donc le méme résultat que pour la
liaison unilatérale double :
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Le nombre des mouvements réduils possibles n’est jamais supérieur
a lunité. Quand il est nul, le mouvement réel a liew sur la liaison
totale.

Dans ce dernier cas, nous dirons que la liaison est irréductible.

39. Principe du mouvement réduit pour les licisons unilatérales triples.
— De ce qui précede résulte encore que, lorsqu’il y a a choisir, le
choix ne porte que sur deux mouvements : le mouvement My et
"unique mouvement réduit possible.

Sans qu'il soit nécessaire d’en donner des exemples, bien faciles
d’ailleurs & trouver, on constate expérimentalement le fait suivant
qu’on érige en principe général :

Lorsque la liaison unilatérale triple n’est pas irréductible, il y « indé-
termination entre le mouvement sur la liaison totale et celut des mouve-
ments réduits qui seul est possible. Le mouvement qui se produit réellement
est loujours le mouvement rédutlt.

a propos duquel on fera les mémes remarques que dans le cas des liai-
sons doubles.

40. Il W’y a jamars impossibilité ow indétermination. — Les régions
de possibilité des mouvements réduits sont done, en vertu du principe
précédent, les régions de production effective de ces mouvements
réduits et, pour compléter Pespace, il faut v ajouter la région « qui,
par exclusion, est la région de production effective de My. Il n’y a ni
impossibilité ni indétermination parce que toules ces régions n’em-
pittent jamais les unes sur les autres et remplissent tout I'espace
comme nous l’avons vu dans ['étude de ld transformation W de
'espace.

41. Cas ou le point figuratif de la réaction est sur une frontiere. —
On traitera cette question comme Jans le cas des liaisons doubles en

cherchant ou passe ce point & I'instant ¢, + d¢(dt > o).

42. Définition mécanique de la région d’irréductibilité. — On mon-
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trera, comme nous 'avons fait dans le plan, que la condition néces-
saire et suffisante pour qu'une demi-droite fasse un angle aigu avec
toutes les demi-droites intérieures & un angle solide convexe «’, est
que cette demi-droite soit intérieure & I’angle solide convexe a supplé-
mentaire de a’.

Pour que le point %, 1, { soit dans a, il faut donc et il suffit que
son rayon fasse un angle aigu avec celui de tout point X, Y, Z situé
dans «', c’est-a-dire que la quantité

EX +nY + 87

soit positive pour tout point X, Y, Z dans a’ et, comme c’est le travail
virtuel de la réaction, nous arrivons au méme résultat que pour la
liaison double :

Pour étre dans la région d’irréductibilité, il faut et il suffit que la
réaction de la ltaison totale ait un travail positif pour tout déplacement
virtuel du colé positrf de cette liaison.

43. Le probléme pendant le moupement. — Les régions varient géné-
ralement avec le temps et le point £, v, {, se déplace d’une facon con-
tinue en partant d’une position initiale située, par hypothese, dans
lintérieur de . Le mouvement My cessera quand la réaction sortira
de larégion d’'irréductibilité.

Si%, m, { sort par une face de «, on entre dans une région fA bien
déterminé et I'on a un mouvement réduit sur une liaison réduite
double; mais si &, 0, { sort par une aréte ou par le sommet, il peut
entrer dans plusieurs régions et il faut étudier le signe que prennent
certaines expressions linéaires pour déterminer la région dans
laquelle il entre effectivement et qui indique le mouvement réduit
succédant a M,.

44. Le probléme de la liaison unilatérale pour un solide en contact
avec un plan par un nombre fini ou infini de points non en ligne droite.
— Supposant la liaison réduite & trois contacts non en ligne droite et
choisis arbitrairement, on pourra faire la discussion au moyen des
trois réactions partielles £, 0, { qui sont normales au plan. Mais le
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choix de ces trois contacts, sauf le cas o1 la liaison n’est pas surabon-
dante, est absolument arbitraire et, comme nous ’avons fait dans le
cas analogue de la liaison double, il est plus symétrique et plus inté-
ressant de la faire au moyen de la réaction totale N et de son pied
considéré comme situé sur la face supérieure ou sur la face infé-
rieure du plan suivant que N sera dirigée au-dessus ou au-dessous de
ce plan.

On passera de , v, (& N et aux coordonnées u, w de o par la trans-
formation

-

c+ mn+ (=N,
at+bn-+cf=Nu,

a't4-bn+c'{=Nw,

dans laquelle a, b, ¢, @', &', ¢’ sont des constantes et sur laquelle on
fera exactement les mémes remarques que sur la transformation ana-
logue déja étudiée pour la liaison double.

Chaque région sera définie par sa base dans le plan de contact,
cette base pouvant étre tout entiére d’un seul coté du plan ou étre
constituée par deux portions, I'une sur une face, 'autre surla seconde
face.

La région d’irréductibilité sera l'intérieur de la base de sustentation
telle que nous I’avons définie. Nous allons nous proposer d’en tirer la
région de réduction totale par une étude directe et nous en déduirons
les régions de réduction partielle comme conséquence des résultats de
la théorie générale.

Prenons trois axes fixes O,, @,, y,, 5, les axes O, z, et O,y, étant
dans le plan fixe de contact et, pour éviter le cas d’indétermination des
angles d’Euler, prenons trois axes mobiles attachés au solide, issus du
centre de gravité G et tels que le solide étant en contact avec le plan
par sa base de sustentation, Gy soit paralléle & O,z, et de méme
sens.

Sia, b, ¢ sont les coordonnées absolues de G et 0, o, ¢ les trois
angles d’Euler, la liaison totale se traduira par les trois équations

T
¢ = /i = const., 6= >’

-8
Il
Q
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Les équations du mouvement sur la liaison totale sont

Ma"=...
MO =...
Mc"=N-+...
d /1 JF N
zl_[<.é.-(-);>Ar-..._——l\w'—ﬁ—...
4 _ﬂ) —
dt\ 2 Jdg :
d /1 0F
2%(5?)7) v..=Nu—+
Avec
2'-'9:’”sinmsin@—k@”coscp-}—...
de ‘
(-12:LL”coscpsinQ—@”sincp—i-...
dt '
dp___ v "
;[—l__up cos b+ o' +...

ou, lorsqu’on est sur la liaison A\,

d/)__ "
m_.e +...
dg __ .,

i =d 4. ..
///'_‘w‘,,+
dt T o

On a donc les équations de discontinuité de la suppression totale

1 JF

Ma'= 0, < g = Nw,
My =0, % % =0,
M’ =— N, é(%%:——Nu.

Tout point x, — 4, = situé dans la face de contact a une altitude au-
dessus de O, x,, ¥, donnée par

sy=c¢~+xsingsin§ — fcos g sin b + s cosl,
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donnant
05, =0dc¢ + 0o [.xcos o sin § + A sin o sin 4]

+d9[wsinocos— A coso cos § — ssin §],
ou, puisque I’on est sur la liaison A,
03, =dc¢ + 209 — 504.

Pour le déplacement (p) on est donc amené i considérer la

quantité,

, , N .
"+ xo"— 59 =— %T + 20" — 50"=—NQ,

4

¢’, 9" et 0" étant ceux que fournissent les équations de discontinuité.

Si, changeant de notations, on pose

6/’ . d{,’l . ©
X= N; Y= N’ 7 = -N-,
on aura
I
Q=—2Z+s3:X+ —
+ Tk
X, Y, Z étant donnés par
1 dF .
) =¢ c=w,
2 0!
v JF
o avec n=o,
1 OF
297" f=

Les formules en %, v, { conduisent & la polaire réci proque
QL) =1,

de Dellipsoide central d’inertie par rapport & la sphére de rayon un et
de centre G, et, par réciprocité, on a

Pour avoir X et Z on peut introduire de suite, dans @, I'hypothese
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7 = o et si, ensuite, nous considérons la fonction

0 (u, w)==0 (v, 0, —u),
nous aurons

1 00 1 00
X—-—z 5’;}? Z_—_;Jl—z’
et, par suite,
1 00 1 00 I
Qe=el T 12 L,
2 du 2 Jw M

qui est la forme polaire, relative aux deux points (w, =) et (u, w), de
la conique

O (u, w)+ _1;4—[ =o.
Cette conique T' peut visiblement, d’aprés le calcul précédent, se
définir géométriquement de la fagon suivante. On part de Iellipsoide

central de gyration
‘ F(X,Y,Z)=M,

on en prend l'ellipsoide conjugué
F(X,Y,2)+M=o,

quli est imaginaire, on le fait tourner de go° autour de la perpendicu-
laire an plan de contact issu de son centre G, ce qui donne

F(Z, Y, —X)+M=o,
enfin on prend la polaire réciproque par rapport & la sphere
X2 Y272 =1,

on coupe ce nouvel ellipsoide par le plan G, «, =, paralléle au plan de
contact et I'on projette cette section sur le plan de contact lui-
méme.

Nous retiendrons, pour ce qui va suivre, le seul fait que T" est une
ellipse imaginaire ayant pour centre la projection du centre de
gravité.

L’équation

Q =o,
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ou l'on considére 2 et z comme coordonnées courantes, estla polaire P,,
du point w. Si on y considére « et & comme coordonnées courantes,
c’est la polaire P, . du point.r, z. De quelque facon que I'on considere
Q comme droite, on est toujours assuré que son coté positif est celui
qui contient la projection G” du centre de gravite.

La région d’irréductibilité ou région R, de réduction nulle est la
hase de sustentation pouvant avoir une portion R} au-dessus du plan
de contact et une région R; sur la face inférieure de ce plan. De
méme, la région R, de réduction totale pourra avoir deux portions R}
et R;. ,

Si © est dans R,, c’est que NQ a le signe — pour tout point de R}
et le signe + pour tout point de R;. Autrement dit, la polaire P,, laisse
d’'un méme coté tout Ry et laisse tout entiere de 'autre coté R;. Si w
vient & sortir de R,, ¢’est que P, cesse de satisfaire & ces conditions,
donc vient passer par un sommet de R, ou, ce qui revient au méme,
que w vient traverser la polaire P, . d’un sommet de R,.

La région R, est donc limitée par les polaires des sommets de R,.

Si le point w est dans R/, cela signifie que N est positive, donc on
doit avoir

Q<o

pour tous les points z, s de R; et, en particulier, pour ses sommets,
et
Q>o

pour tous les points x, = de R; et, en particulier, pour ses sommets.
Si o est dans R;, les résultats sont renversés, de sorte qu’en
définitive :

La région R est la région commune aux cétés négatifs des polaires
des sommets de R, et aux colés positifs des polaires des sommels de R;.

Larégion R; est la région commune aux cotés posilifs des polaires des
sommels de R} et aur cdtés négatifs des polaires des sommets de R .

Ayant formé R, et R, on formera les régions de réduction partielle
en faisant la jonction des cotés aux sommets correspondants au moyen
des segments rectilignes convexes analogues i ceux considérés dans
le probléme semblable pour la liaison double.
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Nous représenterons en traits pleins == tout ce qui est sur la
face supérieure du plan, en traits pointillés = == == tout ce qui estsur
la face inférieure et nous remarquerons que les diagrammes obtenus
étantobtenusau moyen de quantités invariables pendant le mouvement
M, sont eux-mémes invariables pendant tout le mouvement sur la
liaison totale et fournissent la solution du probleme pendant le mou-
vement aussi bien que celle du probléme initial.

ExemeLe I. — Trépied symétrique. — 1l n’y a alors que Rj qui est un
triangle équilatéral; par suite de la symétrie le point G se projette au
centre de ce triangle et, I'ellipsoide central d’inertie étant de révolu-
tion autour de la normale au plan de contact, la conique I' est un cercle
imaginaire.

Les polaires des sommets du triangle équilatéral forment un nou-
veau triangle équilatéral contenant G’ et dont lintérieur étant la
région commune aux cotés positifs des polaires est la région R;. Les
cotés négatifs nont pas de portion commune, de sorte qu’il n’y a pas
de R;.

St nous designons chaque région par Mze My, ..., Mg,..., M, en
indiquant ainsi les contacts qui persistent dans le mouvement effectif,
nous obtiendrons les deux diagrammes supérieurs et inférieurs qui
suivent.
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Et nous remarquerons que les résultats sont bien différents de ceux
fournis par la théorie couramment admise. L'étude du signe des réac-
tions conduirait en effet & la région M, représentée par toute la face
inférieure du plan et au diagramme supérieur suivant :

Fig. 20
MA
Mag Yae
Magpe
MB/ MB,C \MC
Exenere Il. — Trépied a base équilatérale, n’ayant gqu'un plan de

syméltrie, et dont le centre de gravité se projette en dehors de la base. —
Iy a alors une région commune aux cotés positifs des trois polaires
de A, B, Cet aussi une région commune a leurs cotés négatifs. La pre-
micre est la région R; et la seconde la région Ry.

On a alors le diagramme supérieur :
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et le diagramme inférieur :

Exemere IIl. — Lesolide est en contact avec le plan par une face rectan-
gulaire. Son ellipsoide central d’vnertie est de révolution autour d'un axe
perpendiculaire & cetle face et passant par un de ses sommets. — 1l y a ici
un sommet dont la polaire est la droite de I'infini et la conique 1" est
un cercle imaginaire; les cotés négatifs des quatre polaires n’ont pas
de partie commune, donc il n’y a pas de R et il y a une R limitée par
la droite de I'infini.

On a le diagramme supérieur :

—

fig. 23.




MEMOIRE SUR LA THEORIE DES LIAISONS FINIES UNILATERALES. 175

et le diagramme inférieur :

Fig. 24
t s} P
\ | ! ,
\\ 1 : ,/
vl WP s
\ | g
| g
\
wo | d
N7
_____________ Jk_-_{._-______..__?_“.
/:\ 1
SN
e t \\ 1 WMo
’ 1 1
- [ | -
e [ -
- | \ | -
’ Y ““TWeb
4 Q te
|- T L -__‘ﬁ__-__i’uc,___ T
| d 47N
I . Pty \
! e - | [
e AN e
Ve 1 [BY
Lé;:: _________________ J“ [N
\
: 1\RC
[}

45. Le probléme de la liaison unilatérale pour un solide reposant sur un
plan fixe par une base limitée par une courbe fermée convexe. — La
courbe R, étant convexe, toute droite qui la rencontre la traverse en
deux points et rien que deux et, par tout point extérieur, on peut
mener deux tangentes et rien que deux.

Si G'est a I'intérieur de R, on ne peut pas mener de tangentes issues
de G'; donc R,, qui estla polaire réciproque de R, par rapporta I'ellipse
imaginaire I' de centre G’, n’a pas de points & infini; c’est une
courbe fermée convexe contenant G' & son intérieur qui constitue R}
etil n’y a pas de R;.

Si G’ est extérieur & R, on peut mener deux tangentes déterminant
surR, deux arcs, 'un du coté de G’ par rapport alacorde des contacts
et 'autre du coté opposé. La courbe R, a deux asymptotes qui sont les
polaires des deux points de contact et se compose de deux branches
analogues 4 des branches d’hyperbole, celle qui est transformée de
I’arc du coté de G’ aura son intérieur du coté négatif de toutes les
tangentes, ce sera R; et 'autre, transformée de I’arc de R, opposé a G,
aura son intéricur du coté positif de toutes les tangentes, donc
sera R; .

Sile point w est & 'intérieur de R, ou de R,, la question se trouve
complétement résolue, mais s’il ne se trouve ni dans 'une ni dans
Pautre, ¢’est-a-dire dans la région R’ formée par les deux faces du plan
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aprés enlevement de Ro et de R,, on est assuré qu'il y a réduction & un
contact tangentiel, le solide se souléve de facon que la base reste en
contact, par un point de son contour, avecle plan; ce point de contact
va étre variable dans le mouvement ultérieur, mais il est utile et
intéressant de déterminer sa position initiale que nous appellerons
point de soulévemendt.
Soit
xz=f(), s=09()

la courbe R, définie au moyen d’un paramétre et %, I, le point corres-

pondant de R,. La polaire

00 00 1

du point %, n doit étre identique a la tangente

X—2x Z7Z—:3
x' ="z
en x, z; done
00 00 I
0k I M
T —a2 T sx'— s

Equations linéaires donnant % et { en fonction de x, =, 2" el 57, ¢’est-
a-dire en fonction de ¢.

Pour que #, 5 soit le point de soulévement, il faut que w se trouve
sur le segment convexe allant du point 2, = au point &, ¢, donc ces
trois points doivent se trouver en ligne droite, d’ou I’équation

v S 1
F=|& ¢ 1|=o,
(728 A |

qui fournit un certain nombre de valeurs de ¢ parmi lesquelles il faut
choisir celle qui donpe le point de soulévement.

Cette équation exprime que w est sur le segment convexe allant
de z, za g, Lou sur le segment non convexe qui le compléte. Dapres
I'étude générale que nous avons faite du mouvement de I’angle convexe
formé par deux demi-droites correspondantes, nous savons qu’il y a
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un et un seul segment convexe passant par un point o pris arbitrai-
rement dans R’, il en résulte que, si on se limite & l'intervalie de
variation de ¢ fournissant une fois et une seule la courbe R, I'équa-
tion ¥ admet une et une seule racine telle que o soit effectivement sur
le segment convexe correspondant.

A quels caractéres reconnaitre cette racine?

La question est résolue presque immédiatement quand on est dans
le cas ol G’ est & 'intérieur de R,.

Supposons d’abord  au-dessus du plan et soit A, la droite des
contacts des tangentes menées de ce point & R,, droite qui existe réel-
lement, puisque o est supposé étre dans R+ qui est toute la portion
supéricure du plan extérieur a R,.

Considérons deux droites x, 5, £, Cissues, Uune d’un pointde I'arc
de R, qui est ducoté de w et autre d’un pointde 'arc & opposé de w,
et passant toutes deux par w. Pour la premicre, la partie supérieure du
segment convexe (figurée en gros traits) contient forcément o, et,
pour la seconde, ne le contient certainement pas. Il faut donc et il
suffit que le point 2, = soit du coté de o par rapport a A,,.

En formant I'équation de A, on aura donc une inégalité définissant
sans ambiguité la racine & choisir pour obtenir le point de soulé-
vement.

Supposons maintenant » au-dessous du plan. On fera exactement le
méme raisonnement au moyen de R, et du point Z, {, ce qui conduira
a prendre la corde des contacts des tangentes menées de » 4 R,. On
peut revenir i R, en prenant les poles et polaires par rapport a I'; la

Fig. 25.

N w\
Aw%
polaire P, coupe certainement R, parce que w au-dessous est i 'exté-
rieur de R, et I'on voit facilement que le point «, z doit étre, par
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rapport a P, du coté opposé 4 G', d’ou encore 'inégalite définissant
sans ambiguite la racine donnant le point de soulévement.

Lorsqu’on est dans le cas ot G’ tombe & I'extérieur de R, la solution
estun peu plus compliquée.

Supposons » au-dessus. On distinguera les solutions en ¢ donnant
des points @, = d’un coté ou de I'autre de la droite des contact A. Pour
qu’une valeur de ¢ correspondant & un pointa 'opposé de G’ convienne,
il faut et il suffit, puisqu’elle donne un point £, { au-dessous du plan,
que ce point , s soit du coté o de A, ce qui donne en définitive deux
inégalités. Pour qu'une valeur de ¢ correspondant & un point du
coté G' de Ay convienne, il faut encore la méme inégalité relative a A,,,
mais cela ne suffit plus, car £, { est alors au-dessus du plan; il faut, en
plus, que o soit situé entre les deux points z, = ct Z, {, ce qui donne
une nouvelle inégalité.

Supposons o au-dessous, il est extérieur a la branche R} et il peut
étre intérieur ou extérieur A RY. Dans le premier cas, toute droite issue
de wrencontre R; en un seul point et il en résulte que si %, L est sur Ry
et donne une droite passant par w, ce point w est forcoment sur le
segment convexe correspondant. On a alors & satisfaire & une scule
condition qui est que le point x, = se trouve du coté G’ de Ag,. Dans le
second cas, on peut mener des tangentes de o 4 R, et il faudra que g,
{ soit sur R et du coté de » par rapport i la droite de contact des
tangentes menées de w & R,. On aura donc une inégalité relative & A,
et une autre relative a P,,.

En définitive, dans tous les cas on aura des inégalités conduisant a
la détermination précise da point de soulévement.

Pour étudier le probleme pendant le mouvement, on considére la
trajectoire du pointw a I'intérieur de la base de sustentation. Elle part
d’'une position initiale w, située a 'intérieur, donc au-dessus; elle
reste au-dessus pendant un certain parcours et peut ensuite passer
au-dessous lorsque N change de signe.

Si la trajectoire sort de R, en un point avant de passer au-dessous
du plan, la question est de suite résolue; ce point de sortie est le point
de soulévement. '

Si la trajectoire sort de R, parce qu’elle passe de l'autre coté du
plan; c’est ce point w,, considéré comme au-dessous du plan, qui va
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fournir la solution. S’il est dans Ry, il ya réduction totale, sinon il est
dans R’ et il y a réduction partielle dont le point de soulévement sera
déterminé au moyen du point w, par les méthodes indiquées précé-
demment.

ExempLe I. — Solide pesant reposant sur un plan horizontal par une
base limitée par une courbe fermee convexe. — Les équations du

mouvement M, montrent que, soit au début, soit pendant le mouve-
ment, la réaction N est constante, positive et appliquée au point .

Si le centre de gravité se projette a 'intérieur de R,, il y a irréducti-
bilité au début et pendant tout le mouvement.

Sile centre de gravité se projette a 'extérieur de R, la projection G’
doit étre considérée comme un point » au-dessus du plan, puisque N
est positive; ce point est d’ailleurs, par détinition, extérieur 4 R} qui
est la région commune aux cotés négatifs de certaines droites, cotés
opposts & G'. o est done forcément dans la région R~ et il s’agit de
construire le point de soulévement. :

Le point @, = et le point &, { doivent étre en ligne droite avec G'. Or
tous les points d’une telle droite ont leurs polaires par rapport a T paral-

Fig. 26.

iz

RE

léles et la tangente en z, s est la polaire de &, {; il en résulte que les
points z, 5 peuvent se définir comme étant les’ points de R, tels que
le rayon allant & G’ et la tangente soient deux directions conjuguées
par rapport a I'.

Ann. Ee. Norm., (3), XXXIV. — Jux 1g917. 23
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Comme G’ est ici pris comme point au-dessus du plan, il faut que
le point @, zsoit du coté de G’ par rapport & Ag; cette condition entraine
comme conséquence que le point %, { correspondant est sur Ry, donc
il faut, en outre, que G’ soitentre &, s et &, {; cette derniére condition
est forcément réalisée parce que I'est une ellipse imaginaire, les deux
points sont homologues dans une involution de centre G et & points
doubles imaginaires, donc sont forcément de part et d’autre de G

En définitive : On cherche les points m de R, tels que la tangente en m
et le rayon mG’ sotent deur directions conjuguées par rapport a [ellipse
tmaginaire I'. Parmi les points trouvés il y en a certainement un et un seul
sttué du coté de G’ par rapport a ladroite des contacts des tangentes issues
de G'. Cest le point de soulévement et la réduction de la liaison se produit
Jorcément a linstant initial.

Un cas particulier intéressant est celui ou, le point G’ tombant
toujours en dehors de R, le cylindre vertical circonscrit a Uellipsoide
central est de révolution. On voit alors géométriquement que I' est un
cercle imaginaire par rapport auquel les directions conjuguées sont
rectangulaires. Le point de soulévement m doit alors étre tel que la
tangente en m soit orthogonale a mG’, ce quisignifie que 7z est le pied
d’une normale menée de G' 2 R,. La théorie géncérale montre que,
parmi ces pieds de normales, il y en a forcément un et un seul du
cOté G' de Ag, c’est le point de soulévement et I'on voit aisément qu’on
peut le définir comme pied de la plus courte normale menée de G'ou
encore comme étant le point de R, le plus rapproché de G'.

Exewere Il — La base de sustentation R, est une ellipse de centre G/
et homothétique a Uellipse conjugude de U'ellipse imaginaire T'. — On voit
immédiatement que R, polaire réciproque de R, par rapporta I" est une
ellipse de centre G’ et homothétique a R, et, en outre, que la droite
joignant deux points correspondants x, z et &, { de R, et R,, passe tou-
jours par le point G, centre commun, lequel est toujours situé entre
les déux points correspondants.

Nous aurons donc une région R} qui est 'intérieur de Uellipse R,,
une région R, intérieur de I’ellipse R, et enfin une région R’ formée
par la face supérieure & I'extérieur de R, et par la face inférieure a
I'extérieur de R,.
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St o est dans R'*, on aura les points x, s en joignant o, ce qui
donnera deux points, 'un A situé entre » et G, Pautre B non situé
entre » et G'; parmi ces deux points il faut choisir celui qui est du

Fig. 27.
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coté de w par rapport a la droite des contacts des tangentes menées
de w; c’est forcément le point A et 'on a ainsi le point de soule-
vement.

Supposons maintenant w dans R'~. Il peut se trouver en dehors
de R, ou & 'intérieur, car il est uniquement assujelti & étre extérieur
a R, qui peut étre une ellipse plus petite que R,. Nous devons alors
prendre la polaire P, par rapport & I', polaire qui se trouve, par

Fig. 28.
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rapport & G', ducoté opposé & w et coupe certainement R, ; le point de
soulévement est celui des deux points d’intersection qui se trouve,
par rapport & P, du coté opposé a G'. C’est forcément le point B.

On peut encore dire que 'on prend les deux points d’intersection
de oG’ avec Pellipse R, et que, si o est dans R'*, le point de souléve-
ment est celui des deux qui est le plus pres de o, tandis que, si o est
dans R7, c'est celui des deux qui est le plus éloigné de w.



