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SUR

LES FAMILLES NORMALES
DE'FONCTIONS ANALYTIQUES,

PAR M. P. MONTEE.

Introduction.

Les théorèmes de M. Picard sur l'indétermination d'une fonction
uniforme dans le voisinage d'un point singulier essentiel isolé ont
montré depuis longtemps comment l'existence de valeurs exception-
nelles pour une fonction analytique permet de mettre en évidence
des propriétés importantes de cette fonction. Les généralisations
récentes que MM. Landau, Carathéodory, Schottky ont découvertes,
les recherches de M. Lindelôf sur les fonctions qui admettent des
valeurs exceptionnelles dans un angle ont encore confirmé cette
manière de voir.

En même temps que l'attention des analystes était appelée de nou-
veau sur l'étude des fonctions à valeurs exceptionnelles, se développait,
sous l'influence de la théorie du calcul des variations, l'étude systé-
matique des familles de fonctions. Il semblait qu'une pareille étude
ne pût rendre de services que dans la démonstration des théorèmes
d'existence des solutions des équations différentielles ou des pro-
blèmes du calcul des variations. Or, les propriétés d'une famille parti-
culière de fonctions analytiques, de celles qui, holomorphes dans un
domaine, ne prennent jamais dans ce domaine ni, la valeur zéro ni la
valeur un^ ont permis de grouper d^ime manière simple et naturelle
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les principaux résultats obtenus sur l 'indétermination des fonctions
analytiques autour de leurs points singuliers et sur les séries de telles
fonctions et d'en obtenir de nouveaux : c'est ce que j'ai montré dans
un Mémoire récent (1).

Je me suis placé ici à ce même point de vue pour étudier les fonc-
tions analytiques, holomorphes ou méromorphes, qui ne prennent
pas certaines valeurs dans un domaine donné : le présent travail est
divisé en quatre Chapitres.

On dit qu'une famille de fonctions analytiques est normale dans un
domaine D, si, de toute suite infinie de fonctions de cette famille, on
peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformément à l'inté-
rieur de D.

Dans le premier Chapitre, je rappelle les propriétés des familles
normales et je démontre, par une voie élémentaire, que les familles
de fonctions holomorphes qui ne prennent ni la valeur o ni la
valeur ï dans un domaine sont des familles normales.

Cette démonstration est intimement liée à celle du théorème de
M- Schottky : je fais voir comment la méthode que M. Borel a décou-
verte pour démontrer le théorème de M. Picard sur les fonctions
entières conduit sans modification au théorème de M. Schottky : il suffit
d'appliquer la démonstration de M. Borel à une famille de fonctions
sans qu'il soit nécessaire de préciser les inégalités sur lesquelles repose
cette démonstration. En d'autres termes, la méthode de M. Borel^
appliquée à une seule fonction^ conduit du théorème de M. Picard;
appliquée à une famille de fonctions^ elle conduit oui théorème de
M. Scholtky.

Je donne ensuite, dans le Chapitre II, une démonstration du
théorème général de M. Picard qui ne fait pas appel au théorème
de Weierstrass et j 'apporte à ce théorème quelques précisions nou-
velles en étudiant la distribution des zéros de f(x) — a dans le
voisinage d'un point essentiel isolé de f(oo), pour lequel il existe
une valeur exceptionnelle. J'étends les résultats à des ensembles
parfaits discont inus de points singuliers et j 'établis quelques pro-

( 1 ) Sur tes familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs exception-
nelles dam un Misffiuw (^Àn/icdes de l'École 'Normale, 1912 , p. 487).
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priétés nouvelles des fonctions holomorphes qui ne prennent pas
deux valeurs données à l 'intérieur d'un angle.

Dans le Chapitre III, j 'étudie des familles normales de polynômes
et j'introduis la notion de familles normales de polynômes d'ordre
donné p : ce sont des familles de polynômes dont le module, dans un
cercle de rayon r, ne dépasse pas e^ ou encore certaines familles de
polynômes pour lesquels la somme des inverses des puissances p des
modules de leurs zéros demeure bornée. Ces familles de polynômes
s'introduisent naturellement dans l'étude des fonctions entières de
genre fini. Je démontre, en effet, que toute fonction entière d'ordre p
est la limite d 'une suite de polynômes d'ordre p et réciproquement.
On retrouve, en particulier, par cette voie, les beaux résultats de
M. Hadamard sur les fonctions entières de genre fini.

Dans le dernier Chapitre, je m'occupe des familles normales de
fonctions méromorphes.

Pour toutes les fonctions méromorphes

f{x')-=a^a^x^. ..,

dans lesquelles a^ et a, sont fixes(a^ 7^ o) et qui appartiennent a une
famille normale, il existe un nombre R, ne dépendant que dea^ etdea^,
tel que, à l'extérieur du cercle de centre ^^=o et de rayon R, ou la
fonction /(^) cesse d'être méromorphe, ou cette fonction cesse
d'appartenir à la famille.

Soient a, b, c trois nombres quelconques et m^ n, p trois entiers
dont la somme des inverses est inférieure à l'unité. Nous dirons que
les racines des équations

y(^)_a=o, /(^)—6==o, / ( . r)—c=o

sont régulières si l'ordre de multiplicité de ces racines est divisible
par m pour la première, par n pour la seconde, par p pour la troi-
sième. En substituant à la fonction modulaire dont le rôle est fonda-
mental dans ces questions, une fonction de Schwarz, comme l'ont
fait MM- Landau et Caratbéodory dans leur Mémoire sur les suites de
fonctions, on démontre que les fonctions f{x) dont les racines sont
régulières dans w domaine D forment une famille n^piale. Le théo-

Ànn. Éc. Norm., (3), XXKllï. - JUILLET 1916. ^
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reme précédent s'applique alors à ces fonctions. On en conclut, par
exemple, qu'il n'existe pas de fonction méromorphe dans tout le plan,
telle que toutes les racines des équations précédentes soient régu-
lières et l'on déduit de là l'impossibilité de trouver trois fonctions
entières X, Y, Z vérifiant la relation

XW+Y^-I-Z/^O,

lorsque la somme des inverses des entiers m, n, p est inférieure à
l'unité.

Ces généralisations des théorèmes de M. Picard sur l'indétermina-
tion d'une fonction autour d'un point essentiel peuvent encore être
étendues au cas où il existe des racines non régulières.

Les principaux résultats de ce dernier Chapitre ont été énoncés
dans une Note insérée aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences,
le 18 novembre 1912.

CHAPITRE I.

LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

1. Nous considérerons des domaines connexes D limités par une ou
plusieurs courbes simples et des fonctions/^) holomorphes en tout
point intérieur au domaine : nous dirons que ces fonctions sont
holomorphes dans le domaine D ouvert ou encore a l'intérieur du
domaine]).

Soit une famille (F) de fonctions/^), holomorphes dans Pintérieur
de D; je rappelle la définition des familles normales : on dit que la
famille (F) est une famille normale dans le domaine si, de toute suite
infinie

/l(T), MX), ..., /^), ...,

de fonctions IpÇartenant à la famille (F), on peint extraire une suite
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nouvelle convergeant uniformément dans l'intérieur de D ( f )vers une
fonction limite qui peut être une constante finie ou infinie (2).

Nous dirons qu'une famille (F) de fonctions /*(^)? holomorphes
dans l'intérieur de D, est normale en un point P, intérieur àD, si elle
est normale dans un cercle de centre P.

Une famille normale dans D est normale en chaque point P intérieur
à D. Réciproquement, une famille normale en chaque point P intérieur
à D est normale à l'intérieur de D. Soit en effet D' un domaine fermé
intérieur à D; chaque point P de D' est le centre d'un cercle dans
lequel la famille est normale. D'après le théorème de Borel-Lebesgue,
on peut recouvrir D" à l'aide d'un nombre fini de tels cercles, soient

^lî ^2? . . . , Lp.

Considérons une suite infinie de fonctions /(^)» on peut en extraire
la suite

/K^). fw. • " > nw. • • •
convergeant dans C^ ; de cette suite, on peut extraire la suite

nw. nw. - • • . m^ • • •
convergeant dans Ça et par suite dans C, et Ça, etc. On arrive ainsi à la
suite

/f(^), /^), ..., /^), ...

qui converge uniformément dans C^ Cs, . . .? C^, c'est-à-dire dans D'.
Soient alors D^D^, ..., D^c, ... une suite infinie de domaines fermés
dont chacun est contenu dans le suivant et qui a pour limite D. On
peut extraire de la suite donnée une suite /^Q^) convergeant dans Do
de celle-ci une suite f^\^) convergeant dans Da, etc., une suite

/^(^ /^(^ - • - f^^ —

(1) C'est-à-dire dans rintérieur de tout domaine fermé D/ complètement intérieur à D.
(2) On dit qu'une suite de fonctions converge uniformément vers l'infini dans un

domaine fermé D'si le module des fonctions de la suite peut, à partir d'un certain rang
et quel que soit œ dans D', dépasser tout nombre positif donné,
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qui converge dans Dealers la suite

/^(^ /r^). .-. /r^), ...
converge à l'intérieur de D.

2. Parmi les familles normales dans un domaine D, il convient de
distinguer les familles (F) pour lesquelles la valeur/(^) de chaque
fonction en un point fixe ^o intérieur à D a un module borné. On doit
avoir

|/0o)l<a,

a étant une constante, quelle que soit la fonction /(a?) de la famille.
Pour une telle famille, toute suite infinie admet au moins une fonction
limite finie, puisque cette fonction limite est finie en a^: chaque fonc-
tion limite est holomorphe dans l'intérieur de D, puisque la conver-
gence étant uniforme dans tout domaine D'intérieur à D, il résulte d'un
théorème classique de Weierstrass que la fonction limite est holo-
morphe dans D\

Les fonctions de la famille (F) sont bornées dans leur ensemble dans
l'intérieur de D; en d'autres termes, dans tout domaine D' intérieur
à Dy on a, quel que soit x et quelle que soit la fonction /'(^) de la
famille,

1/(^) |<M,

M étant une constante. Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi : on
pourrait, pour toute valeur de l'entier n, trouver une fonction fnÇ^)
de la famille dont le module maximum dans D' fût supérieur à n. Con-
sidérons alors la suite

f,{x\ f,{^, ..., /^(^), ..,;

il est impossible d^en extraire une suite infinie nouvelle

A(^ A(^ —. A.(^ —

tendant uniformément vers une fonction limite finie F(a;)^ car les
fonctions de cette suite finiraient par différer de F(^)y uniformément



SUR LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS ANALYTIQUES. 229

dans D' de moins de i par exemple et l'on aurait pour n assez grand

1 AX^) - F(^) | < i, | A(^) 1 <T + ]T,

M' étant le module maximum de F(^) dans D' ; mais ce résultat est en
contradiction avec le fait que, en un point au moins de D', on a

\/^{x)\>^

^ croissant indéfiniment avec 71.

3. On démontre de la même manière que la famille (F) est formée
de fonctions également continues dans l'intérieur de D. On sait que des
fonctions sont dites également continues dans un domaine fermé, si, à
chaque nombre positif £ arbitrairement petit, on peut faire corres-
pondre un nombre positif à tel que, en deux points quelconques^ et x '
du domaine dont la distance ne dépasse pas ^ la différence des
valeurs fÇx) et/(a/) d'une fonction quelconque de la famille ait un
module inférieur à &. Autrement dit, l'inégalité

entraîne l'inégalité
] x — x' j ïo

|/(^)~/(^)|5

pour toute fonction de la famille (^). Les fonctions d'une famille sont
dites également continues dans l'intérieur d'un domaine ouvert si elles
sont également continues dans un domaine fermé quelconque intérieur
au premier.

Soit D' un domaine complètement intérieur à D ; je dis que les fonc-
tions de la famille (F) sont également continues dans D^ En effet^
s'il n'en était pas ainsi, il existerait un nombre £ tel que pour chaque
nombre î- Çn entier), il y aurait au moins une fonction fn(^) delà
famille pour laquelle, en deux points x et x ' du domaine dont la

(< ) rappelle oscillation de /(.r) dans un dolmine fermé D', le maximum de \f(x) ~-/(^)|
lorsquie^ et ,x' sent deux points quelcorique&d® D'. On voit; que^ pour des foncUoiis..égale-
ment continues, Foscillafcion de jf(.r) ne dépasse pas e dans tout domaine d'ékngation au
pîm é^afeÀ- $, . - , ^ , ; , ! ^ ^ ^ ! ,. „
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distance ne dépasse p a s — » on aurait

|A(^)~/.(^)1>Ê.

Considérons alors la suite

/l^)» /aO)» • • • î /n(^). • • • î

on peut, par hypothèse, en extraire une suite nouvelle

A(^)? A(^ • - • , /^(^)î • • "

convergeant uniformément dans D' vers une fonction limite F(a?); on
peut donc prendre n^ assez grand pour que, n étant supérieur à UQ» on

ait, quel que soit x dans D",

|/^(^)—F(^)|<|.

D^autre part, puisque F(a?) est continue dans D', il existe un
nombre § tel que, pour deux points x et,r' de D' dont la distance ne
dépasse pas S.le module de/(^) —/(a/) ne dépasse pas |- on a donc,
si | x — x' \ 5 S et n > ^o,

1A^)-F(^)|<|,

(A(^)-F(^)|<|/

|F(^) — F(^)l<|;

on déduit de là, comme

A(^)—/^(^)=AJ^)~F(^)+F(^Q—/x^^Q+F(^)-F(^
1A«(^)-^J^)^1/U^)-F(^)|+1A(^)~F(^)|^

quel que soit n supérieur à n^ et quels que soient les points x et x'
de D' dont la distance n'est pas supérieure à §. Prenons n assez grand
pour que .- < S; notre résultat sera en contradiction avec l'hypothèse
que pour la fonction /^(^), il existe deux points dont la distance ne
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dépasse pas —et par conséquent S et pour lesquels le module de la
^Tt

différence des valeurs de/^(^r) en ces deux points est supérieur à £ :
cette contradiction démontre notre théorème.

4. Nous dirons que les fonctions f{x} d'une famille (F) sont égale-
ment continues en un point P intérieur au domaine D, si, étant donné s,
on peut tracer un cercle de centre P dans lequel ladifférence/(^)~/(^)
ait un module inférieur à £ quelle que soit la fonction de la famille et
quels que soient les points x et x1 pris à l'intérieur du cercle. On peut
alors énoncer le théorème suivant :

Si les fonctions d'une famille (F) sont également continues dans le
domaine D, elles sont également continues en chaque point P intérieur
à D et réciproquement.

Supposons en effet les fonctions également continues dans D et
soit P (Xo) un point intérieur a D ; soit D' un domaine intérieur à D et
contenant P : à chaque nombre positif £ correspond un nombre S tel
que, pour deux points x et x ' de D' vérifiant Finégalité

1 x — x' \ 5 à,

on ait
|/(^)~/(^)1<-

pour toute fonction f(x) de la famille. Dans le cercle y de centrer
et de rayon S, on aura pour deux points x et x ' de ce cercle

|/(^o)-/(^)l<^

l/(^o)-/(^)|<^
d'où

1/(^)-/(^)1<Ê-

Les fonctions sont donc également continues en P.
Réciproquement, supposons les fonctions également continues en

chaque point intérieur à D et soit D' un domaine complètement inté-
rieur à D. Étant donné £, on peut, autour de chaque point P du domaine



232 p. MONTEL.

fermé D", tracer un cercle y tel que, à son intérieur, l'oscillation de
chaque fonction fÇx) ne dépasse pas £. Prenons le cercle y de plus
grand rayon contenu dans D' pour lequel cette propriété est vérifiée et
soit rÇx) la valeur de ce rayon en chaque point œ de D'. Je dis que le
minimum de la fonction rÇx) dans D' est positif. Soit § la valeur de
ce minimum; d'après unthéorème deWeierstrass, il existe un pointa
de D" tel que, dans un cercle de centre ̂  et de rayon arbitrairement
petit, le minimum de rÇx) soit encore S ( () . Or, pour le point ^o, il
existe un cercle de rayon ro non nul dans lequel l'oscillation de chaque
fonction ne dépasse pas £; pour tous les points x contenus dans le
cercle concentrique de rayon -i? la valeur de r(^) est au moins égale

à ^°? donc le minimum S n'est pas inférieur à r0-- II résulte de là que,
2 Si

si la distance de deux points x et x' de D' ne dépasse pas ^, le module
de/(^) —f(^) ne dépasse pas e quelle que soit la fonction/*^) de
la famille.

5. Considérons une famille (F) normale et bornée de fonctions
holomorphes et supposons qu^aucune des fonctions limites ne soit
égale a la constante a. Je dis que, clans tout domaine D'intérieur à D, le
nombre des zéros de ^f(^) ~ a est, quel que soit jfÇsc)^ inférieur à un
entier fixe. Nous supposons, dans cet énoncé, que chaque zéro est
compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.

En effet, si la proposition était inexacte, on pourrait faire corres-
pondre à chaque entier n une fonction fnÇ^) de la famille telle que le
nombre des zéros des fn(^)—a fût au moins égal à n dans le
domaine D". De la suite ainsi formée

/l(^), /2(^). ——, fn^\ ...,

on peut extraire une suite nouvelle

A(^), A,(^)» " " , A»(^)> • • •

(r) Si le point ^o ©st sur la frontière de D', on ne prendrait que la porLion du cercle
inlérmxre à ff,
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convergeant uniformément vers une fonction holomorphe limite F(^r)
qui, par hypothèse, n'est pas égale a la constante a. La fonction F(.r) —a
a donc dans D' un certain nombre de zéros distincts «2?i, x^, ...,^,,
dont les degrés de multiplicité sont respectivement a,, o^ ..., Oy.
Traçons autour de ces points comme centres des cercles fo y^» - • • ? 7/>
de rayons assezpetitspourqifils soient extérieurs deux à deux et tous
intérieurs aD' (^

Lorsque n est assez grand, les fonctions f\(^) — ^ oï^ tous leurs
zéros à l'intérieur des cercles y, sinon il y aurait une infinité décès
zéros à l'extérieur de ces cercles, ils auraient au moins un point limite
non intérieur à ces cercles : en ce point on aurait F(^) == a(2), ce qui
est contraire à l'hypothèse.

Maintenant, si n est assez grand, A,(^) — û? a exactement oc^ zéros
dans le cercle y^; en effet/^(^) tend uniformément vers F(.r) sur le
cercle y^ et? à partir d'une certaine valeur de n, ̂ (.r), qui diffère
de F(<z1) d'aussi peu qu'on le veut, ne s'annule pas sur la circonférence
de ce cercle; d'ailleurs/^(^) tend uniformément vers F'(^); on a
donc

r i F /U^')^_ i F F^)^ _
n^ ̂ J^A^) —^ ~" ̂ ^JY,. F(^) — ^ ""a/c7

comme l'intégrale du premier membre est égale à un entier, elle a pour
valeur a^ pour n assez grand (3).

Il résulte de ce qui précède que, à partir d'une valeur assez élevée
de n, chaque fonction f^Çsc) — a a exactemept a, zéros dans yi ,
as zéros clans y^ ..., o^ zéros dans ^y et n'a aucun zéro hors de ces
cercles. Le nombre total des zéros ne dépassejraiit pas a, -4- as -+-... •4- a^
pour toutes les fonctions, ce qui contredit Fhypothèse que^(.r) — ^
possède dans D' plus de ̂  zéros, nombre qui croît indéfiniment avec n.

P) Si V ( x ) — a possède des zéros sur le contour (7 de D', comme la convergence est
uniforme à rinfcérieur de D, on peut remplacer ce contour G' par un contour voisin C" tel
qu'il n'y ait pas de nouveau zéro entre G' et (7 et que le domaine D" limité par V con-
tienne Dr et soit contenu dans D.

(2) Voir P. MONTEL, .Leçons sur les séries de polywme^ p. i2'2.
(8) On peut aussi, pour démontrer ce point, utiliser un théorème classique de Rouebé

(vw P. MONTEL, loc. cit^ et Sur les familles de fonctions^ etc.^ p. /lO0)*
Ann. Éc. Norm., (3), XXXHL — AOUT 1 9 1 6 . , : , ^0
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On doit donc admettre que le nombre des zéros de fÇx)—^ dans D"
est borné quelle que soit/(.r).

6. Nous avons vu aux paragraphes 2 et 3 qu'une famille (F) de fonc-
tions/^) bornées en un point, possède, si elle est normale, les pro-
priétés suivantes :

i° Les fonctions sont bornées dans l'intérieur de D ;
2° Les fonctions sont également continues dans l'intérieur de D ;
3° Les fonctions fÇoc) — a ont, pour chaque valeur de a, un nombre

fini de zéros à l'intérieur de D, si a n'est pas une fonction limite.

Examinons les réciproques des deux premières propriétés.
Tout d'abord, une famille de fonctions également continues dans

l'intérieur de D est une famille normale. Je dis en effet que, de toute
suite infinie de fonctions de cette famille, on peut extraire une suite
nouvelle convergeant uniformément dans D vers une fonction limite
finie ou vers la constante infinie ; soit D'un domaine intérieur à D et^*o
un point de D' : si x est un autre point quelconque de D", il existe un
chemin joignante à x^ intérieur a D'et dont la longueur est inférieure
à la longueur L du contour limitant extérieurement le domaine D (1).

Soit alors un nombre e positif et arbitraire ; par hypothèse, il existe
un nombre S tel que, en deux points de D' dont la distance est infé-
rieure à à, la différence/^) --/(^/) ait, quelle que soit/(^), un
module inférieur à £. Désignons par k un entier supérieur à j et
prenons sur le chemin xx^ des points x^, x^ ..., x^ formant avec x^
etx les sommets d'une ligne polygonale dont chaque côté ne dépasse
pas S ; le nombre h est inférieur à k — i. On a

1/(^)-/(^)1<^
l/(^2)~-/(^l)t<<

« • * • • » • * • . . . . . . . . . . .

|/(^)-/(^)j<£,

d'où
|A^)-/(^o))^£

(1) Nous supposons toujours que le domaine D est borné : le contour limitant extérieu-
rement D est celui des contours limitant D qui sépare les points de D du point à l'infini.
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1 /(^o) | ~ ke <| /(^) | < |f{œ,) 1 + Â-£.

Si les nombres /(^o) sont bornés quelle que soit /(.2?), il en est de
même des fonctions f{x) et il résulte d'un théorème de Arzelà (^que
l'on peut extraire de toute suite infinie de fonctions fÇos) une suite
nouvelle convergeant uniformément dans D\ Si les nombres |/(^)|
augmentent indéfiniment, il résulte de la dernière inégalité précédente
que /(^) tend. uniformément vers la constante infinie. Les fonc-
tions/^ ̂ ') forment donc une famille normale dans D\

Soient alors D^ Da, . . . ,D^, ... une suite infinie de domaines tels
que Dp soit complètement intérieur à J)^ et ayant pour limite le
domaine D et

/,(^), f^x), ..., /p(^), ...

une suite infinie de fonctions y(^); on peut extraire de cette suite
une suite nouvelle

ft(^ fïw, -., nw. ...
convergeant uniformément dans D^ ; de cette seconde suite, on peut
extraire une nouvelle suite

fîw. fw. • • - nw. • • •
convergeant uniformément dans Da, etc. On formera de même une
suite

/f(^), /^), ..., fSW, ...

extraite de la suite/^~1 {oc) et convergeant uniformément dans D ,̂ La
suite

fl\^ fïW. •-. f!f(^ • • •

converge uniformément dans tout domaine D'intérieur à D : en effet,
p r enonsp assez grand pour que Dp contienne D' à son intérieur; la
suite/^(.r), étant composée de fonctions appartenant à la suite/^(^),
converge dans Dp et par suite dans D'.

( 1 ) Sulle série di funzioni (Memorie délia M. Âçcademid di Bologna^ 5e série, t. VIII»
1899, p, 178).
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Il n'y a cependant pas ident i té entre les familles également con-
tinues et les familles normales : cette identité a lieu lorsque les fonc-
tions sont bornées en un pointée intérieur à D; dans le cas contraire,
les fonctions peuvent former une famille normale qu i ne soit pas éga-
lement continue. Prenons par exemple une fonction o(^) qui ne
s'annule pas dans D : la famille des fonctions €9(0'), où G est une
constante arbitrairey n'est pas également cont inue : c'est cependant
une famille normale.

Ainsi, il v a identité entre les familles normales et bornées en un
point et les familles également continues et bornées en un point : ce
sont en définitive des familles de fonctions holomorphes et bornées
dans l'intérieur de D, car nous allons montrer que, réciproquement,
une famil le de fonctions holomorphes et bornées dans leur ensemble
dans l'intérieur de D est une famille normale. 11 suffit d'établir que ces
fonctions sont également continues. Soit D'un domaine complètement
intérieur à D limité par un contour (7 et D", un domaine contenant IV
et contenu dans D, limité par la courbe C"; désignons par d la plus
courte distance des frontières de ces domaines D" et D"; par x et.x"',
deux points intérieurs à D' ; on a

/(^)- f^)=— r fçz) r—I—--—1—,1^,
J v / •/ v / 2 Wj^ */ ' / L5 — x z — x \

OU

. f^y f^^^-^ r w^Jw j [ x ) ^ ^ j,, (^-^)(^-^)3

soient M le module maximum des fonctions /(^") dans le domaine
fermé Wy et Lia longueur du contour C^ on déduit de l'égalité pré-
cédente

l/^)-/(^)|<|^-^|^-

L'égale continuité des fonctions /(^) dans le domaine D résulte
immédiatement de cette inégalité.

8. Les fonctions bornées dans leur ensemble dans l'intérieur d'un
domaine D forment une famille normale. On sait que l'on peut rem-
placer cette condition par la suivante : il existe un nombre a tel que
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le module de f(^) —- ci reste supérieur à un nombre fixe pour toute
fonction /(^) et toute valeur de x prise dans un domaine D'intérieur
à D. Cela revient à dire qu'il existe dans le plan sur lequel on repré-
sente les valeurs de X == P -+- zQ === /(.r), une région où les points^ ne
pénètrent pas (1).

Supposons en particulier que cette région soit le demi-plan situé à
droite de la droite P = A ; les fonctions /(^) forment une famille
normale. Supposons en outre que les valeurs de ces fonctions soient
bornées en un pointa intérieur à D; on en déduit que les fonctions/^)
ont un module borné dans tout domaine D' intérieur à D. Donc: si des
fonctions analytiques régulières dans D ont en x^ des valeurs dont le
module est inférieur à a et si, sur la courbe l imitant le domaine D, le
maximum de leur partie réelle est inférieur à A, dans tout domaine V
intérieur à D, le module de ces fonctions ne dépasse pas un nombre
fixe qui ne dépend que de A et de a. Prenons en particulier pour
domaine D un cercle de centre origine et de rayon r et pour D' un
cercle concentrique de rayon 9r(o < 6 < i) ; on a alors

|/(^)|<Q(a,A, 6).

La limite supérieure Û ne dépend pas de 7', car la transforma-
tion a? = r x ' remplace les fonctions jf(^) relatives au cercle D de
rayon rpar les fonctions g'(^) possédant les mêmes propriétés dans
le cercle Do de rayon i et le module maximum est le même pour les
fonctions /(.^) dans le cercle D /de rayon 6/' et pour les fonctions g { x ' )
dans le cercle D^ de rayon 6, puisque deux fonctions correspon-
dantes/^) et g{^) prennent les mêmes valeurs, la première dans le
cercle D' et la seconde dans le cercle D^ (2).

Les remarques précédentes sont des conséquences immédiates d'une

(1) P. MONTEL, Leçons sur les séries de polynômes, p. v} (en note); ou Sur les suites
infinies de fonctions {Annales de l'École Normale, 5e série, t. XXIV, 1907, p. 3o6).

(2) Voici une conséquence de l'inégalité que nous venons d'établir : si pour une fonc-
tion entière, le maximum A(r ) de la partie réelle dans le cercle de rayon r est borné
quel que soit r, cette fonction est une constante. Prenons en effet ô = - et a = | <zo 1 : on

voit que/(^) a un module borné quel que soit /\ On obtient le même résultat en rempla-
çant A(r) par le maximum B(r) de la partie réelle de —/(^),
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inégalité de M< Hadamard qui montre en outre que û (a, A, 6) est infi-
niment grand du premier ordre par rapport à 1—6. Comme j'aurai
plus loin à utiliser cette inégalité, j'en rappellerai la démonstration en
suivant la voie indiqaée par M. Carathéodory.

Posons /(o) = ̂  == oco -4- i^ et soit A(r) le maximum de la fonc-
tion P dans le cercle de rayon r; la fonction

X^^^-^
A ( / - ) — a o

s'annule à l'origine et sa partie réelle est inférieure ou égale à l'unité
dans le cercle de rayon r. Le point X est donc toujours à gauche de P = i
et, si l'on prend deux points Q et Q' symétriques par rapport à P == i,
le point X est plus rapproché du point Q d o n t l'abscisse est inférieure
à i que du point Q\ Prenons pour Q et Q7 les points X = o et X == 2,
la fonction

XY=
X--2

s'annule à l'origine et son module est inférieur à i dans le cercle de
y

rayon r ; la fonction ^ est holomorphe dans le même cercle et le maxi-
mum de son module a lieu en un point de la circonférence ; ce maximum
ne dépassedonc pas ^, puisque/sur la circonférence, Y est en module
inférieur à i. On a donc, quel que soit oc dans le cercle,

Y <L
y ~~ r

et, en posant 1^[= p,
|Y|^ (1 ) .

Pour tout point oc intérieur au cercle de rayon or, on a

Ê$(?r

( r) Cette remarque sur une fonction Y, nulle à rorigîne et dont le module est inférieur
a i dans le cercle de centre origine et de rayon r, est due à M, Schwarz (Zur Théorie der
Abblldung : Ges, math. Ahh^ t. H, p. no).
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m^e,

À-.
| x | $ 0 | x - 2 f $ @ | x | + 2 0 ,

. 20xi^
c'est-à-dire

l/(^)-a,l^-^[A(r)-ao];

c'est l'inégalité de M. Hadamard. On en déduit

|/(^mKt+y^[A(/-)-ao]^|ffo|+^[A(7-)+l(2o|].

Supposons A(/-) > |<'<o |> alors

(y(.)l,A(/.)+^A(,.)=^A(r)<i^, -

si l'on appelle M(p), le maximum du module dey(.r) dans le cercle de
rayon p, on a

M(0r)<AA^) [A(7-)>K|] ,

inégalité dont nous aurons bientôt à nous servir.
D'autre part, on peut écrire évidemment, si — B(r) est le minimum

de P dans le cercle de rayon r,

[-B(r)-ao|^/(^)—ao|5^[A(r)-^1,

^où

B( r )$ - - ^+ -^ [A( r ) -ao ]
J —— C7 , '

et, siA(r)> — a^,

B(^)<-^ :., .,-

9. Une famille de fonctions holomorphes et bornées dans l'intérîeur
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d'un domaine D est une famille normale : soitD', un domaine intérieur
à D ; lorsque x parcourt D', le point X ==y(;r) parcourt un domaine A.
et notre hypothèse peut être énoncée de la manière suivante : les
domaines A/ sont, quelle que soity(,z*), contenus dans un cercle fixe.

Je dis que l'on peut faire une hypothèse moins restrictive sur la
nature de ces domaines sans que la famille cesse d'être normale :
supposons seulement que les aires de ces domaines demeurent, quelle
que soity(;r), inférieures à un nombre fixe M. Les fonctions forment
encore une famille normale. Nous pouvons toujours supposer que les
fonctions/(a?) sont bornées en un point x^ de D, car on peut sans
changer l'aire de Ay remplacer la fonction f(^) par la fonc-
tion /(^)—/(^'o) (^ul s'annule pour ^==.TQ. Il faut donc montrer
que les fonctions f{oc} supposées bornées en un point x^ de D sont
également continues dans Fintérieur de D. Traçons un cercle C de
centre oc^ et de rayon r qui soit contenu dans D : je vais montrer que
les fonctions sont bornées dans le cercle C' concentrique à G et de
rayon i.

Considérons une suite infinie de fonctions /\;r); si le maximum A(p)
de la partie réelle de la fonction ,/'(^) est borné sur C'y cette suite est
normale, sinon on peut en extraire une autre suite dans laquelle les

(/'\nombres A -) augmentent indéfiniment.
Dans cette nouvelle suite, si le maximum B(p) de la partie réelle

de —/'(^) est borné sur G', la suite est normale, sinon on peut en
extraire une suite nouvelle dans laquelle B ( f- ) augmente indéfiniment.
On obtiendra donc une suite de fonctions

/iC^)? .AO), -•, fn(^), .. .

telle que l'oscillation delà partie réelle de fn{^), sur le cercle C', soit
supérieure à n^

A r)+B n>.V a / V a /
et aussi

A ( p ) 4 - B ( p ) > / z
p o u r p > ^
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Lorsque oc décrit l'anneau CCY, X décrit une surface dont Faire est
inférieure à M; donc on a

f/m'h^']^1
et, en passant aux coordonnées polaires,

, - f f f Y 6 ^ 2 ï fàpy] , ,M > / / — -4- — —— \pdpdwJ J i\àp ) ^\à^j y i

^[àP> r r i f à p y , , 2 rr r
\ \ ~ 3- ^P dù) > - f ^P fJ J 9\à^ ' ^J, •Jo

^ /^PV,
-^— ^t)-au )p \àw

Mais, d'après l'inégalité de Schwarz,

r^ (àp\1 , . i / r2
i ( — ^ > — i ^P

^û0Jo V^V ^U

pour la fonction fn{sû) ; on déduirait de là

M > ̂ -,
lit

^Oi) >
27:

ce qui est impossible. Donc la suite est normale.
On en déduit aisément que la famille ,/(^) est une famille normale.
En résumé, si les domaines A^ ont des aires bornées dans leur

ensemble, les fonctions / "(."r) ainsi que les fonctions P et Q forment
clés familles normales. La démonstration ne fait intervenir que l 'une
des fonctions P ou Q; on peut donner à l'énoncé une forme qui ne
fasse intervenir que l'une de ces fonctions. L'aire de A^- est en effet
représentée par l'intégrale

j7^Q=/f[(ÔP\

^).J J ^- J «••'D'L\

^P\2

^;
~\d^d^

Considérons alors une famille de fonctions harmoniques à l'intérieur
de D, telles que l'intégrale précédente soit bornée pour toutes les
fonctions/(.r) quand on fixe le domaine D' intérieur à D ; on peut
énoncer au sujet de ces fonctions le théorème suivant :

Les fonctions P, harmoniques dans U intérieur ctun domaine D et telles
Ànn. Éc, Nonn^ (3), XXX.III. — AOUT 1916 . , 31
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que l'intégrale de Riemann étendue à un domaine fixe intérieur à D soit
bornée quelle que soit la fonction f\x), forment une famille normale.

M. Lebesgue avait déjà démontré la même proposition pour des
fonctions plus générales qui n'ont en commun avec les fonctions
harmoniques que les propriétés d'être continues et monotones, c'est-
à-dire de ne prendre dans chaque domaine leurs valeurs maximum et
minimum que sur la frontière de ce domaine : ce théorème a servi
de point de départ a ses recherches sur le principe de Dirichlet ( 4) .

On sait et nous verrons bientôt que des fonctions V(^) forment une
famille normale si ces fonctions ne prennent pas certaines valeurs
exceptionnelles ne remplissant pas nécessairement des domaines;
mais la généralisation précédente du théorème sur les fonctions
bornées est d'une autre nature, car on ne peut affirmer a priori qu'il y
aura des points exceptionnels pour tous les domaines A}.

10. Les régions exceptionnelles dont les domaines Ay ne possèdent
aucun point peuvent, comme je l'ai démontré, se réduire à des lignes (2).
Ce résultat peut être étendu au cas d'un ensemble linéaire continu
quelconque (3).

Avec ces nouvelles hypothèses, les familles de fonctions qui admet-
tent pour valeurs exceptionnelles les affixes des points du plan des œ
situés sur ces lignes où ces continus linéaires sont des familles nor-
males. Mais on peut réduire à deux le nombre des valeurs exception-
nelles et les familles demeurent normales : j'ai établi précédemment
ce résultat en utilisant la fonction modulaire (4) .

Nous nous proposons ici de retrouver ce théorème par une voie
élémentaire en démontrant d'abord par cette voie des propositions dues,
la première à M. Schottky, la seconde à M. Landau.

M. Schottky, en employant la méthode de démonstration dont

(1) H, LEBESGUE, Sur le principe de Dirichlet (Circolo matematico di PalermOy
t. XXIV, 1907, p. 16).

(2) Sur les familles de fonctions^ c*fô.,p. 494.
(3) Toir P. FATOU, Sur les lignes singulières des fonctions analytiques {Bulletin de

la Société mathématique de France^ t. XLÏ, 1913, p. it3).
(*) Loc. cit., p. 497. Cette démonstration a été simplifiée par M. DE LA VALLÉE POUSSIN,

Démonstration simplifiée du théorème fondamental de M. Monte! sur les familles
normales de fonctions {Ànnals of Mathematicy, 2e série, vol. XVII, 1 9 1 5 , p. 5).
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M. Borel s'est servi pour établir le théorème de M. Picard relatif aux
valeurs exceptionnelles des fonctions entières (1) et en la modifiant
convenablement, a démontré un théorème général sur les fonctions
qui admettent deux valeurs exceptionnelles (2). Nous allons voir
comment la considération des familles normales nous permettra
d'arriver au théorème de M. Schottky en suivant la marche de
M* Borel. On peut dire que la démonstration de M. Borel, appliquée à
une seule fonction, conduit au premier théorème de M. Picard et que^
appliquée à une famille de fonctions, elle conduit au théorème de
M. SchotlJcy.

Considérons la famille (E) des fonctions f{^} holomorphes à l'in-
térieur et sur la circonférence du cercle de centre x == o et de rayon i
dans lequel elles ne prennent jamais les valeurs o et i et telles que les
nombresy(o) = ay vérifient les inégalités

|^o|<^ — < ̂  ——— <ol">
0 ' —— ^O

a étant une constante.
Le théorème de M. Schottky affirme que, à l'intérieur de tout cercle

concentrique de rayon ô (o<6<< i), on a, quel que soit x et pour
toutes les fonctions /(^) de la famille

l/(.r)|<^(a,0),

û étant un nombre fixe pour toutes les fonctions/*^) etqui ne dépend
que de a et de 6.

Comme on peut toujours remplacer le nombre a par un nombre
plus grand, nous pouvons toujours supposer que a est supérieur aux
différentes valeurs numériques en nombre fini que nous introduirons

( 1 ) E. BOREL, Démonstration élémentaire d'un théorème de M. Picard (<7. R. Acad.
i9c.,t. CXXII, 1896, p. io45-io48); Leçons sur les fonctions entières^ Note 1, p. io3.

(2) SCHOTTKY, Ueber den Piccirdschen Satz und die Boreischen Ungleichungen (Sitzung^-
berichte der kgl. preuss. Akad. d, W^ 1904, p. i244~i26â); Leber zwei Beweise des
allgemeinen PicardschenSatzesÇIbid^ 1907, p. 828-840). La démonstration de M. Schottky
a été simplifiée par M. Liadelof [ Sur le théorème de M. Picard dans la théorie des
fonctions monogènes {Comptes rendus du Congrès de Stockholm, 1909)] et tout récem-
ment par M.Bernays [Zur elementaren Théorie der Landauschen funktion <o(a) {Vier-
teijahrschrift der îiaturforschenden Geselischaf t i n Zurich, i9i3)].
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dans la démonstration. Posons

G,(^)=Iog-/(^),
G.(^)=!og[i—/(^)],

les logarithmes étant définis de façon que, pour x == o, on obtienne la
valeur principale, c'est-à-dire que, par exemple,

(;i(o)==îog'^o:= log|ao| 4- i^^a^ — T^ar^o^ ^-

Les fonctions Gi(,r) et G^(a?) sont holomorphes dans le cercle de
rayon i et vérifient l'identité

gGiW -^- ^GsW == y .

Nous désignerons par C^ le cercle de centre origine et de rayon t et
par — B^ (ï) le minimum de la partie réelle de G< (se) sur le cercle Ce.
Traçons deux cercles CQ et Co^ de rayons ô' et 9^ équidistants du
cercle Co (9' < 9 < O"), Les fonctions de la famille (E) se partagent en
deux groupes (E^) et(E^). Les fonctions du groupe (E,) sont telles
que

Bl(0)^10ga+7T;

elles sont donc bornées dans le cercle CQ, car

\/^)\>e^^ïe^- avec \a,\<a;

les fonctions du groupe (Ea) sont en nombre infini, sinon le théorème
serait démontré et l'on a pour chacunes d'elles

Bi (0 )> loga+TC>l logao | .

On peut donc écrire, en s'appuyant sur les résultats du n° 8,

M^)<^ k^h . —— 2

M^(^) et Mâ(^) désignant les modules maximums de G^a?) et de G^)
sur le cercle C^ Nous allons maintenant comparer B<(9) à M.^'); la
fonction ^.(G^) atteint son minimum — B ^ ( 9 ) en un point ^ du
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cercle CQ; on a en ce point
| ^Gi^-o) [ ̂  ̂ —Bi(Û)

^fxt(J-o) ̂ ^_ ^(.ro)^

(0 Ga(^o) == log[ï — e0^?] + 2/U7T,

le logarithme étant détini à t 'aide de sa détermination principale
pour x == o et n étant un entier convenable; on déduit de là

(2 ) min | Gs(^) — 2/u7r|5| (^(.ro) — 2/1^)==: [ Ïog[i — e0^] |;

or
j (̂.ro) j ̂  ^-lîiiO) ̂  e~lo&«r= ̂

a

et, a étant supposé supérieur à 4»

e-B*'6)< 1.
2

D'autre part, d'après la remarque de M. Schwarz rappelée au n°8,

m a x . d e l l o g ( i — u ) [ pour \u \ =z i
1 log(l - U) 1 < ———————————————^——————————————2! ,̂ | < 2 [ ̂  |,

2

si J ^| <<^-; d'où

(3) I I.ôg[i — e^^ ] | < 2 ^B^9) == e-Bx(9mo&2<; ^~' IB1(9\

car on a supposé a ^> 4. Posons

r(^) == log[G2(^) — 27U7r],

le nombre /i ayant été défini précédemment et le logarithme étant
toujours déterminé par sa valeur principale à l'origine.

La fonction r(*r) est holomorphe dans C, puisque G^(^) ne prend
aucune valeur de la forme 2/irrc; appelons — (3(^) le minimum de sa
partie réelle sur le cercle C^ on aura

-lBi(6) ,
—p(@)==mm.loglGâ(^)—2/î^|<loge 2 ==—iBi(ô),
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donc
Bi(0)< 2(3(0),

M^)<M^.

Soit maintenant a (/) le maximum de la partie réelle de r (*3?) sur le
cercle Ce. Nous diviserons les fonctions de la famille (E^) en deux
nouveaux groupes (E^) et (E^). Pour chaque fonction /(^) appar-
tenant au premier groupe (E^), il existe un entier déterminé 'n tel
que

a(^)51oga.

Les fonctions du groupe (E^) sont bornées dans CQ, car on a
11 — y(^ ) ( == ] çG,w-2^ j 5 ̂ x(6) ̂  ^^

| / (^))<i+a.

Pour les fonctions appartenant au second groupe (E^), on aura,
quel que soit l'entier n,

a(^)>loga,

et, par conséquent, d'après l'inégalité de la fin du n° 8y

w<^
car

-^[r(o)] = iog—— < loga < ^(a^.

Considérons les fonctions fÇx} et r(,r) appartenant a ce dernier
groupe: elles sont en nombre infini, sinon le théorème serait démontré.
On a les relations

a(^)==maxlog; |G2(^)—-2/ î î7r |
et

| G2(^)—27î t '7r |^ | G â ( ^ ) | - 4 - 2 7 r [ / z l ^ M î C ^ ) - + - 1 a^Tr ) ;

d'ailleurs, d'après les inégalités (2) et (3),

| 2/177 |<|G2(.Z•o)|+^ iBl(6<M2(0 / /)+I.

Plaçons dans un nouveau groupe (E^) les fonctions f(^) pour
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lesquelles M^Q^^i : elles sont évidemment bornées dans Ce.
Les autres qui constituent le groupe (E^) sont telles que M2(ô / /)> i,
et

l 2 ^ î r | < 2 M â ( ^ ) ,
donc

^xiogSM^),
iVoh

M^^X3210^^2^^

et, comme pour x ^> o, log oc <^ \jx,

M^X^y/M^):

On obtiendrait de même l'inégalité

M.(0o<^\/M^(0Fy,
et, en appelant M(^) le plus grand des deux nombres M, (<0,
etMaC^) ,

M(^<^^vTO^;

^ \ M ( ^ ) ., . ,posons [ ^ { t ) ==T7^25 n vœnt

i.m <^.
La suite du raisonnement est classique : soient a, [JL^ p^? • • • ? P-ra? • - -

les valeurs de (J- correspondant à une suite infinie de cercles dont
le premier C est Ce; le second C, est équidistant de Co et Ces le troi-
sième Ça est équidistant de C< et Ce", etc. y nous pourrons écrire les
inégalités

.<4 ,̂

^ ^

^<4'-^
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et, en extrayant les racines d'ordre i, 2, 2 2 , . . . , 2^,

.« &.
ri<f ̂

i
i •'» / .̂

,f<r ^-,
/t2"-

-1- yt+-l . gn4-t
/ . ^ ̂  / â w u^+i)_
(^/O <4 ————i———^

À2'

d'où, en multipliant membre à membre,
2 3 n•j~î•\

1 r \ 2 22 2" / l / / \ i
2^+t 4________________ ^ ( ^2"-+* / 4 Y

h.^<(p-^i) ^_i^—-r7 <(^z4-i)/ I l 1 \
2(l-^-4-^...+^

A
car Â<^i , et

2 3 ,i 4» ^ ̂  _(-. _^: 4
a a2 '

donc

.<(.")^(1;
fêtant la valeur de (x sur le cercle C"; comme n est aussi grand qu'on
le veut, on déduit de là

/ •f, \ 4 '̂  / 9
r<^ et ^)<^L.^, ^ et M(0 )<

Ce résultat, valable pour chaque fonction du groupe (E^), montre
que ces fonctions sont bornées dans €9; la famille (E) est formée par
la réunion des fonctions des familles (E,) , (E^) ,(E^) , et (E^) : comme
dans chaque groupe, les fonctions sont bornées dans leur ensemble;
il en est de même pour la famille (E).

Voici maintenant l'énoncé du théorème correspondant de
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M. Landau. Considérons la famille (<c) des fonctions f (x), holomorphes
dans le cercle de rayon r où elles ne prennent ni la valeur o ni la
valeur i, et supposons que

|/(o)Mao|<a;

alors, dans tout cercle concentrique et de rayon 6 < i, on a

|/(.r)l<£2(o^) H.

Pour démontrer que les fonction s y* (a?) sont bornées dans le cercleC,
il suffît, puisqu'elles sont bornées pour ^==0, de montrer qu'elles
forment une famille normale. Choisissons une suite infinie arbitraire
de fonctions fÇ^c) ; si les valeurs correspondantes de a^ ont une au
moins de leurs valeurs limites différente de o et de i y choisissons la
suite

/l(^), /a(^), ..., fnW. ...,

extraite de la précédente telle que la suite des valeurs de a^ ait
pour limite cette valeur ocç différente de o et de i et telle que

l /^(o)—aol<a\

2 a'étant égal au plus petit des nombres

l^ol, p — o î o l et .——•
j ^o 1

On a alors
|^o|<a /4-|ao|^jao|^^<^, 1 - ' '

> a7, I ao | > [ cy,Q \ — a7 ̂  a', [ f — âo | ̂  [ i — (Xo\ — a' t a',

( 1 ) Foir BOHR fôt LANDAU, Uéber das J^erhcdten von Ç (s) imd Ç/^ (s) in der Nàhe der
Gesraden (T == i {Nachrichten der K. Ge&etlschaft der Wisfienschaften zu Gottingen^ 1910,
p. 809). M. Bernays a donné, à partir du théorème de M. Schottky, une démonstration
simple de ce théorème, que MM. Landau et Carathéodory ont publiée dans leur Mémoire :
JBeitrage zur Konvergem von Funktionenfolgen (Sïtzungsberichte der K. Preussischen
Âkad. der VFissenschaften^ 1 9 1 1 , p. 397). La démonstration de M. Bernays a été encore
simplifiée par M. Lévy : Remarques sur le théorème de M. Picard {Bulletin de la Société
mathématique de France^ t. XL, 1912, p. a5). Tai donné, de ce théorème, une
démonstration qui permet do le déduire immédiatement de celui de M. Schottky à l'aîde
de la notion de famille normale : Sur les familles de/onctions, etc. (Annales de'F École
Normale^ 1912, p. 517).

Ann. Éc. Norm., (3), XXXIII. •—• AOUT 1 9 1 6 . . 32
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et la suite des fn{^) est normale, d'après le théorème de
M. Schottky.

Si la seule limite des OQ est l 'unité, on prendra la suite des
fonctions

^)^f^^^

(pour x = o, log OQ a sa déterminat ion principale); les nombres 9^(0)
ont pour limite - et chaque fonction o^(^) ne prend ni la valeur o ni la

3

valeur ï dans le cercle de rayon unité : la suite des ç»(^) est donc
normale et il en est de même de la suite des

f^x)=e^^\

Si la seule limite des ^o est zéro, on remplace fn(^) par i — fn(^) et
l'on est ramené au cas précédent ( f ) .

Donc, de toute suite infinie de fonctions appartenant à la
famille (ô), on peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformé-
ment vers une limite : cette famille est donc une famille normale, et
comme toutes les fonctions sont bornées pour;r=o, elles sont bornées
dans leur ensemble dans tout cercle CQ-

II résulte de ce qui précède qu 'une famille de fonctions holomorphes
dans le cercle de rayon i, à l'intérieur duquel elles ne prennent ni
la valeur o ni la valeur i, est une famille normale; en çffet? si les
nombres ^o, relatifs à une suite infinie de ces fonctions, ont au moins
une de leurs valeurs limites finie, on peut extraire de cette suite, une
suite convergeant vers une fonction finie; si la seule limite d^s a^ est
l'infini, la suite des fonctions -j——r donne naissance à une suite

fn{^)

(1) Remarquons que les fonctions y n{.x) ne prennent jamais la valeur —; par con-

séquent toute fonction limite des ^n(^) prenant la valeur -- pour .a? == o est nécessai-
' . — . " ' , ' ? ^ '

rement égale à la constante - {Sur les familles de fonctions^ etc./ p. 490) ^ ^ suite
corre^wtante des fonctions fn Çv) converge uniformément vers Fumté. De inêmç^ si les
noiBbipfês a^ ont, pou.r Htnite zçrOa tg%tçs suite convergente formée aveo les fa(^) corres-
pondants,, converge uniformément vers zéro.
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convergeant uniformément vers zéro et la suite correspondante
desfÇx) tend uniformément vers l 'infini.

11. Les théorèmes précédents s^étendent immédiatement, comme
l'on sait, à un domaine limité par un nombre quelconque de contours :
cela résulte du fait que, si une famille de fonctions est normale autour
de chaque point d'un domaine fermé, elle est normale dans ce domaine
et, si les fonctions de cette famille sont bornées en un point intérieur
au domaine, la famille est normale et bornée dans l'intérieur du
domaine.

Les fonctions d'une famille normale qui sont bornées en un pointP
intérieur au domaine D ont des modules qui, a l'intérieur d'un
domaine D" complètement intérieur à D et contenant P, restent inférieurs
à un nombre fixe £S(a), si a est le module maximum des fonctions au
point P. Ce nombre Û(a) demeure le même si l'on remplace les
domaines D, D' et le point P par les domaines A, A' et le point II qui
leur correspondent par une transformation conforme et les fonc-
tions /(^) de la famille normale dans D, par les fonctions <p(^)
correspondantes qui sont normales dans A. En particulier, si les fonc-
tions /\^*) ne prennent pas les valeurs o et i dans D, les fonctions
correspondantes y (a?) ne prennent pas les valeurs o et i dans A,
puisque, en deux points correspondants, deux fonctions correspon-
dantes prennent la même valeur.

CHAPITRE II.

SUa L'INDÉTERMINATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES

AUTOUR DE LEURS POINTS SINGULIERS.

12. On sait combien il est aisé de déduire du théorème de
M. Schottky la généralisation, maintenant classique, que M. Landau
a donnée du théorème de M. Picard sur les fonctions entières et les
autres généralisations de même nature,
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Ce même théorème de M.Schottky conduit aussi très simplement,
comme je l'ai montré (1), à une démonstration du théorème général
de M. Picard sur l'indétermination d'une fonction uniforme autour
d'un point singulier isolé. La démonstration quej'ai donnée repose sur
le théorème de Weierstrass, lequel affirme que, dans le voisinage du
point essentiel, la fonction s'approche autant qu'on le veut d'une
valeur quelconque. On peut modifier la méthode suivie de manière à
ne pas faire intervenir le théorème de Weierstrass, ce qui n'est pas
sans intérêt à cause des extensions de ce mode de démonstration au
cas de points singuliers non isolés.

Traçons une circonférence G ayant pour centre le point singulier
isolé x==o et dont le rayon est assez petit pour que/(.a?) n'ait pas
d'autre point singulier à l'intérieur de C et ne prenne dans ce cercle
aucune de deux valeurs que l'on peut supposer être o et i. Nous allons
démontrer que nos hypothèses sont incompatibles. On peut toujours
admettre, en remplaçant au besoin x par kx, que le cercle C a pour
rayon le nombre 2. Traçons une infinité de cercles concentriques à C :
Go? Ci, . - . ? Cn, ... ayant respectivement pour rayons 1,75 ^p • - * ? —,', • - •

,yet considérons les fonctions f^(sc)=f^^y, lorsque ^"décrit l'anneau Ty
compris entre C et C^ la fonction fn{^} prend les mêmes valeurs
que f(oc) dans Panneau!^ compris entre C,̂  et C^.,, les fonctionsy^(^)
forment donc dans Panneau Fç une famille normale. On peut donc en
extraire une suite infinie, bornée dans }\ ou bien on peut extraire une
telle suite de la famille des fonctions holomorphes 7—— Dans le
premier cas, si f^(x),f^(x), ...,/^(;r), ... est la suite bornée ainsi
extraite, les modules de ces fonctions demeurent inférieurs à un
nombre fixe M sur le cercle Go.

Alors, la fonction /(^) a son module inférieur à M sur les cercles C^,
C^,..., C^, ... dont les rayons décroissent jusqu'à zéro : on en conclut
que f{ a?) est bornée entre deux cercles consécutifs de cette série de
cercle.s et par suite inférieure en module à M autour de l'origine : la
fonc-iion serait donc régulière en ce point. Dans le second cas, on

(1) Sur tes femîMes àe fonctions, etc^ p. 5ï4.

i i i
i5 ̂  " t? ̂
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démontrerait de la même manière que -j,—. est régulière à l'origine et
que, par conséquent, f {x) est régulière ou admet un pôle en ce point.
Dans l'un et l'autre cas l'origine ne peut être un point essentiel et le
théorème est démontré.

13. Le mode de raisonnement précédent peut nous conduire à des
conclusions plus précises : la démonstration repose sur l'existence
d'une infinité d'anneaux semblables ayant pour limite le point x = o
et dans lesquels la fonction ne prend aucune des valeurs o et i.

Supposons alors que la fonction admette une valeur exceptionnelle
unique que nous pouvons imaginer être la valeur zéro et considérons
les racines de l'équation/^) == a, a étant une valeur différente quel-
conque, un par exemple. Soient

les modules des zéros distincts de/(a?) — i rangés par ordre de gran-
deur décroissante et considérons les nombres—^1 : toutes leurs valeurs

ï'n

limites, lorsque n croît indéfiniment, sont inférieures ou égales à
l'unité; supposons que l 'une d'elles soit un nombre k inférieur à i et
soit

Q.,-+-l 0,-+-ï ^-H————, ————, . . . , ————, , • • • ?
r^ ^ ^n

une suite correspondante ayantpour limiter, telle que, quel quesoit/i,
on ait

" , ' ' ! ^ ' r^^<e (^6<i). ' ,1 1 ' 1 : 1 ! :1 „ n^ • • ' 1 , . • • •

Traçons les cercles C^ de rayons r^ et les cercles C^ de rayons er^;
comme l'on a

sa.>^n,-^

les anneaux semblables C^, C^ n'empiètent pas les uns sur les autres;
on en déduit, par un raisonnement identique à celui du numéro pré-
cédent, que la fonction f (œ) ou la fonction -7-—r est bornée sur unç
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infinité de cercles C/z équidistanfs des cercles G,,, C^. On peut dope
énoncer la proposition suivante :

Si une fonction f(^) admet une valeur exceptionnelle et si

sont les modules des racines distinctes de l'équation f Çx) = a, a étant un
nombre quelconque distinct de cette valeur exceptionnelle, rangés par
ordre demandeur décroissante, on a

lim^^.

Considérons en particulier une fonction entière de genre fini ou
infini et désignons parr^r^ . ..,^,.... la suite des modules de ses zéros
distincts rangés par ordre de grandeur croissante; si l 'une des limites
du rapport —^- est inférieure à l 'unité, la fonction n'a pas de valeur

y'n.+i

exceptionnelle. Par exemple, si toutes les limites de ce rapport sont
inférieures à un nombre plus petit que i, la fonction qui est alors
égale au produit par un facteur exponentiel de genre fini ou infini d'un
produit canonique de genre séro, ne peut avoir de valeur exception-
nelle.

14» Soity(*r) une fonction admettant une valeur exceptionnelle
autour du point essentiel 0. Construisons, comme au n° 12, une suite
infinie de cercles concentriques à 0; C, Co, • • • ? C^..., dont les rayons
décroissent jusqu'à zéro. Je dis que le nombre des racines de Inéqua-
tion /(a?) =a contenues dans l'anneau 1̂  de rang n, ne peut rester
borné quel que soit n. Supposons en effet qu'il en soit ainsi et que ce
nombre reste inférieur ou égal à l'entier fixe p ; on peut toujours
admettre que a = i, et que la valeur exceptionnelle soit zéro. Intro-
duisons les fonctions/^(^) du n° 12; l'équation

. ! 1 1 , . ' . ,, '1 ;' 1 ! , fn^}=^ , 1 , : 1 . ",

n'a pas plit^ dep racines dans l'anneau ro. La fonction ^vy^^)?
où l'on a etïoiâi aribitrairemerit la détermination du radical en un point
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fixe XQ de l 'anneau, est uniforme et holomorphe dans cet anneau; elle
ne prend pas l'une au moins co des valeurs des racines (p 4- i)^"0 de
l'unité; donc la fonction

p+u
y,,(.z*):

ne prend ni la valeur o ni la valeur i dans l'anneau : les fonctions y/^)
forment une famille normale; si elles sont bornées, il en est de même
des fonctions fnÇ^) ^t l'o^ en conclut comme plus haut que fÇoa) est
régulière en 0. Si elles ne sont pas bornées, on peut en extraire une
suite ayant pour limite l 'infini et Pon en conclut que —— est régulière
en 0. L'hypothèse faite est donc inadmissible et le nombre des racines
de l'équation

/(.Z-)=î

contenues dans l'anneau Yn "G peut rester borné quel que soit n. Je dis
que toutes ses limites sont infinies•: en effet, dans le cas contraire, on
pourrait trouver une suite d'anneaux correspondant aux cercles

c^, c^, ..., c^, ...,

dans lesquels le nombre de ces racines serait borné et le raison-
nement que nous venons de faire serait applicable à cette suite
d'anneaux.

On peut exprimer autrement le résultat précédent. Soit 0(/i) le
nombre des racines de/(a?) === i comprises entre Co et Cn;je dis que —^-
augmente indéfiniment avec /î, car, si, pour une infinité de valeurs den,
on avait ^<.

p étant un entier fixe, on en déduirait l'existence d'une infinité
d'anneaux dans lesquels le nombre de ces racines ne dépasserait pas
le nombre? (1).

( l) En effet, s'il n'y avait qu'un nombre fini no d'anneaux pour lesquels ce nombre ne
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Soit alors r le rayon d'un cercle quelconque concentrique à 0
et

5r<.^-hl== - 2^

On a
log— ;> /z loga.

et comme
9(r)ï9(n),

e(r) ^ ô(n) ̂  9(n) ^
, i ~ , i n loga^log^ log^ &

donc, si l^une des limites du rapport—^—- était finie, il en serait
^g^

de même de la suite correspondante des valeurs de —-—^ ou desr /îloga
valeurs de--^—- Donc, —VJ—augmente indéfiniment avec^-'ri ' i i 0 rlog-D ^

Ce théorème nous donne une limite inférieure du nombre des zéros
de/(a?) — i dans le voisinage du point 0. En particulier, si l'on consi-
dère une fonction entière ayant une valeur exceptionnelle, on peut
affirmer que, a étant un nombre quelconque différent de la valeur
exceptionnelle, le nombre des zéros de f(^oc) — a de module inférieur à r
croît plus vue que logr.

i5. Soit maintenant f(x) une fonction holomorphe quelconque
dont le point zéro est un point essentiel isolé : la fonction

, , ^./w ! 1 1 ! ; : 'v)\x) ̂  e " 1

dépasse pas /?, on aurait nécessairement pour n > n^,

e0)> (n—7io)p .
ou

^>{^)pn ^ \ n ) 1

et .la plus petite limite de ——'- serait au moins égale à p ,
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est une fonction ayant les mêmes propriétés et possédant en
outre la valeur exceptionnelle zéro et la période À. Les racines de
l'équation

y(^)=A

correspondent à des valeurs de /(^) qui sont de la forme a+nh,
n étant un entier positif, négatif ou nul, et réciproquement toutes les
valeurs de f{oc) qui sont de cette forme donnent à ç(^*) une même
valeur A. D'où le théorème :

Désignons par 9(r) le nombre total des racines des équations

y( x ) ~=z a -\- n il

dont le module est inférieur à r : 0(r) croît plus î)ite que log --

16. Les procédés de raisonnement que nous venons d'employer dans
le cas d'un seul point singulier peuvent être utilisés pour certains
ensembles discontinus de points singuliers; ce sont les ensembles
discontinus (e) qui possèdent la propriété suivante : on peut entourer
chaque point P d'un tel ensemble (e) d'une suite infinie d'anneaux
déforme quelconque, ne contenant aucun point de l'ensemble, sem-
blables entre eux et de dimensions décroissant jusqu'à zéro. Il en
résulte que l'on peut entourer chaque point de P de (e) d'une courbe
fermée sur laquelle ne se trouve aucun point de l'ensemble et dont la
longueur est aussi petite que l'on veut; il suffît de tracer dans l'un des
anneaux une courbe de longueur finie et de considérer les courbes sem-
blables dans les autres anneaux dont les dimensions sontde plus en plus
petites. Un tel ensemble (<?) appartient à la famille des ensembles que
M. Painlevé a appelés linéaires et au sujet desquels il a démontré le
théorème suivant :

Si une fonction uniforme admet comme points singuliers les points
d^un ensemble parfait discontinu linéaire, chacun des points de cet
ensemble est un point d'indétermination complète (<').

(1) PAINLEVÉ, Leçons de Stockholm; voir aussi ZORETTI, Leçons sur le prolongement
analytique^ p. 79.

Âîïn, Éc. A'orm^ (3) , XXXUL — AOÏT 1 9 1 6 . 33



^58 p. MONTEL.

Nous pouvons répéter autour de chaque point P de Ce) le raisonne-
ment que nous avons fait autour d 'un point essentiel isolé et nous en
conclurons que la fonction f{oc) ne peut avoir, autour de chaque
point P, qu'une valeur exceptionnelle et, de même que pour un point
isolé, nous n'avons pas utilisé le théorème de Weierstrass, nous n'au-
rons pas besoin ici de nous servir du théorème de M. Painlevé.

Voici deux exemples de tels ensembles : considérons le segment
(o, ï) et construisons l 'ensemble parfait discontinu de la manière
suivante : nous enlevons du segment unité un segment u^ de lon-
gueur^ dont le milieu coïncide avec celui du segment (o, i), enlevons

ensuite deux segments u^ de longueur commune ̂  et dont les milieux
coïncident respectivement avec ceux des deux segments restant après
la première opération; on enlève ensuite quatre segments 1^3 de lon-
gueur-^? etc.; l'ensemble des points non intérieurs aux segments
découpés est un ensemble parfait discontinu de mesure superficielle
nulle. SoitP {fig. i) un point de l'ensemble, il est situé entre deux

Fig. i.

segments Ujç et u^^ appelés AB et CD sur la figure. Traçons le cercle
de diamètre BC et le cercle concentrique passant par A; nous formons
ainsi un anneau entourant P, ne contenant aucun point de l'ensemble
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et le rapport des rayons des cercles l imitant l'anneau est 3 ; il est donc
indépendant de k et tous les anneaux ainsi construits sont sem-
blables (1).

Donnons maintenant un exemple d'ensemble Ce) dont tes points ne
sont plus situés sur une droite : soit x==î, -+- fy] et considérons sur
l'axe Oi; l'ensemble (<^) précédent et sur l'axe OY] l'ensemble obtenu
en faisant tourner de 90° autour de 0 les points de (e,) : nous appel-
lerons u^ et u^ les segments égaux correspondants. L'ensemble (e)
formé par les points P du plan dont la projection sur OE est un point Q
de l'ensemble (^) et la projection sur OY] est un point R de l'en-
semble (^)est un ensemble parfait discontinu de mesure superficielle
nulle. Soient Çfîg. 2) u^ et u^^ deux segments AB et CD qui com-

Fig. 2.
^
D'

;

;DÎ

^

^B'

A'
A

0

$̂$^^^
^
^̂
Cï̂ ^s

^k^l

^̂
F

n
B

Ç

^

•s

3

^^
î^
^^
^
^^î^
^

C AK....^.
'u^h

D Ï

prennent Q et A'B', C'D' les segments u^ et u^ correspondants qui
comprennent R. Soit D, un point de CD tel que CD ==AB et D', un
point de C'D'tel queC'D^A'B'; les parallèles à 0 menées par A, B,
C, D, et les parallèles à 0 menées par A', B', C', D' déterminent un
cadre rectangulaire qui entoure P. Le rapport des longueurs des côtés
extérieurs et intérieurs du cadre est égal à 3 : il est indépendant de k
et tous ces cadres sont semblables. La proposition supplique donc à
un tel ensemble.

(1) Ces anneaux ne sont pas concentriques, mais cela ne modifie en rien le procédé de
démonstration,
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Je ne sais pas si le théorème est vrai pour tous les ensembles ponc-
tuels; pour un ensemble non ponctuel, les points singuliers ne sont
plus nécessairement des points d'indétermination complète (1).

Le problème se pose dans ce cas de savoir quelles sont les valeurs
du domaine d ' indétermination qui peuvent être exceptionnelles pour la
fonction.

17. Examinons main tenan t le cas d 'un secteur AOB, dans lequel
une fonction /(^) est holomorphe, sauf au point 0, et rappelons
d'abord les résultats obtenus par M. Lindelôf et ceux que j'ai obtenus
précédemment relativement à l'ensemble des Valeurs limites de/(^)
lorsque x tend vers zéro en restant à l'intérieur du secteur.

Supposons que x tende vers zéro en suivant le rayon OL, si l 'une
des valeurs limites de la fonction /(^) qui ne prend dans le secteur
ni la valeur o ni la valeur i est égale à o, i ou oo, il en sera de même
sur tout autre rayon situé à l9 intérieur du secteur AOB. Si, sur le
rayon OL, les valeurs de fÇx) ou de —— ou de ^ _ ^ ^ v ont leurs
modules bornés, il en sera de même pour tout autre rayon OL^2).
Enfin, si sur OL,/^) a une limite unique a, f(x) tend uniformément
vers cette limite dans tout secteur A'OB^ complètement intérieur
àAOB( 3 ) .

Voici maintenant quelques propositions nouvelles : traçons l'arc de
cercle CLi, dont on peut supposer le rayon égal à 2, puis les arcs de
cercles -i p p /i

-•''o •» ' ^ i? ^-'a? ... i v-'/j '? • * • i

concentriques et de rayons i,-1-»-1? . . . ,—, ... et considérons {fig. 3)

(1) M. Denjoya construit une fonction jf(^) telle que chacun des points d'un ensemble
discontinu semi-linéaire est un point singulier de la fonction dont le domaine d'indéter-
mination est formé par un anneau circulaire [Sur les fonctions anaïf tiques uni/ormes à
singularités discontinues {C.R. Acad. Se., L.GXLÏX, 1909, p. a58)].

(s) LÎNDEÏ.ÔF, Mémoire sur certaines inégcdités dans la théorie des/onctions mono-
gènes et sur quelques propriétés nouvelles de ces fonctions dans le 'voisinage d'un point
singulier essentiel (Àcta Societads Scienliarwn Fennicce^ t. XXXV, n0 7, 1908),

(8 ) Sur les familles de fonctions^ etc.\ p . 5 1 7 .
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les secteurs r,^ limités par les droites OA, OB et les arcs C/^C^-^/i^'o);
ces secteurs sonthomothétiquesde l'un d'entre eux G.., C^ par exemple,
le rapport d'homothétie étant — Soit

.f"^=f[ï •
La fonction fn{^) prend, dans le secteur annulaire To, les mêmes
valeurs que la fonction fn^) dans le secteur annulaire 1"̂ . La famille

des fonctions fn(^) est normale dans le domaine D limité par les
arcs Co et C^ d'une part ety d'autre part, par les rayons OA' et OB'
intérieurs au secteur AOB et aussi voisins que l'on veut des rayons
limites OAetOB.

Supposons que, sur OL, l'ensemble des valeurs limites de/(a?) soit
dénombrable et désignons par a , ( î = = i , 2,..., H y . . . ) toutes les valeurs
limites : soit ^o un point D situé sur OL, formons la suite des
nombres

/o0o), /i(^o). /â(^o), • - 5 /«(^o)/ • • - î

c'est-à-dire la suite

ff ^ 4-( x^ \ / - l ^ 0 }/(^o), /(^-). /(,r)' /c
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On sait extraire de cette suite une suite nouvelle ayant une limite a^;
soit

A(^ A(^)» .... A(^), .-;

cette suite qui, en a?o, converge vers a^.; puisque les fonctions appar-
tiennent à une famille normale, on peut extraire de cette dernière suite
de fonctions, une suite nouvelle

/^(^), /^(^), ..., A.(^), ...,

qui converge uniformément vers une fonction limite F(^) telle que
FC^o) = a^- Soit PQ, la portion du rayon O^L contenue dans D; les
valeurs de F(^) sur PQ ne sont autres que certains des o^.; or F(;r)
est analytique sur PQ, cette fonction ne peut avoir sur PQ une infinité
dénombrable de valeurs distinctes seulement sans se réduire à une
constante qui est nécessairement a^. On voit donc que sur tout
rayon OI/ contenu dans l'angle A'OB, l'une des valeurs limites de la
fonction est o^. D'ailleurs sur OI/, il ne peut y avoir une autre limite [î
différente des o^-, car on démontrerait de la même manière, en opérant
sur ? comme on l'a fait sur a^, que l'on peut trouver une suite

A('27)» A(^ • • - . A(^ • • • .

convergeant vers une fonction analytique F,, (a?) qui, n'ayant sur PQ
qu'une suite dénombrable de valeurs, se réduirait à la constante (3.
Alors p serait l 'un des a,. Donc :

Si dans un secteur AOB, la fonction kolomorphe f(^) ne prend ni la
valeur o m la valeur i et siy sur un rayon OL, l'ensemble des valeurs
limites def(x) est dénombrable, sur tout rayon OI/ intérieur au secieury
l'ensemble des valeurs limites est le même.

Supposons en particulier que la fonction /(a?) ait sur le rayon OL
une limite unique a, il en sera de même pour tout rayon OC : d'ailleurs,
les fonctions /n(a?) convergeant toutes vers adansD, leur convergence
est uniforme dans D, c'est-à-dire que /(^) converge uniformément
vers a dans le secteur A'OB'; c'est la proposition que j'ai démontrée
dans le Mémoire cité,
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18. Admettons maintenant que, sur le rayon OL, aucune des valeurs
limites ne soit égale à zéro, ou à un, ou à l'infini. On peut toujours
supposer que Fon est dans ce dernier cas en remplaçant, au besoin,
f(x) par -T-—- ou par ——j-—-, alors, les fonctionsfnÇ^} sont bornéesf ( ^ ) i — j ( ^ )
en x^ et par conséquent dans D; donc, la fonction /(^) est bornée
dans le secteur A'OB'.

Les fonctions fn^) forment une famille également continue; étant
donné £, on peut trouver un nombre §, tel que, pour deux points x
et x1 de D dont la distance ne dépasse pas S, le module de la diffé-
rence/^^) — fnÇ^} ne dépasse pas £ quel que soit n. Voici quelques
conséquences de cette propriété :

i° Les valeurs limites de f(^x} lorsque x tend vers zéro en restant inté-
rieur au secteur A'OB' sont les mêmes que les valeurs limites de fn(Xo)^
lorsque, XQ étant un point fixe de D, n croît indéfiniment.

Soient a'^ .r^? • - •?^ • • une suite infinie de points de A'OB'tels
que l im^=o et que lim/(^) =a etsoientC.^)0,^)0, ...,(^)°, ...
les points correspondants de D[(^)° = 2"^], ces derniers points ont
dans D au moins un point limite œ^, soit

W, W\ -., (^)°. --

une suite formée avec des (^)° qui a pour limite unique x^. On a

limA[(^)°]=a.
n == <»

Prenons n assez grand pour que

l/.[(•nJO]-^l<^
et pour que

1^-~(^)°1<^1^-~(^)°1<^

ly^j0]-/^)!^
| / , , (^o)—a|<2£,

lim/^o) ==^

on aura alors

d'où

donc
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Réciproquement, si a est une limite des valeurs ./(<^o)» a esfc ^a

limite pour n i n f i n i des valeurs /( ̂ ) ' En d'autres termes, les valeurs

limites de/(£r) sont les mêmes que les valeurs limites des su i t e s / l ^ )
\2 /

où oc est un point fixe quelconque de D. On démontrerait de même que
l'ensemble des valeurs limites de/Çx) sur OL coïncide avec l'ensemble
des limites de fuÇ^o) surPQ.

2° Sou û^ le domaine d'indétermination formé par les valeurs limites
de fÇx) sur OL, ce domaine varie d'une manière continue avec la demi-
droite 01u.

Précisons le sens de cet énoncé : donnons-nous un nombre £ positif
et arbitrairement petit, je dis que l'on peut trouver un nombre ç tel
que si OI/ est une demi-droite faisant avec OL un angle inférieur à ç,
à chaque valeur du domaine i\ correspond au moins une valeur du
domaine (î^ telle que le module de leur différence ne dépasse pas £.
On peut encore dire : traçons, dans le plan des X =f(x\ un cercle de
rayon e autour de chaque po in t de û^ pris comme centre et soit û[
l'ensemble formé par les points intérieurs à l ' un au moins de ces
cercles ; l'ensemble û[ contient l'ensemble i\,.

Portons sur le cercle Co, de part et d'autre du point P où cet arc
rencontre OL, des arcs PP, et Pï\ dont la corde est égale au nombre à

introduit plus haut : je dis que l'on peut prendre POP^=POP2== ç.
Soit, en effet, ^ un point du rayon OL' contenu dans D et dans

l'angle F ^ O P a ; il suffit d'étudier l'ensemble des valeurs limites des
nombres fn^o), ensemble qui coïncide avec û^.

Appelons ̂  le point de OL qui a le même module que x'^ on a

l^o-^oKï'Pi^?
donc

LAOo) —// t (^o) l<s.

Par conséquent, à chaque valeur limite des fn(^o) correspond une
valeur l imite des/,,(,x?o) qui en diffère, en module, de moins de e.

Traçons une courbe S passant en 0 et contenue tout entière dans
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l'angle P ^ O P ^ et soit us l'ensemble des valeurs limites de fÇoc)
lorsque x tend vers zéro en restant sur S : ûg ^st contenu dans û[. En
effet, les valeurs limites de fÇ^) dans l'intérieur de P i O P a sont les
mêmes que les valeurs limites de fn(^o) pour un point x^ de D situé
dans P ^ O P s et ces valeurs limites font toutes partie de l'en-
semble û[.

Supposons en particulier que la courbe S soit tangente en 0 à OL,
alors ûy appartient à û^ quel que soit £ : donc ûg coïncide avec û^; en
d'autres termes, pour deux courbes tangentes en 0, l'ensemble des
valeurs limites est le même. C'est un théorème dû à M. Lindelôf.

3° Soient r^ 7^5 ..., r,̂ , ...5 les modules, rangés par ordre de grandeur
non croissante, des racines de l'équation fÇœ)= a y contenues dans le
secteur A! OB' : la série

/•i4- 7*2-4-.. .-+-/'„+...

est convergente à moins que^ sur tout rayon OL, a ne soit une des valeurs
limites de fÇoc) ( {).

En effet, les racines de l'équation /(^) == a contenues dans le sec'
teur annulaire D^ limité par OA", OB' et les cercles C^, C,̂  corres-
pondent aux racines de fn{^) == a contenues dans D. Or, le nombre
de ces racines, chacune d'elles étant comptée autant de fois qu'il y a
d'unités dans son ordre de multiplicité, est inférieur à un entier fixejL»
indépendant de n, comme on l'a vu au n° 5, car aucune des fonctions
limites n'est égale à la constante a par hypothèse: donc la somme des
modules des racines àe f(x) == a contenues dansD^ ne dépasse pas p^\
Soit 772 un entier quelconque et q le quotient entier par excès de m
par p ; .on ^pq^> m et, si l'on désigne par S^ la somme des m premiers

( 1 ) On suppose que, si plusieurs racines ont, le moine module, ce nombre figure dans la
série autant de fois qu'il y a de racines ayant ce modale. De même, si une racine est
multiple, elle doit être considérée comme équivalente à plusieurs racines de même
module.

Ana. Éc. Nurm., ( 3 ) , X X X I I I . — SEPTKMURK 1916. 34
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termes de la série des modules, on a

S,. < S py < P + f +. • . 4- ̂  < ^ P •

La série est donc convergente.

CHAPITRE III.
LES FAMILLES NORMALES DE POLYNOMES D'ORDRE FINI.

19. Considérons la famille des polynômes P (a?) possédant les pro-
priétés suivantes :

i° On a
P(o)=r ,

2° Si o^, a^, ..., a^ sont les racines du polynôme P et p i , p^ , ..., p^
leurs modules, la somme -r- +- ̂  +...4"^-reste inférieure à un nombre

' P2 PS P/l

fixe S :
±^+...+-^<S.
PI pâ P/t

Je dis que les polynômes P forment une famille normale et bornée.
On si, en effet, p(,)^f^^v^^y..fx-^),

v . / \ OéJ \ ^) \ ^n)

et si \x\ = r, comme
i-^,<^

1 a^ 1

|P(^)|<^^'+"^'+"'+P;^<^S/\

Là faiTOille des polynômes P(<r) est normale et bornée dans tout
domâitie flïii : de toute suite infîrrie de ces fonctions P on peut extraire
une suite nôuvetîe P^ P^, •••, Vn, • • • (on peut toujours supposer P^ de
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degré ^) convergeant dans un cercle C donné vers une fonction
limite/(a?); d^ailleurs, puisque les polynômes sont bornés dans tout
domaine fini, il résulte d'un théorème classique de Slieltjès, que la
série converge uniformément dans toute région finie du plan : /(^)
est une fonction entière.

Je dis que cette fonction entière est de la forme e'^\G(x), où A est
une constante et G(^) un produit canonique de genre nul.

Soient en effet a,, a^ ..., a^ ... les racines de/(.r) et r^r^ ...,
r^ ... leurs modules. Prenons un nombre fixe p de ces racines et
traçons un cercle G contenant ces p racines et celles-là seulement; la
suite P^(a?) converge uniformément dans C; il en résulte que, si n est
assez grand, chaque polynôme P^(^) a une racine et une seule dans le
voisinage des a,, a^, ..., ̂ ; donc la somme

i î

est la l imite par n infini, de

i i î
'""TïïT + ""ÏTTf +•••"+" ( n ) 9

Pi Pa Pp

en désignant par pf, pf, ..., p^ les modules de§ racines a^, a^, ...,
a^' du polynôme P/,(^); on en déduit que

±+...^-1<S,
r\ ^

quel que soit/?: donc la série ^- est convergente.

Soit
/ x\ / x\ f x\^^C-^C-^-l1-^)-

le produit canonique correspondant, formons

H/ x \ a-
y(„r)=es"•r6(a-)= [l~^)ef'^
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SQ désignant la somme de la série convergente -[-» et soita1t

^iiO-^)^'^^'^^)?^0) ==, n\^^

^'=1
où

aW - _L ̂  __ ̂  , ^L0 ""' ̂ ) ' a^ '^• l•~ t~ ̂ )

Je me propose de démontrer que ç^(^) converge uniformément
vers ©(^?) dans toute région finie du plan. Supposons que x reste à
l'intérieur d'un cercle de rayon r : on peut choisir i assez grand pour
que l'on ait r^ r'^> ar; il suffit de prendre i supérieur au nombre n^
des racines de ( p ( x ) de module non supérieur à r' et de supposer n
assez grand pour que Pn(a?) ait une racine et une seule dans le voisi-
nage de chacun des zéros/a^ a^ ..., a,,^.

On sait que si | u \ <^ i, on a
\ " \ î

[ ( i — u)e^l•\<el'-\ll^

et, si j ^ l <^-? il en résulte2
1 ( ï — u) e"| < e2!"!';

donc, puisque -^ << ^ si z"> n^y

x^ , ^(»)•̂ <.(pw)2

pour n assez grand et

n
i==n,

1 _ - ̂ ^w

. ^
<<?

2/ '2 kr^^/pt.^ ^^(.(^ )ï^•"4"7p2^1 ^s
» L '^o M-do-n^ ^r/l'o^.s/' \rn / J <-'/> /

<^ /"

On peut prendre r' assez grand pour que le second membre soit
aussi voisin de i que Ponveuty égal par exemple à i+ Q'£, (— K^ô'^i).

On aura de même

n X \ —i — — e111
. aU

.T 2r"S

<e :I4- ^£ ( _ _ ï < ^ < ; ( ) :
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or,
i'-=.rtQ iss,n. z==:/îo^(^)==n n ^n ^^l+e'£>>
î==l i=:nQ-}-î i=i

et
t^=:riQ isi w i==:nu

y(,^)=]J U ==]J (^)(i+0''s).
f=:l Z==7lo+-l Z==l

Or, dans les derniers membres, II^(^) a pour limite II(.r) puisque
les a^ont respectivement pour limites les ^-; on a donc, pour n assez
grand,

n^^n^^0'"^—^^-^'
f = l Z = = l

donc
. , ( i4 -^£ ) (J4-^£)

<?,(^)=9(^)^————^-^————^

et ^(a?) a pour limite y(^). D'ailleurs o-^ a une limite c-o puisque
1 /r(^5 î -̂' C» /' 1 ̂| o-o | <^ o ^ ;.

Donc
f(œ) == lim 1\(^) = liffî ^-crwaî 9,, (^) = e-v lim 9,, (^)

72 == CO » == 00

^ e^-cr,)^ ̂ (^ )^ ^x G(^).

On déduit aisément de ce qui précède que les polynômes P(o?) qui
satisfont seulement àla seconde condition forment une famille nor-
male. On peut d'ailleurs remplacer ces polynômes par des fonctions
entières de la forme e^'^.GÇx} satisfaisant à la condition que la somme
de la série-1- soit inférieure à un nombre fixe S./*/»

21. Considérons à présent la famille des polynômes P(^) possédant
les deux propriétés suivantes :

(i) En effet, si Fon avait deux limites différentes a et ?, on en déduirait, puisque
9^)=^"'"P.(^ , , „ô0'̂ ^ eP^ (a = p),

car la limite de ?nW n'est pas identiquement zéro.
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l0 P ( 0 ) = I ;

2° On a, quel que soit le polynôme P(^), l'inégalité

- ^ - ^ . — ^ . . . - { - ^ S
PÏ PÈ' PS

dans laquelle p et S sont des cqnstantps. Içiy les polynômes P(^) ne
formeront pas une famille normîile et bornée, nous allons voir qu'il est
nécessaire poux: qu'il fi0 soit ainsi d'introduit une troisièrne condi-
tion. Sor^j? le plus grand pnt|er inférieur a p

^<p^4-l.
Formons les fonctio-ns

i == n .̂ "^1 -£l. ^
^\ a^aa^-^^a/'y(^)==^^)P(^)=:I"J^ï— ̂ e^

„ , , VI I ,2?' ̂  J X1' ^'\ l1 ,2?2 ̂  1 ^p

l^J '^T^^' 4~••1•'+" "^"^jafQ(^)==a?> — + — > , — 4-...+ — 7,—;'^ v / Â»à a, a A^ a;- » AJ af

On a, lorsque [ t z [ < < i , l'iriégalite

^-^e^^^r <^<

pour une valeur convenable de k et quel que soit u (1). Par
conséquent/ :

et

^/<^^s>^

I f^^V-1 ' ' '1^1 \ ^J
ï'=/î

n(.
^'s=l

j .x- ,vp
/ \ , . .4- -4- ————

.z- ,r2 .r/'
^^a:^?^-1--^^

a^
</"fr

<ff

..'•?
?î

1

'p?

donc
ly(^)|<^<

H étant une constante fixey quelle que soit la fonction y.
Soyons maintenant dans quelles conditions les ppÏynonries P(.r)

(1) Foir par exemple E. BOREL, Leçons sur ̂  fqnctiçiîs rné^omorphes^ p. 5i.



SUR LES FAMILLES NORMALES DR FONCTIONS ANALYTIQUES. 27!

formeront une famille normale et bornée. On a

P(^)=:y(^)e~QW,

les fonctions ç (x) formant une famille normale^ il faut et il suffit que
les polynômes Q (<r)qui sont tous de degré p , forment une famille nor-
male et bornée; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffît que leurs
coefficients soient bornés; or ces coefficients sont, à des facteurs
numériques près, les sommes des puissances i, 2, .. . ,/? des inverses
des racines des équations

Ï -+• G\X 4-Cg .a?2 + . . .-h C/;^"==P(^) •==. 0.

Ce sont des polynômes en c^ c^ ..., Cy : ils seront bornés si ces
nombres sont bornés. On doit donc supposer que ces/? premiers coef-
ficients soient bornés ou encore que les polynômes P(^) soient bornés
clans un.cercle aussi petit que l'on veut de centre d'origine. Donc :

Si une famille de polynômes P (a?) possède les propriétés suivantes :

i ° P ( o ) = i ;

i^r^r-^5'
3° Les valeurs de P'(o), P^o), ..., P^(ô) soni bornées (^<p5jo+i).

Cette famille est normale et bornée dans toute région finie du plan.
Nous dirons que c'est une famille normale de polynômes d'ordre p.

22. De toute suite infinie de polynômes P (a?), on peut extraire une
suite nouvelle

P,(^), P,(^), . . . , P.(^), ,.. (1)

convergeant uniformément vers une fonction limite f(^) ^ je dis
c / u e f Ç x ) est une fonction entière de genre? au plus.

11 va nous suffire de reprendre la démonstration donnée pour p = i.

(1) On peut toujours supposer que les nombres n sont des entiers croissants et que ̂ n{x)
est exactement de degré n\ il suffit d'éliminer certains polynômes de la suite qui ne
comprend évidemment qu'un nombre fini de polynômes dont le degré est inférieur à un
entier fixe, sinon la limite serait un polynôme.
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Supposons d'abord p <p -+- i , La fonction /(^) a un certain nombre
de zéros

Cl^, ('72, . . . , €î^y . . . ,

qui sont aussi les zéros de la fonction limite de la suite

?i(^)? ?z(^), ' • ' , y/»(^). - • • •

Les racines de/(^) sont telles que la série V -^Les racines de/(^) sont telles que la série V -^ soit convergente;

la démonstration est la même que dans le cas de p == i.
Or

cp^)=P^)^W;

les Q/z ont pour limite un polynôme Q(^) de degré/», et

f(œ)=lîm<fn^)e^.

Il suffît donc de démontrer que lim<p^(^) est une fonction entière de
genre p. C'est évidemment une fonction entière, puisque lesy^ con-
vergent uniformément dans toute région finie du plan.-

Posons
ts=:w . .•»• '.T^ .r̂
TnrY x\ ^•^a"^4"'"'1"^

c p ^ = : | | ï — — ] e t / / r ',
IJL \ a i )
1=1

,(.)=.^(I-ï
z=l

Je vais démontrer que
lim (p/ , (^)=9( .y) .

n =r oo

Prenons un cercle C de centro origine et de rayon r\ dans le cercle
concentrique de, rayon r ' ^ i r , la fonction ç (.r) a un nombre de
zéros égal à n^y il en est par conséquent de même des fonctions y^(a')
pour n assez grand.

Donc
• • ! r^r':^/- et ^lri > /t/ > 2r

si
i>n^

Or, si 1^1 <' -^
1 » ^0 .

//î ?</'
( i _ u ) e 1 + s 4" • •+ 7 ^ ^21 « i/' ̂  ̂
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et par suite

n( ^ \ a'."1 ^a^)2 ' " n/a'."1)/'î - ^ ) e • ' " ' - ' <e-"•të.—^

,.'/'+l-Mo? " p?/ V "04.1 r,i ,<e

donc
ss/^-»-1

n ï -- x } ea;") ^W^ " ^(a;")^ < e ' " " 1 "

et

n x \ ^i în] ^/'-1

ï — — \e l ' i
^ 1

<er ^ + 1 - - Ç

On peut prendre r assez grand pour que le second membre de
chaque inégalité diffère de ï de moins de £, £ étant choisi à l'avance;
on aura alors

^{x) = n,(^) (ï + 6 ' £) (- ï < Q ' < 4- ï ) ,

9(^)= n ( ^ ) ( i + ^ £ ) (-Kô^+x),
en posant

n (r^-Tjd J^L}^ ^y ' " Î^T7'n^^)-J[j_^ - ̂ €

.v a^ .r̂^^^>)=^(I~s.X \ tii 2^2

1 — — \€a/y

Or les nombres c^\ ..., a^ ont pour limites a^a^ ..., a^; on
peut donc prendre n assez grand pour que

n , (^ )=n(^ ) (T+^Ê) (-KÔ^-H);
on aura alors

, , , , (i-l-6^)(i -h ̂ s)°-^)=0^)-—rr^i—
pour /A assez grand. La proposition est établie.

Dans le cas de p = = ^ 4 - i , on raisonnera exactement comme
Ann. Éc, Norm^ (3), XKXlïl. — SEPTEMBRE 1916. 35
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pour p == i ; on prendra

ow^jjfî^^e^^^^^^r-S-JL \ a,}
z = = l

et

^(^)=^^fI-^)^+i^+'''+^^^
-•"--"•Y a/ /
/=-!

et l'on démontrera de la même manière que ç/, {x) a pour limite y (^).
Par conséquent la suite des polynômes P(.T) aura pour limite

/(^)=(p(^)e-^),

si les polynômes Qn(^) ont une limite Q(.r); or, lès polynômes Qn(cc)
sont icidedegrép+i, mais le coefficient de x^ qui est

— r——_ 1 ~\
P-+.I [(a^^)^1 '+•'••+' (a^y^J

est borné par hypothèse, donc les coefficients de ces polynômes sont
tous bornés (^) . Remarquons maintenant que ç(^') peut s'écrire

dL *v°_
f) -L. 1 jU l> -+ 1 •

^(a;)^^ ;=1".' G(^),

où G (a?) est le produit canonique de genre p

^^Ili'-y^'"^.
produit qui est convergent, car la série ^ ̂ - l'est; le coefficient
de XP^ dans l'exponentielle est la somme S'de la série convergente

1 I y; L .
p-^-î Z^a^'p+î ^a^1

/==î

( 1 ) On diriioqtrë ^^îïi'rïie É la page' ^69, en note, que la limite Q(^) êat unique.
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Donc
/O) == e5'^4'1-^ G(*r) == e^3 G (.aQ,

Q^ désignant un polynôme de degré p -h l . La fonction /'(^) est de
genre p -+• i et son produit canonique de genre p. On peut dire
aussi que/'(^) est égale au produit par e^'^1 d'une fonction entière
de genre/?.

Donc : la fonction limite d9 une suite convergente de polynômes d'ordre p
est une fonction entière dont le genre est E (p), plus grandentiercontenu
dans p; si p est un entier, le produit canonique qui entre dans la fonction
entière est de genre p — i (1).

23. Nous avons vu que, dans une famille normale de polynômes P(;r)
d'ordre p, chaque polynôme P (m) vérifiait l'inégalité

\PW\<eîïr\

H étant une constante indépendante du polynôme.
Réciproquement considérons une famille de polynômes P(^) véri-

fiant les conditions suivantes :

1° P ( 0 ) = T ;

2° On a, pour | oc^r,

Je dis que les sommes
[P^)^^.

i i i
W^ pr5 ' pr5

sont bornées pour une valeur quelconque fixe dee. Les polynômes PCa?)
étant bornés dans un cercle de rayon r, le nombre des racines con-
tenues dans ce cercle est borné pour tous ces polynômes : la limite
supérieure nous seï"a fournie par le théorème de M. Schou appliqué

( 1 ) Cette proposition a été démontrée par M- Lindwarfc dans sa Thèsç : Ueber eine
Méthode von Laguerre zur JSestimmun^ des Geschlechts einer ganzea Funktion (Inctug.
Dissertation, Gôttingen, 1914) par une mélliode différente reposant sur une idée de Laguerre.
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aux polynômes. Soit

- , / ^ \ / ^\ / .Z-V .2- \ / ^ \
P(^) = = l — — — — I — — —— ... i — . — — I — — ———— .. . 1 1— — — j - .

\ ^ i j \ ^2/ \ ^/J \ ^À-4-l/ \ a^/

Désignons par a^ a^, ..., a^. les racines contenues dans le cercle de
rayon r, et soit

Q(^)=(ai--;r)(a2—.r) . . . (a/,—^).

p^ est une fonction régulière dans le cercle de rayon 3 r et sa valeur.
Qw
poura?=o est inférieure en module à la valeur maximum de son
module sur le cercle de rayon 3 r. On a sur ce cercle

donc

et comme

il vient

d'où

0(^)1^^^, [P^)!^"^;

P(ô) l T .^II3?/•?

- o k r/cQ(o ) | "~ pips-.p/^s^r

PiPa- . •P/^ ̂

^k< />H3?/-?£1 ,— 0 <

H 3P
Â-5——rP<ÀrP.
- log2

Soit alors a, une racine du polynôme P(^*), les modules p^ pa, ps..,
des racines étant rangés par ordre de grandeur non décroissante et
chaque racine répétée autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre
de multiplicité ; si l'on prend r == p,, on aura

^
donc

^pe, 1^ _<^,- t ^ pr\^ pF v/
p^e^"

—- -4--JL/-L- -+- —!--< /^T'y II <S(£) .p^+ p^ +•--1- ̂ < 2. ̂ ^=^ '-



SUH LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS ANALYTIQUES. 27.7
<?==/!

car la somme V"—i est inférieure à la somme S (s) de la série
i = i l ^P

-̂K-̂  1
convergente ^~—i- £^ polynômes sont donc d'ordre p4-£ quelque

i^ii +0

petit que soit £ : nous dirons encore que ce sont des polynômes d'ordre p.

Remarque I . — On peut supposer que l'inégalité vérifiée parP(;r)
n^aitlieu que pour des valeurs de r supérieures à T\). Dans le cercle
de rayon r^ les polynômes sont bornés, donc le nombre de leurs
racines ne dépasse pas un nombre fixe HQ; d^autre part ces polynômes
prenant la valeur i à l'origine et formant une famille normale, le
module de toutes les racines reste supérieur à un nombre fixe po. On
a donc pour tout polynôme de degré n

i i ,- /îo / .
_____ 1 i_ ____ "'.. __ _ • —— C 1 ? 1p^ ^p^'pr ( )

(si n^n.^; si n <^ riy, la somme est étendue à n).
D'autre part, on voit comme précédemment que

——T+- . -+——S<^) (">".)-
r/îQ-H Tu

donc
^+^+-.^p^<^^+^(^<S(£).

RemarqueII. — On peut remplacer l'inégalité initiale par la suivante :
quel que soit e, on a, pour r supérieur à un nombre ro(£), le même
pour tous les polynômes,

IP^))^^6.

Il suffit, dans la démonstration précédente, de remplacer p par p + -

et £ par - pour arriver à des conclusions identiques ; nous dirons! encore
que les polynômes sont d'ordre p.

24. Pour appliquer les résultats précédents aux fonctions entières
de genre fini, je démontrerai le théorème suivant :
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Po r̂ qu une fonction entière soit d'ordre apparent p, il faut et il suffit
quelle soûla limite dhtne suite infinie de polynômes d'ordre a.

La condition est suffisante, car si l'on a pour tous les polynômes de
la suite

jP(.z')|<^6 pour / -> ro (£ ) ,

comme la convergence est uniforme dans un cercle fixe quelconque de
rayon r^r^, on a

)/ x}\<e^ pour r>r,(s).

Inversement, supposons que

\fW\<er^f pour r>R(Ê^.
Soit

f(x} ==1 -i-ci^+._-+-c^^"+. ...

On sait que si M(r) est le maximum du module d'une fonction
entière sur la cercle de rayon r et OÏL (/•) le maximum dans le même
cercle de la fonction

î -h [ Ci 1 x -4- j c^ I .r2 -+-. . . 4- | Cn \ x'^ •4-. . .,
o n a ( 1 )

J lL ( r )< ( r -n )M( r+ i ) ,
si M^r):;:^"^, on aura

DlL(r) <(/•-+-1)^'-^^^ e^6

pour r assez grand >^o (£)- Posons

P/î (^) == x + Ci^. •+-. . . 4- C,,̂  ;

la suite P,,(^) converge vers f{x) dans tout domaine fini et l'on a,
dans le cercle de rayon r>^ (e),

|P^(^)l<lI^|cJ^4~...^l^|^|<^ i-^

Les polynômes P^(^) forment une famille normale d'ordre p.

25. On déduit aisément de là un théorème fondamental de

0) Voir par exemple K. fcï&fê^ Leçons sarles fonctiQîiS entières, p. 64,
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M. Hadamard, relatif aux fonction s entières de genre fini (^.Supposons
que l'on ait, pour une fonction entière f{^\ l'inégalité

\fW\<e^ pour r > r o ( £ ) .

Cette fonction est alors la limite d'une suite normale de polynômes
d'ordre p : il en résulte que c'est une fonction entière de genre E(p).
D'ailleurs l'ordre réel de la suite des zéros de f(x) est aussi p,
puisque la série

^.p-+-£ • * • • ' ^.p+g

est convergente quelque petit; que soit e. Remarquons en outre que
l'on peut prendre comme polynômes d'approximation les polynômes
sections de la série entière :

P^(.r) ==:!+ Ci ̂ 4-. • .4- Cn^11.

26* II serait aisé de déduire des considérations précédentes des
inégalités relatives aux coefficients c^ de la sériey(;y).

Inversement, ces inégalités étant supposées satisfaites, on en déduirait
l'ordre apparent de/'(^) et par suite son genre. La démonstration de
ce dernier résultat qui est aussi due à M. Hadamard a été donnée
directement par M. Lindwart en introduisant des potynônrieft d'ap-
proximation de genre donné; on voit comment il est possible d'édifier
une théorie des fonctions entières de genre fini , reposant sur l'emploi
des suites de polynômes d'ordre donné.

Je n'insiste pas sur les applications des propriètéâ de ces suites de
polynômes à la démonstration des théorèmes de Lagueifte sur lesfonc-f •
tiens entières limites de suites de jpolynoiïies dont leâ Ncines sont
réelles (2) et surleurs généralisations (3).

(1 ) J. HADAMARD, Étude sur les propriétés des fonctions entières et en particulier
d'une fonction considérée par Riemann {tournai de Mathématiques^ 4e série, t. tX,
i&oâ, p. i7î~2i5). _ , ^ ^ ^ ^ ; ^ ^ _ , ; , _ „ ! ! '

(â) OEu^resde Laguerre, t. I, 1898, p. 174-1? 7- Pans; Çrauihier-Yilîars.
(3) Toir Gr. POLYÀ., Ueber Ânnaherang durch Polynôme mit taûter reellon tf^urzein-

{Circolo mat. di Palermo, t. XXXVI, i9i3, p. 279); Ueber Ânnâherung durch Polynôme
deren sàmtlichen J'Vurz&lit in einom Win^eirnum fallen {î^achrichteîi von der Kgî. Ge-
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Je me bornerai à donner comme exemple une application aux
polynômes sections d'une série entière.

Soit
E\ (^ )==i -}-Ci^+.. . - ^ r C n X " ,

le polynôme formé par les n 4- i premiers termes de la série

! 4- C^X +• C2^2+ . . . + C ^ X 1 1 -4- . . . .

Les polynômes ïn(oc) possèdent les propriétés i °e t 3° des familles
normales d'ordre donné, puisque les premiers coefficients sont inva-
riables; si donc, on a en outre la propriété 2°

•^^,.+^<S,
i l ' à * / <

on peut affirmer qu'ils forment une famille normale d'ordre p. Je
dis que, dans ces conditions/la série converge dans tout le plan.

Il suffit de montrer pour cela que, de toute suite infinie de poly-
nômes în(x), on peut extraire une suite nouvelle convergeant dans
chaque domaine fini toujours vers la même fonction /(^). Prenons
un cercle G de centre origine, la série extraite converge vers une fonc-
tion/(^), et ses dérivées pour x == o, convergent vers celles de/(.r)
au même point; ce sont précisément les nombres c^ 2!^, 3!c;p ...,
nic^ II en résulte que la fonction entière f(x) a pour développement

I +Ci^ 4-02^4-.. .-^Cn^11-}-.. ..

Donc la série converge dans tout le plan.
Supposons par exemple que les polynômes P^(^) aient toutes leurs

racines réelles et positives, on a alors

i i i
— + — -h . . . 4- — ^=— Ci ;
Pï Pâ Rn

seischaft der Wisserîschaften m Gôtdngen, 1913, p. 326.- E. LINDWART et ô. POLYÀ,
Ueber eineii Zasammenhang zmsc/ien der Konvergem von Polfnomfol<>'en und der
rerteilwig- ihrer1^urzeln\Circolo mat.,\. XXXVÏI, 1914, p. 297). Fuir aussi le Mémoire
déjà cilé de M. Uûdwart et une Note de M. Jcmtzscb : Sur V extension d'un théorème de
Lûguerre ( Comptes re/tâi^s de l'Académie des Sciences, t. CLVIII, 1914, p. 780 ).
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donc la série représente une fonction entière de la forme e^Q(.x),
où G(x) est un produit canonique d'ordre zéro.

Supposons encore que les polynômes P«(<r) aient leurs racines
réelles et de signes quelconques, on a

î r î
—7 -+- -T -+• . . . 4- —— = C2 ~ 2 C.>.

, Pî P. P;. 1

Donc, la série représente une fonction entière égale au produit
par e^ d'une fonction entière de genre î.

Ces deux derniers théorèmes, dus à M. Petrovitch(1), se démontrent
ainsi d'une façon très simple. Mais ce mode de démonstration conduit
à une généralisation immédiate. Il suffit de supposer qu'une infinité de
polynômes sections P^(^) de degrés indéfiniment croissants possèdent les
propriétés énoncées pour que les résultats subsistent.

CHAPITRE IV.

LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS MÉROMORPHES ET LEURS APPLICATIONS.

27. Considérons une suite infinie de fonctions

0) /i(^), .A(^), .— /v(^), • . . ,

méromorphes dans un domaine simplement connexe D; nous dirons
que cette suite converge en un point x^ de D, si les nombres /^(^o)
ont une limite finie ou infinie lorsque v croît indéfiniment.

Supposons que la suite converge en tout point de D et soit /(.z?) la
fonction limite.

C 1 ) Sur une classe de série,'': entières ( Comptes rendus de V Acadétïïîe des Sciences^
t. CXLIII, 1906, p. 9,08); Sur certaines transcendantes entières (Bulletin de la Société
mathématique de France, t. XXXIV, 1906, p. i65); Une classe remarquable de séries
entières (Àtti del 1^ Congresso dei Matematici, Borne, 1908, t. Il, p. 36); Théorème sur
les séries de 7aylor {Comptes rendus de V Académie des Sciences, t. XLVI, 1908, p. 27^).

Ànn. Éc. Norm^ (3), XXXIiï. — SEPTEMBRE 1916. 36
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La convergence sera uniforme au pointa intérieur à D, si l'on peut

tracer un cercle C de centre ^o contenu tout entier dans D tel que,
sr/*(^o) est fini, la suite /v(^) soit formée de fonctions holomorphes
dans C et convergeant uniformément vers f{^) dans ce cercle et
si /(a?o) est infinie, la suite —— soit formée de fonctions holomorphes

J^^)
dans C et convergeant uniformément vers —— dans ce cercle.0 /(^)

En d'autres termes, étant donné le nombre positifs, il lui correspond
un nombre entier^ tel que pour v l>jo, on ait, dans le cercle C,

\fW-M^ <^
siy(^o) est finie et

i ï
T^^AT^'^

si y(^o) ^t infinie. Il résulte de cette définition que dans le cercle C
la fonction /(a?) ou la fonction —— estholomorphe; /(.'r) est donc
méromorphe dans C. Cette fonctjcin peut d'ailleurs être une constante
finie ou infinie.

Nous dirons que la suite ( ï ) converge uniformément dans un
domaine D^ intérieur à D< si la convergence est uniforme en tout point
du domaine fermé D^ . A chaque point x^ de D^ correspond un cercle C;
il résulte du théorènip 4p |iorel-^ebesgne que l'on pep^ i^ponvrir
entièrement D< à l'aide d'un nombre fini de cercles C; dans chacun de
ces cercles la fonction/^) est méromorphe, elle est donc méromorphe
dans p< . Nous n'excluons pas le cas où la fonction /(^) est une cons-
tante finie ou infinie.

Nous dirons enfin que la suite (ï) converge uniformément dans le
domaine ouvert D, s j elle converge uniformément dar^s tout domaine D/,
fermé et intérieur à D, ou ce qui revient au même, si la coi-jvergence
est uniforme en tout point x^ intérieur à D ( f ) .

("l) MM, Carat-Nodory et Landau ont adopté un® autre définUioa dç la (îonvergencê
HE(il|rtï||, (ig| @iaj^a da fQncliQna ïDérq-morphes. L^s deux définitions se ramènent aisément
l^p^i p^tte.'jyoir ^Smtri^if.zw. Ko^r^nz wn f'uîïktw^n/Ql^en (Sitzwigsbwicktë
4ep\f..P^^^i^m•^(ï4m^ 604)].
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28. Soit maintenant une famille (F) composée, de fonctions /(^l)
méromorphes dans le domaine D : nous dirons que cette famille est
normale si, de toute suite infinie formée avec les fonctions de la
famille, on peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformément
dans le domaine ouvert D, vers une fonction limite- Cette fonction
limite est une fonction méromorphe qui peut, dans certains cas, être
une constante finie ou inf înie-

29. Voici des exemples de familles normales : les fonctions méro-
morphes dans D et telles que les valeurs de X == fÇ^) ne recouvrent jamais
une portion T du plan des X forment une famille normale. Soit en
effet a un point de la région exclue du plan des X, on a

| / ( ^ ) — ^ | > K ,

K étant une constante positive, quelle que soit la fonction considérée
et la valeur de x dans D ; les fonctions

(2) ^ ^(^=———1 • f^)-^

sont holomorphes dans D et leurs modules restent inférieurs à —
Donc, de toute suite infinie (S) de fonctions g(^), on peut extraire
une suite nouvelle

^(^ ^2(^)5 • - . 5 ^(-^ • • •

ayant une fonction limite finie ^'(^'). Considérons la suite (S) des
fonctions/^) correspondant à la suite (S) à l'aide de la relation (2)
et extrayon s de (S) la suite

fïW. /2(^)î • • • \ /v('2'). • • • .

dans laquelle
/,(^)==a+ ^v0)

Sig(x) n'est pas la constante o elle n'a, dans tout domaine intérieur
à D, qu'un nombre fi»i de zéros; pour toute valeur x^ distincte d'un
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zéro de g(^), ,A(^) converge uniformément vers

^=ff+^
pour chaque zéro de ̂ ^), 77—s converge uniformément vers zéro, car

1 ^_ ^(-r)
/v(^) ' i -+-a^(^)'

Enfin si g ( ^ ) est identiquement nulle,-/r":—r converge uniformément
/V ( x )

vers zéro dans 1) et la suite /v(.z1) a pour limite la constante infinie.
Dans tous les cas, la suite /^(^") converge uniformément vers une
fonction limite.

30. On peut substituer au continu superficiel F un continu linéaire
quelconque; en d'autres termes, les fonctions f\x) méromorphes dans
le domaine D dans lequel elles ne prennent aucune des valeurs d^un con-
tinu linéaire quelconque V forment une famille normale.

On peut reprendre 1s? démonstration précédente en substituant aux
fonctions méromorphes y(o?) les fonctions holomorphes

^^)'=T————^^ '-fW-a

a étant un point quelconque du continu F. Les fonctions gÇx) ne
prennent pas les valeurs d'un continu linéaire P lié au premier par la
transformation

1 1 v^-__.
""""' X — a

Nous savons que, dams ces conditions, les fonctions gÇa') forment
une famille normale : on en déduit, comme plus haut, qu'il en est
de mêmedes fonctions/(.r).

31: Les énoncés précédents ne sont que des cas particuliers de la
proposition suivante :

Les fonctions f(ûo) méromorphes dans le domaine D où elles ne
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prennent jamais les valeurs distinctes a, b, c forment une famille nor-
male.

Cela résulte, ici encore, de ce que les fonctions holomorphes

°' / fW-a

qui admettent deux valeurs exceptionnelles —— et —— formentr b — a c —a
une famille normale.

32. Les familles de rang Cm, n ^ p ) . — Nous allons maintenant nous
occuper d'une famille normale de fonctions méromorphes plus géné-
rale que les précédentes. Soient m, n, p trois entiers positifs vérifiant
l'inégalité

i i i
— 4- - + - <lm fi p

et les fonctions f{x) méromorphes dans le domaine D, telles que
toutes les racines de l'équation

/(^)=a,

intérieures à D, aient leurs degrés de multiplicité divisible parw; que
toutes les racines de l'équation

/(^)=^

intérieures à D, aient leurs degrés de multiplicité divisible par n ; que
toutes les racines de l'équation

/(^)=c,

intérieures à D, aient leurs degrés de multiplicité divisible parp.
Nous dirons que les racines de ces équations sont respectivement

régulières par rapport aux entiers m, n, p ; dans le cas contraire, les
racines seront dites irrégulières. En particulier les fonctions /(^) ne
prenant aucune clés valeurs a, b, ou c appartiennent à l a famille quels
que soient les entiers m, /i, p. Il en est de même des fonctions iden-
tiques à l'une des constantes a, b\ ou c. Si toutes les racines sont
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régulières dans le domaine D, nous dirons que la famille de fonctions
est de rang Cm, /z, p ).

Une telle famille est une famille normale ( ' ).

Substituons d'abord à la famille (F) des fonctions f(^), la famille (G)
des fonctions gÇo^)

^^^./(^)-^---«
^ f(x}^b' o — b

Je dis que les deux familles (F) et (G) sont normales en même temps.
Cela revient à démontrer que deux familles de fonctions méro-

morphes se déduisant l'une de l'autre par une transformation homo-
graphiquesont normales en même temps. Supposons donc que Fon.ait

^=^^ (.0-^0)(-,

II suffit de montrer que si une suite infinie

/,(^), f^x\ ..., /,(.r), ...,

par exemple, converge uniformément vers une fonction /oC^)? ^a suite
correspondante

é^)' À^(^). " " , éyv(^). .-

dans laquelle

.'.<^̂ !'
converge aussi uniformément* D^abord, si fo(^) est égale à la cons-
tante—-? les fonctions

7 ! , _i_^ y/y(^)-i-a ! , !

^•v(^) a/,(^)-t-(3

convergent uniformément vers z-éro; donc la suite ^v(^) converge

( 1 ) M. Landau et M. Carathéodory ont établi dans le Mémoire cité plus haut (p. 604)
une PTQ^SÎ^QIÎ équivalente à eeHe-cî reposaRt sur un pritïfêipe général relatif aux famiite$
noriltales 4e Ibnçtians analytiques (Voir Leçons sur les séries de pQlyiîome^^ p, ai),

(2) On a ici
, ^ • 1 1 - - ' . ^ •.^— IY ̂  —.(a — ^) (b — c) (r — a) yé o. - ! ^ - ; ' 1 ! ! !
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^

uniformément vers Pinfini. Si /«(.r) n^est pas identique à — ;-•>
Inéquation

(3) y^)=^

a un nombre fini de racines dans tout domaine intérieur à D. Soit <T()
un point de D distinct de ces racines, on peut tracer un cercle G de
centre ^o tout entier dans D et ne comprenant dans son intérieur
aucune de ces racines; dans ces conditions, la suite g\(^) converge
uniformément dans C, vers la fonction

0^(4')-^
60( ̂ "^(^-t-o

Soit maintenant .2*1 une racine de l'équation (3) ; on a nécessairement

/o(^i)^-l;

donc, dans un cercle de centre x^ les fonctions

t ^MM±i
é^i-y} ^f^}-^^

convergent uniformément vers la fonction
1 _ y/Q^y-^ s

^(^) ~~ pc^p(.y)^-g

et la fonction ^o(^) limite de }a suite ^(<^) dans le cercle admet un
pôle en ̂ .

Inversement, si la suite ^v(^) ^^T^rg6 P11^01'1116"16111 ̂ ans P » 1 ^ en

est fie rperpe de la spiite//(^).
Nous sommes donc ramenés à démontrer que la famille (6r) des

fonctions g(^) est une famille normaJe, Igs racines des équafions

g{x)=-o, g {x ) - ^ ï , ^(^)=:oo

intéi*ifê|jim 4 P? aya11^ IPUN fîegîi^ ̂  mpitiplieHp dmpjblus ^sgepti-
v^iTipiit1?^/^ %,j^< 1 1 ^ , . . .
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Prenons une suite infinie (S) de fonctions ^(^).
Il faut démontrer que, de cette suite, on peut extraire une suite

nouvelle convergeant uniformément dans D.
Soit donc

^(.T), .^(^), ..., ^(^),
la suite (S).

Considérons le plan de la variable complexe X et traçons dans ce
plan les coupures rectilignes (~ 03, o) et (+1, +00) le long de Paxe
des valeurs réelles. Considérons de même le plan d'une autre variable
complexe Z et le cercle T de centre 0 (Z == o) et de rayon unité ; traçons
le triangle curviligne OAB défini de la manière suivante : OA est une
portion de l'axe des quantités réelles, OB un axe faisant avec le
premier l'angle -^-? AB un arc de cercle orthogonal à r et faisant avec

7T , 77les segments AO et BO les angles -j et ^- De l'inégalité

•^ -+• -1- + ̂  < \,m /t p

résulte la possibilité de construire ce triangle. Prenons Pimage du
trianqle OAB successivement par rapport à chacun de ses côtés et
répétons la même construction pour les trois triangles obtenus ; con-
tinuons indéfiniment cette opération; on sait qu'on arrivera ainsi
à remplir complètement l'intérieur du cercle r qui sera pavé à l'aide
d'une infinité de triangles dont les côtés sont des arcs de cercle (ou
des droites) coupant r à angle droit.Deux de ces triangles sont dits
congruents entre eux et se correspondent point par point par une
transformation homographique effectuée sur la variable Z.

Adjoignons au triangle OAB, le triangle OAB'symétrique du premier
par rapport à OA, le quadrilatère OBAB' sera appelé quadrilatère fon-
damental.

Il existe une fonction de Schwarz

Z,=o)CX)

effectuant la représentation conforme du plan des X muni de ses cou-
pures sur le quadrilatère fondamental, de manière que le point 0
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corresponde à X == o, le point A à X === i et les points B et, B' à X==oo;
les segments OB et OB' correspondent aux deux bords supérieur et
inférieur de la coupure (—so, o) et les arcs AB et AK correspondent
aux deux bords supérieur et inférieur de la coupure (4- T , -r-co). Si le
point X se déplace dans son plan d'une manière continue, en traversant
les coupures, le point Z se déplace en passant d'un quadrilatère à un
quadrilatère congruent sans jamais sortir du cercle F; on a donc

| ^ ( X ) | ^ x .

Les sommets d'un quadrilatère fondamental et leurs homologues
dans les quadrilatères congruents sont les seuls points de T corres-
pondant aux valeurs 0,1, co de X. Ce sont des points critiques de co(X);
le point 0 et ses homologues sont des points de ramification d'ordre m;
le point A et ses homologues, des points de ramification d'ordre 72.; le
point B et ses homologues, des points de ramification d'ordre p . '

La fonction inverse de ÛL>(X)

X = p ( Z )

est uniforme et méromorphe dans le cercler et admet la circonférence
de F comme coupure.. Elle prend la même valeur en deux points homo-
logues de deux quadrilatères congruents (1).

Choisissons une valeur oc^ fixe dans l'intérieur de D et posons

9(j?)=:c,.)[^(>)]

en prenant pour 9(^0) ^ valeur située dans le quadrilatère fonda-
mental (2).

La fonction ç(<r) est uniforme dans le domaine D ; en effet g{oc} est
uniforme dans D et co(X) est uniforme en X pour toutes les valeurs de
X distinctes de o, i, ce .Lorsque g"(^*) prend l'une de ces valeurs,
zéro par exemple, on a, dans le voisinage de la valeur correspondante .r,

(1) Pour réfcude de la fonction ^(X) et, de son inverse, on pourra consulter le Traité
d'Analyse de M. E. Picard, t. III, p. 322 et suivantes.

(2) Si ^(a"o) ©s1 situé sur une des coupures du plan des X, on fera, par exemple, la
convention que ce point appartient au bord supérieur de la coupure.

Ann. Éc. Norm., (3), XXXIIL — SEPTEMBRE 1916. B'J
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de ,2',
X==^(^)==(^—^) / ' / / ^^o;o+aî(^—.r l)4-. . . ] (^o^o)-

h étant un entier et d'autre part
i

,,( X)-r.)(o)=rX^[So+ 6, X •+...];

on déduit de là que œ[g-(;r)] est uniforme autour de x^ Un raisonne-
ment semblable s'appliquerait aux points pour lesquels ^(a?)est égale
à l'unité ou à l'infini.

On a d'ailleurs, quel que soitcZ? dans D,

| î?(:r)(<r.

Considérons alors la suite

epiO), (paO), ..., 9v(^), .. .,

dans laquelle
Çv(.r) •-=r.)[^(.r)].

Les fonctions cpv(^) sont bornées dans leur ensemble puisque
1 ïvC^) | <^ i. On peut donc, de cette suite, extraire une suite nouvelle
que nous appellerons encore

yi (^ ) , 9.(^), . . . , Ov(^) , . . .

convergeant uniformément dans l 'intérieur de D vers une fonction
limite y (<r). On a |y(^)l<; i pour tout points intérieur à D, car|ç(^)[
ne peut être maximum dans l'intérieur de D et ne dépasse jamais
l'unité. Soit x^ un point quelconque intérieur, à D,

Supposons d'abord que Z< == y(^) soit distinct d^un sommet d'un
quadrilatère.

Soit S la plus courte distance du point Zi aux sommets des quadri-
latères qui couvrent F. Traçons, dans le plan des x, un cercle C de
centre x\ et de rayon assez petit pour que

, ^ ! ! ] Ç ( ^ ) _ _ _ % J < LQ
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et prenons Vo assez grand pour que l'inégalité v >> '̂  entraîne

o(.r) —9v( . r ) [ < ^Q

pour tout point du cercle G. On en déduit

|9,(^)~Zi|<a,

quel que soit v ^> Vo ^t .r dans G. La fonction

^(.r)=:p[c?v(.r)]

est alors régulière dans G et ne prend dans ce cercle ni la valeur o ni
la valeur i puisque Çv(^) ̂  coïncide jamais avec un sommet de qua-
drilatère. Les ^(^) forment donc une famille normale. D^ailleurs
cette suite converge en chaque point de G, puisque la suite des <pv(^)
converge et p(Z) est une fonction continue de Z. Donc la convergence
est uniforme dans G (1) et la suite ̂ /(^) a pour limite

^)=P[(P(^)] n.
Nous avons supposé dans ce qui précède que Z< était différent d'un

sommet de quadrilatère; supposons maintenant, par exemple, que Zi
coïncide avec un sommet homologue de 0,

( 1 ) Voir Sur les familles de fonctions analytiques, etc.^ p. 531.
( à ) On peut d'aillôurs montrer directement la convergence uniforme des ^v(.r) : en

effet p (Z) est uniformément continue pour tout point du cercle [ Z — Z i | < 8 , c'est-
à-dire que, étant donné s, on peut lui faire correspondre Y] tel que l'inégalité

entraîne

Prenons v assez grand pour que

| Z -" 7/1 •< T]

| P ( Z ) ~ - p ( ^ ) l < £ -

| 9(.r)-~9v(.r) | < r, ;

comme les valeurs Z == <p(^) et Z '^cpvC.r) sont à rintérieur du cercle | Z — Zi | < 8,
on aura

)p[^)]—p[yv(.x')]|<£,
c'est-à-dire

l^(.2')—^(.r)| <e
pour v assez grand.
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Désignons par S la plus courte distance du point Z, aux sommets
des quadrilatères qui sont homologues de A et de B<

On obtiendra, comme plus haut, un cercle C pour les points duquel

[9,(.r)-Z,|<ô,

si V ^ V Q . Les fonctions ^ (^) correspondantes seront régulières
dans C et ne prendront pas la valeur i dans ce cercle, mais elles pour-
ront prendre la valeur o. Introduisons les fonctions

M-^) ̂  VéTvC-'^

en choisissant pour chaque fonction Àv(.r) une valeur déterminée du
radical pour^. Ces fonctions sont régulières dans C puisque ^v(^)
est régulière et que l'ordre de multiplicité de ses zéros est divisible
par m. Ces fonctions admettant au moins deux valeurs exceptionnelles
dans C, l'unité et une racine m1^ imaginaire de l'unité (w est
nécessairement au moins égal à deux).

Les h^{x) forment une famille normale ; on en dédui t aussitôt qu'il
en est de même pour la suite g\('v) et que cette suite converge unifor-
mément dans C.

Si g Ç ^ i ) était égal à i, on remplacerait g{^} par i — g ( x ) e t
si ff(^i ) était infini, on remplacerait gÇx) par —;—- ( i )•

En résumé, la suite gv(^) converge uniformément autour de la
valeur x^ Or, cette valeur ̂  peut être prise arbitrairement à l'inté-
rieur de D.

Par conséquent, la suite g y ( ^ ) converge uniformément autour de
tout point intérieur à D : la convergence est uniforme dans D.

33. Considérons maintenant une famille de fonctionsy(^) méro-
morphes dans le domaine D et bornées en un point P(^o) intérieur à ce
domaine : Soit D' un domaine complètement intérieur à D et con-

(1) Kemarquons que le dernier mode de raisonnement que nous avons adopté pour le
cas où ^ ' («^i)===o convient aussi au cas où ^(<'^i) est différent de o, 1,00; il suffit de
prendre pour 8 la plus courte distance de Zi aux sommets des quadrilatères qui sont
homologues de A et de B.
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tenant P. Je dis que le nombre des pôles de chaque fonction contenus
dans D' est inférieur à un nombre fixe. S'il en était autrement, on
pourrait, quelque soit l'entier v, trouver une fonction/y (cr) de la
famille, dont le nombre des pôles ou plus exactement la somme des
degrés de multiplicité des pôles fût supérieure av . Soit alors

/,(.:r), /,(.-r), ..., /,(^), ...

la suite inf inie ainsi obtenue, on peut en extraire une suite nouvelle

A(^)' A(^). • • • . A/^)- • • •

convergeant uniformément vers une fonction méromorphe, puisque
la famille est normale et que les nombres /^(^o) sont des nombres
bornés.

Or, la fonction limite n'a qu'un nombre fini de pôles, dans le
domaine fermé D' ; soient a,, a^ ...., ̂  ces pôles, dont les degrés de
multiplicité sont respectivement a^ , as, ..., a^.

Donnons-nous un nombre £ positif arbitrairement petit; on peut
tracer un nombre uni de cercles dont k d'entre eux, y^Ya? • • • » TA» ^nt

pour centres les points a,, ,.., a/, et qui recouvrent entièrement le
domaine fermé D'- Pour n assex grand, on a

r i
<£

dans les cercles y^-,
yu^) y^)
|^(^)-F(.r) |<£

dans les autres cercles.
Il résulte de là que les fonctions ——— sont holomorphes dans les1 j ^ ^ )

cercles y/ et convergent uniformément dans ces cercles vers lafonction
holomorphe —— Le nombre des zéros de ^—^est dans ^q"e

cercle pour n assez grand, égal au nombre des zéros de ̂ ^y en

d'autres termes, dans le cercle y, 1a fonction /^, pour n assez grand,
a 0^- pôles.

Elle n'en a pas en dehors des cercles y à cause de la seconde inéga-
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lité,donc le nombre des pôles ne dépasse pas le nombre

p == ai 4- a.2 -+-. . . -h ^/..
»

Ce qui contredit l'hypothèse qu'il dépasse \ pour la fonction f^^Çx).
On démontrerait, comme pour les familles de fonctions holo-

morphes, que le nombre des zéros de f{x)—a est borné dans le
domaine D".

34. Voici maintenant une proposition qui nous sera fort utile pour
la suite : il existe un cercle (c) de centre P tel qu'aucune des fonctions
de la famille n'ait de pôle à l'intérieur de (c). Si l'on a

|/(^o)!<a,

le rayon du cercle (<?) ne dépend que de a et de la forme du domaine D.
Si le cercle (<") n'existait pas, on pourrait trouver une fonction f\x)

de la famille possédant un pôle dont la distance à P fût inférieure
à - et cela quel que soit l^entierv.

De la suite infinie

/,(.r), /,(^), ..., /,(.r), .,.,

on peut extraire une suite nouvelle

A(^ A(^), •-, A,,(^), ...

convergeant uniformément dans le domaine fr intérieur à D vers une
fonction méromorphe F Çx) : la fonction F(^) est finie en x^ et par
conséquent dans un cercle (c') de centre x^et intérieur à D7- La conver-
gence étant uniforme dans ce cercle, pour n assez grand, f^ Çx) diffère
de F(<r) d'aussi peut qu'on le veut et par conséquent est bornée
dans (c'); cela contredit l'hypothèse que /x»(^) a un pôle situé à une
distance de P inférieure à .-3 puisque À» augmente indéfiniment avec n.

Si l'on fait une représentation conforme du domaine!) sur un autre
domaine Ay au point |P intérieur à I), correspondra un point II inté-
rieur à A ; à la famille normale des fonctions méromorphes dans D et
inféripijL^sea module à a ^u point P correspondra la far^ille normale
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des fonctions mét'omorphes dans A et dont le module est, au point II,
inférieur à a. Au cercle (6*) de centre P correspond une courbe (y)
entourant II et aficune fonction de la famille normale dans A n'a de
pôle à Fintérieur de (y). Si, en particulier, aux cercles de centre P
correspondent des cercles de centre II, c'est-à-dire si la transforma-
tion conforme est une similitude, la courbe (y) devient le cercle
défini par le théorème précédent et relatif au point II, au domaine A
et au nombre a.

35. Supposons qilele domaine D soitcelui d'un cercle (C) de centre P
et de rayon R, le cercle (e) est un cercle concentrique de rayon r et
l'on a la proposition Suivante : le rapport -^ est constant pour tous les
cercles C, si le nombre & demeure fixe.

En effet la transformation conforme x === R^ fait correspondre aux
points du cercle (G), les points du cercle (Co) concentrique et de rayon i
et les centres P sont des joints homologues. A la famille des fonctions
méromorphes normales dâïis (G) et dont le module est en P inférieur à a
correspond lafamille normale des fonctions méromorphes dans(Co) et
bornées, en module, au point P par le nombre oc. Au cercle (c), corres-
pond le cercle (c^) de rayon 7^ et le rayon de ce dernier cercle est pn
nombre r^ qui ne dépend que de a. Donc

^/.(.). ;
11 résulte de là que, à l 'intérieur du cercle (c), les fonctions forment

une famille normale et bornée de fonctioïtsholomorphes; parexemple,
dans un cercle (c') concentrique à (c) et de rayon 6 r ( o < 6 < ï) ;
on a

\f{x} l^(a,Ô),

le nombre Û ne dépendant pas de R, comme le montre un raison-
nement identique aux précédents.

Considérons alors toutes les fonctions méromorphes autour de ̂ ==0

f(.ï} == a^-4- a\^ -t- as^2 -^..« . ' 1 ' . .
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et dont les premiers coefficients €IQ et a^ sont donnés : il existe un
nombre R.o ne dépendant que de a^ et de a^ tel gué, à F extérieur de ce
cercle^ ou les/onctions cessent d^être méromorphes^ ou la famille cesse
d'être normale. Si le fait que la famille est normale résulte d'une pro-
priété (J) de chaque fonctiony(^), on peut dire que, à l'extérieur du
cercle de centre origine et de rayon Ry, toute fonction analytique dont
F élément à l9 origine débute par les coefficients OQ et a^ ou bien cesse dîêtre
méromorphe^ ou bien cesse de posséder la propriété (J).

Les théorèmes de MM. Landau, P. Lévy, Montel sont des applications
aux fonctions holomorphes de ce principe général.

En effet, considérons les fonctions/^) méromorphes dans un
cercle (C) de rayon R et formant une famille normale dans ce cercle;
on suppose que

f(x ) == OQ 4- c.i^ x -4-. ..

à l'origine.
Dans le cercle (c) de centre origine et de rayon r== /\)R, les fonc-

tions/^) sont, holomorphes et dans le cercle (c') concentrique et de
rrayon -•> on a2 '

l/(aQ|5M(^).
Or

, , , - max. de | /(a') | sur (c') ^ 2 M(ay)
l a r l l =—————"7——————=~^K~'

3

p ,- 3 M ( ^ o )

donc
n ^ —,——i--5

ro| ai |

et comme /'o n^ dépend que de a^

K < N ( a o ) ^
- \a,\ " W 1 D "

On voit de même que si l'on suppose seulement que |ao| <^ a, on a

^ < N , ( a )i."», ^ '" i™"-—,— •
- \a.,\

36. Appliquons la proposition précédente aux fonctions méro-
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morphes/(o7)pour lesquelles les deux premiers coefficients sont fixes
(a^'o) et qui sont de rang (m, n,p). Il existeune valeur Rg ne dépen-
dant que de OQ et de a, telle que, à l'intérieur du cercle (Co) de centre
origine et de rayon R^ ou bien fÇx) nest plus méromorphe ou bien elle
nest plus de rang Cm, n, p ) ( {).

Si p = oc, le théorème s'applique a des fonctions holomorphes ;
si m = 72 =p = oo, on retrouve le théorème de M. Landau.

On déduit évidemment de là, le théorème suivant :

SifÇx) est une fonction méromorphe dans tout le plan^ et si m, Hy p
sont trois entiers dont la somme des inverses est inférieure à l'unité, et ây
by Cy trois nombres complexes quelconques^ il n^ est pas possible que tous les
zéros de f(x ) — a aient un ordre multiple de m^ tous les zéros de/Ça)) — b
un ordre multiple de n, tous les zéros de f^x) — c un ordre multiple
dep^).

37. Soity(.z?) une fonction entière, nous venons de voir qu'il est
impossible que tous les zéros de V(^) aient un ordre de multiplicité
multiple de m et tous ceux de f ( x ) — i , un ordre multiple de n^
si±+i<i .

77i n
Si cela était possible, on aurait

/(^)==X-, i~/(.r)=Y",

X et Y étant des fonctions entières vérifiant l'égalité

(l) X^-i-Y7^!.

On peut donc dire que le théorème précédent, appliqué aux fonctions
holomorphes, revient à l'impossibilité de trouver deux fonctions
entières, X et Y, vérifiant l'identité (i) (lorsque ^--^Tl'Or

( 1 ) foir an sujet des questions précédentes : CARATHÉODORY, Sur quelques applications
du théorème clé Landau-Picard ̂ Comptes rendus de l'Académie âes Sciences, t. CXLIV,
1007 p. 120 3); et P. MONTEL, Sur quelques généralisations dés théorèmes de M. Picard
(Comptes rendus de l'académie des Sciences^ t. CLV, 1912, p. 1000).

(2) Si c est infini on remplace fç.x) — c par 77"^"

Ann. Éc. Nprm., (3), XXXÏIL — OCTOBRE 1916. 38
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Posons , !' '1 ' ' ' • ! . ' . •
(j,== m ( \ — ï ) ,

_ _ , . ^ (B,= // ( Y — i); . _ • - •

G, et Ga èont des fonctions entières; l'égalité (i) devient

• • ; ' ' / ' GiV". / GiV . • ^ .
• ' i + _ -4- i.-h — ' ='ï.

. ' \ m / \ • n ) • . • ...

Si l'on fait croître m et n indéfiniaienf» cette identité devient

( 2 ) '! 1 , ^ ^ ;• ^ , , , ^ ^14- ^==1. . ,'

Or l'égalité (2) est celle qui a servi dé point de départ à M. Èorel
pour sa démonstration élémentaire du théorème de M. Picard. Oh'
pourrait/en partant de l'égalité (i)y tenter une démonstration élémen-'
taire du théorèmedu numéro précédent, c'est-à-dire une démonstration
ne faisant pas intervenir les propriétés des fonctions de Scliwarz.

Considérons encore le cas d'une* fonction méromorphe-/(.r) dâïis
le plan et qui serait de rang (m, n^ p) ; si tous les polies ont des degrés
multiples de m, il existe Une fonction entière admettant tous ces pôles5

comme zéros et dont la racine m^ est une fonct ion entière X; cette
fonction est donc X^. La fonction X7"/^) est entier et tous ses zéros
ont des ordres multiples de n, on a donc

X/"-/(^)=—Y",

Y étant une fonction entière. De même si les zéros dey(.r) — i ont des
degrés multiples de/?, il en est de même de ceux de X^ f/(^) — 11 ;
donc

• ! ! ' 1 . ! - 1 • ; , x-V(^)—i]=z/\ . 1 . , . , ' . .

Z étant une fonction entière; o"n déduirait de là, en éliminant/^),

X^-}- Y^-hZ/^o.

Diaprés le numéro précédent, cette idenfité est impossible. Dond^
si m, îï^.p sont des entieys ̂ erijîcint l'inégalité ,

. 1 •' , • \ 1 ' 1 •1 • , ;1 • ' , , ' ' .. 't
Ï J ï, ,—.,-4-. ^- 4,,-» ̂  ;.^ , ^ . . . .^,

! , , . : ! rn n p ' " t " -, , 1 ! • ' • '1 • \ " ' i
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il est impossible de trouver trois/onctions entières vén/iant rtd.en.tite

X^+Y^+Z^^o.

Par exemple, si m est un entier supérieur à 3, on ne peut satisfaire
à l'équation

\w 4- -Y^ _^ Jm ==o .

à l'aide de trois fonctions entières d'une variable.

38. Il est facile d'étendre les résultats obtenus pour les fonctions
méromorphes dans le plan, aux fonctions méromorphes autour d'un
point essentiel isolé lorsque l'an des nombres m, n , p est infini, c'est-
à-dire lorsque la fonction admet une^valeur exceptionnelle. On peut
toujours supposer que le point essentiel est à l'origine et que les
valeurs a, &, c sont respectivement o, i, oo. Nous avons donc affaire,
si p est infini, à une fonction f{x) holornorphe autour de l'origine
qui est un point essentiel isolé; nous supposons que les zéros de/(.r)
sont réguliers relativement à m et les zéros de /(.x*) — i réguliers
relativement au nombre n et l'on a

i i
— -I- - < r .m n

Je dis que cette hypothèse est inadmissible.
Soit C-, le cercle dont ce rayon est supposé égal à 2, dans lequel les

propriétés précédentes sont vérifiées.
Traçons les cercles Co, C i , . . . 5 C^,.. .concentriques à l'origine et ayant

respectivement pour rayons 15 ~, —^ • • • ? — ^ • • • • Désignons parl^ Pan-
neau compris entre les cercles C ^ e t C ^ + i et par 1̂  l'anneau compris
entre C,̂  ^t C^ et posons /^(^) =/(^). Lorsque x parcourt

\2 ' /

l'anneau T'^, -^ parcourt l'anneau 1̂  et si x reste dans T^ ^ reste
Si 1 , 1 3l

dans 1̂ ; la fonction fnÇ^) prend dans les anneaux [̂  et 1̂  les mêmes
valeurs que la fonction / Ç ^ ) dans les anneaux 1̂  et I\. Dans le
domaine r^ les fonctionsy^(.r) forment une famille normale. Soit ^"o
un p o i n t d e r o , si les nombres fn^o) oi1!/ une de leurs limites qui
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est finie, on peut extraire de la suite/;, (œ) une suite

A(^), /),Gr), ..., />.,(^), ...

qui converge uniformément dans Fo vers une fonction holomorphe.
Les fonctions /^(a?) sont alors bornées dans Fo et en particulier
sur C. II en résulte que la fonction f{x) est bornée sur les cercles

Cx,, (\, ..., C>^ ...

et inférieure en module à un nombre fixe M indépendant de n ; elle
serait bornée autour de x = o, ce qui est impossible. Donc les
nombres fn(^o) ont pour unique limite l'infini. Je dis que,. quel que
soit le nombre fixe positif M, on a, pour n assez grand,

|/.(^)|>M

pour tout point de Fo. S'il en était autrement on pourrait trouver un
nombre M et une infinité de fonctions fn(^), soient

/.(^), AW, ..., /,(^), ..,

telles que pour chacune d'elles il y ait au moins un point de I\ pour
lequel

I/,,(^)|<M.

De la suite fnÇ^) on peut extraire une suite nouvelle /^(a?) con-
vergeant uniformément vers une fonction limite qui ne peut-être que
la constante infinie puisque limite/^ (a^ ) ==30. Or ceci est en contra-
diction avec l'hypothèse que, quel que soit n, il y a un pointa? de Fo
pour lequel

1/^)1 <M.

11 résulte de là que f(x) augmenterait indéfiniment pour x = o, ce
qui est impossible.

La proposition est établie. Donc: Sif(x) est une fonction holomorphe
autour du point singulier 0 et si m et n sont deux entiers tels que

i i
7,^+•n<l'
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l'une au moins des équations

/(^)=o, /(^)=i

a une infinité de racines irrégulières par rapport à m ou à n.

Considérons la relation X77' 4-Y" = i dans laquelle les entiers m et n
vérifient l'inégalité — -+- - <^ i ; si l'on résout cette relation à l'aide de
deux fonctions uniformes de x, il résulte de ce qui précède que
ces fonctions ont d'autres singularités que des points essentiels isolés.

39. Le théorème du n° 36 peut s'étendre aune fonction méromorphe
quelconque autour du point essentiel 0 : la démonstration repose sur
les propriétés des substitutions relatives à la fonction de Schwarz que
nous avons introduite plus haut. Je n'ai pu encore parvenirà endonner
une démonstration satisfaisante en restant dans l'ordre d'idées adopté
dans les pages précédentes.

40. Je me borne à indiquer en terminant que l'introduction des
familles quasi-normales (<) de fonctions méromorphes permet d'étendre
les théorèmes précédents au cas où chaque équation admetun nombre
fini de racines irrégulières. Par exemple, pour une fonction méro-
morphe dans tout le plan, on peut affirmer que l^une au moins des
équations

/ (^)—^=o, f(œ)—b=o, f{x)—c=o

admet une infinité de racines irréguliéres, relativement aux entiers m,
y 1 l l ^n, p tels que — + — 4- - <. i.r J m n p

Cette proposition est une conséquence de la suivante : soit

Oo+ a^x -+- a^x"- -h...

l'élément à l'origine, d'une fonction méromorphe dans le cercle de
rayon R. Nous supposons que le nombre des racines irrégulières des
équations précédentes, contenues dans ce cercle, ne dépasse pas
l'entier q et que ces racines ont un module supérieur ou égal

( 1 ) Voir Sur les familles de fonctions^ etc., p. 3o6.
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à OR(o < ô < i). Dans ces conditions, on a, si a^ est différent de zéro,

^ N ( ^ p , ç , 0 )
.0. - ————;————,————y

K|

le nombre N(^,y,6) étant borné lorsque |a,| est borné. Sim, n, /?
deviennent infinis et si la fonction est holomorphe, on retrouve un
théorème que j'ai énoncé précédemment.

' B Paris, le %5 juillet 1914.


