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SUR

LES FAMILLES NORMALES
DE. FONCTIONS ANALYTIQUES,

Psr M. P. MONTEL.

Introduction.

Les théorémes de M. Picard sur I'indétermination d’une fonction
uniforme dans le voisinage d’un point singulier essentiel isolé ont
montré depuis longtemps comment 'existence de valeurs exception-
nelles pour une fonction analytique permet de mettre en évidence
des propriétés importantes de cette fonction. Les généralisations
récenles que MM. Landau, Carathéodory, Schottky ont découvertes,
les recherches de M. Lindelof sur les fonctions qui admettent des
valeurs exceptionnelles dans un angle ont encore confirmé cette
maniére de voir.

En méme temps que 'attention des analystes était appelée de nou-
veau sur I’étude des fonctions 4 valeurs exceptionnelles, se développait,
sous I'influence de la théorie du calcul des variations, I’étude systé-
matique des familles de fonctions. 1l semblait qu'une pareille étude
ne pit rendre de services que dans la démonstration des théorémes
d’existence des solutions des équations différentielles ou des pro-
blémes du calcul des variations. Or, les propriétés d’une famille parti-
culiére de fonctions analytiques, de celles qui, holomorphes dans un
domaine, ne prennent jamais dans ce domaine ni la valeur séro ni la
valeur un, ont permis de grouper d’une maniére simple et naturelle
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les principaux résultats obtenus sur I'indétermination des fonctions
analytiques autour de leurs points singuliers et sur les séries de telles
fonctions et d’en obtenir de nouveaux : c’est ce que j'ai montré dans
un Mémoire récent (*).

Je me suis placé ici & ce méme point de vue pour étudier les fonc-
tions analytiques, holomorphes ou méromorphes, qui ne prennent
pas certaines valeurs dans un domaine donné : le présent travail est
divisé en quatre Chapitres.

On dit qu'une famille de fonctions analytiques est normale dans un
domaine D, si, de toute suite infinie de fonctions de cette famille, on
peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformément a I'inté-
rieur de D.

Dans le premier Chapitre, je rappelle les propriétés des familles
normales et je démontre, par une voie élémentaire, que les familles
de fonctions holomorphes qui ne prennent ni la valeur o ni la
valeur 1 dans un domaine sont des familles normales.

Cette démonstration est intimement liée & celle du théoréme de
M. Schottky : je fais voir comment la méthode que M. Borel a décou-
verte pour démontrer le théoréme de M. Picard sur les fonctions
entiéres conduit sans modification au théoreme de M. Schottky : il suffit
d’appliquer la démonstration de M. Borel 2 une famille de fonctions
sans qu’il soit nécessaire de préciser les inégalités sur lesquelles repose
cette démonstration. En d’autres termes, /la méthode de M. Borel,
appliqguée a une seule fonction, conduit au théoréme de M. Picard;
appliqguée a une jfamille de fonctions, elle conduit au théoréme de
M. Schottky .

Je donne ensuite, dans le Chapitre II, une démonstration du
théoréme général de M. Picard qui ne fait pas appel au théoréme
de Weierstrass et j'apporte 4 ce théoreme quelques précisions nou-
velles en étudiant la distribution des zéros de f(x) —a dans le
voisinage d’un point essentiel isolé de f(x), pour lequel il existe
une valeur exceptionnelle. Jétends les résultals & des ensembles
parfaits discontinus de points singuliers et jétablis quelques pro-

(1) Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs cxceplion—
nelles dans un domaine ( Annales de 1'Ecole Normale, 1912, p. 487).
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priétés nouvelles des fonctions holomorphes qui ne prennent pas
deux valeurs données & l'intérieur d’un angle.

Dans le Chapitre ITI, j’étudie des familles normales de polynomes
et j’introduis la notion de familles normales de polynomes d’ordre
donné p : ce sont des familles de polynomes dont le module, dans un
cercle de rayon r, ne dépasse pas €"* ou encore certaines familles de
polynomes pour lesquels la somme des inverses des puissances p des
modules de leurs zéros demeure bornéc. Ces familles de polynomes
s'introduisent naturellement dans 1’étude des fonctions entiéres de
genre fini. Je démontre, en effet, que toute fonction entiére d’ordre p
est la limite d’une suite de polynomes d’ordre p et réciproquement.
On retrouve, en particulier, par cette voie, les beaux résultats de
M. Hadamard sur les fonctions entiéres de genre fini.

Dans le dernier Chapitre, je m’occupe des familles normales de
fonctions méromorphes.

Pour toutes les fonctions méromorphes

f(x)=a+a,z+ ...,

dans lesquelles «, et @, sont fixes (@, 5~ o) et qui appartiennent 2 une
famille normale, il existe un nombre R, ne dependant que de a, et de a,,
tel que, & I’extérieur du cercle de centre « = o et de rayon R, ou la
fonction f(x) cesse d’étre méromorphe, ou cette fonction cesse
d’appartenir a la famille.

Soient a, &, ¢ trois nombres quelconques et m, n, p trois entiers
dont la somme des inverses est inférieure 4 'unité. Nous dirons que
les racines des équations

f(z)y—a=o, flxy—b=o, f(z)y—c=0o0

sont réguliéres si I'ordre de multiplicité de ces racines est divisible
par m pour la premiére, par » pour la seconde, par p pour la troi-
sieme. En substituant & la fonction modulaire dont le role est fonda-
mental dans ces questions, une fonction de Schwarz, comme I'ont
fait MM. Landau et Carathéodory dans leur Mémoire sur les suites de
fonctions, on démontre que les fonctions f(x) dont les racines sont
réguliéres dans un domaine D forment une famille normale. Le théo-
Ann. Ec. Norm., (3), XXXUIL — JuiLrer 1916. 29
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reme précédent s’applique alors i ces fonctions. On en conclut, par
exemple, qu'il n’existe pas de fonction méromorphe dans tout le plan,
telle que toutes les racines des équations précédentes soient régu-
ligres et 'on déduit de la I'impossibilité de trouver trois fonctions
entiéres X, Y, Z vérifiant la relation

Xm+ Y4 ZP=o0,

lorsque la somme des inverses des entiers m, n, p est inférieure &
'uniteé.

Ces généralisations des théorémes de M. Picard sur I'indétermina-
tion d’une fonction autour d’un point essentiel peuvent encore étre
étendues au cas ou il existe des racines non réguliéres.

Les principaux résultats de ce dernier Chapitre ont été énoncés
dans une Note insérée aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
le 18 novembre 1912.

CHAPITRE 1.

LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

1. Nous considérerons des domaines connexes D limités par une ou
plusieurs courbes simples et des fonctions f(x) holomorphes en tout
point intérieur au domaine : nous dirons que ces fonctions sont
holomorphes dans le domaine D ousert ou encore & linterieur du
domaine D. :

Soit une famille (F) de fonctions f(x), holomorphes dans 'intérieur
de D; je rappelle la définition des familles normales : on dit que la
famille (F) est une famille normale dans le domaine si, de toute suite
infinie

f,'(ar), Sfol2), ..., fn(x), ceey

de fonctions appartenant & la famille (F), on peut extraire une suite
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nouvelle convergeant uniformément dans 'intérieur de D (*)vers une
fonction limite qui peut étre une constante finie ou infinie (2).

Nous dirons qu’une famille (F) de fonctions f(«), holomorphes
dans l'intérieur de D, est normale en un point P, intérieur 4 D, si elle
est normale dans un cercle de centre P.

Une famille normale dans D estnormale en chaque point P intérieur
4 D. Réciproquement, une famille normale en chaque point P intérieur
a D est normale a I'intérieur de D. Soit en effet D’ un domaine fermé
intérieur & D; chaque point P de D est le centre d'un cercle dans
lequel la famille est normale. D’aprés le théoréme de Borel-Lebesgue,
on peut recouvrir D’ & I'aide d’un nombre fini de tels cercles, soient

C;, Cy .., Cp

Considérons une suite infinie de fonctions f(«), on peut en extraire
la suite

Si(z), fi(®), ... fal®),
convergeant dans C, ; de cette suite, on peut extraire la suite
fi(=), fi(=z), ... [fil2),

convergeant dans C, et par suite dans C, et C,, etc. On arrive ainsi a la
suite

fP(x), f2(x)y ..y [fP(2), ...

qui converge uniformément dans C,, C,, ..., G,, ¢’est-d-dire dans D".
Soient alors D,, D., ..., Dy, ... une suite infinie de domaines fermés
dont chacun est contenu dans le suivant et qui a pour limite D. On
peut extraire de la suite donnée une suite f,,"’(x) convergeantdansD,,
de celle-ci une suite f”’(«) convergeant dans D,, etc., une suite

n

FE(x), fR(=), ..., fi(a), ...

(*) Cest-a-dire dans l'intérieur de tout domaine fermé D’ complélement intérieur & D.

(2) On dit qu’une suite de fonctions converge uniformément vers l'infini dans un
domaine fermé D' si le module des fonclions de la suite peut, & partir d’'un certain rang
et quel que soit # dans D', dépasser tout nombre positif donné,
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ui converge dans Dy, alors la suite
f{“(‘r)’ ;2)(‘”)7 ey f/(zm(x)’

converge a I'intérieur de D.

2. Parmi les familles normales dans un domaine D, il convient de
distinguer les familles (F) pour lesquelles la valeur f(«) de chaque
fonction en un point fixe @, intérieur 2 D a un module borné. On doit
avoir

[ f(20) | <o,

« étant une constante, quelle que soit la fonction f(z) de la famille.
Pour une telle famille, toute suite infinie admet au moins une fonction
limite finie, puisque cette fonction limite est finie en «, : chaque fonc-
tion limite est holomorphe dans l'intérieur de D, puisque la conver-
gence étant uniforme dans tout domaine D'intérieur 2 D, il résulte d’un
théoreme classique de Weierstrass que la fonction limite est holo-
morphe dans D’.

Les fonctions de la famille (F) sont bornées dans leur ensemble dans
U'intérieur de D; en d’autres termes, dans tout domaine D’ intérieur
a D, on a, quel que soit x et quelle que soit la fonction /() de la

famille,
[f(z) | <M,

M étant une constante. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi : on
pourrait, pour toute valeur de U'entier », trouver une fonction f,(x)
de Ia famille dont le module maximum dans D’ fat supérieur a n. Con-
sidérons alors Ia suite

fl(x)v f‘z(w)v ceey fn(x): ey
il est impossible d’en extraire une suite infinie nouvelle
Hlz), Hul@), - NHu(2)

tendant uniformément vers une fonction limite finie F(x), car les
fonctions de cette suite finiraient par différer de F(«), uniformément.
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dans D’ de moins de 1 par exemple et I’on aurait pour n assez grand
| fa(z) —F(2)| <1, |A.(2)| <1+ M,

M’ étant le module maximum de F(x) dans D’; mais ce résultat est en
contradiction avec le fait que, en un point au moins de D', on a

| fr. ()] > R4y

A, croissant indéfiniment avec n.

3. On démontre de la méme manieére que la famille (F) est formée
de fonctions également continues dans I'intérieur de D. On sait que des
fenctions sont dites également continues dans un domaine fermé, si, 4
chaque nombre positif ¢ arbitrairement petit, on peut faire corres-
pondre un nombre positif & tel que, en deux points quelconques z et =’
du domaine dont la distance ne dépasse pas &, la différence des
valeurs f(x) et f(z’) d’une fonction quelconque de la famille ait un
module inférieur a e. Autrement dit, I'inégalité

|z —a'|9
entraine 'inégalité

[ f(z)— f(2")]|2

pour toute fonction de la famille (*). Les fonctions d’une famille sont
dites également continues dansI'intérieur d’'un domaine ouvert si elles
sont également continues dans un domaine fermé quelconque intérieur
au premier.

Soit D’ un domaine completement intérieur 4 D; je dis que les fonc-
tions de la famille (F) sont également continues dans D'. En effet,
s’il n’en était pas ainsi, il existerait un nombre ¢ tel que pour chaque

1 . . . . .
nombre — (7 entier), il y aurait au moins une fonction f,(x) dela

famille pour laquelle, en deux points # et 2 du domaine dont Ia

(1) Tappelle oscillation de f(x) dans un domaine fermé D, Ie maximum de | f(z) —f(z")]|
lorsque 2 et 2’ sont deux points quelconques de D'. On voit que, pour des fonctions égale-
ment continues, I'oscillation de f(x) ne dépasse pas € dans tout domainé d’élengation au
plus égale a g,
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distance ne dépasse pas %, on aurait
[ fa(2) — fa(2') | >e.
Considérons alors la suite
fil@), fal®), .o falz) ...,

on peut, par hypothése, en extraire une suite nouvelle
Hu(@)y Ho2)y ooy H(2),

convergeant uniformément dans D’ vers une fonction limite F(z); on
peut donc prendre r, assez grand pour que, n étant supérieur a n,, on
ait, quel que soit o dans D’,

| fan(@) —F(2)] < 3-

D’autre part, puisque F(x) est continue dans D’, il existe un
nombre $ tel que, pour deux points « et =" de D’ dont la distance ne
dépasse pas ¢, le module de f(«) — f(«') ne dépasse pas %; on adonc,
si|z— 2 |S8 et n> n,,

| /(@) —F(2)| <3

| (@) —F@)| <3

|F(2) — F(2)| <33
on déduit de 13, comme

S (@) — S (2) = /i(2)— F(2) + F(a) — M (2) +F(z) — F(2'),
[/ (2) — A (@) Sl (2) —F(2) |+ ] (@) — F@') |[+]| F(2) — F2)| <,
quel que soit n supérieur a n, et quels que soient les points z et &’
de D" dont la distance n’est pas supérieure 4 ¢. Prenons n assez grand
pour que % < 8; notre résultat sera en contradiction avec I'hypothése

que pour la fonction £; (), il existe deux points dont la distance ne
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dépasse pas )—\I;et par conséquent ¢ et pour lesquels le module de la

différence des valeurs de £5 () en ces deux points est supérieur a ¢ :
cette contradiction démontre notre théoréme.

4. Nous dirons que les fonctions /() d’une famille (F) sont égale-
ment continues en un poini P intérieur au domarne D, si, étant donné e,
onpeuttracer un cercle de centre P danslequel ladifférence f(x)— f(x)
ait un module inférieur & ¢ quelle que soit la fonction de la famille et
quels que soient les points x et 2’ pris a I'intérieur du cercle. On peut
alors énoncer le théoréme suivant :

St les fonctions d’une famille (F) sont également continues dans le
domaine D, elles sont également continues en chaque point P intérieur
a D et réciproquement. ' '

Supposons en effet les fonctions également continues dans D et
soit P (x,) un point intérieur a D; soit D’ un domaine intérieur 2 D et
contenant P : 3 chaque nombre positif ¢ correspond un nombre ¢ tel
que, pour deux points x et #’ de D’ vérifiant I'inégalité '

|z —2'|29,
on ait

[f(2) — fla) <5

pour toute fonction f(«) de la famille. Dans le cercle y de centre x,
et de rayon ¢, on aura pour deux points x et x’ de ce cercle

| f(@o) — f(=)] <3

[ f(@0) = f(@)] < 3>
d’ou
|f(z) —f(=) | <e.
Les fonctions sont donc également continues en P.
Réciproquement, supposons les fonctions également continues en

chaque point intérieur 2 D et soit D’ un domaine complétement inté-
rieur 2 D. Etant donné ¢, on peut, autour de chaque point P du domaine
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fermé D', tracer un cercle y tel que, 4 son intérieur, I'oscillation de
chaque fonction f(z) ne dépasse pas . Prenons le cercle v de plus
grand rayon contenu dans D’ pour lequel cette propriété est vérifiée et
soit 7(z) la valeur de ce rayon en chaque point « de D'. Je dis que le
minimum de la fonction 7(z) dans D’ est positif. Soit ¢ la valeur de
ce minimum ; d’aprés unthéoréme de Weierstrass, il existe un pointz,
de D’ tel que, dans un cercle de centre x, et de rayon arbitrairement
petit, le minimum de r(z) soit encore ¢ ('). Or, pour le point z,, il
existe un cercle de rayon r, non nul dans lequel I'oscillation de chaque
fonction ne dépasse pas e; pour tous les points 2 contenus dans le

. r M .
cercle concentrique de rayon - la valeur de r(x) est au moins égale
A oo s psot T . ) \

4 2% donc le minimum ¢ n’est pas inférieur a - llrésulte de la que,

sila distance de deux points et 2’ de D’ ne dépasse pas 9, le module
de f(x) — f(z') ne dépasse pas & quelle que soit la fonction f(x) de
la famille.

5. Considérons une famille (F) normale et bornée de fonctions
holomorphes et supposons qu’aucune des fonctions limites ne soit
égale a la constante a. Je dis que, dans tout domaine D’ intérieura D, le
nombre des zéros de f(x) — a est, quel que soit f(x), infeérieur a un
entier fize. Nous supposons, dans cet énoncé, que chaque zéro est
compté autant de fois qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicité.

En effet, si la proposition était inexacte, on pourrait faire corres-
‘pondre a chaque entier n une fonction f,(«) de la famille telle que le
nombre des zéros des f,(x)—a fut au moins égal a n dans le
domaine D'. De la suite ainsi formée

fi(x)’ fz(x)v ey fn(‘r)a RS
on peut extraire une suite nouvelle

fh(‘”)’ f)\z(x)7 s (@),

(1) Si le point x, est sur la frontiére de D', on ne prendrait que la porlion du cercle
intérieure & D',
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convergeant uniformément vers une fonction holomorphe limite F(x)
qui, par hypothese, n’est pas égale 4la constante a. Lafonction F(x) — a
a donc dans D" un certain nombre de zéros distincts x,, z,, ..., z,,
dont les degrés de multiplicité sont respectivement «,, oy, ..., %,
Tracons autour de ces points comme centres des cercles v, Ya, - .., ¥,
de rayons assez petits pour qu’ils soient extérieurs deux a deux et tous
intérieurs & D’ (*).

Lorsque 7 est assez grand, les fonctions £, («) — @ ont tous leurs
zéros 4 l'intérieur des cercles vy, sinon il y aurait une infinité de ces
zéros a I'extérieur de ces cercles, ils auraient au moins un point limite
non intérieur & ces cercles : en ce point on aurait F(x)=a(*), ce qui
est contraire & I’hypothése.

Maintenant, si 7z est assez grand, f5 (x) — a a exactement oy zéros
dans le cercle v, ; en effet /5 () tend uniformément vers F(x) sur le
cercle v, et, & partir d’'une certaine valeur de », f; (), qui différe
de F(x) d’aussi peu qu’on le veut, ne s’annule pas sur la circonférence
de ce cercle; d’ailleurs fi (2) tend uniformément vers F'(x); ona
donc

1 Y S () dx 1 F'(x)dx

hm— f £ = | = y;
n== 2 ), N (2)—a  2r ), F(z) —a ks

comme l'intégrale du premier membre est égale a un entier, elle a pour
valeur a; pour ~ assez grand ().

Il résulte de ce qui précéde que, & partir d’une valeur assez élevée
de n, chaque fonction f5 () —a a exactement «, zéros dans v,,
@, zéros dans v,, ..., %, zéros dans v, et n’a aucun zéro hors de ces
cercles. Le nombre total des zéros ne dépasserait pas o, + o, + ... + @,
pour toutes les fonctions, ce qui contredit’hypothése que f5, (z) — a
posséde dans D’ plus de A, zéros, nombre qui croitindéfiniment avec n.

(1) Si F(x)— a posséde des zéros sur le contour €' de D, comme la convergence est
uniforme a l'intérieur de D, on peut remplacer ce contour ¢’ par un contour voisin C” tel
qu’il n’y ait pas de nouveau zéro entre C' et C’ et que le domaine D" limité par C* con-
tienne D’ et soit contenu dans D.

(2) Voir P. MoNTEL, Lecons sur les séries de polynomes, p. 122.

(3) On peut aussi, pour démontrer ce point, utiliser un théoréme classique de Rouché
(woir P. MoNTEL, loc. cit., et Sur les familles de fonctions, etc., p. 490).

Ann. Ee. Norm., (3), XXXIIL. — Aout 1g16. 3o
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On doit donc admettre que le nombre des zéros de f(«)—a dans D’
est borné quelle que soit f(). '

6. Nous avons vu aux paragraphes 2 et 3 qu'une famille (F) de fonc-
tions f(x) bornées en un point, posséde, si elle est normale, les pro-
priétés suivantes :

1° Les fonctions sont bornées dans I'intérieur de D ;

2° Les fonctions sont également continues dans I'intérieur de D ;

3° Les fonctions f(x) — a ont, pour chaque valeur de @, un nombre
fini de zéros a I'intérieur de D, si a n’est pas une fonction limite.

Examinons les réciproques des deux premiéres propriétés.

Tout d’abord, une famille de fonctions également continues dans
'intérieur de D est une famille normale. Je dis en effet que, de toute
suite infinie de fonctions de cette famille, on peut extraire une suite
nouvelle convergeant uniformément dans D vers une fonction limite
finie ou vers la constante infinie ; soit D’ un domaine intérieur 2 D et x,
un point de D" : si est un autre point quelconque de D', il existe un
chemin joignanta, 4 z, intérieur & D’ et dont la longueur est inférieure
a la longueur L du contour limitant extérieurement le domaine D (*).

Soit alors un nombre ¢ positif et arbitraire ; par hypothése, il existe
un nombre ¢ tel que, en deux points de D’ dont la distance est infé-
rieure 4 0, la différence f(z) — f(«') ait, quelle que soit f(x), un
module inférieur & e. Désignons par £ un entier supérieur a 5 et
prenons sur le chemin xx, des points z,, x,, ..., ; formant avec x,
et x les sommets d’une ligne polygonale dont chaque coté ne dépasse
pas 0; le nombre 4 est inférieur 2 £ — 1. On a

b () — flae) | <e,
[f (@) — flz1) | <e,

[f(2) = flzn) [ <e
| F(2) — /(o) | Ske

d’ou

(*) Nous supposons toujours que le domaine D est borné : le contour limitant extérieu-
rement D est celui des contours limitant D qui sépare les points de D du point a I'infini.
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et
[ f(@) | — ke <| f(2) | <| f(zy) | + ke.

Si les nombres f(x,) sont bornés quelle que soit f(), il en est de
méme des fonctions f(x) et il résulte d’un théoréme de Arzeld (*)que
I'on peut extraire de toute suite infinie de fonctions f(x) une suite
nouvelle convergeant uniformément dans D’. Si les nombres | f(2,)|
augmentent indéfiniment, il résulte de la derniére inégalité précédente
que f(«) tend. uniformément vers la constante infinie. Les fonc-
tions f(a) forment donc une famille normale dans D’.

Soient alors D,, D, ..., D,, ... une suite infinie de domaines tels

que D, soit complétement intérieur & D,,, et ayant pour limite le
domaine D et
fi(x)s fﬂ(x)7 ce e fp(x)7

une suite infinie de fonctions /(x); on peut extraire de cette suite
une suite nouvelle

Si(z), f;(x), ey Jal(z),

convergeant uniformément dans D,; de cette seconde suite, on peut
extraire une nouvelle suite

Sfi(z)y, [i(®), ..., falz),

convergeant uniformément dans D,, etc. On formera de méme une
suite

FE@), fE@), ..y fP(@)

extraite de la suite /77" () et convergeant uniformément dans D,. La
suite

Ji(z), fi(=z), ..., n (),

converge uniformément dans tout domaine D" intérieur a D : en effet,
prenons p assez grand pour que D, contienne D’ & son intérieur; la
suite /7 (), étant composée de fonctions appartenant a lasuite /7 (),
converge dans D, et par suite dans D".

(1) Sulle serie di funzioni (Memorie della R. Accademia di Bologna, 5¢ série, t. VIII,
1899, p. 178).
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Il n’y a cependant pas identité entre les familles ¢galement con-
tinues et les familles normales : cette identité a lieu lorsque les fone-
tions sont bornées en un point x, intérieur 2 D; dans le cas contraire,
les fonctions peuvent former une famille normale qui ne soit pas éga-
lement continue. Prenons par exemple une fonction ¢(«) qui ne
g’annule pas dans D : la famille des fonctions Co (), ou C est une
constante arbitraire, n’est pas également continue : c’est cependant
une famille normale.

Ainsi, il v a identité entre les familles normales et bornées en un
point et les familles également continues et bornées en un point : ce
sont en définitive des familles de fonctions holomorphes et bornées
dans l'intérieur de D, car nous allons montrer que, réciproquement,
une famille de fonctions holomorphes et bornées dans leur ensemble
dans I'intérieur de D est une famille normale. 1l suffit d’établir que ces
fonctions sont également continues. Soit D’ un domaine completement
intérieur 4 D limité par un contour C’ et D”, un domaine contenant D’
et contenu dans D, limité par la courbe C”; désignons par d la plus
courte distance des frontiéres de ces domaines D’ et D”; par = et a’,
deux points intérieurs 2 D’; on a

re=re =55 [ 10|25 - 2= 4
ou

e (@—a) J(s)ds
J@) = (=)= 2m (z—x)(s—a')’

o

soient M le module maximum des fonctions f(«) dans le domaine
fermé D”, et L la longueur du contour C”, on déduit de I’égalité preé-

cédente
f(@)— fla") | <[z —a'| s

L’égale continuité des fonctions f(«) dans le domaine D résulte
immédiatement de cette inégalité.

8. Les fonctions bornées dans leur ensemble dans 'intérieur d’un
domaine D forment une famille normale. On sait que ’on peut rem-
placer cette condition par la suivante : il existe un nombre a tel que
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le module de f(«) — a reste supérieur & un nombre fixe pour toute
fonction f(z) et toute valeur de x prise dans un domaine D’ intérieur
a D. Cela revient a dire qu’il existe dans le plan sur lequel on repré-
sente les valeurs de X =P + /Q = f(.r), unerégion ou les points « ne
pénetrent pas (').

Supposons en particulier que cette région soit le demi-plan situé a
droite de la droite P = A; les fonctions f(«) forment une famille
normale. Supposons en outre que les valeurs de ces fonctions soient
bornées en un point z, intérieur 2 D; on en déduit que lesfonctions f(x)
ont un module borné dans tout domaine D’ intérieur & D. Donc: si des
fonctions analytiques réguliéres dans D ont en z, des valeurs dont le
module est inférieur & « et si, sur la courbe limitant le domaine D, le
maximum de leur partic réelle est inférieur a A, dans tout domaine D’
intérieur 2 D, le module de ces fonctions ne dépasse pas un nombre
fixe qui ne dépend que de A et de «. Prenons en particulier pour
domaine D un cercle de centre origine et de rayon r et pour D’ un
cercle concentrique de rayon 0r(o <0 < 1); on a alors

| f(z)]| <Q(a. A, ).

La limite supérieure Q ne dépend pas de r, car la transforma-
tion & =ra’ remplace les fonctions f(x) relatives au cercle D de
rayon r par les fonctions g(2') possédant les mémes propriétés dans
le cercle D, de rayon 1 et le module maximum est le méme pour les
fonctions f(«) dans le cercle D’de rayon 67 et pourles fonctions g(z')
dans le cercle D, de rayon 6, puisque deux fonctions correspon-
dantes f(x) et g(«") prennent les mémes valeurs, la premiére dans le
cercle D’ et la seconde dans le cercle D (*).

Les remarques précédentes sont des conséquences immédiates d’une

(1) P. MonrEL, Lecons sur les séries de polyromes, p. 27 (en note); ou Sur les suites
infinies de fonctions ( Annales de "Ecole Normale, 3° série, t. XXIV, 1907, p. 306).

(2) Voici une conséquence de I'inégalité que nous venons d’établir : si pour une fonc-
tion entiére, le maximum A (r) de la partie réelle dans le cercle de rayon r est borné

. N I
quel que soit r, cette fonction est une constante. Prenons en effet 6 = S eta= | @a]: on

voit que f(2) a un module borné quel que soit . On obtient le méme résultat en rempla-~
¢ant A () par le maximum B(r) dela partie réelle de — f(),
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inégalité de M. Hadamard qui montre en outre que Q (o, A, 6) est infi-
niment grand du premier ordre par rapport & 1— 6. Comme j’aurai
plus loin & utiliser cette inégalité, j’en rappellerai la démonstration en
suivant la voie indiquée par M. Carathéodory.

Posons f(o)=a, = o, + (B, et soit A(r) le maximum de la fonc-
tion P dans le cercle de rayon r; la fonction

___f(”)"‘ao
X=X —a

s'annule & I'origine et sa partie réelle est inférieure ou égale & 'unité
dans le cercle de rayon 7. Le point X est donc toujours & gauche de P =1
et, si I'on prend deux points Q et Q" symétriques par rapport 4 P =1,
le point X est plus rapproché du point Q dont I’abscisse est inférieure
4 1 que du point Q'. Prenons pour Q et Q' les points X =o et X =2,

la fonction
X

X —2

Y=

s’annule a l'origine et son module est inférieur 4 1 dans le cercle de
rayon r; la fonction ; est holomorphe dans le méme cercle et le maxi-
mum de son module alieu en un point de la circonférence ; ce maximum
ne dépasse donc pas %, puisque, sur la circonférence, Y est en module

inférieur & 1. On a donc, quel que soit « dans le cercle,

Yi<2
x|=r
et, en posant |z| =y,
<P
[Y[=Z (1)-

Pour tout point « intérieur au cercle de rayon 6r, on a

6

Yo
A

(1) Cette remarque sur une fonction Y, nulle 4 I'origine et dont le module est inférieur
3 1 dans le cercle de centre origine et de rayon r, est due & M, Schwarz (Zur Theorie der
Abbildung : Ges, math. Abh., t. I, p. 110).
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et
1Y [=6,
d’ol
X;z =6,
[X]20]X —2[26]|X|+26,
26
l\[ 9’

¢’est-a-dire

|/(2) = a0 S IZ_QQ[A(")-—%];
c¢’est I'inégalité de M. Hadamard. On en déduit
If(*”)[<lao|+_[A(’)—“Oj/laol"‘_ [A (r)+lasl]-

Supposons A(r) > |a,|, alors

46

| (=) |SA(r) + 2o a(r) = 1230 4A),

1—6°

sil’on appelle M(p), le maximum du module de /(x) dansle cercle de
rayon g, on a

M(or) <AL A > a),

mnégalité dont nous aurons bientdt a nous servir.
D’autre part, on peut écrire évidemment, si — B(r) est le minimum
de P dans le cercle de rayon r,

| = B(r) =z €] £(2) — a] £ 22 [A(r) — ],
d’ou ‘
B(l)<—a0+ [A(I — o]

et, st A(r) > — o,
B(6r)< *A(r)

9. Une famille de fonctions holomorphes et bornées dans P'intérieur
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d’un domaine D est une famille normale : soit D’, un domaine intérieur
4 D; lorsque « parcourt D', le point X = f{a) parcourt un domaine A’
et notre hypothése peut étre énoncée de la maniére suivante : les
domaines A’ sont, quelle que soit f(x), contenus dans un cercle fixe.

Je dis que I'on peut faire une hypothése moins restrictive sur la
nature de ces domaines sans que la famille cesse d’étre normale :
supposons seulement que les aires de ces domaines demeurent, quelle
que soit f(x), inférieures 2 un nombre fixe M. Les fonctions forment
encore une famille normale. Nous pouvons toujours supposer que les
fonctions f(x) sont bornées en un point x, de D, car on peut sans
changer laire de A, remplacer la fonction f(«) par la fone-
tion f(«) — f(x,) qui s’annule pour x = x,. Il faut donc montrer
que les fonctions f(x) supposées bornées en un point x, de D sont
également continues dans l'intérieur de D. Tracons un cercle C de
centre x, et de rayon r qui soit contenu dans D : je vais montrer que
les fonctions sont bornées dans le cercle C’ concentrique a4 C et de

,
rayon —-
Considérons une suite infinie de fonctions /() ; si le maximum A(p)

de la partie réelle de la fonction f(x) est borné sur C/, cette suite est
normale, sinon on peut en extraire une autre suite dans laquelle les

N

nombres A <;—) augmentent indéfiniment.

Dans cette nouvelle suite, si le maximum B(p) de la partie réelle
de — f(«) est borné sur C’, la suite est normale, sinon on peut en

extraire une suite nouvelle dans laquelle B <%> augmente indéfiniment.

On obtiendra donc une suite de fonctions
/1<l'); ./'l("c)v e fn(x)’
telle que I'oscillation de la partie réelle de f,(x), surle cercle C', soit
supérieure a n,
(©) ()
2 2

A(p) +B(p)>n

et aussi

,
pour g > --
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Lorsque @ décrit I'anneau CC’, X décrit une surface dont l'aire est
inférieure & M; donc on a

S + (Z)]ean<n

et, en passantaux coordonnées polaires,

=185 e
[ s [ ()

Mais, d’apres 'inégalité de Schwarz, .

27T 9 27T
FOP\? 1
‘/(; (?)3) doy > Py ([ s

pour la fonction /,(x); on déduirait de la

OTRY

a’w> >;l—-;_

n?

M>-—a

ce qui est impossible. Donc la suite est normale.

On en déduit aisément que la famille f(x) est une famille normale.

En résumé, si les domaines A, ont des aires hornées dans leur
ensemble, les fonctions f () ainsi que les fonctions P et Q forment
des familles normales. La démonstration ne fait intervenir que l'une
des fonctions P ou Q; on peut donner & I’énoncé une forme qui ne
fasse intervenir que 'une de ces fonctions. L’aire de A; est en effet
représentée par l'intégrale

L e L[ (2 e
o A/ Jy ()u5 dn

Considéronsalorsune famille de fonctions harmoniques a I'intérieur
de D, telles que I'intégrale précédente soit bornée pour toutes les
fonctions f(x) quand on fixe le domaine D’ intérieur 4 D; on peut
énoncer au sujet de ces fonctions le théoreme suivant :

Les fonctions P, harmoniques dans 'intérieur d’un domaine D et telles
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Aout 1916. 31



242 . P. MONTEL.
que U'intégrale de Riemann étendue ¢ un domaine fizxe intérieur a D sout
bornée quelle que soit la fonction f(x), forment une famille normale.

M. Lebesgue avait déja démontré la méme proposition pour des
fonctions plus générales qui n’ont en commun avec les fonctions
harmoniques que les propriétés d’étre continues et monotones, c’est-
a-dire de ne prendre dans chaque domaine leurs valeurs maximum et
minimum que sur la frontiére de ce domaine : ce théoréme a servi
de point de départ & ses recherches sur le principe de Dirichlet (*).

On sait et nous verrons bientot que des fonctions f(«) formentune
famille normale si ces fonctions ne prennent pas certaines valeurs
exceptionnelles ne remplissant pas nécessairement des domaines;
mais la généralisation précédente du théoréme sur les fonctions
bornées est d’une autre nature, car on ne peutaffirmer a priori qu’il y
aura des points exceptionnels pour tous les domaines Ay

10. Les régions exceptionnelles dont les domaines A; ne possédent
aucun pointpeuvent, comme je I’ai démontré, se réduire adeslignes(*).
Ce résultat peut étre étendu au cas d’un ensemble linéaire continu
quelconque (*).

Avec ces nouvelles hypothéses, les familles de fonctions qui admet-
tent pour valeurs exceptionnelles les affixes des points du plan des x
situés sur ces lignes ol ces continus linéaires sont des familles nor-
males. Mais on peut réduire 4 deux le nombre des valeurs exception-
nelles et les familles demeurent normales : j'ai établi précédemment
ce résultat en utilisant la fonction modulaire (*).

Nous nous proposons ici de retrouver ce théoréme par une voie
élémentaire en démontrantd’abord par cette voie des propositions dues,
la premiére a M. Schottky, la seconde & M. Landau.

M. Schottky, en employant la méthode de démonstration dont

(*) H. LeBuscue, Sur le principe de Dirichlet (Circolo matematico di Palermo,
t. XXI1V, 1907, p. 16).

(2) Sur les familles de fonctions, etc., p. 494.

(3) Voir P. Farou, Sur les lignes singuliéres des fonctions analytiques (Bulletin de
la Société mathématique de France, t. XLI, 1913, p. 113).

(*) Loc. cit., p. 497. Cette démonstration a été simplifiée par M. pe LA VALLEE PoussIN,
Démonstration simplifiée du théoréme fondamental de M. Montel sur les familles
normales de fonctions (Annals of Mathematics, 2¢ série, vol. XVII, 1915, p. 5).
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M. Borel s’est servi pour établir le théoreme de M. Picard relatif aux
valeurs exceptionnelles des fonctions entiéres (') et en la modifiant
convenablement, a démontré un théoréme général sur les fonctions
qui admettent deux valeurs exceptionnelles (). Nous allons voir
comment la considération des familles normales nous permettra
d’arriver au théoreme de M. Schottky en suivant la marche de
M. Borel. On peut dire que la démonstration de M. Borel, appliquée a
une seule fonction, conduit au premier théoréme de M. Picard et que,
appliquée a une famille de fonctions, elle conduit au théoréme de
M. Schottky.

Considérons la famille (E) des fonctions f(2) holomorphes & 'in-
térieur et sur la circonférence du cercle de centre 2 = o et de rayon r
dans lequel elles ne prennent jamais les valeurs o et 1 et telles que les
nombres f(0) = a, vérifient les inégalités

[
’aol<“a ‘;‘)<a\ l <a,
0

11— a,

o étant une constante.

Le théoréme de M. Schottky affirme que, & I'intérieur de tout cercle
concentrique de rayon 9 (o<<6<C1), on a, quel que soit x et pour
toutes les fonctions /() de la famille

|f(x)l<g(“7 8),

Q étant un nombre fixe pour toutes les fonctions f(x) etquine dépend
que de o et de 6.

Comme on peut toujours remplacer le nombre « par un nombre
plus grand, nous pouvons toujours supposer que e est supérieur aux
différentes valeurs numériques en nombre fini que nous introduirons

(1) E. Borer, Démonstration élémentaire d’'un théoréme de M. Picard (C. R. Acad.
Sec., t. CXXII, 1896, p. 1045-1048); Lecons sur les fonctions entiéres, Note 1, p. 103.

(2) Scuorrky, Ueber den Picardschen Satz und die Borelschen Ungleichungen ( Sitzungs-
berichte der kgl. preuss. dkad.d. W., 1904, p. 1244-1262); Ueber zwei Beweise des
aligemeinen Picardschen Satzes (Ibid., 1907, p.828-840). Ladémonstration de M. Schottky
a 6té simplifiée par M. Lindeldf [ Sur le théoréme de M. Picard dans la théorie des
fonctions monogénes (Comptes rendus du Congrés de Stockholm, 1909)] et tout récem—
ment par M. Bernays [ Zur elementaren Theorie der Landauschen funktion o(a) (Vier-
teljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zurich, 1913)].
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dans la démonstration. Posons
Gi(z) =log f(x),
Gy(z) =log[1— f(2x)],

les logarithmes étant définis de facon que, pour = o, on obtienne la
valeur principale, ¢’est-a-dire que, par exemple,

G,(0) =loga,=log| a,| + iarga,, —r<<arga, S+ .

Les fonctions G,(z) et G,(x) sont holomorphes dans le cercle de
rayon 1 et vérifient 'identité

€6l 4 g6l =,

Nous désignerons par C, le cercle de centre origine et de rayon ¢ et
par — B, () le minimum de la partie réelle de G, (x) sur le cercle C,.
Tracons deux cercles Cy et Cyr, de rayons 0’ et 07, équidistants du
cercle Cq (6" << H<C0”). Les fonctions de la famille (E) se partagent en
deux groupes (E,) et (E,). Les fonctions du groupe (E,) sont telles

que
B,(6)Sloga + m;

elles sont donc bornées dans le cercle Cy, car

]f(x)[ie‘“t‘“@? avee | a,| <a;
les fonctions du groupe (E,) sont ennombre infini, sinon le théoréme
serait démontré et I’on a pour chacunes d’elles
B, (6) > loga -+ m > |loga,|-
On peut donc écrire, en s’appuyant sur les résultats du n° 8,

60—

M(0) < —~— h 5

/i

4B, (9)
A b >

M, (2) et M,(¢) désignant les modules maximums de G,(x) et de G,(x)

sur le cercle C,. Nous allons maintenant comparer B,(0) & M,(0"); la

fonction &(G,) atteint son minimum -- B,(8) en un point x, du
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cercle C,; on a en ce point
l gcl(l'o)] — e—Bx(O)’

ebi(re) —y eGs(J"o),
(1) G, (zo) = log[1 — €6:(x)] 2 nim,

Iy

le logarithme étant défini & I'aide de sa détermination principale
pourx = o et n étant un entier convenable; on déduitde la

(2) min [ Gy (&) — 2nin|Z| Go(2y) — 2nin|=|log[1 — eH=I]];

or

l ect(%‘] — e~ < glos%.— _l

et, « étant supposé supérieur a 4,

g“Bxfe) < .l_ .
2

D’autre part, d’aprés la remarque de M. Schwarz rappelée au n°8,

max. de|log(t—«)| pour |u|=

[og (1 — u) | < ; lul<2[ul,
2

si | u] <§; d’ou

1
(3) [Tog[t — €610 ] | <2 e—Bd® — g-Bi(b)+log2 ~ e”:TB*‘e’,
car on a supposé « > 4. Posons

T'(z)=1og[G,(x) —2nin],

le nombre n ayant été défini précédemment et le logarithme étant
toujours déterminé par sa valeur principale & I'origine.

La fonction I' (=) est holomorphe dans C, puisque G,(x) ne prend
aucune valeur de la forme 2niw; appelons — 3 (2) le minimum de sa
partie réelle sur le cercle C,, on aura

1
-3 B, (0)

—B(6) =min. log|Gy(x) —2nin|<loge = %B,(G),
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done
B,(6) <28(8),
et

M, (1) < 2200,

Soit maintenant « (¢) le maximum de la partie réelle de I' () surle
cercle C,. Nous diviserons les fonctions de la famille (E,) en deux
nouveaux groupes (E;) et (E}). Pour chaque fonction f () appar-
tenant au premier groupe (E.), il existe un entier déterminé n tel

que
a(8"YZlogor.

Les fonctions du groupe (E,) sont bornées dans Cg, car on a
|1 — fla)]| =] ebslr)—2nin [S %0 < o,
| fe) | <14 a.

Pour les fonctions appartenant au second groupe (E,), on aura,

quel que soit l’entier n,
a(6") > loga,

et, par conséquent, d’aprés 'inégalité de la fin du n° 8,

Lo(6")
B(O) < 7

car
I

—&[T(0)]=log| — a0

l <loga<<a(f").

Considérons les fonctions f(x) et I'(x) appartenant a ce dernier
groupe :ellessont en nombre infini, sinon le théoréme serait démontreé.
On a les relations

a(0")=max log|G.(z) —2nrir|
et
| Ge(x) —2nin|S|Ge(@)| +2m|n|SM(0")+ | 2nT];
d’ailleurs, d’apres les inégalités (2) et (3),

1
[2nm| <|Ga(w)| e V< My(6") +1.

Plagons dans un nouveau groupe (E,) les fonctions f(«) pour
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lesquelles M,(6”)S1 : elles sont évidemment bornées dans Co.
Les autres qui constituent le groupe (E;) sont telles que M, (8”) > 1,

et
[2nm|<<2M,(8"),

donc
a(6") <log3M,(8"),
d’onr
M, () < 221088 M)
(]
et, comme pour & > o, log x <y,
M, (0') < 32 ‘/5 VM, (67).

On obtiendrait de méme l'inégalité
M, (8) < 32 ‘/3 VL (),

et, en appelant M(z) le plus grand des deux nombres M, (¢),
et M, (1), '

M(6) < 32‘/—\/1\4(7,
posons w(z) = (t;q, il vient
oy < VED,
La suite du raisonnement est classique : soient ., ‘u.,,'y.g, T

les valeurs de p. correspondant & une suite infinie de cercles dont
le premier C est Cy; le second C, est équidistant de Cy et Cgr; le troi-

sieme C, est ¢quidistant de C, et Cg, etc., nous pourrons écrire les

inégalités
p<h —\/'/7;2—(,
<< 4 \//1_6—27
............ ,
Pn < G+t V!Z’;‘H,
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et, en extrayant les racines d’ordre 1, 2, 22,..., 2%,

<4 S5

1o
—~
=
[
~
(]
[

2

1
p< b

1 n+1 SRt
)

(P-n)."—li< 4’?'7 (a1 ,

d’ou, en multipliant membre & membre,

1 4(1+§+2ﬁ,+...+f;,-:1) 1 4 )
i b b= ¢
< (Hr )2 " T 1 < (Prs1) <T> ’
2(1+§+‘2—2+... o 2
}14 \
car A <1, et

2 3

14+ =+ — +...=/,
2 22

donc

v.” étant la valeur de p. sur le cercle C”; comme » est aussi grand qu’on
le veut, on déduit de Ia
- (&Y 3.4°
p:<—£> et IVI(9)<~7F'

Ce résultat, valable pour chaque fonction du groupe (E;), montre
que ces fonctions sont bornées dans Cg; la famille (E) est formée par
la réunion des fonctions des familles (E,), (E)),(E}), et (E;) : comme
dans chaque groupe, les fonctions sont bornées dans leur ensemble;
il en est de méme pour la famille (E).

Voici maintenant I’énoncé du théoréme correspondant de
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M. Landau. Considérons la famille (¢) des fonctionsf(a:) holomorphee
dans le cercle de rayon r ou elles ne prennent ni la valeur o ni la
valeur 1, et supposons que

)| =]a]<e;
alors. dans tout cercle concentrique et de rayon 6 < 1, on a
lf(x) | <Q(e,8) (D).

Pour démontrer que les fonctions £ (z)sontbornées dansle cercleC,
il suffit, puisqu’elles sont bornées pour # = o0, de montrer qu’elles
forment une famille normale. Choisissons une suite infinie arbitraire
de fonctions f(); si les valeurs correspondantes de @, ont une au
moins de leurs valeurs limites différente de o et de 1, choisissons la
suite

Ji(x), falz), ... fal2), ...,

extraite de la précédente telle que la suite des valeurs de a, ait
pour limite cette valeur «, différente de o et de 1 et telle que

lfn(o)'—'aoi<a'~

20’ étant égal au plus petit des nombres
I

o I — o et ——.
' 0[7 l Ol la“l

On a alors

3 I
|ao| <o +|°‘l\;l lir —

> o [ o] > o] — o' 2 o, [1—a| 2|1 —a| — &' 2 e/,

0

(1) Poir Bour et LanpAv, Ueber das Verhalten von ¢ (s) und ;. (s) in der Nihe der
Geraden ¢ =1 (Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschafien zu Géttinger, 1910,
p- 309). M. Bernays a donné, & partir du théoréme de M. Schottky, une démonstration
simple de ce théordme, que MM. Landau et Carathéodory ont publiée dans leur Mémoire :
Beitrage zur Konvergenz von Funktionenfolgen (Sitzungsberichte der K. Preussischen
Akad. der Wissenschafter, 1911, p. 597). La démonstration de M. Bernays a été encore
simplifiée par M. Lévy : Bemarques sur le théoréme de M. Picard ( Bulletin de la Sociéte
mathématique de France, t. XL, 1912, p. 25). Jai donné, de ce théoréme, une
démonstration qui permet de le déduire immédiatement de celui de M. Schottky & I'aide
de la notion de famille normale : Sur les familles de fonctions, etc: (A/znales de’ I’Ecole :
Normale, 1912, p. 517). :

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Aour 1916, . 32
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et la suite des f,(x) est normale, d’aprés le théoréme de
M. Schottky.
Si la seule limite des @, est I'unité, on prendra la suite des

fonctions .
log fu(x)+ 2im
fir

'912(‘2"')2

(pour = o, log a, a sa détermination principale); les nombres ¢,(0)
. - 1 . . -
ont pour limite - ot chaque fonction ¢,(«) ne prend ni la valeur o ni la

valeur 1 dans le cercle de rayon unité : la suite des ¢,(x) est donc
normale et il en est de méme de la suite des

falz) = PUEMETY

Si la seule limite des «, est zéro, on remplace f,(z) par 1— f,(x) et
'on est ramené au cas précédent (').

Donc, de toute suite infinie de fonctions appartenant a la
famille (¢), on peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformé-
ment vers une limite : cette famille est donc une famille normale, et
comme toutes les fonctions sont bornées pourx =o, elles sont bornées
dans leur ensemble dans tout cercle Cq.

Il résulte de ce qui précéde qu'une famille de fonctions holomorphes
dans le cercle de rayon 1, a lintérieur duquel elles ne prennent ni
la valeur o i la valeur 1, est une famille normale; en effet, si les
nombres a,, relatifs & une suite infinie de ces fonctions, ont au moins
une de leurs valeurs limites finie, on peut extraire de cette suite, une

suite convergeant vers une fonction finie; si la seule limite des a, est
1

Jn(2)

S

donne naissance i une suite

I'infini, la suite des fonctions

. . . [
(1) Remarquons que les fonctions ©,(x) ne prennent jamais la valeur 55 par con-
C 1 " .
séquent toute fonction limite des ¢,(2) prenant la valeur S pour z =0 est nécessai-

rement égale & la constante é (Sur les familles de fonctions, ete., p. 490) et la suite

correspondante des fonctions fa(#) converge uniformément vers 'unité. De méme, si les
nombres a, ont pour limite zéro, toute suite convergente formée avec les fn(z) corres-
pondants, converge uniformément vers zéro. »
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convergeant uniformément vers zéro et la suite correspondante
des f(z) tend uniformément vers U'infini.

11. Les théoremes précédents s’étendent immédiatement, comme
I'on sait, & undomaine limité par un nombre quelconque de contours:
cela résulte du fait que, si une famille de fonctions est normale autour
de chaque point d’un domaine fermé, elle estnormale dans cedomaine
et, si les fonctions de cette famille sont bornées en un point intérieur
au domaine, la famille est normale et bornée dans l’intérieur du
domaine.

Les fonctions d’une famille normale qui sont bornées en un point P
intérieur au domaine D ont des modules qui, & lintérieur d’un
domaine D’ completementintérieura D etcontenant P, restent inférieurs
a un nombre fixe Q (a), si « est le module maximum des fonctions au
point P. Ce nombre Q(«) demeure le méme si I'on remplace les
domaines D, D’ et le point P par les domaines A, A" et le point II qui
leur correspondent par une transformation conforme et les fonc-
tions f(z) de la famille normale dans D, par les fonctions ¢ ()
correspondantes qui sont normales dans A. En particulier, si les fonc-
tions f(«) ne prennent pas les valeurs o et 1 dans D, les fonctions
correspondantes ¢ () ne prennent pas les valeurs o et 1 dans A,
puisque, en deux points correspondants, deux fonctions correspon-
dantes prennent la méme valeur.

CHAPITRE II.

SUR L’INDETERMINATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES
AUTOUR DE LEURS POINTS SINGULIERS.

12. On sait combien il est aisé de déduire du théoreme de
M. Schottky la généralisation, maintenant classique, que M. Landau
a donnée du théoréme de M. Picard sur les fonctions entiéres et les
autres généralisations de méme nature,
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~-Ce méme théoréme de M. Schottky conduit aussi trés simplement,

comme je ’ai montré ('), 2 une démonstration du théoréme général
de M. Picard sur l'indétermination d’une fonction uniforme autour
d’un point singulier isolé. La démonstration quej’ai donnéerepose sur
le théoréeme de Weierstrass, lequel affirme que, dans le voisinage du
point essentiel, la fonction s’approche autant qu’on le veut d’une
valeur quelconque. On peut modifier la méthode suivie de maniére i
ne pas faire intervenir le théoréme de Weierstrass, ce qui n’est pas
sans intérét i cause des extensions de ce mode de démonstration au
cas de points singuliers non isolés.

Tracons une circonférence C ayant pour centre le point singulier
isolé z =o et dont le rayon est assez petit pour que /() n’ait pas
d’autre point singulier & I'intérieur de C et ne prenne dans ce cercle
aucune de deux valeurs que I’on peutsupposer étre o et 1. Nous allons
démontrer que nos hypothéses sont incompatibles. On peut toujours
admettre, en remplacant au besoin « par £z, que le cercle C a pour

rayon le nombre 2. Tracons une infinité de cercles concentriques 2 G :

- 1 I 1
Ci» G4y +.+, Gy, ... ayant respectivement pour rayons 1, PRI TR

et considérons lesfonctions fn(x)=f<£%>;Iorsquewdécritl’anneau r,
compris entre C et C,, la fonction f,(«) prend les mémes valeurs
que f(x)dans'anneaul’, comprisentreC,_, etC,..,, les fonctions f,(x)
forment donc dans ’anneau T’y une famille normale. On peut donc en

extraire une suite infinie, bornée dans I'y ou bien on peut extraire une
1

Jn(2)
premier cas, si f3 (), f5,(z), ..., A.(x), ... est la suite bornée ainsi
extraite, les modules de ces fonctions demeurent inférieurs 2 un
nombre fixe M sur le cercle C,.

Alors, la fonction f(z) a sonmodule inférieur 4 M sur les cercles G, ,
Cy,s --+» C,,, ... dont les rayons décroissent jusqu’a zéro : on en conclut
que f(x) est bornée entre deux cercles consécutifs de cette série de
cercles et par suite inférieure en module & M autour de I'origine : la
fonction serait donc réguliére en ce point. Dans le second cas, on

telle suite de la famille des fonctions holomorphes - Dans le

(1) Sur les familles de fonctions, etc,, p. 514.
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‘démontrerait de la méme maniére que —— est réguliére a I'origine et

f()

que, par conséquent, f'(z) est réguliére ou admet un poleen ce point.
Dans I'un et I'autre cas I’origine ne peut étre un point essentiel et le
théoréme est démontré.

13. Le mode de raisonnement précédent peut nous conduire & des
conclusions plus précises : la démonstration repose sur I'existence
d’une infinité d’anneaux semblables ayant pour limite le point x = o
et dans lesquels la fonction ne prend aucune des valeurs o et 1.

Supposons alors que la fonction admette une valeur exceptionnelle
umque que nous pouvons imaginer étre la valeur zéro et considérons
les racines de I'équation /' (x) = a, a étant une valeur différente quel-
conque, un par exemple. Soient

I'1y T2y LECIR ] "Il’

les modules des zéros distincts de S(x) —1 rangés par ordre de gran-

lH—i

deurdecrmssante et considérons les nombres 2= : toutes leurs valeurs

‘n

limites, lorsque n croit indéfiniment, sont inférieures ou égales a
'unité; supposons que l'une d’elles soit un nombre % inféricur a 1 et
soit '

1-7“-—4—1’ I')_,‘—+-I’ L. n,+ 1.,
T Tk ; "hn

une suite correspondante ayantpourhmlte/c telle que, quel que soitz,
on alt

r,+1

r)

g

<e (kfe<r).

Tracons les cercles C), de rayons ry_ et les cercles C;, de rayons er, ;

comme l’on a
€10 > M

les anneaux semblables C,, C, n’empiétent pas les uns sur les autres;
on en déduit, par un raisonnement identique h celui du numéro preé-

cédent, que la fonction f(z) ou la fonction — est bornée sur une

f()
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infinité de cercles C, équidistants des cercles C),, C,. On peut donc
énoncer la proposition suivante :

St une fonction f(x)admet une valeur exceptionnelle et st
Fiy Pay  vaey Ipy o oeaey

sont les modules des racines distinctes de l'équation f(x) = a, a élant un
nombre quelconque distinct de cette valeur exceptionnelle, rangées par
ordre de grandeur decroissante, on a

. r
lim =2+ — 1.

n=ow I.Il
Considérons en particulier une fonction entiere de genre fini ou
infini etdésignons parr,,ry, ..., 75, ... la suite des modules de ses zéros
distincts rangés par ordre de grandeur croissante; sil'une des limites

r . ;. . .o, .
du rapport — est inférieure & l'unité, la fonction n’a pas de valeur
n+1
exceptionnelle. Par exemple, si toutes les limites de ce rapport sont

inférieures & un nombre plus petit que 1, la fonction qui est alors
égale au produit par un facteur exponentielde genre fini ou infini d’un
produit canonique de genre zéro, ne peut avoir de valeur exception-
nelle.

14, Soit f(x) une fonction admettant une valeur exceptionnelle
autour du point essentiel O. Construisons, comme au n° 12, une suite
infinie de cercles concentriques2 03 C, C, ..., Gy, ..., dont les rayons
décroissent jusqu’a zéro. Je dis que le nombre des racines de I’équa-
tion f(x) =a contenues dans 'anneau TI', de rang », ne peut rester
borné quel que soit z. Supposons en effet qu’il en soit ainsi et que ce
nombre reste inférieur ou égal & I'entier fixe p; on peut toujours
admettre que @ =1, et que la valeur exceptionnelle soit zéro. Intro-
duisons les fonctions f,(«) du n° 12; I’équation

Ja(z)=1

n’a pas plus de p racines dans 'anneau T,. La fonction **V7,(z),
ou I'on 2 choisi arbitrairement la détermination duradical en un point
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fixe x, de I'anneau, est uniforme et holomorphe dans cet anneau; elle
ne prend pas 'une au moins ® des valeurs des racines (p+ 1) de
I'unité; donc la fonction

p-rl
onl2) = VL2 (T)

ne prend ni la valeur o ni la valeur 1 dans I’anneau : les fonctions o.(x)
forment une famille normale; si elles sont bornées, il en est de méme
des fonctions f,(«) et ’on en conclut comme plus haut que f(z) est
réguliére en O. Si elles ne sont pas bornées, on peut en extraire une

suite ayant pour limite I’infini et I'on en conclut quej—.('?) est réguliere
en O. L’hypothése faite est donc inadmissible et le nombre des racines

de I'équation
Slx) =1

contenues dans I’anneau I, ne peut rester borné quel que soit n. Je dis
que toutes ses limites sont infinies : en effet, dans le cas contraire, on
pourrait trouver une suite d’anneaux correspondant aux cercles

G G, .oy G, ..o,
dans lesquels le nombre de ces racines serait borné et le raison-
nement que nous venons de faire serait applicable a cette suite
d’anneaux.
On peut exprimer autrement le résultat précédent. Soit 0 () Ie

6
nombre des racines de f(x) =1 comprises entreC, et C,; je dis que %

augmente indéfiniment avec n, car, si, pour une infinité de valeurs de »,

on avait
6(n)
. <

n !

p étant un entier fixe, on en déduirait I'existence d’une infinité
d’anneaux dans lesquels le nombre de ces racines ne dépasserait pas
le nombre p (*).

(1) En effet, s'il n’y avait qu'un nombre fini no d’anneaux pour lesquels ce nombre ne
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Soit alors r le rayon d’un cercle quelconque concentrique & O
et ‘

I
o1 i r<< F‘
On a
1
logw,—_ > nloga.
et comme

9(r)26(n),
0(r)  8(n) _ 6(n) .

= ?
log-:—_ log;lj n log2

donc, si l'une des limites du rapport —?—(—'——)r était finie, il en serait
log -
s
. 9
de méme de la suite correspondante des valeurs de 2 oy des
nlog2

6(r)
I
log—’; ‘
Ce théoreme nous donne une limite inférieure du nombre des zéros
de f(x) — 1 dans le voisinage du point O. En particulier, si I'on consi-
dére une fonction entiére ayant une valeur exceptionnelle, on peut
affirmer que, a étant un nombre quelconque différent de la valeur
exceptionnelle, le nombre des s€ros de f(x)— a de module inférieur a r
croit plus vite que logr. . '

6(n s taipos 1
valeurs de ——(7;2 Donec, augmente indéfiniment avec —

15. Soit maintenant f(x) une fonction holomorphe quelconque
dont le point zéro est un point essentiel isolé : la fonction

2T (2

o(z)=e"

dépasse pas p, on aurait nécessairement pour n > n,,

8(n)>.(n—no)p

6—(:3 > (x—%")p |
8 (n)

et.la plus petite limite de = serait au moins égale & p.

ou
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est une fonction ayant les mémes propriétés et possédant en
outre la valeur exceptionnelle zéro et la période A. Les racines de
I’équation

¢(z)=A

correspondent i des valeurs de /(z) qui sont de la forme a + n#,
n étant un entier positif, négatif ou nul, et réciproquement toutes les
valeurs de f(«) qui sont de cette forme donnent & ¢() une méme
valeur A. D’ou le théoréme :

Désignons par 0(r) le nombre total des racines des équations

Sfle)y=a+ nh

dont le module est in férieur a r : 0(r) croit plus vite que log ’l

16. Les procédés de raisonnement que nous venons d’emplover dans
le cas d’un seul point singulier peuvent étre utilisés pour certains
ensembles discontinus de points singuliers; ce sont les ensembles
discontinus (e) qui possédent la propriété suivante : on peut entourer
chaque point P d’un tel ensemble (e) d’une suite infinie d’anneaux
de forme quelconque, ne contenant aucun point de I’ensemble, sem-
blables entre eux et de dimensions décroissant jusqu’a zéro. Il en
résulte que I'on peut entourer chaque point de P de (e) d'une courbe
fermée sur laquelle ne se trouve aucun point de I'ensemble et dontla
longueur est aussi petite que I'on veut; il suffit de tracerdans I'un des
anneaux une courbe de longueur finie et de considérer les courbes sem-
blables dans les autres anneaux dont les dimensions sontde plus en plus
petites. Un tel ensemble (¢) appartient 4 la famille des ensembles que
M. Painlevé a appelés linéaires et au sujet desquels il a démontré le
théoréme suivant :

Si une fonction uniforme admet comme points singuliers les points
d’un ensemble parfait discontinu linéaire, chacun des points de cet
ensemble est un point d’indétermination complete (').

(1) PAINLEVE, Legons de Stockholm; voir aussi ZoReTTi, Lecons sur le prolongement
analytique, p. 79. ‘
Ann, Ec. Norm., (3), XXXUI. — Aovr 1916. 33
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Nous pouvons répéter autour de chaque point P de (e) le raisonne-
ment que nous avons fait autour d’un point essentiel isolé et nous en
conclurons que la fonction f(x) ne peut avoir, autour de chaque
point P, qu'une valeur exceptionnelle et, de méme que pour un point
1solé, nous n’avons pas utilisé le théoréme de Weierstrass, nous n’au-
rons pas besoin jci de nous servir du théoréeme de M. Painlevé.

Voici deux exemples de tels ensembles : considérons le segment
(o, 1) et construisons I’ensemble parfait discontinu de la maniére
suivante : nous enlevons du segment unité un segment «, de lon-

X oy . . : .
gueur 7 dont le milieu coincide avec celui du segment (o, 1), enlevons
- 1 oy
ensuite deux segments u, de longueur commune g3 et dont les milieux
coincident respectivement avec ceux des deux segments restant aprés
la premiére opération; on enléve ensuite quatre segments u, de lon-

I . . .
gueur o, etc.; l'ensemble des points non intérieurs aux segments

“découpés est un ensemble parfait discontinu de mesure superficielle
nulle. Soit P ( fig. 1) un point de I’ensemble, il est situé entre deux

Fig. 1.

AN m{‘l\

‘.‘. \ SNSNNRES AAR\N NN P
SIS NANNN N NN N R
Ufvr - —
________ e
Up

segments u et uy,., appelés AB et CD sur la figure. Tracons le cercle
de diamétre BC et le cercle concentrique passant par A; nous formons
ainsi un anneau entourant P, ne contenant aucun point de I’ensemble



SUR LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS ANALYTIQUES. 259

et le rapport des rayons des cercles limitant ’anneau est 3 ; il est donc
indépendant de £ et tous les anneaux ainsi construits sont sem-
blables (*).

Donnons maintenant un exemple d’ensemble (e) dont les points ne
sont plus situés sur une droite : soit @ =& + i et considérons sur
I'axe O I'ensemble (e, ) précédent et sur 'axe On I’ensemble obtenu
en faisant tourner de go°® autour de O les points de (e,) : nous appel-
lerons u; et u), les segments égaux correspondants. L’ensemble (e)
formé par les points P du plan dont la projection sur OZ est un pointQ
de 'ensemble (e,) et la projection sur Oy est un point R de I’en-
semble (e,) est un ensemble parfait discontinu de mesure superficielle
nulle. Soient (fig. 2) u; et u;,, deux segments AB et CD qui com-

Fig. 2.
Vi
D’
R
IR
I o
R
20
SR
3
Rer \\ NN
R N P N
. gB N
P NR)
Whir N \%Q\
A )
. A B |l . |0 D 3
AN < T
0 Ukrs 0 ‘E‘_k_—

prennent Q et A’B’, C'D’ les segments ) et ), correspondants qui
comprennent R. Soit D, un point de CD tel que CD = AB et D’, un
point de C'D’ tel que C'D’= A’B’; les paralléles 2 O menées par A, B,
C, D, et les paralléles & O menées par A’, B', (’, D’ déterminent un
cadre rectangulaire qui entoure P. Le rapport des longueurs des cotés
extérieurs et intérieurs du cadre est égal a 3 : il est indépendant de £
et tous ces cadres sont semblables. La proposition s’applique donc a
un tel ensemble.

(1) Ces anneaux ne sont pas concentriques, mais cela ne modifie en rien le procédé de
démonstration,
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Je ne sais pas si le théoreme est vrai pour tous les ensembles pone-
tuels; pour un ensemble non ponctuel, les points singuliers ne sont
plus nécessairement des points d’indétermination compléte (*).

Le probléme se pose dans ce cas de savoir quelles sont les valeurs
dudomaine d’indétermination qui peuvent étre exceptionnelles pour la
fonction.

17. Examinons maintenant le cas d’un secteur AOB, dans lequel
une fonction f(z) est holomorphe, sauf au point O, et rappelons
d’abord les résultats obtenus par M. Lindelof et ceux que j’ai obtenus
précédemment relativement & I’ensemble des "valeurs limites de f(«)
lorsque « tend vers zéro en restant 4 I'intérieur du secteur.

Supposons que x tende vers zéro en suivant le rayon OL, si 'une
des valeurs limites de la fonction f(x) qui ne prend dans le secteur
ni la valeur o ni la valeur 1 est égale 4 0,1 ou o, il en sera de méme
sur tout autre rayon situé a l'intérieur du secteur AOB. Si, sur le

rayon OL, les valeurs de f(z) ou de — ou de I—__;—(T) ont leurs

ACY

modules bornés, il en sera de méme pour tout autre rayon OL’(?).
Enfin, si sur OL, f(«) a une limite unique o, /(z) tend uniformément
vers cette limite dans tout secteur A’OB’, complétement intérieur
a AOB (®).

Voici maintenant quelques propositions nouvelles : tragons I'arc de
cercle C_,, dont on peut supposer le rayon égal & 2, puis les arcs de
cercles

1 ~ ! 1
(.A“, (‘“ (;2, ceey ‘;”, ceey

. 1 1 1 2 ls
concentl‘lques et de rayons 1,5 —, -+ = -+ et considérons (fig. 3)

(*) M. Denjoy a construit une fonction f(x) telle que chacun des points d’un ensemble
discontinu semi-linéaire est un point singulier de la fonetion dont le domaine d’indéter-
mination est formé par un anneau circulaire [Sur les fonctions analytiques uniformes &
singularités discontinues (C. R. dcad. Sc., t. CXLIX, 1909, p. 258)].

(%) LiNoELOF, Mémoire sur certaines inégalités dans la théorie des fonctions mono-
geénes et sur quelques propriétés nouvelles de ces fonctions dans le voisinage d’un point
singulier essentiel ( dcta Societatis Scientiarum Fennicee, t. XXXV, n° 7, 1908).

(3) Sur les familles de fonctions, etc., p. 517.
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lessecteurs T, limités par les droites OA, OBet les arcs C,—,C,...(nZ0);
ces secteurs sont homothétiques de 'un d’entre eux C_, C, par exemple,

le rapport d’homothétie étant%- Soit

) :,f<f-> :

?4”

La fonction f,(«) prend, dans le secteur annulaire T, les mémes
valeurs que la fonction £, (x) dans le secteur annulaire T',. La famille

Fig. 3.
B‘
g
G-
L
Co
0
C, =
C, 5 A

0

des fonctions f,(«) est normale dans le domaine D limité par les
arcs C, et C, d’'une part et, d’autre part, par les rayons OA’ et OB’
intérieurs au secteur AOB et aussi voisins que I'on veut des rayons
limites OA et OB.

Supposons que, sur OL, 'ensemble des valeurs limites de f(x) soit
dénombrable et désignons par «,;( =1, 2, ..., n, ...) toutes les valeurs
limites : soit @, un point D situé sur OL, formons la suite des
nombres

Jo(@o)y [i(xe), [falZe), ---) Sa(2e)s oo,

c’est-a-dire la suite

e #(3): A 1(2)
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On sait extraire de cette suite une suite nouvelle ayant une limite oy;
soit

f)“(.zf), .f)~2($)’ ey f).,.(x): ey

cette suite qui, en x,, converge vers «;; puisque les fonctions appar-
tiennent & une famille normale, on peut extraire de cette derniére suite
de fonctions, une suite nouvelle

fp-x(“")a f[»’-s(.z‘), ey fy.,,(x), ey

qui converge uniformément vers une fonction limite F(x) telle que
F(z,) = a;. Soit PQ, la portion du rayon Oz,L contenue dans D; les
valeurs de F(2) sur PQ ne sont autres que certains des ay; or F(x)
est analytique sur PQ, cette fonction ne peut avoir sur PQ une infinité
dénombrable de valeurs distinctes seulement sans se réduire a une
constante qui est nécessairement «;. On voit donc que sur tout
rayon OL’ contenu dans 'angle A’OB’, I'une des valeurs limites de la
fonction est a;. D’ailleurs sur OL/, il ne peut y avoir une autre limite §
différente des «;, car on démontrerait de la méme maniére, en opérant
sur § comme on I’a fait sur as, que I’on peut trouver une suite

fV,(x)» fv,(x)-; ] fvn(x)’ IR ]

convergeant vers une fonction analytique F,(2) qui, n’ayant sur PQ
qu'une suite dénombrable de valeurs, se réduirait a la constante .
Alors {3 serait I'un des ;. Donc :

Si dans un secteur AOB, la fonction holomorphe f(x) ne prend ni la
valeur o ni la valeur 1 et si, sur un rayon OL, l’ensemble des valeurs
limites de f(x) est dénombrable, sur tout rayon OL' intérieur au secteur,
U’ensemble des valeurs limites est le méme.

Supposons en particulier que la fonction f(a) ait sur le rayon OL
une limite unique o, il en sera de méme pour tout rayon OL’ : d’ailleurs,
les fonctions f,(«) convergeant toutes vers @ dans D, leur convergence
est uniforme dans D, c’est-d-dire que f(x) converge uniformément
vers o dans le secteur A’OB’; c’est la proposition que j’ai démontrée
dans le Mémoire cité,
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18. Admettons maintenant que, sur le rayon OL, aucune des valeurs
limites ne soit égale & zéro, ou 4 un, ou & I'infini. On peut toujours
supposer que I'on est dans ce dernier cas en remplacant, au besoin,

I T . .
J(x) par Fia) O P Ty alors, les fonctions f,(«) sont bornées

en x, et par conséquent dans D; donc, la fonction f(«) est bornée
dans le secteur A’OB'.

Les fonctions f,(«) forment une famille également continue; étant
donné ¢, on peut trouver un nombre &, tel que, pour deux points x
et ' de D dont la distance ne dépasse pas ¢, le module de la diffé-
rence f,,(xz) — f, (') ne dépasse pas ¢ quel que soit . Voici quelques
conséquences de cette propriété :

1° Les valeurs limites de f(x) lorsque x tend vers séro en restant inte-
rieur au secteur A’OB’ sont les mémes que les valeurs limites de f,(z,),
lorsque, x, étant un point fixe de D, n croit indéfiniment.

Soient a,, &, ..., ¥, .. une suite infinie de points de A’OB’ tels
que limz, = o et que lim /(x,) = « et soient (x, )", (£,)% ..., (2,)° .-
les points correspondants de D[ (x,)" = 2"«,], ces derniers points ont
dans D au moins un point limite «,, soit

<x7-l>ﬂ» (‘1.7-,)01 DR (‘rlu)ﬂf ceen
une suite formée avec des (x,)° qui a pour limite unique x,. On a

lim £, [(2,)'] = a.

Prenons n assez grand pour que

]fn ()] —ea|<s,
el pour que
l ! | 2o— (23.,)°] < 9,
on aura alors
I,/lz[(17.n)0]’_fn(x0)|<€1
d’ou
Ifn(xo) —a| < 2,

donce
lim fn (.Z'o) = «.
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Réciproquement, si a est une limite des valeurs f(z,), « est la

_ . . ", 5 hQ
limite pour ~ infini des valeurs f(q—f}) En d’autres termes, les valeurs

limitesde f(«)sont les mémes que les valeurs limites des suitesf<%>

ol  est un point fixe quelconque de D. On démontrerait de méme que
I’ensemble des valeurs limites de /() sur OL coincide avec I’ensemble
des limites de f,(x,) sur PQ.

2° Sott Q,, le domaine d’indetermination formeé par les valeurs limites
de f(x) sur OL, ce domaine varie d’'une maniére continue avec la demi-

droite OL.

Précisons le sens de cet énoncé : donnons-nous un nombre ¢ positif
et arbitrairement petit, je dis que I’on peut tronver un nombre ¢ tel
que si OL' est une demi-droite faisant avec OL un angle inférieur a ¢,
a chaque valeur du domaine Q correspond au moins une valeur du
domaine Q,, telle que le module de leur différence ne dépasse pas «.
On peut encore dire : tracons, dans le plan des X = f(«), un cercle de
rayon ¢ autour de chaque point de Q, pris comme centre et soit Qf
I'ensemble formé par les points intérieurs & 'un au moins de ces
cercles; 'ensemble Qf contient 'ensemble Q..

Portons sur le cercle C,, de part et d’autre du point P ou cet arc
rencontre OL, des arcs PP, et PP, dont la corde est égale au nombre ¢

- - . - '/\\ ///\\
introduit plus haut : je dis que 'on peut prendre POP, =POP,= ¢.
Soit, en effet, «, un point du rayon OL' contenu dans D et dans

I’angle P,OP,; il suffit d’étudier I'ensemble des valeurs limites des
nombres f,(x;), ensemble qui coincide avec Q..
Appelons z, le point de OL qui a le méme module que =), on a

|2y — 2y | < PP, < 3
done
I,fn(xo) '—',/n(x:)) l <e.

Par conséquent, a chaque valeur limite des f,(«)) correspond une
valeur limite des f,(x,) qui en différe, en module, de moins de «.
Tragons une courbe S passant en O et contenue tout entiére dans
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’ EEPN - 5 . .
I'angle P,OP, et soit Q I'ensemble des valeurs limites de f(z)
lorsque « tend vers zéro en restant sur S : Qg est contenu dans Q¢. En

- . . - /\
effet, les valeurs limites de f(x) dans I'intérieur de P,OP, sont les
mémes que les valeurs limites de f,(x,) pour un point =, de D situé

=N _
dans P,OP, et ces valeurs limites font toutes partie de 1’en-
semble Q¢.

Supposons en particulier que la courbe S soit tangente en O & OL,
alors Qg appartient & Q} quel que soit & : donc Qg coincide avec Q,; en
d’autres termes, pour deux courbes tangentes en O, I’ensemble des
valeurs limites est le méme. C’est un théoréme du & M. Lindelsf.

3° Soient r,, Ty, ..., Iy, ..., les modules, ranges par ordre de grandeur
non croissante, des racines de ['équation f(x) = a, contenues dans le
secteur A’ OB’ : la série

e R T

est convergente & moins que, sur tout rayon OL, a ne sott une des valeurs

limites de f(x) (').

En effet, les racines de I’équation /(2) = a contenues dans le sec-
teur annulaire D, limité par OA’, OB’ et les cercles C,, C,,, corres-
pondent aux racines de f,(«) = a contenues dans D. Or, le nombre
de ces racines, chacune d’elles étant comptée autant de fois qu’il y a
d’unités dans son ordre de multiplicité, est inférieur & un entier fixe p
indépendant de n, comme on I’a vu au n° 5, car aucune des fonctions
limites n’est égale a la constante @ par hypotheése; donc la somme des

modules des racines de /(x) = @ contenues dans D, ne dépasse pas 5;-

Soit 7z un entier quelconque et g le quotient entier par excés de m
par p; on a pg > m et, sil’on désigne par S,, la somme des 7 premiers

(1) On suppose que, si plusieurs racines ont le méme module, ce nombre figure dans la
série autant de fois qu’il y a de racines ayant ce modale. De méme, si une racine est
multiple, elle doit élre considérée comme équivalente & plusieurs racines de mémec
module.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Sepremsre 1916. 34
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termes de la série des modules, on a

P P

S,< Spq<P+‘;+...+;—q—<21).

La série est donc convergente.

CHAPITRE III.

LES FAMILLES NORMALES DE POLYNOMES D ORDRE FINI.

19. Considérons la famille des polynomes P () possédant les pro-
priétés suivantes :

1° On a
P(o)=1;

2° Sia,, &, ..., &, sont les racines du polynome P et ¢, ¢., ..., 2,

I I I . ;= .
leurs modules, la somme — + — +...4+ —reste inféricure 2 un nombre

P2 P2 n
fixe S :

1 1 I .

—_——— . — < S,

P P2 Pn

Je dis que les polynomes P forment une famille normale et bornée.

On a, en effet,
ro=(-2)(-2- (-2

etsi|x|=r, comme
.
l J— "{ < eé—i’
o
(L L L
[P(2)] < e <:"x TRt Pn)< esr,

La famille des polynomes P(x) est normale et bornée dans tout
domaine fini : de toute suite infinie de ces fonctions P on peut extraire
une suite nouvelle P,, P,, ..., P,, ... (on peut toujours supposer P, de
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degré n) convergeant dans un cercle C donné vers une fonctlon
hmlte JS(x); d’ailleurs, puisque les polmomes sont bornés dans tout
domaine fini, il résulte d’'un théoréme clasSIque de Stieltjes, que la
série converge uniformément dans toute région finie du plan : f (=)
est une fonctlon entiére.

Je dis que cette fonction entiére est de la forme e*".G(x), ou A est
une constante et G(«) un produit canoniq uc de genre nul.

Soient en effet a,, a,, ..., a,, ... les racines de f(x) et r,, 7y, ...,
ry, -.. leurs modules. Prenons un nombre fixe p de ces racines et
tragons un cercle C contenant ces p racines et celles-1a seulement; la
suite P,(2) converge uniformément dans C; il en resulte que, si n est
assez rrrand chaque polynome P,(«) a une racine et une seule dans le
vonslnaoe des @, a,, ..., a,; donc la somme

est la limite par » infini, de

! ! -+ -+ —I
ny T e )2
Pi P- P

en désignant par o, o, ..., o}’ les modules des racines oV, ', ...,
ar du polynome P,(x); on en déduit que

. ;- I
> 8 : —e srgente.
quel que soit p: donc la série = est converg

n

G(.Z’):(I——— ;Z—> (1——%)--.(1_5;)...

le produit canonique correspondant, formons

Soit

n=—owo

g(z)=esm i) =[] (1 —.z%) &

n=1
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e P I .
S, désignant la somme de la série convergente — et soit
n

on(2) "‘II( (n>> af"‘ o= Py (),

i=1

Je me propose de démontrer que o,(x) converge uniformément
vers o(«) dans toute région finie du plan. Supposons que « reste
Pintérieur d’un cercle de rayon r : on peut choisir z assez grand pour
que 'on ait ;> r'> 2r; il suffit de prendre z supérieur au nombre n,
des racines de ¢(z) de module non supérieur & 7 et de supposer r
assez grand pour que P,(x) ait une racine et une seule dans le voisi-
nage de chacun des zéros, a,, a., ..., a,,

On sait que si |u|[ <1, on a

11t
[(1—w)er| < et—1ul,
. I . /
et, si |u| <5 il en résulte
[ (1—u) e | < elul

. r I . .
donc, puisque ” <5 sii>ny,
z

Y L
[ 1— 2 ) e | < o)
| a;_n)
pour n assez grand et
i=n _x 5 e [ 1 ] 22
L (n)% (r) ,- n 3 —S
TI( - 5) | < [ T T T <
oy
i=n,

On peut prendre 7 assez grand pour que le second membre soit
aussivoisin de 1 que 'on veut, égal par exempled 1+ 0%, (— 1 <<0'<<1).
On aura de méme

i=w

2r:8

<e” =1+ 0" (—r<<f'<<1);
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I~
(@
O

or,
i=n, i=n i=n,
on(x) = I I l I :I_I () (1+6'¢€)
i=1 i=ng+1 i=1 "
et
i=n, Ii=o i=n,

ﬂxﬁ:II II::II(xM.+ma.

I=1 i=ny+1 i=1

Or, dans les derniers membres, II,(z) a pour limite II(x) puisque
les o{" ont respectivement pour limites les @;; on a donc, pour » assez
grand,

l=n, _t=ﬂu oy (I_|_9’”E)
IIfx”“II“0“+6“%“”x%T:WB’
i=1 i=1
done
(1 +68¢€)(1+6"¢)
1+ 6"¢

¢a(2) = o(2)

et 0,(2) a pour limite ¢ (). D’ailleurs ¢§” a une limite &, puisque

log” <S8 (*).
Donc
fl(x)=lim P,(z)=lime "o, (z) = % lim 0, ()

n=—w N = oo

— e(8,~0,)x G(z)=e** G(z).

On déduit aisément de ce qui précede que les polynomes P(«) qui
satisfont seulement & la seconde condition forment une famille nor-
male. On peut d’ailleurs remplacer ces polynomes par des fonctions
entieres de la forme e****.G () satisfaisant & la condition que la somme

, .0 s s pys .
de la série - soit inférieure & un nombre fixe S.

n

21. Considérons a présent la famille des polynomes P(«) possédant
les deux propriétés suivantes :

(1) En effet, si l'on avait deux limites différentes « et B, on en déduirait, puisque

x) = G‘Smen z),
en(@) = V"% B, () e (e,

car la limite de P,(x) n’est pas identiquement zéro..
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° P(o)=1;
2° On a, quel que soit le polynome P (), I'inégalité
4+l =<8
of g T pE T
dans Jaquelle p et S sont des constantes. Iei, les polynomes P(x) ne
formeront pas une famille normale et bornée, nous allons voir qu’il est
nécessaire pour qu’il en soit ainsi d’introduire une troisitme condi-
tion. Smtp le plus grand en t1er mfeneur ap

p<pip-+r.
Formons les fonctiox)s

l=n

ax a2 E
e e
@ & 2a? r
cp(x):eQ‘w)P(m):l I<1—a—>e % P
;

i:‘l

z—n i=n

1 xP
)-—xz—-— — — e+ —
a;

i=1 i=Y i=1

On a, lorsque [u] <1, I'inégalité

"
u -+ br ol 4.t

ul’
l(l—u)e /’l<e"'1"|9,

pour une valeur convenable de % et quel que soit u« ('). Par
conséquent :

x ap Pl
2\ @ v P
'(1-—--—)6 reil<e P
o/
et
i=n x -_1’_ xp ( 1+ L )
H(l_i{) ST o NFTE TR e
o
i=1
done

]<P(w) l <e“"?,

H étant une constante fixe, quelle que soit la fonction ¢.
" Voyons maintenant dans quelles conditions les polvnomes P(x)

(1) Poir par exemple E. BorewL, Legons sur les fonctions méromorphes, p. 51.
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~J
Yt

formeront une famille normale et bornée. On a
P(z)=o(x)e =),

les fonctions ¢ () formant une famille normale, il faut et il suffit que
les polynomes Q (x) qui sonttous de degré p, forment une famille nor-
male et bornée; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que leurs
coefficients soient bornés; or ces coefficients sont, & des facteurs
numériques pres, les sommes des puissances 1, 2, ..., p des inverses
des racines des équations

I+ x+cx+. ..+ c,z"=P(z)=o.

Ce sont des polynomes en ¢,, ¢, ..., ¢, : ils seront bornés si ces
nombres sont bornés. On doit donc supposer que ces p premiers coef-
ficients soient bornés ou encore que les polynomes P () soient bornés
dans un.cercle aussi petit que I’on veut de centre d’origine. Donc :

St une famille de polynomes P (x) posséde les propriétés suisantes :
1°P (o)=1;
20 L= = <S;
of = #§ o
3° Les valeurs de P’ (0), P"(0), ..., PiP)(0) sont bornées (p<pSp—+1).
Cette famille est normale et bornée dans toute région finie du plan.
Nous dirons que c’est une famille normale de polynomes d’ordre .

22. De toute suite infinie de polynomes P («), on peut extraire une
suite nouvelle
Pi(x), Pg(x), ey P"(x), cen (1)

convergeant uniformément vers une fonction limite f(x): je dis
que [ (x) est une fonction entiére de genre p au plus.
11 va nous suffire de reprendre la démonstration donnée pour p=r1.

(1) On peut toujours supposer quo les nombres 2 sont des entiers croissants ct que P, (x)
est exactement de degré n; il suffit d’éliminer cerlains polynomes de la suite qui ne
comprend évidemment qu’un nombre fini de polynomes dont le degré est inférieur 4 un
entier fixe, sinon la limite serait un polynome.
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Supposons d’abord p <p + 1. La fonction () a un certain nombre

de zéros
Ay Aoy ey Qyy  oony

qui sont aussi les zéros de la fonction limite de la suite

q)i(x)7 ?2(‘7:)7 sy an(x)q

Les racines de f(x) sont telles que la série Z ;Iz soit convergente;

la démonstration est la méme que dans le cas de p =1.
Or

' o (z) =P, (z)et(®;

les Q,, ont pour limite un polynome Q(x) de degré p, et

f(z) =lim o, (z)e=).

Il suffit donc de démontrer que lim o, (%) est une fonction entiére de
genre p. C’est évidemment une fonction entiére, puisque les o, con-
vergent uniformément dans toute région finie du plan.-

Posons ‘

i=ow . r 2 ar

—— e L, —

X i 2a? r
co(x):ll 1——Je 7" re,
? - a,

i=1
Je vais démontrer que
limog,(z)=0o(x).
n-=w
Prenons un cercle G de centre origine et de rayon r; dans le cerele
concentrique de rayon 7' >ar, la fonction o (x) a un nombre de
zéros égal & n,, il en est par conséquent de méme des fonctions o,(x)
pour n assez grand.
Donc
,‘ re>r'>2r et pM>ri>ar
si .
> n,.
. I
Or, si Ju] < >

l:+’ﬁ+ -+ 4
(1—u)e 2 7 r|<gelurn
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et par suite

i=n a . X2 + at o 1 1 1
. —_ e
. 2 2 Ty et (@) 27 T Feet c""“\
I_—(m et t PA%; <e Pty q uo ]
: L
[=n,+1

\

2Pt ( 1 - 18
el —- by
ARG A p?.()

b

donc
i=n a ae 2P 9§ P+t
—_ o
' l x (1) 1y e P pri—g
(l - ([1!) e (") P(ai ) < ¢ ’
. \ 29
i=ng+1
et
P @ 2 2P g P+t
a\ atsat pal T
1—— e ¢ i <e' v,
. N ai
i=ny+1

On peut prendre r’ assez grand pour que le second membre de
chaque inégalité différe de 1 de moins de ¢, ¢ étant choisi & I'avance;

on aura alors
@,L(x):H,z(x)(l—k—@’s) (—i< ' <+1),

o(z)= M(z)(1+06") (—1<b'<+1),

en posant
i=n, r o, ad - al
 \ 2T g (@) T palmyr
H,,(.r)::ll(l.-_o.m)e; CD) @y
L
i=1
i=n, a a2 2P

— e —
i 2a? l’"{f

«

I(x) :]] (1 — §> e

i=1

Or les nombres «}”, ..., a,” ont pour limites a,, a,, ..., @,,; on

peut donc prendre » assez grand pour que
O,(z) =0(z) (1+ §"¢) (—I1<o"<<+1);
on aura alors

(14 6"¢) (1 + 6"¢)
1+ 0"¢

ou(2) =o(2)

pour » assez grand. La proposition est établie.
Dans le cas de p=p +1, on raisonnera exactement comme

Ann. Ec. Norm., (3), XXXII[. — Seerempre 1916. 35
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pour p =1; on prendra

= x aPtt

a?
—_— ey —
i 24 P+
o(x)= I ' (1___.) 24; (p+1)al

i=1

et
i=n X . PPt
(1("’) YOI ! 1) ()P FT
(D/z(x)__ll< ”“> (l ) P (l. ) s
i=1

et I'on démontrera de la méme maniére que ¢, (=) a pour limite ¢ ().
Par conséquent la suite des polynomes P (&) aura pour limite

J(@)=o9(z)e =),

si les polynomes Q,(«) ont une limite Q(«); or, les polynomes Q, ()
sont icidedegré p—+1, mais le coefficient de #+* qui est

I 1 1
p+1 [(oﬁi’”)”’"1 R (a%’”)”*‘]

est borné par hypothése, done les coefficients de ces polynomes sont
tous bornés (). Remarquons maintenant que g («) peut s’écrire
P iSE

aPr 2
‘ 1 A P s
o(z)=¢ =% G(),

ot G () est le produit canonique de genre p

i=oc0 a2 al

.+§?+...+—7;

, s =T[(-%) ™
i=1

produit qui est convergent, car la série Z lest : le coefficient
l
de 2P+ dans I'exponentielle est la somme S’ de la série convergente
I < 1
J Z b+’
i=1

' (i) On dgrriotﬁ'.i'g cémme i ié page 2‘6«5, en note, que la limite Q(z:) est uhiqué.
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Donc
S(2) = ST G () = M@ G (z),

Q, désignant un polynome de degré p + 1. La fonction f(x) est de
genre p—+1 et son produit canonique de genre p. On peut dire

aussi que /() est égale au produit par e*"" d’une fonction entiére
de genre p.

Donc:la fonction limite d’une suite convergente de polynomesd’ordre g
est une fonctionentiere dont le genreest E (p), plus grand entier contenu

dans p; si p est un entier, le produit canonique qui entre dans la fonction
entiére est de genre p — 1 (*).

23. Nous avons vu que, dans une famille normale de polynomes P(a:)
d’ordre p, chaque polynome P () vérifiait I'inégalité

IP(.L') l < ellr?,

H étant une constante indépendante du polynome.

Réciproquement considérons une famille de polynomes P () véri-
fiant les conditions suivantes :

1° P(o)=r1;
2° On a, pour |z |Sr,

[P(2)] < et
Je dis que les sommes

I I 1
e

F pg+s pP+E
sont bornées pour une valeur quelconque fixe de e. Les polynomes P ()
étant bornés dans un cercle de rayon r, le nombre des racines con-
tenues dans ce cercle est borné pour tous ces polynomes : la limite
supérieure nous sera fournie par le théoréme de M. Schou appliqué

(1) Cette proposition a ét6 démontrée par M. Lindwart dans sa Thésg : Ueber eine
Methode von Laguerre zur Bestimmung des Geschlechts einer ganzen Funktion (Inaug.
Dissertation,Gottingen, 1914) par une méthode différente reposant sur une idée de Laguerre.
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&

aux polynomes. Soit

ror=(=2) (=) (- D)~ ) (-2

Désignons par o, a., ..., o les racines contenues dans le cercle de

rayon r, et soit
Q(z)y=(a1—x) (atg—x) ... (ot — ).

P (x . T
Q%)) est une fonction réguliere dans le cercle de rayon 3 r et sa valeur.
pour z=o est inférieure en module 4 la valeur maximum dec son

module sur le cercle de rayon 3 r. On a sur ce cercle

lQ(x)l§2k"k, [P(w)[éell:,?m;
donc
P (o) I st
Qo) pipr...pi T 250k ’
et comme
I S 1
Pipa---pi 1k
il vient
ok < QUstr?
d’ou
H 3¢
. < ” 0.
A = 10g2 7 < h/

Soit alors a; une racine du polynome P (), les modules g,, p., ;-
des racines étant rangés par ordre de grandeur non décroissante et
chaque racine répétée autant de fois qu’il y a d’unités dans son ordre
de multiplicité ; sil’on prend r = p,, on aura

ik,
done
v N ot
. 1 [ h\P 1 LN\ ¢
l_f_/lple, —;(—) > —;_—E<<—) P
pi-\¢ ef L
prei=n
~ -+ ! 4+ ! <h? L _<s
pee T gprE T e a5 2=50)
s i=tg P
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i=n

-7
car la somme ¥ <%
i=li e

i=w
convergente 2 T c- Les polynomes sont donc d’ordre g+ ¢ quelque
i.:ii e

pelit que soit ¢ : nous dirons encore que ce sont des polynomes d’ordre .

I

est inférieure a la somme S(c) de la série

I

Remarque I. — On peut supposer que I'inégalité vérifiée par P(x)
n’ait lieu que pour des valeurs de r supérieures & r,. Dans le cercle
de rayon r,, les polynomes sont bornés, donc le nombre de leurs
racines ne dépasse pas un nombre fixe n,; d’autre part ces polynomes
prenant la valeur 1 & l'origine ct formant une famille normale, le
module de toutes les racines reste supérieur & un nombre fixe g,. On
a donc pour tout polynome de degré n

“

1 1o ng
ph+s +. ;)p-y-a = po+e =s(e)
1 ngy 0

(sinZng;si n<ng, la somme est étendue a »).
D’autre part, on voit comme précédemment que
I
— e o < S'(E) (n > ny),
Phott P
donc
I I
—_— .. F::- < s(e) +s'(e) << S(¢g).
n

Remarquell. — On peut remplacer I'inégalité initiale par la suivante :
quel que soit €, on a, pour r supérieur & un nombre r, (¢), le méme

pour tous les polynomes,
[P(z)] < e

8] . . s €
11 suffit, dans la démonstration précédente, de remplacer p par p + ~
€ . N . . . .
et ¢ par - pour arriver & des conclusions identiques; rous dirons encore

que les polynomes sont d’ordre ¢.

24. Pour appliquer les résultats précédents aux fonctions entiéres
de genre fini, je démontrerai le théoréme suivant :
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Pour qu’une. Jonction entiére soit d’ordre apparent g, il faut et il suffit
qu’elle soit la limite d’une suite infinie de polynomes d’ordre p. '

La condition est suffisante, car si I’on a pour tous les polynomes de

la suite
|P(z)|<e®™™  pour r>ry(e),

comme la convergence est uniforme dans un cercle fixe quelconque de
rayon r>r,, on a
|f z)|<e®™  pour  r>r(e).
Inversement, supposons que
| flz)|<e®™  pour  r>R(e).

Soit
J@)=1+cx+...+cpx"+....

On sait que si M(7) est le maximum du module d’une fonction
entiére sur le cercle de rayon r et on (r) le maximum dans le méme
cercle de la fonction

14| e e 4|es|at+. . .+ |e, ]2t .,

ona (")
M(ry<<(r+1)M(r+1),

siM(r)Se™™, on aura

MU(7) << (r 1) elr+DeF « grite

pour r assez grand >r, (¢). Posons

Po(z)=1+cizx+...+c,2";

la suite P,(x) converge vers f(x) dans tout domaine fini et I'on a,
dans le cercle de rayon 7>r,(¢),

[Po(z) | < |14 |x+...+lc,L|x"[<‘e""'”.

Les polynomes P, (x) forment une famille normale d’ordre 0.

25. On déduit aisément de la un théoréme fondamental de

(*) Poir par exemple E. Borer, Legons sur les fonctions entiéres; p. 64.
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M. Hadamard, relatif aux fonctions entiéres de genre fini (*). Supposons
que 'on ait, pour une fonction entiére f(x), I'inégalité

| flz)| < et pour 7> ry(e).

Cette fonction est alors la limite d’une suite normale de polynomes
d’ordre ¢ : il en résulte que c’est une fonction entiére de genre E(p).
D’ailleurs l'ordre réel de la suite des zéros de f(x) est aussi g,
puisque la série

7o
rl

I
“+.. o+ e +...

n .
est convergente quelque petit que soit . Remarquons en outre que
Pon peut prendre comme polynomes d’approximation les polynomes
sections de la série entiére :

P,(z)=1+4+c,&+...4+ c z".

26. Il serait aisé de déduire des considérations précédentes des
inégalités relatives aux coefficients ¢, de la série f ().

Inversement,ces inégalités étantsupposées satlsf’axtes on en déduirait
I'ordre apparent def(x) et par suite son genre La démonstration de
ce dernier résultat qui est aussi due 3 M. Hadamard a été donnée
directement par M. Lindwart en introduisant des Polynomeq d’ap-
proximation de genre donné; on voit comment il est possible d’édifier
une théorie des fonctions entieres de genre fini, reposant sur I’emploi
des suites de polynomes d’ordre donné.

Je n’insiste pas sur les applications des propriétés de ces suites de
polynomes & la démonstration des théorémes de Laguerre sur les fonc-
tions entiéres limites de suites de polynomes dont les racines sont
réelles (*) et sur leurs généralisations (*).

(1) J. Havamarp, Etude sur les propriétés des fonctions entiéres et en particulier
d’une fonction considérée par Riemann (Journal de Mathématiques, 4° série, 1. IX
1893, p. 171-215).

(%) OFuvres de Lavuem-e t. I, 1898, p. 174-177. Paris, Gauthier-Villars.

(3) Poir G. PoLyA, Ueber Annéherung durch Polynome mit lauter reellen Wurzein-
(Circolo mat. di Pale_rmo t. XXXVI, 1913, p. 279); Ueber Annidherung durch Polynome
deren simtlichen Wurseln in einem W inkelraum fallen ( Nachrichter von der Kgl. Ge=
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Je me bornerai 4 donner comme exemple une application aux
polynomes sections d’une série entiére.
Soit
Py(z)=1+ci@z—+...4+c,x",
le polynome formé par les = + 1 premiers termes de la série

14+ C2 +Cx* 4. .+ C x4 ...

Les polynomes P,(z) possédent les propriétés 1° et 3° des familles
normales d’ordre donné, puisque les premiers coefficients sont inva-
riables; si donc, on a en outre la propriété 2°

1 I I
E+E+W+F<&
1 2 n
on peut affirmer qu’ils forment une famille normale d’ordre p. Je
dis que, dans ces conditions, la série converge dans tout le plan.

Il suffit de montrer pour cela que, de toute suite infinie de poly-
nomes P,(x), on peut extraire une suite nouvelle convergeant dans
chaque domaine fini toujours vers la méme fonction /(). Prenons
un cercle C de centre origine, la série extraite converge vers une fonc-
tion f(x), et ses dérivées pour z = o, convergent vers celles de /()
au méme point; ce sont précisément les nombres ¢, 2!c,, 3¢, ...,
nle,. Il enrésulte que lafonction entiére f(x)a pour développement

I+ C & 4+ C2+ ...+ CrZ .. ..

Donc la série converge dans tout le plan.
Supposons par exemple que les polynomes P,(x) aient toutes leurs
racines réelles et positives, on a alors

selschaft der Wissenschaften su Géttingen, 1913, p. 326. — E. Linpwart et G. PoLyi,
Ueber einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Polynomfolgen und der
Perteilung ihrer Wurzeln (Circolo mat., t. XXXVII, 1914, p. 297). Poir aussi le Mémoire
déj4 cité de M. Lindwart et une Note de M. Jentzseh : Sur 'catension d’un théoréme de
Laguerre ( Comptes rendus de I Académie des Sciences, t. CLVIIL, 1914, p. 780).
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donc la série représente une fonction entiére de la forme e**G(z),
olt G(x) est un produit canonique d’ordre zéro.
Supposons encore quc les polynomes P,(x) aient leurs racines
réelles et de signes quelconques, on a
T

1 I
~1~+—;+...—i——?:c';’—2c.l.
IO P‘_‘ pll

)

Donc, la série représente une fonction entiére égale au produit
par e*** d’une fonction entiére de genre 1.

Ces deux derniers théorémes, dus 4 M. Petrovitch (*), se démontrent
ainsi d'une facon trés simple. Mais ce mode de démonstration conduit
a4 une généralisation immédiate. I/ suffit de supposer qu’une infinité de
polynomes sections P,(x) de degrés indefiniment croissants possédent les
propriétés énoncées pour que les résultats subsistent.

CHAPITRE 1V.

LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS MEROMORPHES ET LEURS APPLICATIONS.

27. Considérons une suite infinie de fonctions
() filx), [filz), ..., fulz), ...,

méromorphes dans un domaine simplement connexe D; nous dirons
que cette suite converge en un point , de D, si les nombres f,(x,)
ont une limite finie ou infinie lorsque v croit indéfiniment.

Supposons que la suite converge en tout point de D et soit /() la
fonction limite.

(1) Sur une classe de séries entiéres (Comptes rendus de U’ dcadémie des Sciences,
t. CXLIIL, 1906, p. 208); Sur certaines transcendantes entiéres (Bulletin de la Société
mathématique de France, t. XXXIV, 1906, p. 165); Une classe remarquable de séries
entiéres (Atti del I7* Congresso dei Matematici, Rome, 1908, t.11, p. 36); Théoréme sur
les séries de Taylor (Comptes rendus de U’ dcadémie des Sciences, t. XLV], 1908, p. 272).

Ann. Ee. Norm., (3), XXXIII. — SepTEMBRE 1916, 36
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La convergence sera uniforme au pointx, intérieur & D, si 'on peut
tracer un cercle G de centre @, contenu tout entier dans D tel que,
si f(z,) est fini, la suite f,(«x) soit formée de fonctions holamorphes
dans C et convergeant uniformément vers f(«) dans ce cercle et

si /(x,) est infinie, la suite ——— soit formée de fonctions holomorphes

/v( )
I
dans G et convergeant uniformément vers —— dans ce cercle.

Slx)
En d’autres termes, étant donné le nombre positife, il lui correspond
un nombre entier p tel que pour v > p, on ait, dans le cercle C, '

| /() — [(2) | <e,
si f(a,) est finie et

[ S
‘f(w) So(x)
si f(x,) est infinie. Il résulte de cette définition que dans le cercle G

la fonction f(x) ou la fonction — est holomorphe; /(x) est donc

f()

méromorphe dans C. Cette fonction pent d’ailleurs étre une constante
finie ou infinie.

Nous dirons que la suite (1) converge uniformément dans un
domaine D,, intérieur & D, sila convergence est uniforme en tout point
dudomaine fermé D,. A chaque point z,de D, correspond un cercle C;
il résulte du théoréme de Borel-Lebesgue que I’on peut recouvrir
entierement D, 4 I’aide d’un nombre fini de cercles C; dans chacun de
ces cercles lafonction /() est méromorphe, elle est donc méromorphe
dans D,. Nous n’excluons pas le cas ol la fonction /() est une cons-
tante finie ou infinie.

Nous dirons enfin que la suite (1) converge uniformément dans le
domaine ouvert D, sj elle converge umformcment dans tout domaine D,,
fermé et intériear 4 D, ou ce qui revient au méme, si la convergence
est uniforme en tout point , intérieur 4 D (*).

(1) MM. Carathéodory et Landau ont adopté une autre définition de la convergence
uniforme, des sujtes de fonctions méromorphes. Les deux définitions se raménent aisément
U'une-& Pautre, [Voir Beitrdge. zur. Kopvergens von Funktionenfolgen ( Sitzungsberichte
der K. Preussischen Akademie der Wissenschaften, 1911, p. 604)].
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28. Soit maintenant une famille (F) composée. de fonctions /()
méromorphes dans le domaine D : nous dirons que cette famille est
normale si, de toute suite infinie formée avec les fonctions de la
famille, on peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformément
dans le domaine ouvert D, vers une fonetion limite. Cette fonction
limite est une fonction méromorphe qui peut, dans certains cas, étre
une constante finie ou infinie.

29. Voici des exemples de familles normales : les fonctions méro-
morphes dans D et telles que les valeurs de X = f(x) ne recouvrent jamais
urie portion I' du plan des X forment une famille normale. Soit en
effet @ un point de la région exclue du plan des X, on a

| f(@)—al >K,

K étant une constante positive, quelle que soit la fonction considérée
et la valeur de = dans D ; les fonctions

1

) R SR

sont holomorphes dans D et leurs modules restent inférieurs a K
Done, de toute suite infinie (X) de fonctions g(), on peut extraire
une suite nouvelle

5’1(93‘), gl‘_’(‘l’)a sy é’v(fl'),

ayant une fonction limite finie g(«). Considérons la suite (S) des
fonctions f(x) correspondant & la suite (X) a I'aide de la relation (2)
et extrayons de (S) la suite

f,(;l:), f_)_(.);'), sy j:/(‘z')’ .« ey
dans laquelle
So(z)=a+ -

EED)

Sig(x) n’est pas la constante o elle n’a, dans tout domaine intérieur
a D, qu'un nombre fini de zéros; pour toute valeur «,, distincte'dun
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zéro de g(x), /() converge uniformément vers
() =a+ —
f(r)=a-+ —;
. .-_f,"(él')’

’ ¢ I - v ’
pour chaque zéro de g(x),m converge uniformément vers zéro, car

T oy (2)
@) T T ag ()

Enfin si g(x) est identiquement nulle ——— converge uniformément

SH(z)

v

vers zéro dans D et la suite f,(x) a pour limite la constante infinie.
Dans tous les cas, la suite /,(«r) converge uniformément vers une
fonction limite.

30. On peut substituer au continu superficiel I''un continu linéaire
quelconque; en d’autres termes, les fonctions f(x) méromorphes dans
le domaine D dans lequel elles ne prennent aucune des valeurs d’un con-
tinu linéaire quelconque T' forment une famille normale.

On peut reprendre 14 démonstration précédente en substituant aux
fonctions méromorphes /(x) les fonctions holomorphes

1
g(a) = /T—-x)—-_a,
a étant un point quelconque du continu I'. Les fonctions g(x) ne
prennent pas les valeurs d’un continu linéaire I 1ié au premier par la
transformation

Nous savons que, dans ces conditions, les fonctions g(«) forment
une famille normale : on en déduit, comme plus haut, qu’il en est
de méme des fonctions f(x).

31. Les énoncés précédents ne sont que des cas particuliers de la
proposition suivante :

Les fonctions [f(x) méromorphes dans le domaine D ou elles ne
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prennent jamars les valeurs distinctes a, b, ¢ forment une famille nor-
male.

Cela résulte, ici encore, de ce que les fonctions holomorphes

et —— forment

qui admettent deux valeurs exceptionnelles —
b—a c—a

une famille normale.

32. Les familles de rang (m, n, p). — Nous allons maintenant nous
occuper d’une famille normale de fonctions méromorphes plus géné-
rale que les précédentes. Soient m, n, p trois entiers positifs vérifiant
I'inégalité

1 1 1

— 4+ =4+ =<1

n n P
et les fonctions /(x) méromorphes dans le domaine D, telles que
toutes les racines de 1’équation

flr)=a,

intérieures a D, aient leurs degrés de multiplicité divisible parm; que
toutes les racines de I’équation

S(@)=1b,

intérieures a D, aient leurs degrés de multiplicité divisible par n; que
toutes les racines de I’équation :

Jx)=c,

intérieures & D, aient leurs degrés de multiplicité divisible par p.
Nous dirons que les racines de ces équations sont respectivement
régulicres par rapport aux entiers m, n, p; dans le cas contraire, les
racines seront dites irréguliéres. En particulier les fonctions f(«) ne
prenant aucune des valeurs a, b, ou ¢ appartiennent a la famille quels
que soient les entiers m, n, p. 1l en est de méme des fonctions iden-
tiques 4 l'une des constantes a, &, ou c. Si toutes les racines sont
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réguliéres dans le domaine D, nous dirons que la famille de fonctions
est de rang (m, n, p).

Une telle famille est une famille normale (').

Substituons d’abord 4 la famille (F) des fonctions f(x), lafamille (G)
des fonctions g(x)
flz)—a c—a
S =06 c—0b

g(x)y=

Je dis que les deux familles (F) et (G) sont normales en méme temps.

Cela revient & démontrer que deux familles de fonctions méro-
morphes se déduisant I'une de 'autre par une transformation homo-
graphique sont normales en méme temps. Supposons donc que I'on.ait

s@)=202EL  (—pyo) (o).

Il suffit de montrer que si une suite infinie
Ji(@) fo(@) s SlE)

par exemple, converge uniformément vers une fonction f,(x), la suite
correspondante

gi(@), gi(x), ..., gv(@)

dans laquelle '
a fylx) + ﬁ,
vSo(x) -0

Sv(x) =

converge aussi uniformément. D’abord, si f,(x) est égale 4 la cons-
0 .
tante—;, les fonctions
1 yfu(x)+0

a(z)  afy(x)+pB

convergent uniformément vers zéro; donc la suite g,(x) converge

(*) M. Landau et M. Carathéodory ont établi dans le Mémoire cité plus haut (p. 604)
une proposition équivalente a celle-ci reposant sur un principe général relatif aux familles
normales de fonctions analytiques (Voir Legons sur les séries de polynomes, p. 2r1).

(%) On a iei ‘

ad—By=—(a—"0)(b—c)(c—a)s#o.
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2
uniformément vers Dinfini. Si f,(x) n’est pas identique 3 — 3,
I'équation

| o,

(3) folz)=—

-

-~

a un nombre fini de racines dans tout domaine intérieur i D. Soit «,
un point de D distinct de ces racines, on peut tracer un cercle C de
centre x, tout entier dans D et ne comprenant dans son intérieur
aucune de ces racines; dans ces conditions, la suite g,(x) converge
uniformément dans C, vers la fonction

a .f()(*l') -+ ﬁ .
1Solx)+0

So(x) =
Soit maintenant 2, une racine de ’équation (3); on a nécessairement
Jolay) #Z— g:’

done, dans un cercle de centre z,, les fonetions

i _yh(=E)+0
g(x)  afy(x)+ G

convergent uniformément vers la fonction

1 yh(x)+98
(@) afylr)+ £

et la fonction g, () limite de la suite :gv(x> dans le cercle admet un
pole en z,. »

Inversement, si la suite g,(x) converge uniformément dans D, il en
est de méme de la snite /,(2). '

Nous sommes donc ramenés & démontrer que la famille (G) des
fonctions g() est une famille normale, les racines des équations

glx)y=o, glz)=1, gx)=0w

intérienres 4 D, ayant leurs degrés de multiplicité divisibles respecti-
vement par m, », p.
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Prenons une suite infinie (2) de fonctions g(x).
Il faut démontrer que, de cette suite, on peut extraire une suite
nouvelle convergeant uniformément dans D.

Soit done
51 (‘T)a g“l("v)a ey .4"‘1(."1')~
la suite (X).

Considérons le plan de la variable complexe X et tracons dans ce
plan les coupures rectilignes ( — =, 0) et (+1, =) le long de I'axe
des valeurs réelles. Considérons de méme le plan d’une autre variable
complexe Z et le cercleT de centre O (Z=o0) et de rayon unité ; tracons
le triangle curviligne OAB défini de la maniére suivante : OA est une
portion de I'axe des quantités réelles, OB un axe faisant avec le

. T . .
premier I'angle —. AB un arc de cercle orthogonal 4 T' et faisant avec

les segments AO et BO les angles = ¢t =- De I'inégalité
' 4 n S

1 I I
oy -+ m =+ ;)— <1,
résulte la possibilité de construire ce triangle. Prenons 'image du
triangle OAB successivement par rapport 4 chacun de ses cotés et
répétons la méme construction pour les trois triangles obtenus ; con-
tinuons indéfiniment cette opération; on sait qu'on arrivera ainsi
a remplir complétement lintérieur du cercle T’ qui sera pavé a l'aide
d’une infinité de triangles dont les cotés sont des arcs de cercle (ou
des droites) coupantT' a angle droit. Deux de ces triangles sont dits
congruents entre eux et se correspondent point par point par une
transformation homographique effectuée sur la variable Z.
Adjoignons au triangle OAB, le triangle OAB’ symétrique du premier
par rapport & OA, le quadrilatére OBAB’ sera appelé quadrilatére fon-
damental.
Il existe une fonction de Schwarz

7= w(X)

effectuant la représentation conforme du plan des X muni de ses cou-
pures sur le quadrilatére fondamental, de maniére que le point O
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corresponde & X = o, le point A2 X =1 et les points Bet B 4 X\ =03
les segments OB et OB’ correspondent aux deux bords supérieur et
inférieur de la coupure (— =, o) et les arcs AB et AB' correspondent
aux deux bords supérieur et inférieur de la coupure (+ 1, +2). Sile
point X se déplace dansson plan d’une maniére continue, en traversant
les coupures, le point Z se déplace en passant d’un quadrilatére & un
quadrilatere congruent sans jamais sortir du cercle I'; on a donc

[o(X)]S1.

Les sommets d'un quadrilatére fondamental et leurs homologues
dans les quadrilatéres congruents sont les seuls points de T' corres-
pondantaux valeurs o,1, oo de X. Cesontdes points critiques de o (X);
le point O et ses homologues sont des points de ramification d’ordre 72;
le point A et ses homologues, des points de ramification d’ordre r; le
point B et ses homologues, des points de ramification d’ordre p.

La fonction inverse de o (X)

X=p(Z)

est uniforme et méromorphe dans le cercle I’ et admetla circonférence
de I' comme coupure. Elle prend la méme valeur en deux points homo-
logues de deux quadrilatéres congruents (*).

Choisissons une valeur «, fixe dans I'intérieur de D et posons

() =wlg(r)]

en prenant pour ¢(z,) la valeur située dans le quadrilatére fonda-
mental (*).

La fonction ¢ () est uniforme dans le domaine D; en effet g () est
uniforme dans D et @ (X) est uniforme en X pour toutes les valeurs de
X distinctes de o, 1, = . Lorsque g(«) prend I'une de ces valeurs,
zéro par exemple, on a, dans le voisinage de la valeur correspondante

(1) Pour I'étude de la fonetion w(X) ct de son inverse, on pourra consulter le 7raité
d’ Analyse de M. E. Picard, t. IlI, p. 322 et suivantes.
(%) Sig(x,) est situé sur une des coupures du plan des X, on fera, par exemple, la
convention que ce point appartient au bord supérieur de la coupure.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Seprempre 1916. 37
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de x,
X=g(x)=(x —x)"[ag+ o, (& —x,)+...] (0972 0)s

h étant un entier et d’autre part
1
w(X)—w(0)=X"[B+8:X+...T;

on déduit de 1a que w[g(x)] est uniforme autour de 2,. Un raisonne-
ment semblable s’appliquerait aux points pour lesquels g(x)est égale
a 'unité ou a 'infini.

On a d’ailleurs, quel que soit x dans D,

lo(x)|<r.
Considérons alors la suite

o (x), (@) ... @u(z)y oo

dans laquelle
oy (&) =m[ gy (x)].

Les fonctions ¢,(x) sont bornées dans leur ensemble puisque
|oy(@)| <1. On peut donc, de cette suite, extraire une suite nouvelle
que nous appellerons encore

cPl(x)’ ?2(‘”% e C‘D\,(:Z'),

convergeant uniformément dans lintérieur de D vers une fonction
limite o (). Ona |o(z)| <1 pour tout point x intérieur & D, car| o ()|
ne peut étre maximum dans Iintérieur de D et ne dépasse jamais
I'unité. Soit z, un point quelconque intérieur.a D.

Supposons d’abord que Z, = ¢(x,) soit distinct d'un sommet d'un
quadrilatére. '

Soit & la plus courte distance du point Z, aux sommets des quadri-
latéres qui couvrent I'. Tracons, dans le plan des #, un cercle C de
centre z, et de rayon assez petit pour que

lo(2) — 2] < =0
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et prenons v, assez grand pour que I'inégalité v > v, entraine
L.
Jo(x) —o,(2)]| < =9

pour tout point du cercle C. On en déduit
| ou(®) —Z; | < 3.
quel que soitv > v, et « dans C. La fonction
&v(x) =p[ov(2)]

est alors réguliére dans C et ne prend dans ce cercle ni la valeur o ni
la valeur 1 puisque ¢,(x) ne coincide jamais avec un sommet de qua-
drilatére. Les g,(z) forment donc une famille normale. D’ailleurs
cette suite converge en chaque point de C, puisque la suite des o,(x)
converge et ¢(Z) est une fonction continue de Z. Donc la convergence
est uniforme dans C (*) et la suite g,(«) a pour limite

g(z)=rplo(=)] (*).

Nous avons supposé dans ce qui précéde que Z, était différent d’un
sommet de quadrilatére; supposons maintenant, par exemple, que Z,
coincide avec un sommet homologue de O.

(1) Voir Sur les familles de fonctions analytiques, etc., p. 531.

(2) On peut d’ailleurs montrer directement la convergence uniforme des g,(x) : en
effct ¢(Z) est uniformément continue pour lout point du cercle |Z —Z,| < 8, c’est-
a-dire que, étant donné ¢, on peut lui faire correspondre 7 tel que I'inégalité

|Z—-Z"| <y
entraine ’
|e(Z) — (%) | < e
Prenons v assez grand pour que .
Jo(a) — oy (@) | < n5
comme les valeurs Z = o(x) et Z'= oy(x) sonl 4 lintérieur du cercle |Z —Z,| < 3,

on aura
Jele(@)] —plev(®)] | <5,

¢'est-a-dire
[g(z)—gv(x)]| <e

pour v assez grand.
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Désignons par ¢ la plus courte distance du point Z, aux sommets
des quadrllatores qui sont homologues de A et de B.
On obtiendra, comme plus haut, un cercle C pour les points duquel

[ oy () —Z,] <0,

si v>v,. Les fonctions g, (x) correspondantes seront réguliéres
dans C et ne prendront pas la valeur 1 dans ce cercle, mais elles pour-
ront prendre la valeur o. Introduisons les fonctions

hy () ="g (),

en choisissant pour chaque fonction A,(x) une valeur déterminée du
radical pour x,. Ces fonctions sont réguliéres dans C puisque g ()
est réguliére et que I'ordre de multiplicité de ses zéros est divisible
par m. Ces fonctions admettant au moins deux valeurs exceptionnelles
dans C, lunité et une racine m*™ imaginaire de l'unité (m est
nécessairement au moins égal & deux).

Les A, () forment une famille normale ; on en déduit aussitot qu’il
en est de méme pour la suite g, () et que cette suite converge unifor-
mément dans C.

Si g(,) était égal 2 1, on remplacerait a(x) par 1—g(x) et

si g(a,) était infini, on remplacerait g(«) par —— (x) (')

En résumé, la suite g,(x) converge umtm mément autour de la
valeur ,. Or, cette valeur z, peut étre prise arbitrairement a I'inté-
rieur de D.

Par conséquent, la suite g,(x) converge uniformément autour de
tout point intérieur 4 D : la convergence est uniforme dans D.

33. Considérons maintenant une famille de fonctions f(«) méro-
morphes dans le domaineD et bornées en un point P (z,) intérieur 4 ce
domaine : Soit D’ un domaine complétement intérieur & D et con-

(') Remarquons que le dernier mode de raisonnement que nous avons adopté pour le
cas ol g(aq) = o convient aussi au cas ou g(x;) est différent de o, 1, o; il suffit de
prendre pour & la plus courte distance de Z; aux sommets des quadrilatéres qui sont
homologues de A et de B. ;
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tenant P. Je dis que le nombre des péles de chaque fonction contenus
dans D' est inférieur & un nombre fixe. S’il en était autrement, on
pourrait, quel que soit I’entier v, trouver une fonction f,(z) de la
famille, dont le nombre des poles ou plus exactement la somme des
degrés de multiplicité des poles fut supérieure i v. Soit alors

Silx), fo(x)s e fol@),
la suite infinie ainsi obtenue, on peut en extraire une suite nouvelle
Sr(z), flz), oo fi (@),

convergeant uniformément vers une fonction méromorphe, puisque
la famille est normale et que les nombres f; (@,) sont des nombres
bornés. ,

Or, la fonction limite n’a qu'un nombre fini de poles, dans le
domaine fermé D’ ; soient «,, a,, ..., a; ces poles, dont les degrés de
multiplicité sont respectivement o, a, . .., 0.

Donnons-nous un nombre ¢ positif arbitrairement petit; on peut
tracer un nombre fini de cercles dont £ d’entre eux, ¥,,¥., - .., Y, ont
pour centres les points «,, ..., @, et qui recouvrent entierement le
domaine fermé D'. Pour n assez grand, on a

|

I
o)~ Fy| ¢

dans les cercles v, .
| finle)y =T (z)|<e

dans les autres cercles.
1

S (@)
cercles v, et convergent uniformément dans ces cercles vers lafonction

Il résulte de Ia que les fonctions sont holomorphes dans les

1 I
F(x) F(z).
, 1
cercle pour n assez grand, égal au nombre des zéros de @y en

holomorphe - Le nombre des zéros de est dans chaque

d’autres termes, dans le cercle y; la fonction f; , pour » assez grand,

a o; poles.
Elle n’en a pas en dehors des cercles y a cause de la seconde inéga-
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lité, donc le nombre des poles ne dépasse pas le nombre
P =cy+ Ay ...+ o

Ce qui contredit ’hypothése qu’il dépasse A, pour la fonction /5 ().

On démontrerait, comme pour les familles de fonctions holo-
morphes, que le nombre des zéros de f(x) — a est borné dans le
domaine D’.

34. Voici maintenant une proposition qui nous sera fort utile pour
la suite : il existe un cercle (¢) de centre P tel qu’aucune des fonctions
de la famille n’ait de pdle a Uintérieur de (c). Sil’on a

| flzo) | < ot

le rayon du cercle (¢) ne dépend que de « et de la forme du domaine D.
Si le cercle (¢) n’existait pas, on pourrait trouver une fonction /()
de la famille possédant un pole dont la distance 2 P fut inférieure

1 . .
a ~ et cela quel que soit I’entier v.
y |

De la suite infinie
filz), folx), ... folx), ...,
on peut extraire une suite nouvelle
H(@), fHule), .., Sz,

convergeant uniformément dans le domaine D’ intérieur & D vers une
fonction méromorphe F () : la fonction F(x) est finie en x, et par
conséquent dans un cercle (¢’ ) de centre z, etintérieur & D’. La conver-
gence étant uniforme dans ce cercle, pour » assez grand, f; () différe
de F(z) d’aussi peut qu’on le veut et par conséquent est bornée

p)

dans (¢); cela contredit ’hypothese que £, () a un pole situé & une
. . . R . . , .
distance de P inférieure & 5> puisque A, augmente indéfiniment avec n.
n
Si I’on fait une représentation conforme du domaine D sur un autre
domaine A, au point P intérieur 4 D, correspondra un point IT inté-

rieur & A; 4 la famille normale des fonctions méromorphes dans D et
inférieures en module 4 a au point P correspondra la famille normale
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des fonctions méromorphes dans A et dont le module est, au point II,
infériear & . Au cercle (¢) de centre P correspond une courbe ()
entourant II et aucune fonction de la famille normale dans A n’a de
pole a 'intérieur de (y). Si, en particulier, aux cercles de centre P
correspondent des cercles de centre II, ¢’est-a-dire si la transforma-
tion conforme est une similitude, la courbe (y) devient le cercle

défini par le théoréme précédent et relatif au point II, au domaine A
et au nombre o.

35. Supposons quele domaine D soit celui d’un cercle (C)de centre P
et de rayon R, le cercle (¢) est un cercle concentrique de rayon r et

.y . r
I'on ala proposition suivante : le rapport [t st constant pour tous les
cercles C, st le nombre & demeure fize.

En effet la transformation conforme = = Ra' fait correspondre aux
points du cercle (C), les points du cercle (C,) concentrique et de rayon 1
et les centres P sont des points homologues. A la famille des fonctions
méromorphes normales dans (C) et dontle module est en P inférieura o
correspond lafamille normale des fonctions méromorphes dans (G,) et
hornées, en module, au point P par lenombre «. Au cercle (¢), corres-

r i
pond le cercle (¢,) de rayon R’ et le rayon de ce dernier cercle est un

nombre r, qui ne dépend que de . Donc

,
R ro(2).

Il résulte de la que, a I'intérieur du cercle (¢), les fonctions forment
une famille normale et bornée de fonctions holomorphes; parexemple,
dans un cercle (¢) concentrique a (c) et de rayon 0r (o <<0<1);

on a
[/(2)|282(=, b),

le nombre Q ne dépendant pas de R, comme le montre un raison-
nement identique aux précédents.
Considérons alors toutes les fonctions méromorphes autourdex=o

flz)=a+a,z + azz®+. ..
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et dont les premiers coefficients «, et a, sont donnés : i/ existe un
nombre R, ne dépendant que de a, et de a, tel que, a Uextérieur de ce
cercle, ou les fonctions cessent d’étre méromorphes, ou la famille cesse
d’étre normale. Si le fait que la famille est normale résulte d’une pro-
priété (J) de chaque fonction £ (), on peut dire que, @ {’exterieur du
cercle de centre origine et de rayon R,, toute fonction analytique doni
Uélément a U'origine débute par les coefficients a, et a, ou bien cesse d’étre
méromorphe, ou bien cesse de posséder la propriéte (J).

Lesthéorémes de MM. Landau, P. Lévy, Montel sont des applications
aux fonctions holomorphes de ce principe général.

En effet, considérons les fonctions /() méromorphes dans un
cercle (C) de rayon R et formant une famille normale dans ce cercle;
on suppose que

f@)=ay+ax+. ..
a origine.

Dans le cercle (¢) de centre origine et de rayon r=r,R, les fonc-

tions f(x) sont holomorphes et dans le cercle (¢’) concentrique et de

rayon '2’ on a
[/(2) [2 M (aq)-

Or
PAE max. de | f(«)| sur (¢') < 2M(a0)’
r roR
2
donc
R< 2 M(ao),
= ro|a1|

et comme 7, ne dépend que de a,

N(a,)

Rz
= a|

= R,.

On voit de méme que si 'on suppose seulement que |a,| < «, on a

BgNl(a).
lail

36. Appliquons la proposition précédente aux fonctions méro-
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morphes f(x) pour lesquellesles deux premiers coefficients sont fixes
(@, 0) et qui sont de rang (m, n,p). Il existe une valeur R, ne depen-
dant que de a, et de a, telle que, & !'intérieur du cercle (Co) de centre
origine et derayon R, ou bien f(x) n’est plus méromorphe ou bien elle
n'est plus de rang (m, n, p) (*).

Si p ==, le théoréme s’applique 2 des fonctions holomorphes ;
$1 m=n=p = o, on retrouve le théoréme de M. Landau.

On déduit évidemment de 13, le théoréme suivant :

St f(x) est une fonction méromorphe dans tout le plan, et si m, n, p
sont trois entiers dont la somme des inverses est inferieure a U'unité, et a,
b, ¢, trois nombres complexes quelconques, il n’est pas possible que tous les
séros de f(x)—a atent unordre multiple de m, tous les séros de f(x)—b
un ordre multiple de n, tous les zéros de f(x) — ¢ un ordre multiple

de p (*).

37. Soit f(x) une fonction entiére, nous venons de voir qu’il est
impossible que tous les zéros de f(«) aient un ordre de multiplicité
multiple de m et tous ceux de f(x)— 1, un ordre multiple de »,

< I 1

S1 m -+ n < I.

Si cela était possible, on aurait

S(x)=Xm, 11— f(x)=Y",

X et Y étant des fonctions entiéres vérifiant I’égalité
(I) Xm_*_Yn:I.

On peut doncdire que le théoréme précédent, appliqué aux fonctions
holomorphes, revient & l'impossibilit¢ de trouver deux fonctions

entieres, X et Y, vérifiant I'identité (1) (lorsque ;;— -+ —;Z < I)-

(1) Poir ausujet des questions précédentes : CARATHEODORY, Sur quelques applications
du théoréme de Landau~Picard (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CXLIV,
1907, p- 1203); ot P. MoNTEL, Sur quelques généralisations des théorémes de M. Picard
(Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CLV, 1912, p. 1000).

. . . I
(2) Si ¢ est infini on remplace f (z) — ¢ par "

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — OcrosrE 1916. 38
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Posons
Gy== m(\ —1),
Go=1n (Y —1);

G, et G, sont des fonctions entiéres ; I’égalite (1) devient

G\ ! Gy \ 7 .
(!—l———->.+(l~}—— =1,
I)l/ . I . .
Si Pon fait croitre m et » indéfiniment, cette identité devient
(2)’ ‘ . é“z—;— e“ﬂ—-ﬁL ;

Or I'égalité (2) est celle qui a servi dé point de départ &' M. Borel-
pour sa démonstratlon élémentaire du théoreme de M. Picard. On’
pourrait, en partant de I’égalité (1), tenter une démonstration élémen-’
taire du théoreme dunuméro précédent, ¢’est-a-dire une démonstration
ne faisant pas intervenir les propriétés des fonctions de Schwarz.

Considérons encore le cas d'une fonction méromorphe.f () dans.
le plan et qui'serait de rang (m n, p); si tous les poles ont des degrés
multiples de 7, il existe une fonction entiére admettant tous ces poles'
comme zéros et dont la racine m"™ est une fonction entiére X; cette
fonction est donc X. La fonction X" /() est entiére et tous ses zéros
ont des ordres multiples de 7, on a donc

\mf :_ Yn

Y étant une fonction entiére. De méme si les zéros de f(x) —1 ontdes
degrés multiples de p, il en est de méme de ceux de X™[f(x) — 1];

done
\"’[/(ﬂ)—']“/"

Z étant une fonction entiére ; on deduwalt de la, en éllmmantf(w)
X Vi Zr=o.

D! apros le numéro précédent, cette 1dent1tc est lmpOSS]blt‘. Done,
si.m; n, p sont des entiers vérifiant I’ znegalzte o .
L
— =y e i

m A P
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il est impossible de trouver (rots fonctions entieres vérifiant ['identité

Xru+ Y 4+ Zp: 0.

Par exemple, si 7 est un entier supérieur a 3, on ne peut satisfaire
a I’équation
X m -+ Ym 4-Im=o0

a I’aide de trois fonctions entiéres d’une variable.

38. Il est facile d’étendre les résultats obtenus pour les fonctions
méromorphes dans le plan, aux fonctions méromorphes autour d’un
point essentiel isolé lorsque 'un desnombres m, n, p est infini, c’est-
a-dire lorsque la fonction admet uneivaleur exceptionuelle. On peut
toujours supposer que le point essentiel est & l'origine et que les
valeurs a. b, c sont respectivement o, 1, «. Nous avons donc affaire,
si p est infini, & une fonction f(«) holomorphe autour de Porigine
qui estun point essentiel isolé; nous supposons que les zéros de f'(x)
sont réguliers relativement & m et les zéros de f(x) —1 réguliers
relativement au nombre » et I'on a

1 I
m - o <T.
Je dis que cette hypothése est inadmissible.

Soit C_, le cercle dont ce rayon est supposé égal a 2, dans lequel les
propriétés précédentes sont vérifices.

Tragons les cercles C,, C,, ..., C,, ... concentriques a I'origine et ayant

1 1 ..
TR TR Désignons par I, I'an-

: I
respectivement pour rayons 1, -, —

neau compris entre les cercles C, et C,., et par I', 'anneau compris

entre Cu—y ot C,., et posons f,(«) =f<§;> Lorsque a parcourt

1 x Y] - Py x
I’anneau T',, = parcourt U'anneau I', et si x reste dans I, = reste

dans T,; la fonction £, (z) prend dans les anneaux I, et I', les mémes
valeurs que la fonction f(«) dans les anneaux I', et I',. Dans le
domaine T, les fonctions f,(x) forment une famille normale. Soit ,
un point de T'y, si les nombres f,(x,) ont une de leurs limites qui
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est finie, on peut extraire de la suite #, () une suite

f).(("")a ﬁ~g(m)a cens S,

qui converge uniformément dans I, vers une fonction holomorphe.
Les fonctions f, («) sont alors bornées dans Ty et en particulier
sur C. Il en résulte que la fonction f(x) est bornée sur les cercles

G G ey Gy

n?

et inférieure en module 4 un nombre fixe M indépendant de n; elle
serait bornée autour de x =o, ce qui est impossible. Donc les
nombres £, (x,) ont pour unique limite 'infini. Je dis que, quel que
soit le nombre fixe positif M, on a, pour » assez grand,

| fu(z) | >M

pour tout point de I',. S’il en était autrement on pourrait trouver un
nombre M et une infinité de fonctions f, («), soient

fl(‘r)ﬁ f!(x)} cecy f'z(w)7

telles que pour chacune d’elles il y ait au moins un point de T, pour

lequel
[ fu(2) ]| <M.

De la suite f,(x) on peut extraire une suite nouvelle f; (x) con-
vergeant uniformément vers une fonction limite qui ne peut étre que
la constante infinie puisque limite £ (x,) = . Or ceci est en contra-
diction avec I’hypothése que, quel que soit n, il y a un point = de I,

pour lequel

Il résulte de la que f(«) augmenterait indéfiniment pour x = o, ce
qui est impossible. ‘

La proposition est établie.Donc: Si f(xx) est une fonction holomorphe
autour du point singulier O et st m et n sont deux entiers tels que

1 I
-+ =<,
m n



SUR LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS ANALYTIQUES. 301

l’une au moins des équations
J(z)=o0, [Jlz)=1
a une infinité de racines irréguliéres par rapport a m ou d n.

Considérons la relation X™ + Y"” = 1 dans laquelle les entiers metn

, . -, e, I I . , . . -
vérifient 'inégalité — + ~ <15 si 'on résout cette relation a I'aide de
deux fonctions uniformes de x, il résulte de ce qui précéde que
ces fonctions ont d’autres singularités que des points essentiels isolés.

39. Le théoréme du n° 36 peut s’étendre a2 une fonction méromorphe
quelconque autour du point essentiel O : la démonstration repose sur
les propriétés des substitutions relatives a la fonction de Schwarz que
nous avons introduite plus haut. Je n’ai pu encore parvenira en donner
une démonstration satisfaisante en restant dans 'ordre d'idées adopté
dans les pages précédentes.

40. Je me borne 2 indiquer en terminant que l'introduction des
familles quasi-normales (*) de fonctions méromorphes permet d’étendre
les théorémes précédents au cas ou chaque équation admetun nombre
fini de racines irréguliéres. Par exemple, pour une fonction méro-
morphe dans tout le plan, on peut affirmer que 'une au moins des
équations

f(z)—a=o, [fl#)—b=o, [flz)—c=o
admet une infinité de racines irrégulieres, relativement aux entiers m,
I 1 I
n L — - - I.
» p tels que — + — +5 <
Cette proposition est une conséquence de la suivante : soit
Ap+ A T 4+ A +. ..
['élément & l'origine, d’une fonction méromorphe dans le cercle de
rayon R. Nous supposons que le nombre des racines irréguliéres des

équations précédentes, contenues dans ce cercle, ne dépasse pas
I’entier ¢ et que ces racines ont un module supérieur ou égal

(1) Voir Sur les familles de fonctions, etc., p. 506.
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4 0R(o < 6 < 1). Dans ces conditions, on a, si «, est différent de zéro,

R< N(a,, q, 9),
B |a,|

le nombre N(«,, ¢, 6) étant borné lorsque |a,| est borné. Sim, n, p
deviennent infinis et si la fonction est holomorphe, on retrouve un
théoréme que j’ai énoncé précédemment.

[ : Paris, le :a':') juillet 1914.




