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SUR

CERTAINS RESEAUX SPHERIQUES

ET

LES SYSTEMES TRIPLES ORTHOGONAUX QUI EN DERIVENT;

Par M. J. HAAG.

Dans ma Theése de doctorat ('), j'ai appelé réseau (o) tout réseau
sphérique qui peut servir de représentation sphérique commune a
toutes les surfaces d’une méme famille de Lamé. Je me propose, dans
ce qui vasuivre, de déterminer quelques-uns de ces réseaux et d’étudier
les systémes triples orthogonaux correspondants.

Les résultats qui vont étre développés ont d’ailleurs été résumés
dans deux Communications 3 ’Académie des Sciences (*).

I. — Réseaux (o) comprenant une famille de cercles.
1. Nous sommes certains & I'avance qu’il existe une catégorie assez

étendue de tels réseaux, car la considération des surfaces de
Joachimstal engendrées par une tractrice [Th. (*), n° 7] nous prouve

(1) Familles de Lamé composées de surfaces égales. Généralisations; applications
(Gauthier-Villars, 1910). Poir aussi Annales de !'Ecole Normale supérieure, 1910,
p- 257 4 337. '

(2) Comptes rendus, 21 mars et 2 mai 1g10.

(3) Nous désignerons par cette abrévialion notre Thése déja citée.
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que les sections de la sphére par les plans tangents d’un cylindre quel-
conque repondent a la question.

Nous allons prouver que c’est la la solution la plus génerale. On peut
le faire de diverses manitres. Nous allons adopter celle qui nous parait
la plus féconde.

Soit un systéme triple orthogonal dont les surfaces (p,) admettent
pour représentation sphérique un réseau (o), dont les lignes (v), cor-
respondant sur chaque surface (p,) aux lignes g, = const., soient des
cercles. Considérons le triedre OXYZ (Th., n° 13), dont les trois axes
OX, OY, OZ sont respectivement parall¢les aux normales aux sur-

Fig. 1.

faces (p), (pi), (p2). Nous savons qu’il dépend sculement de deux
parametres u et ¢, coordonnées curvilignes de la trace sphérique G
de OZ par rapport au réseau (o); les axes OX et OY étant respective-
ment paralléles aux tangentes en C aux lignes (¢) et (u) de ce dernier.

Ceci étant rappelé, pour exprimer que les lignes (v) de (o) sont des
cercles, nous allons écrire que la trace A de OX décrit un grand cercle
lorsque v demeure constant, condition évidemment nécessaire et suffi-
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sante. Considérons le réseau (r) formé par ces grands cercles et par
leurs trajectoires orthogonales, dont nous désignerons respectivement
les paramétres par ¢’ et «/, le premier étant nécessairement une fone-
tion de ¢ et le second étant supposé égal & Parc d’'un grand cercle (¢),
de telle sorte que I'élément linéaire relatif a ce réscau soit de la forme

do*=du'*+ Crdy'.

Soient OY, et OZ, les parall¢les aux tangentes en A aux lignes (¢")
et (u'), orientées de telle maniere que le déplacement é¢lémentaire du
point A ait pour projections sur ces axes du’ et Gdv'.

En écrivant cette derniére condition et tenant compte des relations
classiques entre les rotations d’un triedre & deux paramétres, on trouve
facilement que les rotations élémentaires du triedre OXY,Z, pour les
accroissements du’, dv' sont
(n (())—:}dv’, — Cdv', du'.

D’autre part, si u et ¢ sont les variables canoniques (Th., n° 16) du
réscau (o) et si 'on désigne par les notations habituelles les rotations
de OXYZ relativement & ces variables; si de plus on observe que
OXY, Z, peut se déduire de OXYZ par une rotation autour de OX d’un
angle que nous appellerons — @, on voit que les rotations ¢lémen-
taires de OXY,Z, pour les accroissements du, dv peuvent s’écrire

(2) prdo—d®, qgducos®—r(du—dp)sin®, qdusin®—+r(du—dyv)cos®.

Identifions (1) et (2), en nous souvenant que ¢ est fonction de ¢’
seulement; nous obtenons les six relations

o _ o de _db_oC
dw =@ Py = doT = 9u’
(3) g cos® — rsin® —=o, /‘sin‘l)g—:—, =—G
. Ju . . du . dy
(qsmd’-&—zcosd))-()—;_r, (gsin® + 7 cos(b)w—r cos@-c?u—,_o.

La premiére nous prouve que ® re dou dependre que de ¢'. Sil'on



416 HAAG.

élimine ¢ et r entre les quatre derniéres, on trouve

ou B (&
(4) J—(_’? —_— COS (DW,
" Ldu . de
(3) (‘D_ﬁ—’ =—sin® cos® pra

L’¢quation (4) montre que z est de la forme /(u') + g(¢'); a lasuite
de quoi I'équation (5) nous apprend que C est de la forme F(u") G(v').
D’ou 'on conclut que le réseaw (r) est un réseau de méridiens et paral-
léles. Par suite, les cercles (¢) du réseau (o) ont leurs plans paralléles
4 une méme droite et I'on retomhe bien sur la solution énoncée au

début.

2. Nous allons maintenant nous servir des résultats précédents
pour déterminer les conséquences qu’on peut tirer de cette solution.

Prenons pour’axe Oz Paxe des méridiens du réseau (7). Soient ¢
et 0 la longitude et la colatitude du point A. Nous prendrons

(6) w' =0, o= o, (G =sin0.

Jdue . . .
Nous savons que - ne doit pas dépendre de ¢'; comme il en est de

méme de C, la formule (5) nous apprend que le produit C ;%(:7 doit étre
constant. Les variables canoniques ¢tant seulement déterminées, pour
un réseau (o) donné, & un facteur constant prés, nous pouvons prendre
ce produit égal & Punité; d’out

Ju 1 dy 1

(7) 96 T sing’  dp —  sin®cos®’

L’équation (4) donne ensuile

du
(8) (Tr; =—colP.

On tire de 13, et en tenant compte de (3),

— o tane . do
(9) l({;_log, tang ~ ——fcol.(l) do, ( _—fm, |
(10) p,:f—-—siufl)cosd)cosﬁ, g =sin®sind, r——r;=cos®sind.

dy



SUR CERTAINS RESEAUX SPHERIQUES. 417

Quant & @, c’est une fonction arbitraire de o, ce qui permet de prévoir
qu'on peut choisir arbitrairement les plans des cercles (¢) duréseau (o),
pourvu qu’ils soient paralléles &4 Oz. C’est du reste ce que nous allons
voir de maniére précise en cherchant 3 construire ces cercles.

Construisons d’ahord le triedre OXY,Z,. A cet effet, nous faisons
tourner Oxyz de I'angle o autour de O=, ce qui nous donne le triedre
Ox'y'= (fig. 1). Une rotation de I'angle 0 autour de Oy’ nous conduit
ensuite au triedre Ox”y’'z". Le triedre OXY, Z, coincide avec 0z"2"y'.
En le faisant tourner de ® autour de OX, nous obtenons OXYZ.

D’aprés cela, il est manifeste que si 0 seul varie, le point C décrit un
cercle de plan parallele a Oz, de rayon sin® et dont le centre I a pour

coordonnées polaires dans xQy <cos e, v+ §> De plus, le point C se
déduit & chaque instant du point N (fZg. 1) par une rotation de ’angle 0
autour de Oy'.

Ceci nous montre de fagon claire que, si @ est une fonction arbitraire

de o, le plan du cercle pourra envelopper un cylindre quelconque
parallele a Os.

3. Il est utile d’introduire les représentations sphériques des sur-
faces (p,) et (p) du systéme triple orthogonal.

Le point B, trace de OY, se déduit de C par une rotation de — 7—;

autour de OX. D’ott il suit que le réseau représentation sphérique des sur-

, . - ™
Jaces (p,) se déduit de (o) par le simple changement de ® en @ — ~- 11
se compose des cercles polaires des précédents et de leurs trajectoires
orthogonales.

Quant a la représentation sphérique des surfaces (p), c’est un
réscau (o) caractérisé par la propriété suivante : Le méridien d’angle
polaire o coupe toutes les lignes de la premiére famille sous 'angle ® et
toutes celles de la seconde famille sous 'angle ® + 3;— Cela résulte, en

effet, de ce que les tangentes en A aux courbes p,=const. et
e, == const. sont respectivement paralléles & OY et a OZ.

St l'on fait une projection stéréographique sur xOy, le réseau (o)
degient un réseau plan orthogonal (¢”) composé, dans chaque famille,
de courbes homothétiques par rapport au point O.

dnn. Ee. Norm., (3), XXX. — SEPTEMBRE 1913, 53
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En effet, I’angle ¢ est alors I'angle polaire du point @, projection
de A, et ® désigne I'angle dont il faut faire tourner son rayon vecteur
pour I'amener suivant la tangente 4 la courbe de la premiére famille
qui passe par ce point. L’angle @ étant une fonction arbitraire de o, le
réseau (¢”) est le réseau orthogonal le plus général du plan des zy qui
soit composé de courbes homothétiques par rapport a O.

4. Etude des systémes triples orthogonauzx correspondants. — Nous
allons maintenant nous proposer d’étudier les systemes triples ortho-
gonaux, que nous désignerons sous le nom général de systémes (X),
dont les surfaces (¢.) admeltent toutes pour représentation sphérique
le réseau (o) précédemment déterminé.

Tout d’abord, on calcule sans difficulté¢ le Tableau des cosinus

X =sinf coso, Y =sin0sino, 7. == cos9,
Xy= cosfcosgcos®—sino sin®,
1= cos0sing cos® + coso sin®,
(r1) Zy=— sinfcosP;
Xo=—cos0coso sin® — singp cos®,
Y,=—cosf sing sin® + cosg cos p,
Z,= sin0sin®.

On a ensuite [ Th., n° 16, formules (29)]

A =pBp=PRu= sin®cosd (cos@ -+ —f(—p),

lo
(r2) M= Poa=Ppo= sin® sin,
dy=Pro=Bo=— cosP sin 4.

Signalons les égalités suivantes, dont nous aurons a faire usage,
(13) )\1: Zg, )\Z:Zl'

En portant ces valeurs de A, et A, dans le systéme classique

(14) %-p-;:—z,m—z,,vl, %P—kzx,nk (i k52 1),
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qui doivent vérifier les cosinus, on obtient les relations simples :

g()%( — X, 3: —7.X,, %;_2 = Z.X.;
%g =7Y, %: 7, Y4, %zlez;
(15) G =r—n =i =1
%*:le %YP—‘:ZiY, %—Zp’=zlz;
05;2 —7,X, ‘?;2 =7,Y, f;ip? —=7Z,7.

Rappelons enfin que les variables canoniques u et ¢ sont liées a p,
o/, o par les formules (Th., n° 16)

(16) tw=p—py ©=p,— pa-

5. Cela posé, plusieurs méthodes se trouvent en présence pour la
recherche des systémes (X). Celle qui vient la premiére & I’esprit
consiste a tenter I'intégration du systéme

()l) v ()P1 ()pg r;

-— =17,P,, — =AP,, —~==17,P,
(17) dPl 151 ()PZ 2 dp 2

o, oPy oP,

()PZ —1‘2P2a —(')? - -‘1[ 9 dPi ——7\P13

que doivent vérifier a la fois les P, et les H; (Th., n° 12). Mais on
n’arrive & aucun résultat simple.

On pourrait aussi appliquer & I'un des systémes (T) (Th., n° 17),
lesquels s’obtiennent par quadratures, la méthode générale de
recherche des systémes paralléles basée sur I'intégration d’un systéme
de trois équations de Laplace (*). Les calculs sont encore compliqués.

Un troisieme procédé consisterait & remarquer que les trajectoires
orthogonales des surfaces (g) sont planes, pour appliquer ensuite la
méthode de M. Darboux pour la détermination de tous les systémes
triples orthogonaux comprenant une famille & trajectoires planes

(') G. DarBoux, Théoric des surfaces, n® 1047 & 1033.
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(Théorie des surfaces,t.1V, n°1060). On se raménerait 4 la recherche
des surfaces admettant pour représentation sphérique de leurs lignes
de courbure le réseau (¢), (n° 3).

Mais nous aurons des calculs plus simples et serons ramenés & un
probleme équivalent au précédent, & savoir I'intégration de I'équation
de Laplace relative au réseau plan (¢”), en procédant de la maniere
sulvante.

On peut toujours trouver, sans aucune quadrature, une infinité de
systémes (X)) dépendant d’une fonction arbitraire de la variable p. Ces
systemes, que nous appellerons systémes (Z,), admettent comme sur-
Jaces (p) une famille arbitraire de sphéres ayant leurs centres sur Oz (*).
Cette affirmation se justifie en remarquant qu’il suffit, pour avoir une
surface (p,) par exemple, d’associer les trajectoires orthogonales (*)
de la famille de spheres de facon qu’elles s’appuient toutes sur une
méme courbe de la premicre famille du réseau (a”), en supposant, ce
qui est évidemment permis, que la sphére de centre O et de rayon 1
fait partie des surfaces (¢). On constate aisément que les surfaces de
Joachimstal ainsi obtenues admettent toutes pour représentation sphé-
rique de leurs lignes de courbure le réseau (o).

Au reste, nous allons vérifier ceci analytiquement. Soient Z et r la
cote du centre et le rayon de la sphére (p). Les équations du systeme
sont nécessairement

Zo=1rX, Yo=rY, So="Nh—+r7
et les P;sont (Th., n°12):
Po— r+ AZ, P =17, P = AZ,.
Or, si 'on porte ces valeurs dans le systéme (17) et si I'on tient

compte de ce que les Z; vérifient ce méme systeme, on trouve 'unique

condition
_dh

P e——
dp

(1) En des points variables.

(%) On sait d’ailleurs (woir par exemple DarBoux, Z%dorie des surfaces, n°* 92 & 94)
que ces trajectoires se calculent sans quadratures, si I'on s’est donné la famille de sphéres p
en se fixant I'une d’elles.
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Nous pouvons donc choisir arbitrairement A en fonction de p (*),
pourva que cette fonction ne se réduise pas & une constante. Nous
avons alors

(18) 2y =NX, Yo=Y, so=Nh N7
et
(r9) Po=h'4 L1Z, PS¢ =17, P = AZ,.

Ceci étant, considérons le systéme particulier (Z,) obtenu en

prenant
h = eP.

Les spheres (p) sont dans ce cas tangentes en O au plan des zy et
leurs trajectoires orthogonales sont les cercles tangents en O 4 Os.
Effectuons sur ce systeme une inversion de centre O et de puissance
égale & 2 par exemple. Nous obtenons un nouveau systéme (X)) pour
lequel les surfaces (p) sont des plans paralleles a Oxy, tandis que les
surfaces (p,) et (p,) sont les cylindres paralléles a Oz et ayant pour bases
les courbes du réseau (a”). Or, on sait (*) que la recherche des systémes
paralléles a (Z,) équivaut a la recherche des systémes paralleles a (X)),
laguelle revient a ('intégrationde I’ équation de Laplace relative au réseau

plan (') (*).

6. Nous allons voir que cette méthode, loin d’étre purement théo-
rique, conduit au contraire & des calculs fort simples.

Remarquons tout d’abord que les H; du systéme (X,) sont égaux &
ses P;, car nous avons affaire & un systéme (H), dont le nombre o est
égal & 'unité (Th., n° 17). Nous avons donc, en appliquant les for-
mules (19),

(20) Hi=ef(1+7), Hiz=epZ,, Hi=cPZ,.

(1) Ou, ce qui revient au méme, r en fonction de /.

(2) DarBoux, Thévrie des surfaces, t. IV, n°s 1057 et 1038.

(3) Il revient au méme de chercher les surfaces qui possédent un réseau conjugué se
projetant sur Oy suivant (¢").
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On en déduit les H; du systeme (X) par I'emploi de la formule

. 2 H;
Ty 2
qui donne ici

A Z,
21 1= P =P M= f—-
(21) H e ?, Hl=e 7 H; 7
ou

—pi—[tang B a , . —pi—[tang P d
(22) H'i=e?, Hl=—cosde " s ®, Hy=sin®e " funs @ o

Soit maintenant Q la solution la plus générale commune aux trois
équations de Laplace que vérifient «,, y,, z,. Les coordonnées rela-
tives au systéme (Z) cherché sont données par (*)

(23) x = A(x, L), y=A0y ), :;::A(:.I., Q),

en posant

C oy 1 \2 00 09,
(24) A, 0) =Y <1F> o
i
¢’est-a-dire
a2 99 1 00 90 1 00 06
5) - A6, 0)=et| — 0 L0 1 T,
(25) A0 0)=e [(1+Z)" 9 Op I 0p; dpy T Op, o,o,]
De plus, on a
0AQ

— 0P,
(26) H,= H] FID

X2

Or, si Q" désigne la solution générale des équations de Laplace que
vérifient 2, ¥}, 5|, on peut prendre (*)

o/

M

.l:-—z-(xf + y? + z1),
¢’est-a-dire

(27) R=Q e (1 + 7).

(1) DarBoux, loc. cit., n® 1035,
(%) DarBovux, loc. cit., n° 1057.
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Mais, les équations de Laplace relatives au systéme (Z,) doivent
étre a priori de la forme

Ru NRu
s | Tde " Tpom
(20) 0%u 'adu—i—-bd“—-w)
9 dps dps  Ops do, 7’

I'équation (29) étant I’équation de Laplace relative au réseau plan (¢”),
de sorte que @ et b ne doivent dépendre que de p, et p,. Du reste, rien
n’est [plus facile que de vérifier tout cela, si I’on se souvient que les
équations de Laplace relatives 4 tout systeme triple orthogonal peuvent
s’écrire (')

u 1 OH; du 1 0H; du

Opcdp: W, Jpx 0 Hi Opi Opi
En remplacant les H par les H'* que donnent les formules (22), on
retrouve d’abord les équations (28), puis les coefficients a et & de
Iéquation (29), & savoir :

(30) a=(® +1)sin’d, b= (P +1)cos*P,

- , (., dd
en désignant par @ la dérivée ——-

Si o désigne l'intégrale générale de (29), il est aisé de montrer
qu’on a
Q=R+ w,

en appelant R une fonction arbitraire de g. La formule (27) nous

donne ensuite
Q=e?(1+7Z)(R+w).

Sil’on établit la formule préliminaire

R’ 06 1+7Z do 06 1+7Z 0w 09

AG, ) =R+ )00+ 5= 5+ 75 5, 05, T ZE o, 0o
ou I’on a posé
90 96 99

09_%%——0;“*—5;;,

(1) DarBoux, loc. cit., n® 1047.
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si 'on remarque que les 8X;, 8Y,, 6Z; sont tous nuls, et si I'on utilise
entin les relations (15), on trouve sans peine que les formules (23)
deviennent

“1 1 42 2

Yoo Y0
YA ()Pl Zy ()P2 ’

y=ep Y(R'—l—R-J,—w)—&—(I—l—Z)(

.

(31)

Y Jdw dn
=t | KL+ (1+2) <R+m+5§+d—m>]-

7. Sil’on pose
h=¢er.R,
v — e S X, do '\
Zy= eP [O)X-i— (r+7) <7—1. 55: -+ 7/:: -()—P—;>J,

Y, dw Y, ()m>'J

) ( /o T 'P 3. 'J 7T 0o, 7, 0ps
(32) Y= ["Y+('+/)<Z, % " T 0ps

dn om
5y—ef VA ) - —_—
y=e (I-l—/)(f)-i'opl -+ ‘)P2>,

on a
(33) X = 2,4+ Ly, Y =Yo+ ¥ 5 == 30+ 5,.

Donc, on aura le systéme (X) le plus géneral par composition géomé-
trique du systéme (%) le plus général et du systéme (2,) qui est défini
par les éguations (32).

Ici se pose la question de savoir s’il existe une propriété géomé-
trique simple caractérisant les systémes du type (¥,). Nous allons
montrer que le systéme (Z,) est, parmi les sysiémes (%), le systéme
cyclique le plus général.

A cet effet, nous allons chercher les équations de la courbe (g, g,)
de (£) dans son plan. 4 priori, ce plan est perpendiculaire 4 la droite

. T o -
du plan des zy d’angle polaire o + ~- Faisons donc tourner les axes
. gle | ¢+,

de l'angle ¢. Si £, v, z désignent les nouvelles coordonnées, nous
avons
: E=xcosg + ysing, n=—2xsing -+ y cosg.
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On trouve facilement, en tenant compte de (g) (*) et (x1),
E=/'sinf + Aw—Aw, cosb,

ow Jw
34 = — —tang —col® |,
(’4) n A< dpltmodf’—l—dp?cot )
s=h+ N cosf+ Aw,sinb,

\

ou l’on a posé

Pt fiotad .
(33) A=c ? e
i) Jdw
3 = =22,
(36) W= 6 -+ o -+ 9ps

La deuxiéme équation vérifie que la courbe est plane et nous donne
son plan. La premiére et la troisi¢me nous donnent les équations de Ja
projection de la courbe sur le nouveau plan des zz. Elles montrent
que cette projection résulte de la composition géoméirique de
la courbe (p,, ¢, ) du sysiteme (X,) et d’un cercle de rayon Aw, et dont

)
le centre, situé sur OF, a pour abscisse sur cet axe A .

Ceci nous montre déja que tous les systemes (Z,) sont des systémes
cycliques. Je dis que, réciproquement, tout systéme (X) qui est un
systeme cyclique, rentre dans la famille des systémes (X,). En effet,
il est & peu prés évident que, pour que la courbe (p,, p,) de (Z) soit
un cercle, il faut et il suffit que la courbe (p,, g,) de (X,) soit
aussi un cercle, ce qui exige que les spheéres (p) de (Z,) passent par
un cercle fixe, que l'on peut, & une translation prés, supposer
dans zQy.

On voit aisément que % doit alors étre de la forme

h=me P+ ne’,

m, n désignant des constantes. Or, si 'on porte cette valeur dans (34),
on obtient le méme résultat qu’en y remplacant 4 par zéro, w par

= = t ro =, 4+ 1
w=w—5+n et o prre =0+ 45

facile de vérifier que w’ satisfait a I’équation (29) et que w, est égal

+ n. D’autre part, il est

1) En combinant ces deux équations, on obtient I’équalion plus symétrique
N q { Y

0
ef=A Lang;-

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — SerreMsre 1913. 54
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X o' do' . o \ . .

a o+ 7+ a—;i De tout cela, il résulte que les systémes (Z) qui
1 2

correspondent & la valeur préccdente de /4 sont tous des systémes (Z,),

ce qui démontre notre réciproque.

Finalement, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Le systéme (X)) le plus général peut s'obtenir par composition géome-
.y, l’ N AN > d1 A} l'
trique d’un systéme (X)) et d’un systéme cyclique.

8. Ce théortme aurait pu étre préva de la maniére suivante. Consi-
dérons 'une facon géncrale un systéme triple orthogonal quel-
conque (S,), dont les surfaces () aient des trajectoires orthogonales
planes. Appelons (8) tous les systémes paralleles & (S,). On sait,
d’aprés un théoréme de Ribaucour ('), que si 'on considére un
d’eux, les cercles osculateurs des trajectoires planes en tous les points
ol ces trajectoires rencontrent une surface (p) déterminée, donnent
naissance & un systéme cyclique (S,) parallele 2 (8). Prenons la diffe-
rence géométrique de (S) et (S,); nous obtenons un systéme (S,)
parallele aux précédents, mais pour lequel les plans des trajectoires
planes passent par un point fixe O. On aura donc le systéme (S) le plus
genceral par composition géomélrique d’un systéme (S,) et d’un systéme
cycligue.

Si 'on revient au cas particulier actuel, on voit de suite que les
systemes (S,) coincident nécessairementavec nos systemes (Z,); d’ou
le théoréme énoncé tout & heure.

Le raisonnement précédent nous montre qu'il existe une infinité de
maniéres d’obtenir un systétme (S) donné par composition géomé-
trique d’un systeme (S,) et d’un systéme (8,); il suffit en effet de
faire varier le paramétre de la surface (p) particuliére considérée tout
a ’heure. Supposons qu’on ait par exemple

(8) == (86) + (82) = (87) +(83);
d’ola
(86) — (85) = (8,) — (Sa).

La différence géométrique de deux systémes cycliques paralléles

(1) DanBoux, Théorie des surfaces, t. IV, n® 1060.
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étant évidemment un -systéme cyclique paralléle aux deux pre-
miers, il suit de la que l couple (S)), (S)) le plus général qui ait pour
somme géoméirique un sysiéme (S) donné se déduit d’un couple (S,), (S.)
particulier en ajoutant & (S,) et retranchant de (S,) le systéme le plus
genéral qui soit a la fois (S,) et systéme cyclique.

Il serait peut-étre intéressant de poursuivre les conséquences qui
peuvent découler des considérations générales qui précedent. Mais
cela nous entrainerait loin de notre sujet, et nous nous bornerons a
les appliquer au cas particulier qui nous occupait précédemment.

9. Nous avons vu i la page 425 que le systeme (Z,) le plus général
qui soit cyclique est obtenu, a une translation prés, en prenant

h—=me P4 nef.

En Pajoutant au systéme (Z,), nous avons obtenu un systéeme (X))
dont les fonctions ® et w, sont :

m
A

w'=0 —— -+ n, o\ =0+ — + n.

m

A?

Il résulte de 1a qu'on obtient tous les groupes (H, Q) qui donnent le
méme systéme (X) qu’un groupe (h, w) donné par les formules

n

(37) H=h—me?—nep, Q:m—%—l—/z, 9,:0),+A2

+ n,
ot m, n sont deuxw constantes arbilraires.

D’aprés cela, il est facile de trouver quel est, parmiles systémes (Z,),
le systéme cyclique qui provient de () par application du théoreme
de Ribaucour & Ia surface (p) de paramétre g°. Différentions la pre-
miére et la troisitme ¢quations (34), en y regardant p comme seul
variable; il vient, en remarquant que, dans ces conditions,

db
(ZF = m:

14 /I 3
= (Aw,+ Z‘_““_‘Jﬁf) sin 6 df,
sinf

n 7
ds = (A o -+ LM) cos @ db.
sin@
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Ces formules montrent que le rayon de courbure de la courbe
(211 p2), ou (K), au point M de paramétre p, est mesuré, sur la demi-
droite d’angle polaire — 0 (relativement & O0%), par le nombre
R=Aw, + Q”—_:T]I%ﬁ D’autre part, si 'on considére le systéme
cyclique (2,) qui correspond a la fonction w, le rayon de courbure,
au point mde paramétre p, du cercle (p,, p,) de ce systéme, est mesuré
sur la méme demi-droite par Aw,. Pour que ce cercle coincide avec le
cercle osculateur & (K) en M, il faut donc déja qu’on ait

A"+ 1’ cosf =o.

Mais on veut que ceci ait lieu pour une valeur donnée p° de p et
pour toutes les valeurs de p, et p, et, par suite, de 0; ceci exige que A’
et 2” s’annulent pour p = p°. Cette condition étant remplie, il faut
encore (et ¢’est maintenant suflisant) que m coincide avee M; et, pour
cela, il faut et suffit, d’apres (31), que A& soit également nul pour
P = Po-

En résumé, pour quelesysteme (X) = (X,) + (X,) admette (X,) pour
systéme cyclique de Ribaucour relativement a la surface (p°), il faut et
suffic que la fonction h qui donne naissance a (2,) s'annule pour o = p°,
ainsi que ses deux premicres derivées (*).

Servons-nous maintenant des formules (37) et déterminons m, n,
pour que I, H’, II” soient nuls pour p == p°. On trouve de suite
Iy — g , o g o A, -,i_ A ,

(38) m == ¢ho ~ >

avec la condition /%,=4A;, qu'on peut toujours supposer remplie,
grace & une translation convenable suivant Oz imprimée au sys-
teme (X).

D’ou la régle suivante :

Pour avoir le systéme cyclique de Ribaucour relatif ala surface (p°)
du systéme (X) donné par les fonctions (h, w), on calcule les cons-

(1) On peut dire aussique la sphore (py) de (2y) doil se réduire au point O et avoir le
plan 2Oy pour plan radical avee la sphére infiniment voisine; ou encore que les trajec-
toires orthogonales des sphéres (p) doivent toutes admettre le point O pour point de
rebroussement.
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tantes m, n par les formules (38)' puis on remplace, dans les équa-
tions (32), la fonction » par » — Aq + n; le systeme (X,) ainst obtenu

est le sysieme cyclique cherche.

10. Revenons au systeme (X ) le plus général pour calculer ses P, et
ses H;. Les premiers se calculent aisément, soit en partant des équa-
tions (31), soit en utilisant la formule générale

P, — — 92
o = HI 9p:
On trouve ainsi
‘ P =h+ A7+ efor(1+7),
. 1+7, do
) P,=AhZ,+eP (mL,—t— 7 s >,

r I+/47 ()(J)
2o = N 1 43 fo -
' Po=/"7,+¢ <m/2—+ 7 ‘)P >

(39)

On a ensuite les I; par la formule (Th., n° 17)
H;,= P,

¢ désignant le symbole opératoire — Jd 4 ()l; + 5 9_.Si I'on remarque
1

que 6Z = ¢Z, = 6Z, = o, puisque Z, L,, Z, ne (lependent que dep — o,
et o, — p,, on trouve immédiatement

H=V+W1l+efo(1+17),

JH=NZ+ef <w17 4+ — 1+ fﬁ'),
/

Zx P1

YT , 1+ 7 2&_),

’ Hy= 1'%, + ef (m,Lg+—-Z2 o
L’un ou l'autre de ces deux groupes de formules donne la solution
générale du systéme (17), si & y désigne une fonction arbitraire de p
et o l'intégrale générale de I’équation (29) (*). Il suit de 1a que 57 @

(1) On peut d’ailleurs, par un calcul facile, vérifier que si P = ePw (1 + Z) satisfait a
P 2 0P _ My 0P _
I)P, ()p2 7\1 (}P) 7\2 ()91
conséquence de (17), w doit satisfaire & (29). Le calcul est simplifié si I'on observe que
1 -+ Z vérifie aussi I'équalion ci-dessus.
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verifie (29), il en est de méme de w,. C'est ce qu’il est aisé de vérifier
directement en soumettant le premier membre de (29) au symbole

, . d Jd
opératoire ot om et remarquant que, dans ce calcul, on peut consi-

dérer a et b comme des constantes, parce qu’ils ne dépendent que
de v = p, — p,. On s’apercoit ainsi que lu propriéeé est vraie quand bien
méme a et b seraient deux fonctions quelconques de ¢, au lieu d’ctre
données par (30).

Récipro quement, donnons-nous ,, solution de (29), et proposons-
nous de chercher toutes les solutions o de la méme équation qui
satisfont en méme temps 4 I'équation (36), ou, plus généralement, &
la suivante :

(4]) .(_)_(i)._|_ Jo

= W=
dos  Op, "
ol ¢ désigne une constante quelconque.
L’équation (41) s’intégre par quadrature, en substituant la variable o,
a la variable p,. Si w, en désigne une solution particulivre, les autres
sont données par la formule

(42) 0 = W+ e~ f(v),

en appelant /(¢) une fonction arbitraire de ¢. Portant colto valeur
dans (29), il vient N
(43)  fraflb—a—e) b eaf=en (200 4 0% pe).
\’)Pl ()Pa 0P1 dPi
Pour que le probleme soit possible, il faut et suffit que le second

membre ne dépende que de ¢. Or, cette condition est satisfaite identi-
quement, comme on le constate en soumcttant le second membre au

J %
symbole opératoire — g ooy et tenant compte de (41), sans oublier

que o, vérifie (29) par hypothése.
On voit qu’a des quadratures prés on est mmon(, a intégrer I'équa-
tion différentielle linéaire

(44) ' +f(b—a—e)+eaf=o.

Si les coefficients a et b sont quelconques, cette équation sera la plus
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générale et ne saura étre intégrée. Mais, dans certains cas, il n’en sera
pas de méme et ’on voit comment de toute solution de ( 2q) on pourra en
déduire une infinité d’autres dépendant de trois constantes arbitraires.
Par I'application répétée des opérations précédentes, on pourra obtenir
des solutions dépendant d’un nombre de constantes arbitraires ausst grand
quon le voudra. En particulier, on pourra toujours partir de la solution
évidente © = o.

Observons que I'équation (44) prend une forme plus symétrique
par le changement de variable

g

S=e? g
L’équation en g s'écrit
~ I €
(45) é’”+(b——a)é"+§<a+b_— E)g’——O-

On pourrait en particulier appliquer les considérations précédentes
a I'équation classique d’Euler et de Poisson ('). Nous ne le ferons
pas, car cela nous entrainerait hors de notre sujet.

11. Revenons au cas o les coefficients a et b sont donnés par les for-
mules (30), cas qui est caractérisé, comme on le constate facilement,
par la relation

a b
/ —_—
(46) . —a———b+2(a+b—|)__o.

Nous sommes certains a priori de savoir intégrer I’ équation (44) ou (45),
au moins pour e = 1. En effet, la recherche des fonctions w satisfaisant
ala fois & (29) et (36) revient au calcul des systéemes (Z,) dont les H;
sont donnés par (40), ot 'on fait 2= o. Or, connaissant les H;, on a
X4, ¥,y 5, par des quadratures, avec trois constantes additives arbi-
traires o, 8, y. La constante y devra d’ailleurs étre déterminée par la
condition que #0y devra étre un plan de symétrie du systéme (*), ce
qui réduira & deux le nombre des constantes arbitraires.

() Poir par exemple Darpoux, Théorie des surfaces,t. 1I, p. 55 el suiv.
(2) On a vu, en effet (n° 7), que les cercles (p1, p2) ont leurs centres dans .xQy.
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La maniére la plus simple d’obtenir ensuite w est de tirer cette
fonction de la valeur de P, qui est de la forme

0, +aX -+ LY+ 77,

©, désignant une fonction déterminée de p, p,, g.. En se servant de la
premiére équation (39), o I'on annule %, on a

e=f(@,+yZ) acoso+ Psing
7 -+ *
1-+ 7 A

[£) Jpumnt

On déterminera v pour que le premier terme soit indépendant de p
I g
et 'on aura pour o une expression générale de la forme

xcosp + Bsing
A

(47) »w =0 4

Il résulte de la que lintégrale générale de I'équation (45) par
exemple est, a priori, pour € =1,
PutPa

— OS¢ $in ¢ /:ml‘z‘l’(l"
g=c acros‘o_f{ismi:e‘ e(

A o cosy + Bsing).

Ceci nous suggére, pour le cas ou e est quelconque, le changement de
variable

(48) g’:c’/wm(b'l?l

?

v devenant en outre la variable indépendante. 'Nous sommes surs,
a priori, de I'identité, d’ailleurs facile & vérifier directement,

1\ o cotzP dp Az .
"/l-l—(b——-(() oA la+4 b — ..\il ———gf sin?2d cos?® (| — +~A);
e e 2’9 do?

/

d’ou on déduit que I'équation (45) devient
A*h 20 4 g
/ — ey — -
(49) do? A [l ‘ (sinz‘b)ﬂ] ©

ou I'on a posé
o=1—¢.
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On peut encore la simplifier en posant

1 dh
['L_T\d_go’ t=cot2®;

moyennant quoi, elle s’écrit

(50) %+}L2+1:—O‘%+0‘2(t2+1).

Si la fonction @ (et par suite z) de ¢ est quelconque, il ne semble
pas qu’on puisse intégrer pour toute valeur de . On ne peut pas non
plus choisir ¢ sous une forme telle que 'on connaisse & I'avance une
solution particuliére en p., car I'équation (50) est aussi bien de Riccati
par rapport & Z que par rapport 4 p.. Néanmoins, i/ convient de signaler,
outre le cas déja vu de e =1(o =0), ceux de s = +1 et 6 = — 1, pour
lesquels on a 'intégrale particuliére p. = — ¢ ou p. = ¢. Nous retrou-
verons d’ailleurs un peu plus loin (n° 13) ces cas particuliers.

Il est intéressant de remarquer que nous avons été conduits par des
considérations géomélriques & certaines propriétés non évidentes
d’analyse pure. Tout d’abord, nous savons obtenir des solutions contenant
un nombre illimité de constantes arbitraires de toute équation de la
forme (29), et cela par des quadratures, quand les coefficients a et b sont
liés par (46). En outre, nous savons intégrer, dans la méme hypothése,
les équations (44) ou (45) pour e =1, o, 2.

12. Revenons maintenant a la Géométrie.

Nous pourrions appliquer ici les transformations (8,) et (6_,)
(Th., n° 17); mais cela ne ferait que nous donner de nouveau les pro-
priétés précédentes relatives aux solutions de I'équation (29). Nous
ne nous occuperons donc pas de cette question et rous allons porter
notre attention sur les systémes (T) (loc. cit.).

On pourrait, pour les déterminer, chercher les fonctions w et 4 cor-
respondantes. Mais cette méthode conduit & des calculs compliqués.
1l est beaucoup plus simple de calculer directement «, y, z par les
formules

u ::fHU dp + H,U, dp, + H, U, dp,,

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — OcroBre 1g913. 55
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sachant que, pour une translation de direction (o, 3, v), on a (Th.,
n° 17)

H=aX+ Y+ yZ, Hi=aX+BY + yZy, Hy=aX,+ BY:+yZ,.

Observons d’abord que, par le simple examen des H;, on peut
trouver les directionsauxquelles correspondent des systémes cycliques.
En effet, pour que les surfaces (p,), et par suite les surfaces (p,)
soient des périsphéres, il faut et suffit que le rayon de courbure prin-
cipal R,, de la surface (p,) suivant la ligne p, = const. soit indépen-
dant de p. Or, ona (*)

H _ acoso+Bsing ycotf

R’“:——ﬁ; - sin® sin®

Comme, dans cette expression, 0 estla seule variable qui dépende de g,
la condition cherchée est v =o. Done, les directions qui donnent des
systémes cycliques sont celles du plan 2Oy (*).

Calculons les systemes (T,), (T,), (T,), qui proviennent des direc-
tions Oz, Oy, Oz; nous savons (Th., n®17) que les autres s’en dé-
duisent par composition géométrique.

Systéme (T,). — Nous avons

2, :fx-z dp -+ X2 dg, + X2 dpy,

v ::fXde + X, Y, doi+ X, Y, doy,

zl::fXZ dp + X% doy+ Xy Tadpy =X,  d'aprés (13)
En remplacant dp, et dp, par

df dl
(51) dp,=dp — e R tang® dy, dpy=dp — so5 T cot® do,

(1) Danmoux, Systémes orthogonaur, n® 107,
(*) Cest ce qui résulte aussi d’'un Mémoire de Lucien LEvy (Journal de Liouville, 1892,
p- 351), dont nous allons retrouver toules les conclusions,
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on trouve facilement

6 .
z,=p— log lang ~ — cosf cos?o + 2fcot2(l) sin®*o do,

(32) yi=—rcosfsino coso —fcotz'l) sin2¢ do,

5, =sinf coso.
On vérifiera aisément sur ces formules les propriétés suivantes :
La ligne (¢) de la surface (g, =0) est un cercle de rayon cosg, dont .
: .
- K3
I'axe a pour angle polaire ¢ + - et dont le centre ©, a pour coor-

données dans Oy
a,:—f(cottl) cos?e + tang® sin’o) do, b,:—fcowd)sin'ch do.

Le centre de la sphére inscrite le long de ce cercle a pour coor-
données

o, = a, + col® sing cos o, Bi=b;— cot® cos*q.

Le rayon R de cette sphere est égal h(s%s%- I satisfait a la relation
de Lucien Lévy (') :

R2(do? + dB? — dR*) = dp?.

Enfin, le cylindre ayant pour section droite le cercle (¢) précédent
intercepte sur O une longueur égale a 2 ().

Systéme (T,). — Les équations de ce systeme se déduisent a priori
de celles de (T,) par une rotation de — g, suivie du changement de ¢

¥ .
en ¢ —=; ceci donne

' s z,=—c0sFsing cosy — [ cot2®Psin29 do,
(53) ? y.=p—log langg — cosfsin?g + 2fcot2lb cos?o do,

z,=sinfsino.

(1) Loe. cit. On établit d’abord les formules

<R in dfy = — AR €08
cosd o P PLE T s %Y

(111 =

La relation de L. Lévy est alors évidente.
(?*) Lucien LEvy, loc. cit.
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On véritiera sans peine que les H; de ce systéme sont égaux aux Y,.
Quant au cercle (¢) de la surface (p, =o0), il a pour rayon sing et
pour centre un point », de coordonnées

ahb=— [ cot2® sin20 do, b.Z:—f(col,ll)sin'lgo -+ tang® cos?q) do.

1 .
? ot pour centre le point de coor-

Laspheére inscrite a pour rayon Si
p ’ p Y sin @

données '
oy = a, + cot® sin’o, Ba== by— cot® sing cosy.

Systéme (T,). — 1l a pour équations
JUs:j 7X dP -+ ZIX1 dpl -+ Z2X2 dPa': = X,
Y3 ::fZY dp + 73 Yy dpy+ 1y Y, dpy—=35,=Y,

::z,=.[Z2 dp + 73 dp, + 1.3 dp, =p+Z, d’aprés (15).
d’ou
Z3==sind cosy,
(54) ys=sinfsino,
3= p + cosf.

On voit que la surface (p) est une sphere de rayon 1, dont le centre,
situé sur Oz, a pour cote p ().

Si ’on veut maintenant le systéme (T) correspondant & une trans-
lation de direction («, 8, v), il suffit d’appliquer les formules

r=ox + Bx,+ yx;, Y=oy +pBys+ vy, 5= o5+ P35+ Y5,

Il est & remarquer que les surfaces (p) sont toujours transcendantes,
sauf pour le systeme (T,), car sur ces surfaces les courbes ¢ = const.,
qui sont les lignes d’ombre relatives aux directions du plan des xy,
sont transcendantes. La forme de ces lignes est d’ailleurs indépen-
dante de la fonction @ et il serait facile d’en donner une définition
géométrique assez simple.

Quant aux surfaces (p,) et (p,), elles ne peuvent étre algébriques

(1) 1l est clair qu’on pouvait prévoir ce résullat, d’apres ce qui a été dit sur les sys-
temes (Zy).
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que lorsqu’elles sont des périsphéres, et & condition que la fonction @
soit convenablement choisie.

L3. Cherchons maintenant les systémes (11). Nous savons (Th., n° 17)
qu’ils sont caractérisés par les conditions

H;=0oP, o == const.

Or, si l'on se reporte aux ¢quations (39) et (40), on voit que si 'on
pose
K=4— ¢/, T= 0, — g0,

il revient au méme de dire que le systeme () qu'on obtiendrait en
prenant K et © pour fonctions % et @ se réduit & 'origine des coor-
données. Comme la solution (K=o, 1 =0) convient, la solution
générale est donnée, d’aprés ce qui a été dit au n® 9, par les équations

W —cgh=me P+ nef,
Jdn )

m
+ —— ) == — — N,

(53)
( dgy  Ops A

ou m et n désignent deux constantes arbitraires et ¢ le nombre 1 — .
. Préoccupons-nous d’abord de simplifier les seconds membres. Nous

savons qu’on peut, sans changer le systéme, ajouter aux fonctions /
et w les quantités respectives

pe P+ vef et - — Y

et v étant deux constantes arbitraires. Ceci augmente les premiers
membres de (55) des quantités respectives

—ePu(i+ o)+ ePyv(1—a) et ~ﬂlA;:i)—v(1—a) M-

Par suite, on fera disparaitre les seconds membres, si I'on peut

prendre
pr+oc)=—m et v(1—a)=n.

v | . P m r_ m
(1) S'appuyer sur ce que w'=w — 1z T donne w'y = w;+ O (n° 9).
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D’ou trois cas a distinguer :

Sie*=£1, on peut supposer m = n = o.
Si g =1, on peut supposer m = o.
S1 o= —1, on peut supposer n = o.

Etudions séparément ces trois cas.

Premier cas: a*s~1. — Nous aurons un premier systéme (H,) en

prenant
h = e, w==0.

Cela nous donnera un systeme () pour lequel les sphéres (p) sont
homothétiques par rapport & Porigine, mais non tangentes en ce point
ax0y.

Nous aurons une infinité d’autres systémes, qui seront des systémes
cycliques, en prenant /o nul et o égal a ['une quelconque des solutions
communes & (29) et a

Jdo 7
— e — e £0) T O
dpy  dp,

On retombe sur I’équation (41) sans second membre; il faudra done
prendre

3
- Z‘Px‘*‘ Pal
(4} Rty &

’

g désignant Pintégrale générale de (45). Malheureusement, lorsque
la fonction @ est quelconque, nous ne savons précis¢ment pas, dans
I’hypothése actuelle, calculer cette intégrale.

Si I’on connaissait deux intégrales distinctes, on en déduirait deux
systémes cycliques homothétiques, qui, composés géomeétriquement
avec (II,), donneraient tous les systémes (H) qui correspondent au
nombre ¢ donné.

Deuxiéme cas : o =1. — Annulons sculement 7 dans les ¢qua-
tions (55). La premiére donne

(56) h=r¢eP(np+ Cy) (Cy=const.).

La seconde est de la forme (41), avec ¢ = 0, w, = — n. Procédant
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comme au n° 10, nous pouvons prendre 0= — —(p, ¢2); Iéqua-
tion (43) devient alors

f”+f’((l”-|—1)coszfli_—.—g—((b’-|—1)

ou
af  df

X _2n(@'+)
do? —2(‘_-[6(40‘.2(1)_——. m—)z—'

d
Cette équation, linéaire et du premier ordre en a’—g, s’intégre par

quadratures. Posons, pour abréger I'écriture,

[———-/ fzcmz‘b qudo _f[ icotz‘b (I(Qf ﬁol"‘b ap @' 4 )
- ) n (sin2®@)? do | do-

Nous avons

f=—2n) + C, 1+ Cs, C, et C,= const.,
d’ou
0= — g(Pl+P2) —anJ+ CI+C,.

Telle est la valeur de  qu’il faut combiner & la valeur (56) de %
pour avoir le systtme (1) le plus général correspondanta o =1. Il
semble, contrairement 4 la théorie générale (Th., n° 17), qu’on ait
quatre constantes arbitraires n, C,, C,, C,; mais, d’apres (37), les
constantes C, et C, rentrent I'une dans P'autre, de sorte qu’on peut
supposer par exemple C, = o. ‘

Si I'on annule deux des constantes n, C,, C,, on obtient (rois sys-
temes (H) particuliers, qui donneront le plus général par composition
géométrique. En annulant » et C,, on obtient le systéme (Z,) du n°5.
En annulant » et C,, on obtient un systéme cyclique.

Done, tous les systémes pour lesquels » est nul sont des systemes
cycliques, et ce sont les seuls.

Troisiéme cas : ¢ =-—1. — Annulons seulement » dans les équa-
tions (55). La premiére donne

(57) h=e?(mp C).
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La seconde est de la forme (41), avec

m
€= 2, ) == —— -

Si 'on remarque que, d’aprés les formules (37), », annule le pre-
mier membre, on apercoit immédiatement la solution particuliére

m

O)OZPI F'

Comme = P est solution de (29), I'équation (43) devient

- 2D a
S+ f(b—a—2)+2af=me¢ ”ﬁ"“ #(0'—1) cos? .

Si I'on se rappelle maintenant (n° 11) que I'équation (50) admet,
pour ¢ = — 1, la solution p.=1¢, on voit qu'on pourra intégrer par
quadratures. Indiquons sculement les résultats.

Si I'on pose

I —2[:-.‘;1‘1'1) dg -—z wu‘[‘ dp fmu(lul;n O'—= 1 ‘
o= ¢ dg, To= sintd dy | dg,

on a
mpi+mlg+ Cly+ Gy
= =

Comme dans le cas précédent, on peut supposer C, = o0, ce qui
laisse subsister trois constantes m, C,, C,.
Pour m = o, on a des systémes cycliques.

14. Brup# DE QUELQUES CAS PARTICULIERS. — Pour terminer cette pre-
micre Partie, nous allons indiquer quelques exemples de réseaux (o),
pour lesquels 'équation (2¢) est intégrable ou bien prend une forme
simple.

Demandons-nous d’abord pour quelle valeur de la fonction ® I'équa-
tion (29) aura un inyariant nul.

Si l'on se reporte a I'interprétation géométrique de la transforma-
tion de Laplace, on reconnait immédiatement qu’il faut et suffit que
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le réseau plan (s”) et par suite le réseau sphérique (o’) comprennent
une famille de cercles (*); d’ou I'on conclut sans peine que le réseau (o)
doit se composer uniquement de cercles (*).

Or ceci n'arrive que si les plans des cercles (¢) passent par une
droite fixe A, que nous pouvons toujours supposer dans le plandes s.
On sait que dans ces conditions, les lignes (u) de (o) sont des cercles
dont les plans passent par la droite A’ conjuguée de A par rapport a la
sphere. On peut aussi reconnaitre géométriquement que les deux
familles de (¢”) se composeront de cercles si A et A sont tangentes &
la sphére et dans ce cas seulement. Ce dernier cas est le seul ou toutes
les surfaces du systéme (E) ont toutes leurs lignes de courbure
planes. Les systémes correspondants ont été calculés depuis long-
temps déja par M. Darboux dans sa Thése de doctorat (*).

Nous allons retrouver analytiquement les conclusions précédentes.
Les invariants de (29) sont

da db
/L—ab+;'i;’ k——ab'—-"—l—‘—"
ou
(58) h =sin?® cos*P(1 — ®2— ®" Lang P),

k =sin?® cos*® (1 — @2+ @" cotd).
Si ’on annule % par exemple, on arrive &
cos® =msino (m = const.),

en négligeant une constante qui devrait étre ajoutée a o.
Or, ceci exprime que le plan de la ligne (¢) de (o) contient la

droite A d’équations
Y=o, xz=—rm.

Si l’on porte la valeur précédente de ® dans le second invariant, on

(*) Poir Darsoux, Théorie des surfaces, t. 11, p. 21.

(2) En effet, les surfaces (p) ont une famille de lignes de courbure planes qu’on peut
toujours supposer étre leurs lignes d’interseclion avec les surfaces (p,); celles-ci ont alors
toutes leurs lignes de courbure planes.

(3) Poir, par exemple, Annales de I’Ecole Normale, 1866, p. 129. — Poir aussi Theorie
des surfaces, t.1V, p. 292.

Ann, Ec, Norm., (3), XXX. — OcToBRE 1913. 56
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trouve
k= (1t— m?*) cot*®;

donc £ ne sera nul que pour m = ==1, c’est-a-dire si A est tangente &
la spheére.

Rien ne serait plus facile maintenant que d’appliquer au cas parti-
culier actuel la théorie générale qui vient d’étre exposée. On obtien-
drait de la sorte, et sans aucune quadrature, le systéme triple orthogonal
le plus général dont les surfaces (p,) sont a lignes de courbure planes
dans les deux systémes et ont méme représentation sphérique.

Pour les systémes (T) en particulier, on arrive a des formules trés
simples, exemples de toute quadrature. On obtient, entre autres, le
systéme dont les surfaces (p,) sont obtenues par la translation suivant
Oz d’une cyclide de Dupin ayant ses points doubles sur Oy et Oz
(¢f. Th., n°11).

Le cas ou la droite A signalée plus haut est tangente a la sphére
(m==1) conduit & des résultats intéressants. Mais, dans la crainte
d’allonger inutilement ce Mémoire, nous ne reproduirons aucun de
ces calculs, d’autant plus que M. Darboux a indiqué comment on
pouvait déterminer tous les systémes triples orthogonaux comprenant
une famille de surfaces a lignes de courbure planes dans les deux sys-
témes (*).

15. Cas ol les invariants de (29) sont égaux. — Si I'on se reporte
aux formules (58), on voit que les invariants sont égaux pour " =o;
ce qui va nous conduire aux deux solutions suivantes.

[. @ =const. — Les cercles (v) sont égaux. Leurs plans sont tan-
gents 4 un cylindre de révolution d’axe Oz. 1l revient au méme de dire
que les surfaces (p,) coupent sous le méme angle tous les plans de
leurs lignes de courbure planes.

Le réseau (') se compose dans ce cas de loxodromies, se déduisant,
dans chaque famille, de 'une d’entre elles par rotation autour de O 3.

(1) G. DarBoUX, Détermination des systémes triples orthogonaux qui comprennent une
Samille de cyclides de Dupin, etc. Poir aussi Th., n° 41.



—_
—
[¥F)

SUR CERTAINS RESEAUX SPHERIQUES.

L’équation (29) se rameéne, par la substitution

o o—(p1c0s? D + pysin2 @
uUu—ve (py cos -+ pasin ),

a la suivante :
0%y

m —=sin*® cés'-"b 0,

qui se transforme en elle-méme par la méthode de Laplace.

L’ équation (45), qui permet d’en obtenir une infinité de solutions,
est a coefficients constanls et par suite s’'intégre immédiatement. D’ou
il résulte (n° 13) qu'on peut calculer par quadratures tous les systémes
(H) correspondants.

Quant aux systémes (T), ils sont toujours donnés par les for-
mules (52), (53), (54), dont les quadratures se calculent dans ce cas
sans aucune difficulté ().

II. ® =mg (m = const.). — Les plans des cercles () enveloppent un
cylindre ayant pour base une hypo- ou épicycloide tangente en ses som-
mets au cercle de section de la sphére par xOy .

Il'y a exception toutefois lorsque m = == 1, auquel cas on retombe
sur le réscau exclusivement composé de cercles tangents entre eux
dans chaque famille (n° 14); les invariants de (29) sont alors tous
deux égaux i zcéro, ainsi qu’on I'a d’ailleurs déja vu au numéro pré-
cédent.

Le réseau plan (¢”) (n° 3) est composé des lignes ayant pour équa-
tion générale en coordonnées polaires
(59) ph=asinmo, pM=acosme (a=const.).

Les formules (9) donnent

n
tang E "= sinmo et =sinmq e"(P-P) = cosmao emP—p.}
g 2 =Ssmmeo - ¢ - T )

,tang mo = e (p—py),

(1) Pour le systeme (T;), les H; et ;. ne dépendent que de la seule variable 0. M. Dar-
houx a déterminé tous les systémes jouissant d’une telle propriélé (Systémes triples ortho-
gonaux, n° 176) ot a donné comme solution générale le sysiéme des hélicoides & courbure
constante. Le systeme (T;) ci-dessus constitue une solution particuliére, celle pour laquelle

le rapport Tll est constant.
2
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L’équation (29) devient

ezmp2 ici)_ -+ e?mpI __d_c'_)_
0w )p, 02
(60) m + (m +1) 2P, . 2P, =0
ou, en posant
e2mpy — )\1’ e2mp, — )'!7
dw N Jdw
020 n 41 dhy 0k,

(61) Foon T Tam =T,

On reconnait ’équation d’Euler ('), dont on pourrait appliquer ici
toutes les propriétés bien connues. En particulier, on sait qu’elle est
intégrable par la méthode de Laplace et par suite sans quadratures
n
2In
d’un nombre impair (*). Voila donc une infinité de cas pour lesquels
on peut calculer tous les systémes (L) sans aucune quadrature.

Nous ne voyons rien de particulier & dire sur les systémes (1), si ce
n’est que les quadratures qu’ils composent peuvent s’effectuer par les
fonctions ¢lémentaires chaque fois que m est commensurable, ou, ce
qui revient au méme, chaque fois que le réseau (") est algébrique.

Quant aux systémes (1), leur détermination revient a intégration
de I’équation (49), qui ici devient

drh i gleam—+og)] _
(62) W+)\[l—m]—0-

) . . . y .
est entier, ce qui arrive larsque m est 'inyerse

toutes les fois que

Cette équation rentre dans un type connu (*) et se rameéne a I’équation
de la série hypergéométrique par le changement de variables

T
b

(sinzmo)?=¢, h=pet *m.

(') Cf. G. Dausoux, Théorie des surfaces, n 34% et suiv.

(2) Au point de vue qui nous occupe, il suffit de considérer des valeurs positives de m;;
car deux valeurs opposées donnent, d’aprés (59), deux résecaux (") inverses 'un de
I'autre et par suite deux réseaux (¢') symétriques 'un de l'autre par rapport & 0y

() Cf. DarBoux, loc. cit., n° 408.
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L’équation transformée est, en effet,

(63) t(!—t)le-',i—f_,’-i—i’f’-[l—-f—“(f_;—x)]+p(_“_"’_)_:o,

de | 2 am 16 m?

laquelle coincide avec I’équation de la série hypergéométrique sil’on
prend, avec les notations habituelles,

I s 1 1
oc_._——m(c—-x), = am(o'—{—l), y_zm(m—v).
Réseaux (a') isothermes. — Le réseau (o) ne peut étre isotherme,

d’aprés une propriété bien connue, que s’il est uniquement composé
de cercles, cas étudic précédemment. Quant au réseau (o), il est iso-
therme en méme temps que (¢”). Or, ce dernier ne 'est que si les
invariants de I'équation de Laplace correspondante sont égaux (').
Les seuls réseaux (a') qui sotent isothermes sont donc ceux qui viennent
d’étre étudiés dans ce numéro.

II. — Réseaux (o) isothermes.

16. Proposons-nous maintenant de rechercher tous les réseaux (o)
isothermes. Nous sommes surs qu’il en existe, puisque nous en avons
découvert dans le numéro précédent et qu'en outre on connait le
systeme des ellipses et hyperboles homotocales.

Partons de I'élément linéaire de la sphére pris sous la forme

(64) da?= e (du? + do?).
Nous savons que 0 doit satisfaire & ’équation

26 26

(65) W-Fm;-{-%e.—o.
Pour que les lignes coordonnées forment un réseau (o), il faut et
suffit (Th., n° 16) qu’on puisse trouver deux fonctions U, et 'V, de u

(1) G. DARBOUX, loc. cit., n°® 432.
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et ¢ respectivement telles qu’on ait

06 d0
U1a-;+v1m = O.

D’ou l'on conclut que 6 doit étre une fonction de la seule variable
«=U-+YV, enappelant U une fonction de z et V une fonction de ¢.
Remarquons, des & présent, qu’aucune de celles-ci ne peut se réduire
4 une constante, sans quoi on obtiendrait un réseau de méridiens et
paralleéles, ce qui n’est pas un réscau (o). De méme, 0" ne peut ¢tre nul.

17. Cela posé, I'équation (65) s’écrit, dans hypothése actuelle,
(66) 2e)4 6/ (0" + V") + 6" (U2 + V') =o.

Différentions, en supposant « constant, il vient

(67) 0(Uy—V,) +20"(U"— V") = o,
en posant

) u” \

U= 7’ V, = v

On obtient une premicre solution en supposant
U’ = V"= const.,
car U, et V, sont alors nuls.

Deux cas sont & distinguer :

I. Uet Vsont du premier degré. — Par I'addition de constantes con-
venables & « ¢t v, on peut supposer
U = au, V = by,
d’ou
o= au -+ bv.
Or, si I'on pose § = bu — av, I'élément linéaire peut s’éerire
de* = f(a) (da®+ d3*),

lequel convient au seul réseau de méridiens et paralleles. Les lignes (u)
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et (v) sont alors des loxodromies. On retombe sur le réseau (o) du
n° 15 (I).

1. Uet Vsont du second degré. — En ajoutant des constantes con-
venables & u, ¢, « et multipliant « par un certain facteur également
constant, on peut supposer

U = u?, V =¢2;

done
de® = f(u? -+ 9?) (du®+ dv*).

Je dis que les lignes ¢ = ku, ou £ désigne une constante arbitraire,
sont des géodésiques. En effet, il nous suffit de vérifier I’équation (*)

dw +~rdu-~+ ridv—o.

Si I'on remarque que o = arctangk = const., on doit constater
que (*) .

! !
— e pdu+ L udy —=o,

A S

vdu — ude =o,

ou

, . . . - . 4
équation qui est bien satisfaite pour - = const.

Remarquons maintenant que toutes les géodésiques précédentes
passent par le point (=0, ¢v=0); donc, elles constituent sur la
sphérc une famille de méridiens. Il suit de la que les réseaux (o) de
ce deuxieme cas font partie des réseaux (a’) du paragraphe I. Or, nous
avons précisément découvert et étudié ceux de ces réseaux qui sont
isothermes (n° 15). Nous retrouvons donc encore des résultats que
nous connaissions déja. ’ o

18. Supposons maintenant U" — V"=~ 0. Je dis qu'on a aussi néces-

(1) DarBoux, Théorie des surfaces, t.1l, n® 514.
(2) On a en effet (loc. cit., n° 500)

9logf

! r
¥ 5 —_
2 dy !

o
—
S

9

t\

r=-—

Ni=
(9
|
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sairement
(68) 8"(U,— V,) 5 o.

En effet, si I'un des facteurs de ce produit était nul, 'autre le serait
aussi, d’aprés (67). On aurait alors

8=aa—+ 0, U'=mU, Viz=mV (a, b, m = const.2 o).
L’équation (66) deviendrait

2 %%+ ame = o,
ce qui est impossible.

Ceci étant, I'équation (67) s’écrit
20"  U;—V
(69) —TEr=v

Différentions en supposant « constant; il vient

(70) (U= V") (U,+ Vy)+ Vi —Ul=o,
en posant

I

2= U ’ & — Vv’

On peut satisfaire & cette ¢quation en prenant
U=— V,=a=const. £ o.
Jest d’ailleurs le seul cas ot U, + V, soit nul, puisque U, — V, doit

étre différent de zéro. Voyons si cette hypothése conduit a des résultats.
On en déduit, en négligeant des constantes ajoutées a UetV,

U'=al, Vi=—aV,
U2=al?+ b, V2 e a Vi b (b, V' = const.).
Portant dans (67) et (66), on a
6"t + 6" = o,

9/
2ed=(b+b)—-
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La seule solution commune 4 ces deux équations est

6 b+ b
2el=— .
a‘z

Elle conduit & un élément linéaire de la forme -

du? 4 dv?
2 —
de?= ———( T V)Q’

qui ne saurait convenir qu’a un réseau de cercles (*).

19. Supposons maintenant
(71) (Upy+ V,) (U + V) £ o.
Différentions (7o) par rapport a u :
(72) U'U,— U, U, = V'U,— U"V,.
Différentions par rapport a ¢ :
(73) VU, — UV, =o
Supposons d’abord U"=o0; d’ou U,=U,=o0. L’équation (69)

devient
26" V.

g — Uur—v’

Comme U” est une constante, les deux membres sont aussi néces-
sairement égaux & une méme constante — 2a, d’ailleurs non nulle, a
cause de (71). On tire de la

6=c—+ be** (b, ¢ = const.; ab £ o).

Portons dans (66) .

2 ec+b &

—a0 | U+ V" 4 a([]/2+ V/i) = 0.
ab

(1) Cf. G. Damrsoux, Théorie des surfaces, t. 11, p. 155.
Ann, Ec. Norm., (3), XXX. — Ocrosre 1913. 59



450 HAAG.

Si ’on remarque que U et par suite « sont des polynomes en u, on
voit de suite que cette égalité ne peut avoir lieu. 7 faut donc que U"V”
soit différent de zéro. On peut encore satisfaire a (73) en supposant
U;: V;: O, d,Ol:l

U,= «, Vo= d'.
En portant dans (72), on trouve de suite ' = a £ 0. Donc

U=al, Vi,=aV,

en négligeant des constantes ajoutées a U et V. Portons dans (70),
nous obtenons

(74) 20— alU2=2V"'—aVi=b.
Moyennant quoi, (69) devient

(75) g =
Intégrons (74) :

(76) U”:gU“-J,—bU-i- c, V”:%\’“»{~0V+c’ (¢, ¢'=const.).

Portons dans (66), en tenant également compte de (74) et (75),

2¢d  c4¢
- - o a2
(77) = 5 o

[24

Or, (75) s’intégre a vue et donne

0=Alogo -+ logB (A, B=const.);
d’ou
2¢"  oB

T A,

En comparant avec (77) et'se rappelant que a 5% o, on voit qu’il faut
prendre

d’ou
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Nous obtenons finalement une quatriéme solution, dont I'élément
linéaire peut s’écrire

2 T2
(78) doi:—%(U—i—V) - il + - v .
§U3+bU+c §VM—bV—c

Je dis que le réseau correspondant n’est autre que celul des ellipses et
hyperboles homofocales. En effet, ce dernier a, comme on sait, un do?
de la forme (")

dp? dv? )

da?=(cos2u® — coS2v -+
(79) ( & ) COS2 . — COS2C  COS2C — COS2Y

Or, si I'on pose
cos2 L= mx + n, cOsS2v=— my -+ n, cos2c=p,

il devient

3
dot=— 22TV ('L/+‘Y)
4
< dz?
miz® 4+ m*x?(3n —p)+max(3n*—anp —1)+ (n*—1) (n — p)
-+ dy2
miy+m2y*(p—3n)+my(3n:—anp —1)+ (n*—1)(p—n)

On l'identifie avec (78) en prenant

2 1 2
U=2, V=y, p=3n, 2 30x1_, S anoD_,
Tant que b et ¢ ne sont pas tous deux nuls, les deux derniéres
équations donnent m et n et I'identification est possible.
Sidb=c=o0,0na
do? = — ‘Lﬂ(‘iﬁ? + i”l’i)
4 Uﬂ \:'3

Silon pose

VL I .

VU WV \/_\/—

(1) Poir, par exemple, G. Darsoux, Théorie des surfaces, t. 11, p. 422.
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il vient

4 df dn
({ 2: I(Q .
TEE=aYy

Par suite, si X, Y, Z sont des coordonnées cartésiennes rectangu-
laires ayant leur origine au centre de la sphere, les lignes (u) et (¢)
peuvent étre définies par I'équation (*)

\/X+iY+ x“*'"}/:const.,

1—7Z —1—7

ou, en tenant compte de I’équation de la sphere,
4(X2+Y2) + (27 —a(X—iY)]P=o0 (@ = const.).

Or, cette équation représente une famille de cones du second degré
homofocaux; mais, trois focales sont confondues avec la droite iso-
trope Z==0, X —iY = o; la quatricme est OZ. Nous avons donc affaire
@ une dégenérescence imaginaire des coniques homo focales. Nous laisse-
rons de coté ce cas particulier, qui ne nous semble pas présenter grand
intéreét.

20. Revenons & (73) et supposons U, V), == o. On a nécessairement

U, =2aU", V,=2aV" (a == const. 3£ 0).

Intégrant el tenant compte de (72). il vient
(80) U=2aU"-+ 6, V,=2aV'4+b (b=-const,).

Portons dans (70)

(81) U} —2alU?—2bU0"=V:—2aV"2—2)V'=¢ (e ==const.).

Si l'on remarque que

(82) %—%‘-:%}-:Uz:zaU”—l— b,

(1Y) Poir G. DarBoux, Théorie des surfaces, t. I, n* 15 et 23.
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ces équations s’écrivent

10

{ 2 IV \ 2
(83) (%z’%) =2aU} + b*—2ac, <£?ﬁ71~> :gaVﬁr—f—bi——zac.

En multipliant U et V par une méme constante, nous pouvons

d’ailleurs supposer 2« = — 15 la premiére équation (83) devientalors,
en changeant la valeur de ¢,

(84) (%>+ u§:c.

Supposons d’abord ¢ = o. Alors

o, o,
D’ou deux cas a considérer.
. di, . dVv, nr T . . )
Premier cas : g = (U, v = ‘V,. — Intégrons, en négligeant des
constantes venant s’ajouter A Uet V,
U,= eV, V,=eiv.
Or, d’apres (82), on a
(85) U'=b—1ie", Vi=b—ieV.
Portant dans (69), il vient
26" .
=1

T
d’ott
-3 ,
6=Ae *+B (A, B=const., Ao).
D’autre part, en intégrant (85), on a
U2=2bU—2eV+d, V2=2bV—2eV+d.
Portons dans (66), il vient

(86) ﬁe“‘f“;ig—n_:s-+-2!)—-1-—(cl—+- d)y—ibo=o
. A 2 ’

égalité impossible.
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.y dU0 . av . oy
Deuxieme cas : Fﬁi =1:U,, TNZ = —1V,. — Comme précédemment,
on a .
U=¢Y V,=e;
U'=0—1ievY, Vi=b-+ieV;
" 7 o 7\ |7
-g—,:_—_étangg, gr— " ~ = A [Lang<7+z>] (A, m = const.3£0),
2 cos;' ! :

Ut=12bU0 —2¢eV+d, Vi=obV—a2c¢ V4 d.

Portons dans (66)

GA o« a  w\|™ a d+d o
(87) —,;z-cosa[tanb<[—l+z>_] +2b+balang;+ S lang > =o.

o . ;. .
A cause du terme en atang-, il faut évidemment que & soit nul.

Mais alors, si I'on fait « = o, il vienl A == 0, ce qui ne peut étre.

Revenons a 'équation (84) en supposant ¢ =~ 0. Nous avons, en négli-
geant des constantes devant s’ajouter & UetV, et multipliant « et ¢ par
une méme constante,

U, = cos U, Vi==cosV.
Puis, d’apres (82),

U=+ sinU, Vi=b -+ sinV.
D’ott
26[/

—2 — _tangZ L 0 (% 4+ )"
gr = — lang — 0= ol ed=A [tan;,(l‘ +4>] 4
2 €S —

U2=2bU—2cosU +d, Vii=2bV —2cosV +d'.
Portons dans (66), nous retombons sur (87), ¢est-a-dire sur une
impossibilite.
21. Notre discussion est maintenant terminée et nous pouvons

énoncer la proposition suivante :

Les seuls réseaux (o) isothermes sont :

1° Les réseaux de loxodromies ;
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2° Les réseauz (') du n° 15 (11);
3° Les réseaux des cercles ;
4° Les reseaux de coniques sphériques homo focales.

Nous avons étudié précédemment les systémes triples orthogonaux
quirésultent des trois premiéres de ces catégories de réseaux. Nous
allons donc seulement nous occuper un peu de la quatriéme. Nous
nous bornerons a calculer les systémes (T) correspondants.

22. Partons de la famille de cones homofocaux

2 2 ~2
5

SRS A =o0
m—A n—>% p—>ir_ 7

(88)

Si A, et A, sont les deux racines de celte équation en A, on a

o (m—24) (m—14,)
= (n—m)(p—m) ’

a (=2 (n — hy)

(59) UEDICED)
(P M) (p—1)
T T (m—p)(n—p)
et
do'= L} d)? + h%dl},
avec
(90) « A= )/l(—l- 7)", h? = lf’("; 7)“, FO)=4(m —08)(n—8)(p—8).
1 ‘2

Cherchons les variables canoniques u et ¢. Soit

n=U, h=V;

on doit avoir (7., n° 16)

L0 (h3) L O(R3) [,
ERA St WA Ve v
ou
U A&
T 72 el st.=1, F e le.
T = Ty consl 1 par exemple
Dot

. ', L ).y
(91) u :?:/7_(11)7 § ~—f‘/_(7.2)-
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Eerivons maintenant le Tableau des neuf cosinus. Nous avons
d’abord

X, :i (m—2A) (m—12y),

(92) n:éwu—mnu—nu

\ Zz'—”::;\/(l’ — k) (p — ),

en posant, pour abréger I’écriture,

o=\ (n—m)(p—m),
(93) B=V(p—n)m—n),
y=V(m—p)(n—p).

— 1t X,
=T 0% 2k hi—m’

Puis

d’ott les formules suivantes :
T Xz I Yz ' T Zz

4 __t D2 Y o L L

(94) . ol h,—m’ Y = ol h—n’ 7= aly hy—p’
X 1 Y. I 7

5 X == - 22 - 2 hyom e 22

(99) YTl b —m R Y P Yoy dy—p

Systeme (T,). — Nous avons

:z:l:/X’ dp + Xt dp,+ X dp,=p, +fX’ du + X?  dp,

ylzfXY dp + X1 Y dpy+ Xy Yyddpy = [XY du -+ XY, dp,
zl::fXZ dp + X1 %y dpy+ X Ly clpy = fxz du + X, 7, do.

On trouve, apr('f.s des calculs que nous ne reproduisons pas,
N
°y—m)(Jy—m)’
(06) B [1 o \/(l,—~m)(7\2-—n)-—-\/(),-—n)(/,-—-m)
aB Ty — m) (ha— 1) /(g — 1) (I —m)
5= 1 "\/(71——m)() —p)—V(h— p)(h—m)
boy "= m) (ha— p) + (= p) (Ta— m)

1'1———P2+ l"'
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Pour avoir les systémes (T,) et (T;), il suffit de permuter circulaire-
ment les lettres x, y, = et m, n, p.

23. 1l est facile de former I’équation de la surface p,=o, par
exemple du systeme (T,). Il suffit d’¢liminer A, et A, entre les équa-
tions précédentes, ce qui n’offre pas grande difficulté. On obtient, &
une homothétie et & une translation prés,

e®(cosiys —cosiBy)=1.
D’ou ’on déduit le théoréme suivant :
La surface
(97) e*(cosby —coscs) =1

engendre une famille de Lamé dans une translation parallele a Ox, sous
{

.. 1 1
la seule condition — = — + —-
a C

7

Nous avons donné autre part une vérification directe de cette pro-
priété (*).

Les lignes de courbure de la surface précédente ont pour représen-

tations sphériques les ellipses et hyperboles homofocales, sections de
la sphére par les cones homofocaux

.%'2 .',2 52
—7- —t - —+= == O.
\ I T X
III. — Réseaux (o) représentations sphériques de surfaces

a courbure totale constante.

24. On est conduit & des calculs entiérement analogues 4 ceux du
paragraphe II quand on cherche les réseaux (o) représentations sphé-
riques de surfaces & courbure totale constante.

(1) J. HaAc, Sur les équations aux wvariables mélées, etc. (Bull. des Sc. math., jan-
vier 1912).
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — OCTOBRE 1913. 38
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On sait (') qu’un tel réseaun a un élément linc¢aire de la forme
(98) do? = sin*o du®+ coso do?,
la fonction w devant vérifier 'équation

o o . .
(99) Tz geE — Sinw sino.
" ’

Pour qu’on ait affaire & un réseau (o), il faut encore et il suffit que
w ne dépende que d’une seule variable o. de la forme U+ V. Moyennant
cette hypotheése, I'équation (gg) devient

(roo) o' (U2~ V) 4 o (U — V") = sinn cosm,

équation analogue a (G6). Dilférentions en supposant o constant et
conservons les notations du paragraphe II, il vient

(ro1) 26" (U 4+ V") 4= /(U 4 V,) =o.

On obtient une premicre solution en supposant U”= — V"= const.,
ce qui conduit & distinguer deux cas :

[. U=au, V=>0v, o = au+ by. — La fonction o est donnée par
o' (a*— b*) == sino cosn,

et conduirait a la représentation sphérique des hélicoides @ courbure

constante.

. U=uw*, V=—1¢* a=u~—¢*. — La fonction o est donnée
par '
(102) f(m"e = m') == sinm Coso.

L'intégration de celte équation donnerait une nouvelle solution ;
malheureusement, nous n’avons pu I'effectuer.

25. Supposons maintenant U” + V" £ o. Comme au n® 18, cela entraine

(103) o (Ug+ Vy) #Zo.

(1) Cf. G. Dawsoux, Zhéorie des surfaces, v. I1I, p. 378.
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De I’équation (102) on déduit ensuite
(r04) (U"4+ V") (U,— V,) +V: —U? =o.
On peut satisfaire a cette ¢quation, en prenant
U,=V,;=a=const.o.

En procédant comme au n° 18, on constate que o devrait alors
vérifier les deux équations différentielles

Ko
o

w'ot 4+ »'=o, sinm cosw = (K =consl.).

Or, le lecteur vérifiera sans peine qu’elles sont incompatibles.
Il nous faut done supposer Vi — U =£ o et par suite U, — V,=£ 0.
Différentions (104), par rapport & u,

(105) U”UIQ—-—UIU’1:U'I/V2—'V”U;,
puis, par rapport a ¢,
(106) UV, — V" U, =o.

En procédant comme au n® 19, on constate que U”V” doit étre diffé-
rent de zéro. On peut essayer de vérifier (106) en prenant

U,=V,=o;
d’ot, en tenant compte de (105),
Uy=a, Vy=—a; Uy=al, V,=—aV.
Portons dans (104)
20— al?=— (2V"+ aV?)=10.

En continuant comme au n° 19, on est conduit aux deux équations

" ; sinmcosw __a , —c
oLy = ) =0, — = —oc ’
3 6 o

qui doivent étre vérifiées simultanément par w. Or, il est aisé de voir
que ces équations sont incompatibles.
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26. Dés lors, supposons U, V, 5~ o. Nous avons
U, =2al", V, =2aV" (a=const. 32 0).
Intégrons, en tenant compte de (105),
Up,=2alU"+ b, Voz=2aV'—b.
Portons dans (104)
U2—2aU0?—2b0"'=V2—2aV"+ 26V'=c¢ (¢ =const.);

équations qui se rameénent, comme au n°® 20, aux deux suivantes :

dU;\*® dV\?
(107) (ﬁ) +Uf:<—g‘—/’—> +Vi=c.

Supposons d’abord ¢ = o. Nous sommes conduits i distinguer deux

. (lU| . (I{V’ . . . N
cas. Le premier (?ZU =i, ilian zV,) nous conduit a
—ig Sinm coso d—
w=Ae¢ *-+B, ;——’-(rl—:-::;zl)--—il)a—i( 2' )»
1)

égalités manifestement incompatibles. Passons au second cas :

dl . av . . .
7(71' =iU,, -C-NL = —1V,. On tire successivement
U=¢el, Vi=e Y,
U'=b—1icV, Vi e 4= (e Y
" 1 o m o\ ™ 1
~ = ;cot—z-, = — o == log <Lang7l- -+ E_[IOgA;
2 sin —
2
Ut=2bU — 2 ¢V 4 d, V2= 2bV —2e Vi d.

e2w ___ p-2iw

Portons dans (100), en y remplacant sinwcosw par

he 2

il vient, en posant 2im = n,

1 [ n T —
(108) Ll {A’ <lango—t) —-<cotf) J::An(zb—-—boccotz+d dcot-o—c .
2 4 4 2 2 2

A ey g . e
A ocause du terme en « cot - il faut que & soit nul. Si I'on pose
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alors tang 7 = ¢, I'équation devient
g7=241éq n devie
2t I .1 — (2 T An(d —d)
2 n ) — _ N L
I_HZ<A¢ ”>_1\ =, [K_ .
ou
K
Arpr— p = — (1 — 4y,
4
Cette égalité est vérifiée identiquement pour
Ar=1, n= 2, K=—4,
Ar—1, n=—-—a2, K= /4.
Prenons, par exemple, la solution A =1, n = 2, K= — 4. Elle nous
donne successivement
. Lo 1 . o
e —=tang? -, c0s%e) = ——-) sin?w = — cot? =;
4 L,
S =
2
402 AL
du?= 40 dvt= <

T r————
‘)\___*_2___2(‘,111

olt A désigne une constante arbitraire que nous substituons aux deux
constantes d et d lices par la relation &' — d = — 4. Si, pour faire

disparaitre des imaginaires, nous posons

L'U:E‘, (V=—nmn,

nous obtenons finalement I’élément linéaire suivant :

(109) do*=

4 dn?

Fr i3

Il est réel, pour £ et v réels, tant qu’on a

(;>7\+1 (»"7<7\ 1
- o ? - Py 2

ce qui n’est possible que si A > 2.

I [(ei‘ﬂ—i— en—ft 4 2) di?
2¢f—2—1

A—2—2en

La solution A= —1, n =12, K= — 4 se déduit de la précédente
par I'échange de d et ', cos*w et sin®w, c’est-a-dire en somme par
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I"échange des variables « et ¢. Quant a la solution A=1, n=— 2,

K =14, elle équivaut & un simple changement de signe sur o et ne
donne non plus rien de nouveau.

I ne nous reste plus qu'a examiner le cas ou, dans (107), on sup-
pose ¢ == o. En multipliant « ¢t ¢ par une méme constante, on peut
supposer ¢ =1. Dol

U,=cosU, Vi=cosV; U'=b - sinU, V= b 4-8inV;
"

m

@

1 o ,
— =— =C0l =) 0 =
) 2 2

4 n 1 ] A

»  w=log(lang ) -+ —logA;

.« o\ b[;) 2l 0
2 sin —

2

U=2bU—2cosU—+d, Viie=—obV —acosV+d.

En portant dans (100), on retombe sur (108). On en conclut la

méme valeur que précédemment pour o et 'on obtient 'élément
linéaire

U - Y /1] 2 2
(110} do?= (:OL”(U . l ) du o+ ‘ l; o dV o
v A [ sin® — Sin“( " ) —A 608* —

\

En résume, les réseaux (o), représentations sphériques de surfaces a
courbure tolale constante, sonl :

1° Les representations spheriques dhélicoides a courbure constante ;
2 Les réseawr pour lesquels la fonction o ne deépend que de «* — o* et
doit vérifier Uéquation (102);
3% Les réscaux dont I'élement lincaire est (109);
4° Les réseaux dont Uélément linéaire est (110).

Il convient d’observer que les équations finies de ces réseaux ne
peuvent étre obtenues que pour la premiere solution. Pour les trois

autres, il faudrait encore intégrer des équations de Riccati bien
connues.



