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RECHERCHES

SUR LA

GEOMETRIE DES DEFORMATIONS FINIES;

Par M. J. LE ROUX,

Introduction.

Ce Mémoire a pour objet d’étendre, aux déformations finies, la
théorie géométrique de la torsion el de la flexion des milieux con-
tinus, que jai étudice dans un précédent travail pour le cas des
déformations infinitésimales ('), Les résultats definitifs sont exacte-
ment de la méme forme, et les caleuls, sur plusicurs points, ne pre-
sentent que des dilférences insigniliantes. Aussi, apres avoir ¢labli
les formules fondamentales relatives a la flexion des fibres et des
feuillets, j’ai jugé inutile de reprendre Pétude des propriétés géomé-
triques qu’on peut en déduire @ je renvoie pour cette question & mon
premier Mémoire.

Bien que j’aie eu en vue principalement les applications ultérieures
a la Mécanique, il est évident que cette théorie présente un caractére
exclusivement géométrique. On peut la considérer, & cerlains ¢gards,
comme une branche de la Géométrie, ayant une grande analogie
avec la théorie de a courbure des lignes et des surfaces.

(1) dnnales de 1’Ecole Normale supéricure, 3¢ série, 1. XXVIIL 1911, p. 523-579.

Ann, Ee. Norm., (3), XXX. =~ Ma1 1913. 25
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CHAPITRE 1.

LA DILATATION.

1-2-3. Définitions el généralités. Déformation homogéne langente. — 4. Relations
entre les coefficients de la déformation homogene. — B. Dilatation linéaire. —
6. Dilatation superficielle. — 7. Relation entre la dilatation linéaire et la dilatation
superficielle. — 8. Variation de I'épaisseur des couches. — 9. Dilatations angulaires.
— 10. Rapports de déformalion.

. Nous considérons un milicu continu dans deux états différents,
que nous appelons I'état initial et V'état final ou déformé. Les points
seront supposés définis par leurs coordonnées, rapportées i des axes
rectangulaires. Mais, pour les questions donl nous aurons i nous
occuper, il n’est nullement nécessaire que les deux états du milien
soient rapportés aux mémes axes. Pour simplifier 'exposition et ¢viter
les redites, nous conviendrons une fois pour toutes de désigner par
les mémes le(tres les éléments correspondants des deux milieux, mais
en les affectant de 'indice zéro pour les quantités relatives & Pétat
initial. Par exemple, M(x,y, s) étant un point du milieu dé¢formé,
M,(x4s ¥ 50 ) serale point homologue du milieu initial.

Nous supposerons que les coordonnées de chaque systéme sont des
fonctions des coordonnées de 'autre systéme, ces fonctions étant con-
tinues et dérivables, au moins jusqu’au second ordre.

2. Regardons d’abord les coordonnées ,y, z d'un point M du
milien déformé comme des fonctions des coordonnées a,, y,, =, du
point correspondant du milicu initial.
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Nous avons alors, entre les différenticlles, les relations

(Ix—ﬁ——(ll 0+ — i (l)o—%——)———d 0y

dx, ))
)y dy dv
(1) dy = (() dx, <+ ()))/) dy, 4 =— e clﬂ,,
ds — (—;)fg-d.r“ ) (Iy(, ) (L g
A0

Nous désignerons par A le déterminant fonctionnel

dx  dx  ox
dx, dy, 03,
(5) Alnys) 9y Oy v,
v d( 24, vy, 59) | Qg Dy, dzy | T
Jds  ds  ds

Ce déterminant doit étre expressément suppose différent de zéro
dans le domaine considéré; et méme, si les deux milicux sont rap-
portés au méme (ricdre de coordonnées ou a des tricdres superpo-
sables, il est néeessaire que A reste positif pour que notre transfor-
mation it une signification  mécanique réelle. Sinon il serait
impossible de passer du premier ¢tat au second par une déformation
continue sans annuler les volumes. Pour une raison semblable, le
déterminant A doit rester negatif quand les deux triedres de coordon-
nées ne sont pas superposables.

En considérant les coordonnées initiales comme fonctions des coor-
donndées finales, nous aurions

o dx dor
dow, — —Lda =Lz
d, o z 4 - )y dy + — P ds,

3 — ’))'o . ()yn ~ ()}’0
(3) dy, == s dor -+ Oy dy -+ v dz,
. sy, dzy dsy
\ ds, pp da - ~(—)~}— dy - 5 ds.

Or, les valeurs des différentielles dax,, dy,, dz, (x]nmwv par les
¢quations (3) sont évidemment identiques a celles qu’on obtiendrait
en résolvant les équations (1). On a donc les identités suivantes, ainsi
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que les autres identités analogues qu'on en déduirait par la permuta-
tion des coordonnces
/ ().ro . d( Ay, 3)
\ dr PIRED) )“,\0)
oz, 1 d(z,x)
W T
( daxy 1 d(s, )

l>l-

Ay =) désigne le déterminant fonctionnel binaire

La notation
l( Yos 50)

dr 95
())’(l ()y() !
Jdy 0z /
v 17 (

Jz, 03, ’—)—’7)

3. Ala considération des équations (1), entre les deux systemes de
différenticlles, se rattache la notion de déformation homogene tan-
gente en un point M du milicu. On sait qu’on appelle ainsi la défor-
mation homogene (T), délinie par les ¢équations suivantes, ot les
lettres X, Y, Z, X,,Y,,Z, désignent les coordonnées courantes :

o dx o
X—uz= ;)"L"(X Zy) J O(Y - Vo) + —E;([(;“ 30),
m / y — ()'y o _(;_.._ P . —
(T) Y — Y= ()Iu(\) @y ) -+ ().Vo(\“ Vo) "l" (/Jo 3y),
. . Us = sz _ )4(,
,. 7 —s= (“):;‘;(Xu“‘«%) ~+ %’,;(Yu = Yo) + = """(/o'—‘ 5y)-

Cette expression de déformation homogéne tangente en M est
commode ct suflisamment explicite. Il convient d’observer cependant
qu’on n’a pas en vue un simple point M, mais un couple de points cor-
respondants(M,, M) ou, plus exactement, U¢lément matériel transfére
de M, en M.

h. Relations entre les coefficients de la déformation homogene. — Les
coefticients de la déformation homogene (1) et ceux de la déformation
inverse, vérifient neuf identités fondamentales. Eerivons que les
valeurs de dx,, dy,, ds, tirées des équations (3), satisfont identique-
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ment aux ¢quations (1); nous trouvons
dx dxy dx dy, = dx 0z,
—— .+ —— + — — N
dx, Ox dy, dx ds, dx

dr Ox, -J.r QZ_‘_‘ dx Js,

Dy Dy Taye oy sy -
_();L; dr, ()l: Jy, dr d3y o

—_— e e e —— — =
Jdax, Js ()1."0 Js ()3(, Jds

On peut résumer ces relations dans une formule unique, en dési-
gnant les coordonnées par @, @,, ©,, au lieu de z, y, z :

. de day dx; dy, Jdx; 0z, [ pour (=L,
(%) PPN TR T ol vl e . .
dxy duy, dy, day 05y OF o pour ik

En procedant de la méme fagon pour la déformation inverse, nous
obtiendrions un sccond systeme de neuf identités analogues, qui sont
dailleurs des conséquences des premicéres; nous les résumons encore
dans la formule suivante, ot z,,, 2., @4, désignent les coordonnées
initiales : ‘

Dy D EN ()_y

dx Dy, dy duay,

(6) 0z Ox o

Dy ds |1 pour Q= /A,

[o  pour ik
Les formules (5) et (6) comprennent évidemment comme cas parti-
culiers les relations qui existent entre les neuf cosinus d’une trans-
formation orthogonale.

5. Dilatation lincaire. — Une fibre, ou ligne matériclle passant par
le point M, du milicu initial, se transforme en une {ibre passant par le
point M du milieu déformé. Soient s lalongueur d’une fibre infiniment
petite issue du point Mj «, B, v ses cosinus directeurs, et dx, dy, ds
ses projections sur les axes; on a

da == ads,
dy == (5 ds,

dz =7y ds.
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Nous désignerons par ela dilatation linéaire de la fibre
3 I

ds

—— =1+ c.

ds,
Les relations entre la position de la fibre initiale et celle de la fibre
déformée peuvent se déduire des équations (1) ou (3). Le premier
systeme donne, en divisant par ds,,

ox o

(1+e)a= Ti;oc(,%— Dre By -+ 7
J 0 r)V
(7) (l+6)ﬁ~.— ()I}' Uo“‘ 7 (j == Yo
Jz ().. )
(1+e)y= ()w"a 0 ﬁ )z, To-

Du second on déduit de la méme manicre, en divisant par ds,

Ay l)lo N _(!.l,'g . (}1“
e de C T oy Bt
' > )}’ dy, ()y
8 “‘(J"Q“« [ f_ﬂ AL~ SR T VA
© il il Gl
__-/L__ — f)zu - ()a“ ()‘“
Lite s da ( s 7

De ces deux systemes nous déduisons les ¢quations suivantes pour
définir la dilatation

(9) (e =el al-+e),R:+ ("g:s”/:'; 2l Boye+  efy Yo%y -t 2¢e}, 2,3,
mmey ot ey B ey YR 26,37 20y ya 26, af.

1
o) wer

Nous avons posé, dans la premiére formule,

‘i m‘<d”"n> {“K()q-“) - ()"'n) ’

Je dr dy dy Js dJs

e(l e [N S LA [ ——

| AR
())u J3, dys 03, dyy 4);0
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et, dans la seconde,
_[0dxy\? dyo\? 05,\?
e"‘(f) +(75[> +<7H ’

— gj:‘i’ i).'ﬂ’ -+ .(.).-Zﬁ ().7() 0z, 05,

N 3.

BTy ds dx 0z dx 0z

Les formes quadratiques de cosinus (g) et (10), peuvent étre évi-
demment remplacées par les formes de différentielles qui expriment
les éléments linéaires de chacun des milieux en fonction des coor-
donndées relatives & 'autre

(9") ds* = Zel, dx, day,,

(10" dst = Ze;, dx; dzy.

On sait comment la considération des formules () ou (10) condurt
a figurer la dilatation par une indicatrice du second ordre, I'ellipsoide
des dilatations, qu’on peut considérer dans I'un ou l'autre des deux
milieux ().

6. Dilatation superficielle. — JVappelle feuillet une portion de ma-
titre, étendue en surface, mais d’épaisseur négligeable. Un feuillet
¢lémentaire peat étre assimilé A un ¢élément infiniment petit de surface
matérielle.

Considérons deux {ibres élémentaires issues de la méme origine M,
et désignons leurs composantes, dans I'état déformé, respectivement

par
diz, dyy, dis

et
dyx, dyy, dys.
Posons
Ay, 3y = diy dyis
dyy dyz

(1) B. et F. CossenAr, Annales de la Faculté des Sciences de Loulouse, t. X.
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Le déterminant

{ dys
(=70
dyy dys
dy . dy dy Jds , Jds ()- /
i o dyary 4 o diyy -+ gz dy 3, mzl, Zy e — 7 (/, Yo+ ——d, 5, ’
N Jdy dJ Jz ) ()..
s dyarg 1 53_0 dyyy+ ;}:Z(_) dy 3, Do — dy 2, + // 2 Yo - : (l.uo

et les autrds déterminants analogues d (5, «), d(=,y) peuvent se déve-
lopper en une somme de produits de délerminants binaires :

: Iy, = d
d(y,s)= 'f(““'("“—)“(l(.}’oa~<))+ i%(/(“ov xy) + m’/(mm]’o)a
d(s. x d(z,x d(z,x)
(1) {d(s2)= —Z%o—,‘%‘l()’owo)—** 'd(—(“o_:;")‘)"l(ﬂw xy) -+ md(fu, o)
_d(z,y) YY) gy Aley)
d(""a.}’) m—)([(}ﬂ"ﬂ) " (/(“mf 0)(/(‘“"1‘”‘) a ('oy) ) l(-"(nyo)-

Le déterminant /(y, 5) représente, en grandeur et en signe, Uaire de
la projection sur le plan YOZ du parallélogramme infiniment petit do,
defini par les deux fibres élémentaires considérées. Soient done &, v, 2
les cosinus directeurs de la normale & I'¢lément ds, cette normale
étant supposée menée dans le sens de Paxe de Ia rotation positive de
la premicre [ibre vers la seconde; on a

Eds=d(y,z),
0 do = d(z,x),

Cdo="d(x,y).

Nous appellerons E la dilatation du feaillet ¢lémentaire correspon-
dant

et nous désignerens par &y, 1,, {, les cosinus dirccteurs de la normale
au feuillet initial do,. II y a donc lieu d’observer que les deux sys-
. . I 4 r .

temes de cosinus (§, 1, 0) et (&,, 7, §,) ne se rapportent pas aux deux
états d’une méme fibre. Les cosinus directeurs de {ibres et les cosinus
directeurs de normales aux feuillets forment deux systémes contra-
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grédients, suivant U'expression employée par Sylvestre dans la théorie
des formes algébriques.

En divisant par dg, les ¢quations (r1) et introduisant les désigna-
tions indiquées ci-dessus, nous obtenons les relations

[ ) d(y,s) . d(y,s) d(y,s)
+E)¢ = : £y : 0y -+ : )
(1 )¢ (l(_y‘,, 50)(:” d(5y, ) o d(t’l'o,_}’o)co
. d(z, x) d(z, 1) d(z,.r)
2 S+ E)yn == ; -0, -

(i ) (l )n ‘l(.y()! z()) C.«U d(:oy'l"o) ’ d("'ﬂv )’0)
S d(x,v) . N d(a, ) dx,y)
) (r+E)= Aoy 20) 2 (50, 10) flo ~+ A( Ly, yo) "

09

La transformation inverse conduirait d des formules semblables,
dont nous écrivons simplement la premicre

. E_n ,,,,,, ’/<.'yus 54)) - d(,)’(n 30) . d( Yo :")
(13) B Ay 2 (s, ) a A, )) 3

Si l'on tient compte des équations (4), les résultats précédents
peavent se mettre sous la forme

(12') ‘ -'——Z—s—lln = %}EM~ %’;,” Mg+ %;}'?;w
‘ ,'_"%_l‘f'g = ’j.)_’;“ £yt %’-:“ Lo+ (-){_—“-'Cu;

Il y a une remarquable analogic entre les équations (7) et(8), rela-
tives & la transformation des fibres, et les systemes (12) et (13), rela-
tifs & la transformation des feuillets. La dilatation superficielle sera
définie également par des formules semblables & celles que nous avons
trouvées pour la dilatation linéaire.

Ann, Be. Norm., (3), XXX, — Mar 1g13. 26
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Posons

{(y,3) ]2 [ d(s, x) :ls
B0, = | L5
" [‘l(.)’ua Zp) | d(Yos Sa)

d(y,s) d(y,s) d(z,x) d(s,x) d(x,v) d(x,y)
d(zy, x4) d( X0, o) d( 39, 20) d( Ty, ¥o) d(59, ) d{(X6,Ys)’

d(r,y) ]

RAGETETY)

et de méme

/(V(n~ri !_ l(/(\“’ In)’

a’( X )(,) "—’
d(y,s) Ay, 5)

_(/()7*’)

PN (/(.7’(” 3y) 'Z(_')/m 39) d (54, 10) d(5y, 2y) y Ay, yo) di Aoy ) W)

TET d(z, ) d(w,y) d{z,x)y d(r,y)  d(s,x) d(=x, y)’

Nous aurons alors, pour les dilatations superficielles, les formules

(14) (1 +E)2 =K, &+ E“ T El‘ JCE o By, ng8, 2 BY L5, - 2 BY, Cony,
1 o

(15) == By

- By, By C2 - 2By 08 =By 28 o2 By, £

]

oYy

7. Relation entre la dilatation linéaire et la dilatation superficielle.
On verifie facilement que chacune des formes quadratiques relatives
a la dilatation superficielle est Uadjointe de la forme correspondante
relative & la dilatation linéaire. Cette propriété résulte immédiate-
du calcul des cocflicients. On a, par exemple,

0
"0y

Le discriminant de la forme (7) étant égal a A*, celui de laforme (14)

st égal A Une relation semblable existe entre les f'm'mcs (1o)et (1hH),

. . . . 1
dont les discriminants sont respectivements ¢gaux i A' el AP

Un raisonnement géométrique (res simple montre dCailleurs qu’il
doit en ¢tre ainsi. Considérons Iellipsoide des dilatations, relatil au
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point M du milieu déforme. Si Uon désigne par ¢(«, B, v) la forme
quadratique qui figure au sccond membre de Méquation (1o), Pellip-
soide considéré sera représenté par

(X, Y. 7)=1.

g

Chaque rayon de Uellipsoide s’obtient en portant, & partir de I'origine,
une longueur mesurée par la valeur du rapport 1 -+ e qui correspond
la (hrectlon de ce rayon dans le miliew déformé.

Soient (D) un plan diamctral de Dellipsoide, E la dilation super-
ficielle d’un feuillet ¢lémentaire passant par M et parallele au plan (D).
Dans ce plan diamétral, aire du parallélogramme construit sur deux
rayons conjugucs de DPellipsoide est constante et égale & 1+ E.
Menons & Iellipsoide un plan tangent (P ) paralitle & (D), et soit o la
distance de Porigine au plan (P). Le produit de Paire (1 E) par la
distance ¢ est ¢gal an volume du parallélépiptde construit sur trois
-ayons conjugués de ellipsoide. On a done

(16) (14 Eyd=A.

Si Pon désigne par @ (u, ¢, w) la forme quadratique adjointe de
o(a2, B, v), Péquation tangentielle de Pellipsoide pourra se meltre
sous la forme

h?
D(u,v,w)= ek

u, v, w, h ttant les coordonnées homogenes du plan tangent.
Remplacons maintenant les coordonnées u, ¢, w par les cosinus di-
recteurs &, 1,  de la normale, et 2 par — ¢; nous avons la relation

Bl o,
"

(l)(a 1, C) =T

qui devientensuite, en vertu de 'équation (16),

1

C(&n ) =gy

On retrouve donc ainsi la formule (15).
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.o . TN A
8. Variation de l'épaisseur des couches. — La quantité o= —

a une signification simple dans la déformation. Considérons un cy-
lindre infiniment petit renfermant le point M. Soient <V son volume,
de 'aire de la base et 2 la hauteur. On a

(17) dV = doz dh.

Dans le milieu initial on aurait de méme, pour le cylindre corres-
pondant,

(17") AV o= doy dhy.

AV o5t bgal 2 As le rapport des aires ——
(/V(. 0 ’ ’ (lq”
E désignant la dilatation superficielle de la base. En divisant membre

a membre les équations (17) et (177) on trouve done

Le rapport est ¢gal a 1+ K,

dh

A — (l - I‘:)ZTIT')
0

et ce résultat, compare i P'équation (16), donne

) dh . A

(18) e T ) D e
h, 1 4= I

D’aprés cela, si Pon découpe dans le milieu une couche matérielle
infiniment mince passant par le point M el ayant en ce point Pépais-
seur dh, le rapport de Pépaisseur de la couche déformée & celle de la

. e, on . « N . . i . - .
coucheinitiale, == est égal i 0. Lavariation de ~ en fonction des cosinus
0 G

directeurs de la normale est proportionnelle & celle du rapport super-
ficiel 1 +K. On la déduirait directement des équations (127) et (13).

9. Dilatations angulaires. — Le calcul des angles pourrait s’effectuer
analytiquement 4 T'aide des formes quadratiques qui entrent dans
Iexpression de la dilatation lincaire ou superficielle, et des formes
polaires correspondantes ('). Mais les résultats s’obtiennent plus rapi-
dement par des considérations géométriques.

(1) On trouvera ce caleul cffeclué dans une Note Sur les déformations angulaires
(Travaux scientifiques de PUniversité de Rennes, 1gr1).
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1° Angle de dewx fibres. — Considérons deux fibres ¢lémentaires issues
duméme point M. Soientds, ds'leurs longueurs, 0 leur angle, eet e’ les
dilatations linéaires correspondantes, et E la dilatation superticielle
du feuillet qu’elles dé¢terminent. ‘

On a
ds ds’ sinf TR
——— ] Y
Por ds, ds;, sinf, ’
aou
sinf 1+ E
(19) =

sinf, (+e)(1-+e)

2° Angle d’une fibre et d’un feuillet. — Prenons, & partir du point M,
sur la fibre une longueur infiniment petite ds et sur le feuillet un
¢lement superficiel ds.

Soit o I'angle de la fibre avee le feuillet. Le volume du cylindre
infinitésimal ayant pour base s et pour arcte ds est égal &

ds dz sing.

En désignant par @ la dilatation cubique au point considéré, par e la
dilatation Tincaire de la fibre et par K la dilatation superficielle du
feuillet, on a done successivement

s dz sing
B el I = (0}
ds, da, sing,
L sino
(hte)(n FE)—2 =1+ 0
) )sxlvpl, wo
sing 10

(191') 5]1]’{/0 - (l—{-(,’)(l“l‘ E)-

Si, an liea de Pangle g de la fibre avee le feuillet, on considére
Pangle o' de la fibre avee la normale au feuillet, la relation préeédente
devient

cosg 1+ 0

!

cosey  (1e)(1+E)

3° Angle de dewr feuillets. — Le volume d’un parallélépipede quel-
conque est égal au produit des aires de denx faces contigués, multiplié
par le sinus de leur angle ditdre et divisé par la longueur de leur
aréle commune.
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D’aprés cela, considérons deux feuillets élémentaires se coupant
en M ct formant entre eux 'angle divdre §. Soient B et B leurs dila-
tations superficielles, e la dilatation lin¢aire de la fibre dirigée suivant
leur intersection, O la dilatation cubique au point M. On (rouve immé-
diatement, par un raisonnement analogue & celui que nous avons
employé pour les deux cas précédents,

(1+E)(1+ E) sind

- =14 0,
1-+e sind,
d’ou
(19") sing _ (1+8)(14-¢)
? sind, 7 (r+ E) (14 E)

Les troig formules (19), (19", (19”) sont remarquables par leur
simplicité et leur similitude. Elles montrent qu’il existe, pour les
sinus des angles, des rapports de déformation analogues i ceux des
lignes, des surfaces et des volumes.

10. Rapports de déformation. — Ie nom de rapport de déformation
nous a parn commode et significatif pour représenter le rapport d'une
quantité du milieu déformé & la quantité correspondante du milicu
initial : le rapport de d¢formation linéaire est représenté par 1 + e, le
rapport de déformation superficiel par 1-+ 1, et le rapport de déjfor-
mation cubique par 1+ ®=A. Dans les calculs relatifs aux défor-
mations finies, la dilatation n’intervient généralement que dans le
le rapport de déformation correspondant; par exemple nous n’aurons
pas a considérer la dilatation linéaire e si ce n’est dans le rapport de
déformation linéaire 1+ e.

CHAPITRE 1I.
ELEMENTS DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE.

11. La déformation différentielle 4T. — 12. Les coefficients azji. — 13. La dilatation
linéaire dans la déformation différentiolle. — 14. Rotation moyenne. — 13. Dilatation
cubique. — 46. Dilatation superficielle. — 17. Expression des dérivées sccondes des
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coordonndes initiales en fonction des coefficients ;. — 18. Equalions aux dérivées
partielles auxquelles satisfont ces coefficients. — 19. Déformations qui correspondent &
un systeme donné de coefficients ;. — 20. Caleul des dilférentielles des coefficients

de la dilatation linéaire. — 21. Expression des coefficients a;jz en fonction des coeffi-
cients de la dilatation. — 22. Relation des coefficients a;;; avec les accolades de Chris-
toffel. ’

11. La déformation différentielle (dT). — Soient (T) et (T7) les
déformations  homogines tangentes c¢n  deux points  infiniment
voisins M et M. On peutconsidérerla seconde (T7) comme la résultante
de la premicre (T) et dune déformation infinitésimale (d1) que nous
appelons la déformation différentielle au point M.

La (lé['nrmuliun ('T) est définie par les équations (T) dun® 3, et la
déformation ('T7) par les ¢quations analogues

e " o.r

K== (().‘l,'“ U ().::0) (R =) (()_)'0 +d ()y(,)(\” ¥o) +( (): +d ds, (/0

A g )y ) ) ly
Y —y' = < ’)')/ -+ "‘(2"2" ) 0= Ay ) (i)“—’” + dl:?:.) (Yo—4) + (( - + (/-(_-1> (Zy—

da, X, day Ay, Jdy, 0z, )z,
[/ A -~ _()Q fl; . . n _()._:E_\' (()3 [-(Zi> ,/ o,
g N (() 'y ¢ ) (o= ) + ( Ay, o ().)'(1) )+ )3 e )3, (o=

Ladéformation differentielle («/T) serareprésentée par les équations
quon obtient en remplacant, dans le systéme (T7), les valeurs des
coordonnées courantes initiales X,, Y,, Z, par leurs valeurs tirées du
systéme (T).

Or, en résolvant le systeme (T) par rapport aux differences X, — @,
Y, — ¥, Ly— =, 0n trouve
0: 1'0

() o.ry D,

Koo o= G (X i) o 22 (Y ) o 2 (= ),
) l) \ ) 0 7 ) O

Yo — yo= S (X = )~}~f-%—(\-—~y)»~- (()l (% —3),

' )~| , )3, ()w

Ty — 5= ‘();' (X — &)+ fJ); (Y = y) -+ =2 (L—2)

Ges valeurs substituées dans les cquations (17), en (enant compte
des identites (), donnent les équations de définition de la transfor-
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mation dilférentielle (dT) sous la forme suivante:

g X'—2'=(1-+day) (X —2)+ da;, (Y—y)-+ day (1 — 3),
(dI Y —y'= day, (X — &) + (1+dax) (Y—y) + day (1 — z),
1 — 5= dagy (X —a) + dags (Y —y)~+ (14day,) (72 — 3).

Nous avons posé

i (92) g (90) (i) [ e () de 0 D (05
da“_%d<5_x—o> * _(_)Id 9y, 0 d dzy) | day ! dx ()y(,( gz ) T ()3(,[ dx
dz, (dz\ = Jdy, ()‘zr> 03, l).z.‘> dx l(().l},) dx l<()'y"> dx (()s(,>_
T i WY (il WSTIDY Bl ISSY caidpy] fesad ) IRy 0 AT At (A
dan= dy l[<('1'o,) - dy ¢ Yo - dy ¢ U5, dag oy - ().70‘ oy dz, ay /.
_daxy (1).1: dye ,{ dx 05 ,(dz\ _ [ dz  [dx, L <()y(,‘ N ﬂ{:_d<t):.ﬂ>' i
da”'—ﬁl 7‘0>+_:,:(1K—y—0 +7:-d EN diy ! 03 - dyo d ():) * dsy \ ds ) |
oy (00 D (92) D00 [ g(0) 2 (0, 92 (02
d“““?)’;dk(“%; +_(§:v—d a5, ! dzsy) | dr, \dw - dye \ 0z e oz )
9oy ( 0y O, (OVY 05, (0y [ Y ,<L> )_u(iy_> 9 ,(Q_>
day= 'ij'd<7:_o> + dy d ¥ i dy d EY 4).1;(,’ dy + l}“)'(,( dy + ( :,(,(' Jdy
ety = s 1(0—4‘0) - _—z'd -()-)7(, - 7)?:(1 H) BRI ! 7= )t ()‘)'(,K 03 { 03z, d 0z )
drg (03N dye (05 Jsg (03 _ [ 03 ((_)_12 __1):-___/ g..ﬂ) L 0s (ﬂiﬂ)
""“*‘75"<T-(,> + o N\ TN E o\ Tz ) s ) as )
ox, [ Js v, ((: 3,/ 03 Js (J?“> 0z < ¥ Jsz <():,,“'
g Ze g (5 D) LS () | (B L B0 (e
=y d((-ro>+ o \ay) Ty (l(»‘):o) ) o) =),
dxy [ 03 dye [ 03 day [ 05\ Js day\ s ( r)y(,> _(2:_ ( 1:_,l
da = —()?d<_z—'o> 5 <()y(,> e ('l(\( 50> ().'10{ ((): > f dy, d Uz )3, d 03 )d

Ces formules se résument en la suivante :

‘ . 7 et X R arl Q2. ’ o -

12. Les coefficients a;j. — On remarquera 'analogie que presentent
les différentielles da;; avec les rotations infiniment pelites relatives au
déplacement d’un triédre trirectangle. Notre calcul est d’ailleurs appli-
cable au cas de deux transformations infliniment voisines quelconques
indépendamment des paramdtres qui servent  les définir,

Nous supposerons, dans ce qui suil, qu’on prend comme variahles
indépendantes les coordonnées x, y, 5 du point M du milieu déformé,
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el nous poserons
(21) day=da;; dae <+ a;jo dy + a;;3 dz.
On a, par conséquent, d’apres la formule (20),

(22) - @T_ Pwy | dxy 0y | dx; 023
- vET dw, dx;dxy 0y, 0x; 0z, 05y dx; 0y

(ry =, €y Y, T, == 35).

De I'équation (22) il résulte immédiatement que, dans les coef-
ficients & trois indices a;;;, on peut intervertir 'ordre des deux derniers
indices

Wi == Qjeje

Dans les déformations infiniment petites que 'on considére habi-
tuellement en ¢lasticité et qu’on suppose définies par des équations
de la forme

&' = - o, .)"-:: ¥+, 5l 5 4= v,

les coeflicients e« se réduisent aux dérivées sccondes des dépla-
cementls w, ¢, .

Le nombre des cocfficients indépendants «;;; est ¢gal au nombre
des dérivées secondes des coordonnées de P'un des systémes par
rapport & celles de I'autre, ¢’est-a-dire 4 18. Nous étudierons plus
loin les relations qui existent entre ces coeflicients et les différents
éléements de la déformation. Mais nous allons d’abord nous occuper
des dilatations dans la déformation différentielle (dT).

13. Dilatation linéaire dans la déformation (dT). — Si nous dé-
signons par e la dilatation lincaire d’une fibre dans la déformation
homogene (T), par ¢ la dilatation de la méme fibre ou d’une fibre
puaralléle dans la déformation ('1"), le rapport de déformation corres-
1+ ¢
1+ e
transformation des cosinus directeurs s’obtiendra par des formules
analogues aux équations (7); soient o, B, ¥ les cosinus que la (rans-
formation («T) fait correspondre & «, B, y; nous aurons trois équations

Ann. Ec. Norm., (3), XXX, — Mar1 1913. 27

- La

pondant pour la déformation différentielle (T ) sera égal a
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de la forme

1+ l
——a'=(1+day)a +da,,p -+ da, 4.
¢ ( 1) 1212 137
Mais comme la nouvelle direction est infiniment voisine de la pre-
mikre et que la différence des dilatations est infiniment petite, il est
naturel de poser

¢ =e - de, o =ca -+ dea, B'= B + dp, Y=y - dy.

Substituant ces valeurs dans I’équation ci-dessus, négligeant les infi-
niment petits du second ordre, nous trouvons

le >
<1 - 1(—§: c) o - do = (1 -+ da, ) o+ day, p - dayyy.

Ce qui nous donne enfin le systeme

/ e
da - o 1 Mli - = day = day -+ 7 dagy,
v ., de .
(23) dp -+ (Jl — o detyy = B dletyy -+ dletyy,
2 e -
dy 7 Tre T datg, = 3 ditgy -y dag,.

\n

On retrouve d’ailleurs les mémes résultats en diflférentiant les for-
mules (7) ou l'on regarde a«,, f,, v, comme des constantes, et cn
remplacant cnsuite ces cosinus directeurs de la fibre initiale par
leurs valeurs en fonction de «, B, v données par les équations (8).

Ajoutons membre & membre les équations (23) aprés les avoir inul-
tipliées respectivement par «, 8, v; il vient

de

(24)

e o dayy + B* dayy - 9* deyy + By (dagy + dayy)

+ ya(day + dag,) + afs (day, + dayy,).
e . . . “de . Y
La différenticlle logarithmique T brise en considérant oy, By, 7,
comme des constantes, se caleule done a aide des coofficients de la
déformation dilférentielle (d'1) comme la dilatation lincaire dans les
déformations infinitésimales ordinaires.
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14. Rotation moyenne. — La rotation moyenne de la déformation
différentielle a pour composantes

dp,—= l) (day,— da,s),
(25) {dp,—= ql (dayy—day),

Ipy—= % (day, — dal?)‘

Dans le cas des déformations infiniment petites les quantités p; sont
les différenticlles des composantes de la rotation moyenne, mais dans
les déformations finies ces quantités ne sont pas des dilférentielles
exactes, du moins en général. Toutefois, nous pouvons, sans incon-
dp: Ip; dp;
9z’ dy’ s
pectivement, dans 'expression de dp;.

On aura done

vénient, désigner par » les coefticients de dx, dy, d=, res-

ap X ap 1 ap 1
(26) ‘(7[—11' = ;)j(“:m— ay1), 7)/‘)": =3 (30— (tyyy), —()/—:l' . ;(”:m:x“‘ @ya3)-

Les autres expressions analogues se déduisent de celles-1a par une
] |
permutation ’indices.
Les identités ;4 = ay; donnent la relation
J J

9py  Ips s
o dy Jds

0.

Nous croyons utile de faire remarquer ici que siles déformations
homogenes (T) et ('1") sont des déformations pures, la rotation de la
déformation differentielle (dT) est néanmoins différente de zéro, i
moins que les axes des dilatations principales de (T) et de (T7) ne
soient paralleles. Ge résultat correspond au fait que les déformations
pures finies ne constituent pas en général an groupe de (ransfor-
mations.

15. Dilatation cubique. — Soient dV,un ¢lément devolume infiniment
petit entourant le point M, du wilieu initial; dV et V' respectivement,
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les transformés de ce méme volume par les déformations homo-
genes (T) et (T").

La dilatation cubique de la déformation différentielle (<T) est égale
cdY!

: — 1. Or, nous avons
v ! Or, nous avo

dV = (14 0) dV,

et
(l\."/:_ (' -+ (n) -+ (l@) (lV();

par conséquent
av'_ _ _d®
av’ T e

On sait d’autre part que la dilatation cubique de la déformation («T)
est représentée par la somme

day, -+ dayy + dagy.

D’ou résulte I'identité
d®
(27) day, ~+ dagy - deyy = =0

Il est facile de vérifier directement ce résultat par le ealcul. Hn
différentiant I'équation
dr  dx Jwr
dy  dy  dy
Jds 03 O3
ox, m 7.:—,,

[~ ¢ ==

on trouve en effet

’

Iy, s) (()w \ d(y,z) rs d(y,s) Ja
a0 = L 2) (02 ———‘—’———d(——) 2y, 5) z(-)
(Yo 50) ()xu) d (39, xy) Yo - d("’/'oa,}’o)( dsy -

Remplacons, dansle second membre, les déterminants fonctionnels
binaires par leurs valeurs tirées des équations (4), nous avons

“Ox Jx 7] dx Js dx ]
16 — 9y | ZEo g GEN O 4 0% O30 4 C2N .
@0 =(1+9) [_ d d(().?l),,) i d (‘()_)q,) " ox “ . d:,‘,> b 'J’

d’ott enfin, en vertu des formules (20),

dO = (1 + O) (day, + dag, + day).
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16. Dilatation superficielle. — Diflérentions les ¢quations (23) en'y
regardant &,, 1,, {, comme des constantes.
La premicre donne

+E\ o /1+E\ | dx, ' “dy ds,
<.+®)f’é+é“<m>~¢°d<ﬁ;>+”o‘l(w>+¢°d<m)'

En remplacant dans le second membre de cette équation les
cosinus &,, 1y, {, par leurs valeurs tirées des ¢quations (13') et pro-
cédant de la méme manicre 4 égard des deux autres équations du
systtme (12") on obtient le systéme

1+ K

[+ 0 =—(Eda ~+ nday +Cday,y),

dg +&d lOg(

1 B

8 — (g dayg~+ 1 dagg + ¢ (/a:m)-

(28) dn +ndlog (I - E> == — (Eday, -+ n dayy -+ day,),
)

d¢ 4 Cdlog(

\

On déduit de 1a

(29) dlog (:-j—_-%) = E2daayy 0% dagy -+ C dayy + 0 L digy 4+ dayy)
4+ CE(days+ day ) + En(day + day,).

La forme quadratique qui figure au second membre de ’équation (29)
est exactement la méme que celle qui représente la dilatation linéaire
dans la formule (24). Ce résultat s’explique si on se reporte A la
140
1+ E
au n° 8. Dans une dé¢formation finie, la dilatation de 'épaisseur d’une
couche ne correspond pas en général & une dilatation linéaire, parce
que la fibre normale & la couche initiale ne correspond pas i la [ibre
normale & la couche déformée. Au contraire, dans une déformation
infiniment petite, les deux fibres normales se correspondent, ou plus
exactement, chacune d’elles correspond 4 une fibre infiniment voisine
de 'autre. 11 en résulte que la dilatation de ’épaisseur d’une couche
doit &tre alors représentée parla méme forme quadratique que la dila-
tation linéaire de la fibre normale & cette couche.

signification du rapport & = dontnous nous sommes déja occupés
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17. Expression des deérivées secondes des coordonnées iniliales en
Jfonctions des coefficients a; ;.. — Considérons les trois équations

—day;= % zl(%%’) + dﬁ%,{(%%) = %,{((_‘%) ,
— day;= %‘-’(}«1(%) 0():0 1(3’2) S (.‘)’i(gG;_i)
Ce systéme peut étre résolu par rapport aux trois différentielles qui

figurent dans les seconds membres et fournit pour ces quantités les
valeurs suivantes:

—[z<‘)":f): 920 g1y + 220 g+ 220 da

d.x; dx Ay Dz (i
) ‘ 9y )
030\ ()zo ()u‘, } ():0

— (g5 ) = s g 2 .

Si 'on désigne par « 'une quelconque des coordonnées initiales x,,
Yo» Zg, considérée comme fonction des coordonnées finales z, y, z, on
a par conséquent

()u du u Jdu
(3()) —_— l( ()Id 17 -+ ))/(/“2_/”“}" ;}Z'da;gj.

En égalant de part et d'autre les coefficients de dz, dy, dz, on

. , J*u
obtient Iexpression de chacune des dérivées secondes ——-— en
. . .o . . Z ;0
fonction linéaire et homogene des coctlicients agjx,

S o tu () u Ju o

(31) ()1 JQrp O n’jk+7)~;(l2jh'+b;(t3jk

(2=, 2=y, @, = 5, w= (20, Yo, 50)]-

Si I’on connait en un point les valeurs numériques des dérivées
()u Ju du s
premiéres —, — et celles des 18 coeflicients a,, on pourra cal-
oz’ dy’ Js ,
[ L 0%u ;
culer les 18 valeurs numériques des dérivées secondes ———- Les
().Z'j()df/a
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coefficients a;;; ne se trouvent donc assujetlis & aucune restriction en
ce qui concerne leurs valeurs numérigues en un point (ixe. Mais il n’en
est pas de méme de leurs dérivées. Les 54 dérivées premiéres s'expri-
meront en effet a Vaide des 3o dérivées troisicmes des fonctions z,,
Yo» 5, et devront, par conséquent, vérifier au moins 24 équations de
condition que nous allons déterminer.

18. Equations aux déricées particlles auzxquelles satisfont les cocf-
Jictents a;j. — Celte question se rameéne a la recherche des conditions
de compatibilité d’un systéme d’é¢quations aux dérivées partielles. Si
I'on suppose connues les 18 fonctions a;, les trois coordonnées ini-
tiales .z, ¥,, 54, considérées comme fonctions des variables z, v, =,
vérifient un méme systéme de six équations aux dérivées partielles du
seccond ordre

, *u du du Ju . . .
() i ¥ e e gyt gy o (L k= 2,8),

Nous avons done & exprimer que le systeme (32) admet trois
solutions distinetes dont le déterminant fonctionnel, par rapport aux
variables @, vy, =z, est dillérent de zéro.

Les conditions relatives aux dérivées secondes

0*u P
day Qg day Dy

sont des conséquences des identités
(/l'j/u pwing ((i/.'j-

Il restera donc & éerive simplement que les dérivées troisiémes
satisfont en vertu du systéme (32) aux conditions

Jd Qe d JQu
Dy dxjdey Dy dejday

(33)

Kerivons les équations (32) sous la forme

A e
vy diy el rik Ry
r

% : S-w du
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Différentions par rapport d =, et remplacons, dans le résultat, les
dérivées secondes par leurs valeurs tirces du meéme systéme (32);
permutons enfin les indices £ et £ et écrivons que la condition (32) est
vérifice : nous obtenons I’équation

O [ daie  Odagy Ju
_—-—-——'—-i-z Airpe Ayji — Qi @rj) | =— == 0
2‘ [ ()1'1 ()-1"/.: ( irk®rjl irttrj ) ()xi
: "

13

y . . L., . du . .

Les coefficients des trois dérivées partielles o doivent étre nuls

v . , . . . i v . .

séparément. En elfet, s’il n’en était pas ainsi, les fonctions u véri-
fieraient une méme équation linéaire et homogene du premier ordre,

de la forme

A S L

A 0z dy ds

Il serait donc impossible d’en (rouver trois solutions, dont le déter-
minant fonctionnel fut différent de zéro.

Les conditions de compalibilité du systeme (32) se raménent done
finalement & la forme

. Jdain dag
34y =L 2o
(34) dx, oz,

On sait d’ailleurs, par la théorie des ¢quations aux dérivées par-
tielles, que les équations (34) sont suflisantes. Si elles sont vériliées,
les conditions de compalibilité relatives aux dérivées d’ordre supérieur
de la fonction inconnue « seront elles-mémes satisfaites en vertu des
équations (34) et de celles qui en résultent par différentiation.

Le nombre des équations (34) est égal 4 27; mais si Uon tient compte
des trois identités

datgys _ Dty Ottiey Oy Ottyqy e

K dy or oz dy oz =0 (i=1,2,3),

on reconnait qu’elles se réduisent & vingt-quatre conditions dis-
tinctes.

19. Déformations qui correspondent @ un systéme donné de coeffi-
cients a;z. — Supposons les conditions de compatibilité satisfaites.

i ey jrt Qg Qg it Wiy oy jp— iy Cyj e Qiot Qojle— st Agjfer =
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Pour résoudre le systéme des six équations (32).on pourra se donner
arbitrairement les valeurs de la fonction « et de ses dérivies premicres
en un point quelconque. Les dérivées d’ordre supérieur sont alors
délerminées et s’expriment en fonction linéaire et homogiéne des
dérivées initiales. Le systéme admet une premiére solution 6vi-
dente U, =1. Si l'on en connait trois autres U,, U,, U,, dont le déter-
minant fonctionnel soit différent de zéro, la solution la plus générale
sera de la forme

ww=ay+ a U+ a, U, + a; Uy,

yy Ly, dyy ay désignant des conslantes arbitraires.
Les coordonnées initiales z,, 37, =, seront done délinies en fonction
de x, y, 5, par trois expressions de la forme

@y == Ay g Uy, Uy~ ay Uy,
Yo by-= 0 Uy 4 by Uy -5 by Uy,

Som ot e Uy 4= e Uyt ¢y Uy

Les constantes a;, by, ¢; 6lant arbitraires, nous avons cetle propo-
sition :

Quand on connait une déformation quelconque correspondant « un
systéme donnd de fonctions a;; on obtient la déformation la plus géne-
rale du systéme en combinant la dé formation considerée avec une défor-
maltion homogéne arbitraire effectuce sur le miliew initial.

20. Caleul des différentielles des coofficients de la dilatalion linéaire. —
Pour I'étude de diverses questions relatives aux déformations il est
utile ’exprimer les différenticlles des coefficients de la dilatation en
fonction des différentielles da;;. Nous n’entrons pas dans le détail du
calcul qui est extrémement simple. On (rouve :

rrrrr ey == 2(eq dag - ey day -+ ey dayy),
e degy == 2 (g dtyg 4 €y dtgs 4~ ¢4y digy),
35 e gy o 2 (Cyy gy - ey ity -1 eyy datys),
(35) ey, == gy ity 4= ey dityy —= eyy detyy) 4 (24, dityy + o ddyy = ey dlatgy),

— deg = (g datyy A ey dityg - ey dityy) 4 (g deyy 4 g dayy - g3 dag),

L deyy == (e didyg ey, dagy - ¢y dayy) -+ (Cyy dagy -+ ey day + gy dayg).

Pour les coefficients de la dilatation superficielle on trouve les
Ann. Ee. Norm., (3), XXX, — Mar 1g13. 28
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résultats suivants :
dVi = 2[ By day + By day, + By dayy— By (dayy + dayy + days) ],

2 Eh n
(36) /' dByy= By das, + By dags + By detay
+ B, day, + By dags 4+ Bay dag,— 2 Eay (day -+ dag, 4+ day),

Une propriété remarquable, commune & toutes ces expressions, ¢’est
que les coefficients des différenticlles de;; sont les coefficients mémes
des formes quadratiques qui interviennent dans les formules de la dila-
tation.

21. Probléme inverse. Expression des coefficients a;;, en fonction
des coefficients de la dilatation. — Nous traiterons le probléme inverse
seulement pour la dilatation lin¢aire. Introduisons trois différenticlles
auxiliaires dw,, dw,, dw, définies par les formules :

€31 At g = Cgy dlyy + 3y datyy — (g detyy~+ gy daty, -1 ey dayy) == do,,
(37) § erydasy~+ ey dagy~- ey dayy— (€5 dayy -+ ¢y dayy - gy dagy) == doy,
L ey dagy + gy dag - ey dagy — ()1 dags -+ ¢py detgy - ¢y dagy) == oy,

A l'aide des systémes (35) et (37) nous formons les combinaisons

de la forme suivante qui contiennent seulement trois inconnues :

I
ey dagy 4+ ¢yg day, - ¢4y ddty, = -5 deyy,
1 I
(38) g day, - gy dagy - ey day, = 5 doy, — 5 dey,,

1 1
ey datyy -+ eyy day + 24y day == — P lryy - =dey,.

|
\

Le déterminantdes équations (38 ) est égal ﬁ o (:;IH—)—;; les mineurs
sont les coefficients By, de la forme adjointe. On a donc
2 day, “ 1 . 4
— m =K, dey,+ By dey+ By degy + By doy — By dovy,
(39) - (",i_i‘l_{‘(%i)‘; = Lyy deyy -+ Byy degy 4+ By deyy -+ By dtr, — By doyy,
2 day,

. 1 a P W
- m = ]‘121 (l(!“ ~+ E;;Q C[(a’” - IL;;:; (16‘]3 -4 l“ﬂ.’} d’i)z — 1‘423 (1(1)3-
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Les autres quantités de,; se caleuleraient évidemment par un pro-
cédé semblable. Pour avoir ensuite les expressions des coefficients a;
il suffit de développer les deux membres de chacune des équa-
tions (39) en fonction lincaire de dz, dy, d=, et d’égaler de part et
d’autre les coefficients des mémes différenticlles. Il faut donc que
nous ayons d’abord le développement de chacune des quantités do,.
Or, en se reportant aux équations (35) et (37) on vérilie facilement
fes identités suivantes :

dw, = <ﬂe“,1 — ()—e—‘l> dr -+ <()6” — Qﬁf) dy + (()e” — Qﬁﬁ» ds,

ds Jy Jds Jdy - Js dy
— dey deyy , dey, degy dey, ey _
(4o) / dwy= < o _()?) dx + <—JT — —;)-;”—> dy + <-{7L— — 7)-:—) ds,
(/M:;:I {_),(:2 — (_)f)f}_> i - ((—)fli! - Q(’j'."ﬂ d -+ ()(513 —_ (—)-'(21> d
| dy e . dy dx Jdy da

Portant ces valeurs dans les équations (39) et dans les équations
analogues, nous trouvons finalement :

e e
- ek _._J.._/'>
. D,

¢y . l)(:,,,.) K <()c¢,/ ey _ ()(.(,-,L.> .

d; da,

- By -

daxy, dx; d.ry

22. Relation des coefficients a;;y, avec les accolades de Christoffel. —
La forme du résultat offre un intérét spécial par la maniére dont elle
se rattache & la théorie des formes quadratiques de différentielles (*).

Considérons une forme quadratique quelconque des difléren-
tielles do; (1 = 1,2, ..., n)

J = Xegdrdey,

dont nous désignerons par E le discriminant et par Ii; les coefficients
de la forme adjointe.

(V) Cowisrorves, Transformation der homogenen Differentialausdriicke zwveiten Grades
(Journal de Crelle, t. 70, p. 46). — Livscunrz, Unteruchungen in Betreff der ganzen
homogenen Funktionen von n Differenticlen (Ibid,, p. 71). — DARBOUX, Lecons sur les
systémes orthogonaux et les coordonndes curvilignes, Livre I, Chap. IL
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En introduisant une notation due & Christolfel, nous poserons
kel 1 dejr. . deyy . de :
) o ()-'Zv'[ ().l‘k ().’L','

7=z

el ensuite

Appliquons ces formules & la forme quadratique (10") qui repré-
sente '¢lément lindaire du milicu initial en fonction des coordonnées
du milieu déformé

Segdrydry=ds?;

. . . “ > , \ I
et rappelons que le discriminant E de cette forme est égal i ——-—-
: € (14+©)*

Nous trouvons immédiatement

Jok
Afjp === i %

Nos coefficients & trois indices coincident done, an signe pres, avee
les accolades de Christolfel relatives a la forme quadratique considérée.
Cette rencontre est particulicrement intéressante, parce que les points
de départ sont enticrement différents.

La détermination de la déformation quand la dilatation est donnée
estun probléme bien connu. Les résultats qui préctdent en donnent
la solution immédiate. On calcule d’abord les coefflicients @, par les
formules (41) ou & Paide des accolades de Christoflel, et 'on forme les
équations linéaires (32). La discussion du n® 19 s’applique. Toutefois
les constantes a,, @,, ... ne sont plus enticrement arbitraires, mais
sont assujetties & la condition de donner & I'¢lément linéaire une
raleur déterminée. Il en résulte que, si 'on connait une solution
du probleme, tous les autres s’en déduisent par un déplacement
euclidien.
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CHAPITRE TII.

LES COVARIANTS FONDAMENTAUX DU SECOND ORDRE.

23. Généralilés, — 24. Dilatalion seconde. — 23, Définition de la torsion. — 26. Expres-
sion analytique de la torsion. — 27. Indicatrice des lorsions. — 28. Caraclere dissy-
métrique de la torsion. — 20. Expression des coefficients de la torsion en fonction de
la dilatation. — 30. Application. — 31. Rotation dérivée. Rolalion de la rotation. —
32. Composantes du vocteur . — 33. Expression des cocflicients «;;; en fonclion des
covariants.

23. La considération des covariants fondamentaux, dont nous allons
nous ocecuper, permet d’exprimer les dix-huit coefficients a;;, en fone-
tions des coeflicients des trois formes algébriques dont chacune a une
signification géométrique et meécanique indépendante des axes de
coordonnées. La premiere est une forme ternaire cubique qui repré-
sente ce que nous appelons la dilatation seconde; clle comporte
dix cocfficients; la seconde est une forme quadratique qui définit
la distribution des torsions mécaniques; les six coefficients de cette
forme sont liés par une relation linéaire, ce qui réduita cing lenombre
de parametres dont elle dépend. La troisiéme, enfin, est une forme
lincaire dont la considération peut étre vemplacée par celle d’un
vecteurs elle depend de trois paramdétres indépendants. Le nombre
total des arbitraires qui figurent dans expression des (rois formes
considérées est done ¢gal & dix-huil, comme celui des coefficients a, .

Iensemble de ces (rois formes présente une analogie ¢vidente avee
les quantités géométriques introduites par M. Woldemar Voigt dans
étude des relations Iinéaires entre un vecteur et un tenseur.

24. Dilatation seconde. — Si I'on remplace, dans 'expression de la
R . . . de v . 11, . T
différenticlle logarithmique Pt définie par’équation (24), les quan-
tités day par leurs valeurs (21), on obtient une expression qui est
lin¢aire et homogene par rapport aux différentielles dw, dy, d=;
supposons maintenant que la direction du déplacement infiniment
petit défini par ces différentielles coincide avee la direction o, B, v;
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on aura alors, en désignant par s I'arc ¢lémentaire correspondant & ce
déplacement,

1 de

N T A
— == A O OO 14 k=1,2,3
1+e ds WEEEE] T ( A 222 3);

(42)

(ay=a, 0{2:@, U—sz’}’)-

Nous donnons le nom de dilatation seconde i cette dérivee loga-

rithmique —— de, prisc comme nous 'avons déja indiqué en regar-
1+e ds ‘ E

dant o, B,, v, comme des constantes, c¢’est-a-dire en se déplacant
dans le milieu déformé suivantles lignes qui correspondent aux droites
du milieu initial. Nous désignerons par Dy(«, B, v) la forme cubique
des cosinus qui représente la dilatation seconde dans la formule (42)
et nous posons

(43) Dole, By y) = Zepo 4+ 3¢ ,a R -+ 6cyyyabys;

les coefficients ¢;; ne changent pas quand on permute leurs (rois
indices d’une manicre quelconque.
Leurs valeurs sont exprimées en fonetion des a; ;4 par la formule
. J

(44) 3(:1'/'&-:: Ajjfe=t= jpi~t= Qpje

Suivant un procédé couramment employé en Géométrie et en Méca-
nique on peut représenter la variation des dilatations secondes en un
point M, en fonction de la direction «, §, v, par une surface du troi-
sitme ordre que nous appelons indicatrice des dilatations secondes.
Il suffit de porter a partir du point M (ou de toute autre origine) et dans
la direction considérée, un vecteur MI dont la longueur est définie par
Pégalite

1

Ml o B i
V|)2(a7 ﬁa 7)

Quand la direction varie, le point T décrit indicatrice. Le cone
asymptote de U'indicatrice des dilatations secondes est forme par les
tangentes aux fibres pour lesquelles la dilatation seconde est nulle.

Cette indicatrice est indépendante des axes de référence au méme
titre que Pellipsoide des dilatations.

La forme D,(«, B, v) est un covariant différentiel de la déformation
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par rapport an groupe des déplacements euclidiens, c¢’est-a-dire, en
termes plus simples mais équivalents, par rapportaux transformations
de coordonnées.

Les invariants propres de la formule D, oules invariants simultanés
de cette forme et de toute autre forme invariante sont done des inva-
riants différentiels de la déformation par rapport au groupe cuclidien.

25. Définition de la torsion. — Dans la mécanique des corps minces
la torsion. d’une fibre rectiligne est la déformation qui se¢ produit
quand I'une des extrémités de la fibre restant fixe, la section droite
de Pautre extrémité tourne d’un certain angle autour de 'axe de la
fibre.

Telle serait, pour une fibre divigée suivant 'axe Oz, la déformation
définie par les ¢quations suivantes :

& T, COS — = ¥, sin =,
7] y «
.5 Sy

Iy S == = Y COS —
? Y f) P Yo P

~ .
© - ~0

la section droite menée par Porigine reste fixe; les aulres tournent
’un angle proportionnel & la cote s,.

La considération de la déformation dilférenticlle (dT) permet
d’étendre facilement cetle notion de torsion aux milieux continus
a trois dimensions. '

Remarquons d’abord que, dans le voisinage d’un point M du milieu,
Porientation des {ibres ou des fenillets issus de ce point est déterminée
par la déformation homogene (T) tangente en M. Cela posé, considé-
rons une {ibre infiniment petite MM issue de M. La déformation (T)
¢tendue & tout le milicu améne le point M dans sa position définitive
et oriente tous les éléments infinitésimaux issus de ce point. Si, lais-
sant ensuite le point M fixe, ainsi queles directions issues de ce point,
on applique aux éléments issus de M la déformation  différen-
tielle (dT), 'orientation finale de ces derniers ¢léments se trouvera
également obtenue. La rotation moyenne de la déformation (dT) n’a
pas en général son axe dirigé suivant MM’, mais on peut la décom-
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poser en deux rotations dont les axes sont respectivement parallele
et perpendiculaire & MM'. C’est la premicére composante qui produit la
torsion de la fibre.

D’apreés cela nous appellerons torsion totale de la fibre ¢lémen-
taire MM’ la projection de la rotation moyenne de la déformation infini-
tésimale correspondante (<T) sur la direction de la fibre, et torsiorn
moyenne, le rapport de la torsion totale a la longueur de la fibre.

Pour les fibres ¢lémentaires nous n'aurons guere a considérer que
la torsion moyenne, que nous appellerons alors plus simplement la
torsion de la fibre ().

26. Expression analytique de la torsion. — L’expression analytique
de la torsion résulte immeédiatement de ces considérations. Gonservant
les notations du Chapitre I, nous désignons par s la longucur de la
fibre ¢lémentaire MM’, par o, [, v ses cosinus directeurs et

)
par ©(«, B,v) la torsion moyenne correspondante. La torsion totale
sera done :
Tds = adp - pdp, -y dpy,

et la torsion moyenne

(//)1 . (//z2 Cdp,y
) Feenn te s Uy

Or, on a
f_/&,- ()/) adpi y (}/),

¢ -.
ds By dy ()'

et, par conséquent, il vient

. . L, Op L Ip, L O
(46) (o, f2,7) = ot L -+ p* ()/y e ()/:‘

dax
dpy | dps\ [ 0p dpy /)/)2 dm
8y (S S g (S ) e (S S

L’expression de la torsion est done une fonction du second degre
des cosinus directeurs de la fibre; elle est formée avee les coefficients
différentiels des rotations dp;, comme la dilatation lin¢aire, dans une
déformation infinitésimale, avee les dérivées partielles des déplace-

(1) Voir Comptes rendus de U Académic des Sciences, 30 mai 1910 ¢t 10 avril 1911,
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ments. Nous poserons
(47) (e, By 7) =T @t T B0 Tys P - 270 Py 4 2Ty y2 4+ 27 af.

Les coeflicients t;; s’expriment immédiatement soit & Paide des

. - C g . dp,; N . " -
coefticients dillérentiels ;1%, soit & I'aide des coefficients a;;, :
Zs
dap,
/ T = g T G Qans
Jdp,
Ton == & @32 — Cyyay
Jy
o
Tyy === "('){:" = Aayy gy,
(4%) dap Jap
; . 3 2
2Ty == ‘(‘)'"y— = e T e Guapth gy gy
ap, apsy
2Ty Pr = o T= Qygy — (agy Ay — Ao,
dp, Jap
ATy == ~Ls L Ay — Aypq -+ Ay — Ayoy.

or dy

Ils satisfont identiquement, comme dans le cas des déformations
infinitésimales, & la relation

(49) Ty~ Tap b= Tgp =2 0.

27. Indicatrice des torsions. — Lavariation des torsions en un point,
en fonction de la direction des fibres, est représentée par une indi-
cation quadratique dont I'équation, quand on prend le point M comme
origine, est de la forme

T(x,y,s) =1,

Le cone asymptote de 'indicatrice est toujours réel et capable d’un
tricdre trivectangle inscrit. I est formé par les tangentes aux fibres
pour lesquelles la torsion mécanique en M est nulle. C’est pourquoi
nous lui avons donné le nom de céne d’ intorsion.

La considération de indicatrice des torsions met immdédiatement en
évidence les ¢léments qui jouissent de quelque propriété importante
relativement & la torsion. Nous appelons axes el plans principaus de

Aun. Ee. Norm., (3), XXX. — Mar 1913. ‘ 29
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la torsion les axes et les plans principaux de l'indicatrice, et lorsions
principales les torsions des fibres dirigées suivant les axes.

28. Caractére dissymétrique de la torsion. — BEn vertu de la rela-
tion (49), la somme algébrique des torsions principales est nulle.

Le signe de la torsion d'une fibre dépend essentiellement du sens
choisi pour définir les rotations positives. Il varie, par conséquent,
avec I'orientation du triedre des axes de coordonnées. Une transfor-
mation par symétric, ayant pour ellet de changer le sens des rotations,
change aussi les signes des torsions. Si nous donnons, avee M. Voigt,
le nom de tenseurs aux quantités géomé(riques définies par des formes
quadratiques des cosinus, nous voyons done que la torsion est repré-
sentée par un tenseur, mais ¢’est un tenseur axial.

Le caractere dissymdétrique de la torsion est d’ailleurs mis en évi-
dence par les formules (48), quand on considére les <sxpn=.ssionh" des
coefficients 7;; en fonction des coeflicients a; ;.

29. Expression des coefficicnts de la torsion en fonction de ceux de
la dilutation. — En vremplacant dans les formules (48) les coefticients
a;; par leurs valeurs tivées des équations (41), on obtient les valeurs
des coefticients <;; en fonction des coefficients de la dilatation linéaire.
Nous aurons, suivant la notation de Christoflel,

Dans le cas des déformations infinitésimales, ces expressions se
simplifient et 'on a simplement
I
b
-

3 1 K
T = . - 3

13 3 3 P 1
B I N I PR B O

les crochets remplacant alors les accolades.
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Si Pon voulait appliquer ces formules aux coefficients de la dila-
tation, tels qu’on les considére habituellement dans la théorie de
I’élasticité, il faudrait observer que tous nos calculs ont été effectués
sur la forme quadratique de la formule (10), qui donne le rap-

I
(1+e)”
infinitésimales, est 1 — 2¢, tandis que la valeur approchée du rapport
inverse, (14 ¢)*, que l'on considére dans les calculs ordinaires,
est 1 + 2¢. Il en résulte un changement de signe dont il y aurait lieu
de tenir compte dans les calculs.

port La valeur approchée de ce rapport, dans les déformations

30. Application a un exemple. — L’application de notre théorie de
la torsion & un exemple montrera que notre définition n’est pas arbi-
traire, mais (u’elle correspond bien au sens ordinaire du mot ¢orsion.
Considérons d’abord la déformation définie par les équations (45). La
déformation inverse serait donnée par les équations

~

@XyTE X COS— -y sin -,
a a

~

. ~ =
Vo e 0 ST — A= Y COS —
S o )’ €2

Le caleul de I’élément linéaire donne

Zt Y2+ a?
2

: N , \ 2y 2z
dal - dy} + dsl = dx* + dy* + ds” + —= dreds — —Z—dy ds.

Pour I'expression des coefficients aa,; de la déformation différen-
tielle (/'T), on trouve '

dayy = dagy = dazy; = o,

ds dy ds
Llam:———a—, da,,,:-——T +x—

ds dx ds
(_laz) = —5-7 (l(l2;;: —a—' =Yy "177

day=daz=o.

Les composantes de la rotation infiniment correspondante sont, par
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1 dx ds
(1.7/)1.—,?-—~5< "'(7"‘}‘.}’-“—_,)7

1/ dy ds
= (=T reF)

ds
dp;= —([—;

conscquent,

d’ot I'on tire expression de la torsion

we+p (Br—an)y,

5 (o By =1_1
(')O) "(ay [’-)7/) - « o a a’

La formule (50) montre que la torsion des [ibres paralleles & O est
constante et égale a % Cette quantité représente bien le rapport
obtenu en divisant 'angle de rotation de chaque section droite par la
distance de la section considérée i la section droite invariable z =o.
Les fibres perpendiculaires & Oz ont aussi une torsion constante;
celle-ci est de signe contraire & la premicre et égale & — ;12

Il serait facile d’achever Papplication & la déformation (45) des
formules générales que nous avons établies et d’en vérifier Pexac-
titude sur cet exemple simple. Jai considéré, dans mon précédent
Mémoire, d’autres exemples relatifs au cas des déformations infinité-
simales.

31. Rotation dérivée. — Appelons rotation dérivée suivant une
direction donnée =«, B, v, la rotation ayant pour composantes les

0y dpy dp
}—{—'7 -ﬁf; 75—;1’ ol ds désigne un arc élémentaire porté dans la

direction considérée. Les composantes de la rotation dérivée sont, par
consequent, les valeurs suivantes :

rapports

dpy ()/)1 gLl apy /] r)/)

ds  Yor Jdy Jds
([/)._)_ . 0/’2 P ()[)2 ()p»
ds %0z TPy T

dps ()p (()ps y dp,
ds 19z
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La considération de la torsion permet d’appliquer a la rotation
dérivée le procédé de décomposition de Helmholtz en parties symé-
trique et dissymétrique.
Posons

o, =1 dps _ Op,
T \dy 03 )

or =L <l/_ _ f)_/’__> :
2\ dz dx

; 4(.&/’3_.@_1
= \02 9y )’

. . . . dp;
Les expressions des rapports différentiels —(f—f pourront alors
s’éerire

dp, 1 dt i

W Ty o TR T wh
dpy, 1 07 . .
G 5 gp T Re T m

(/I)3 1 o o B
T Tk e

Le vecteur @, qui a pour composantes 9,, ,, 2,, Se présente comme
la rotation de la rotation; il intervient dans 'étude de la flexion ou
nous le retrouverons. Avee la dilatation seconde et la torsion, il cons-
titue le systeme de nos trois covariants fondamentaux du second
ordre.

Lorsqu’on effectuc une transformation de coordonnées, les coefli-
cients de chacun de ces trois covariants changent de valeurs, mais les
nouveaux cocfficients de chaque forme (ransformée s’expriment uni-
quement a I'aide des coefficients de la forme analogue relative au
premier systéme d’axes.

La considération du vecteur ® peut évidemment étre remplacée, au
point de vue algébrique, par celle de la forme linéaire du cosinus

910 + 923 + @57+
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32. Calecul des composantes du vecteur ®. — Les expressions des
composantes @,, 9,, @, du vecteur ® s’obtiennent immédiatement en
remplacant les coefficients différentiels de la rotation par leurs
valeurs

1/0dp,  Ops 1
“h :'9'(— == ) = > (@a12— oz — W33 + 313),

7 dy T oz /)74
1 /dp ap. I

(51) 02 = ';<'0l?l —#L“‘> :Z(“szs—' a3y = @arf'+ A1ay),
1 [ dp, Jp I

Py = 5 (‘(')% - T}}‘}) == Z(am— @y — (tgas—+ Cags )-

Silon ajoute et retranche la méme quantité a,,, dans expression
de ¢,, on trouve, en tenant compte de la permutabilité des deux der-
niers indices des coefficients a;

G0y == tyyy = Qyay = ctygy — (g = Agg -+ Aigy).
Or, on tire de I'équation (27),

dlog(1+0)

ST g b Qg =t dyaq.
()ll 111 221 331

Il reste & transformer la somme @, ,, + @,,, + @, ,,.
Désignons en général par A(w) le paramétre différenticl da second
ordre de Lamé relatif & la fonetion « :

J*u u  Ju

A(t)ms ey A ) o e
(1) dar Jdy* s

En remplacant les coefficients a;j; par leurs valeurs, nous trouvons

0z *0: ):
Aqyq+ Aggp+ azsnzm A(zy) + —(}%A(‘)’o) + ;%?—A(z,,),
~0
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et les équations (51) deviennent

o1 00 dx , dx ’ dxr
fn=1rg o —“l)on(Jo) -+ ?)}Z;A()") + o5 A(z),
. 1 00 dy dv dv
52 gy —— e : - — y e 3)-
(52) ) Jy -+ ().lr(,A(‘TO) 4 ())/()A(‘}O)_F ()St)A( 0)
r J0 Js ds Jds

e - —— A(z,) + —A — A(z).

-0 03 ()'B() ( 0) ‘—()}’o (]’0)“‘_ 030 ( 0)

Dans le cas des déformations infinitésimales, ces formules se
réduisent & la forme suivante, que j’ai donnée dans mon premier

Mémoire :

00
figi— Jx Au,
o — 29 A,
ipa= o — A,

a0

/|q.)3":‘, 7)— — A,

. . L O .
Dans les équations (52), les dérivées S5o» > Prises par rapport
0

aux variables initiales, pourraient étre remplacées par leurs valeurs
tirées du systéme inverse des formules (4)

or o . ([(.)",,Gu)
-4).1:0 =(r--0) dy,s) ’ "

de manitre que les expressions transformées ne conticnnent plus que
des dérivées prises par rapport au méme systéme de variables x, y, .

On trouverait ainst
A(’o) A(.}’n) A(zo)

p 0z, Ay, 03,
pon=——2 ey oy Oy Oy
1T TIT0 Jr . “ J

0z Js 0z

33. Expression des coefficients a;y en fonction des coefficients des
covariants. — Les ¢quations (44), (48) et (51) expriment les compo-
santes des trois covariants en fonetion des coellicients a3 on peut
inversement exprimer ces coefficients a I'aide des covariants. Le caleul
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est trés simple et donne les résultats suivants :
;11 = C111,

g9y == Cras — g""zs"‘ ‘g(Pn

G4
@33 = Cy33 -+ '3'733 — g"CPn
2 2
Qa3 == Q132 == C1a3 q"'sz -+ 757-.':7
2 2
Apy3 == Q131 == Cr13 -+ 7 Tya -+ 7 Py
3 3

12 == g9 == Cyya~t 2 Ty + 5 P,y
9

i
Uy == Crqa 1= gT:u'— 3 Das
@z == Coaa,y

(yyy = Cygy — B'T:u - ; Dy

r e &% 2
(53) Qagy == aga == Coay = 70 -+ PREE
P o
Agyy == (lg13 == Cpgp —— ";Tn‘"l‘ 3 Tus
2 2
oy =0 Uy =2 Cpay - 3‘723 =t '-%‘CPH
e
Qg1 == Cpyy — T,)‘le"‘“ g’{i:n
iy i 4
(U332 == Cygy ~+ gflz“— 3 Yy

Uy == Cy33,
2 2
Ay == U333 == Cogy - '3-1';,1 e -g'lyﬁ,

9 .
@yy1 == Uaps™= Cyp+ 3 Ty 591

2 2
(y12== Ugpy == Crag — gfzz‘"*" 3

L’ensemble de ces dix-huit formules se résume en trois identités
dont nous écrivons seulement la premicre :

(5% gy &2 4= oy B2 A gy b 209y B A 2@ Y% A= Aty
I ()1)2

9

2 o 4 4
3.+ 3 (7ol — Bry) — 390+ g (290 + Lo+ 793)-
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Les deux autres identités se déduisent de celle-la par permutation
des indices et des cosinus «, B, v.

CHAPITRE IV.

FLEXION DES FIBRES ET DES FEUILLETS.

34. Composition des incurvations. — 35. Autre représentation de la courbure.— 36. Cour-

) . e , . . . . . . de
bure d'une fibre déformée. — 37. Caleul de la différentielle logarithmicque pprapthes
38. Décomposition de la courbure. Définition de Ta flexion. — 39. Décomposition de
la flexion totale en ses trois composantes. — 40. Autre forme des formules. — 41. Elé-
ments  géométriques de la flexion. — 42, Incurvation ¢t flexion des [euillets. —
43. Remarque sur la transformée de la courbure initiale. —~— 44. Flexion géodésique.

34. Composition des incureations. — On sait que Pétude du mouve-

ment du triedre de Sereret, 1ié & une courbe gauche, conduit & vepre-
senter la courbure par une rotation ('), dont 'axe est perpendiculaire
au plan osculateur et dont la vitesse angulaire estmesurée par Uinverse
durayon de courbure. Ce modede représentation se préte & la compo-
sition par addition géométrique.

Soit R la rotation figurative de la courbure o d’un arc infiniment
petit ds. Si R est la résultante de deux autres rotations R’, R” ayant
leurs axes dans le plan normal de I'élément ds, la courbure correspon-
dante o pourra elle-méme étre considérée comme la résultante des
courbures o et w”, figurées respectivement par les rotations R, R”.

Désignons par @, ¥, 3 les coordonnées d’un point M de la courbe;
par

B N
“y B

al/’ (j//7 .///

les systémes de cosinus directeurs de la tangente, de la normale prin-
cipale et de [a binormale, et par g le rayon de courbure. Les compo-

(') Darsoux, Legons sur la Théorie générale des surfaces, Livre 1, Chap. 1.
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Mar 1g13. 30
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santes de la rotation figurative de la courbure, suivant les axes de
coordonndées sont :

" lexd N
o 2 -
Rj=—, R, = =, R,— L.
e 4 g

On peut représenter, a I'aide de ces quantités, tous les éléments
relatifs & la courbure.

L’axe de courbure est le licu des points qui restent immobiles
dans le mouvement résultant de la rotation R, et d’une translation
dont la vitesse, égale & I'unité, est dirigée suivant la tangente. Silon
appelle X, Y, Z les coordonnées courantes, les points de 'axe vérilie-
ront par conséquent les équalions suivantes :

o+ RQ(Z —_ -3) — R;;(Y—»—-y) =0,
p+Ry(X—a)—Ri(Z —3z)=0,
Y -+ 1{1 (Y —-'}/) —_— H2(X "'—-.l') ot (),
qui sont compatibles et se réduisent & deux conditions distinctes en
vertu de I'égalité

1{10‘ -+ Rz(j -t l{;;'/ =1.

Ces équations peuvent étre remplacées par le systeme

(55) a(X —a&) 4+ (Y —y) 4+ y(Li-~3) =0,
X—2 Y—y 71-—3
(56) o B ¥ 4 1= 0,
R, R, R,

dont la signification géométrique est ¢vidente.

A chaque courbure composante R, R”, ..., on peut faire corres-
pondre des éléments analogues & ‘ceux de la courbure résultante @ un
plan de courbure, perpendiculaire & 'axe de la rotation figurative; un
centre, un rayon, un cercle, un axe de courbure et méme une normale
principale de courbure.

Dans mon précédent Mémoire sur les déformations infinitésimales,
jai indiqué une construction (res simple de Paxe de la courbure
résultante de deux courbures données, connaissant les axes des
courbures composantes, et j'ai montré que cetle construction est la
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transformée par polaires réciproques de I'addition géométrique des
valeurs.

35. Autre représentation de la courbure. — Au point de vue de la
composition des courbures, il existe une seconde représentation qui
offrc les mémes avantages que la rotation figurative. Elle consiste a
porter sur la normale principale de courbure une longueur mesurée
par la valeur de cette courbure. Cette longueur peut, d’ailleurs, étre
prise soit dans le sens du rayon, soit dans le sens opposé, pourvu que
on adopte la méme convention pour toutes les courbures compo-
santes. Nous la supposerons, en général, portée dans le sens opposé
au rayon. Hn désignant par H,, H,, H, les composantes du vecteur
ainsi obtenu, on aura done

C(l

n=—2, Wy — 2, My=— L.
P p P

Les relations entre le nouveau vecteur figuratif H (H,, H,,II;) et la
rotation R (R,, R,, R;) sont données par les formules

Ry= I,y — 8,  H,=BRy— 7Ry
]{2:'[[:;&"‘['17, lh:ylh—txl{s,
Ry= 11,0 —Hye, Hy=oRo— BR,.

I’¢quation (56) devient, par 'emploi des nouvelles notations,
(56") H (X —2)+ (Y —y)+ Hy(Z—35)+1=0.

Elle représente le plan polaire de Uextrémité du vecteur H par rapport
a la sphére imaginaire

(X —a)2+ (Y —y)+ (L —5)+1=o0.

Il résulte de la que 'axe de courbure est la polaire de Pextrémité du
vecteur I par rapport au cercle imaginaire obtenu en coupant la
sphere précédente pace le plan normal de la courbe. Si I'on représente
la composition des courbures, d’'une part par Paddition géométrique
des vecteurs correspondants I, H”, ... et, d’autre part, par la cons-
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truction des axes indiquée dans mon précédent Mémoire (1), la cor-
respondance par polaires réciproques entre les deux figures est alors
évidente.

36. Courbure d’'une fibre déformée. — Les formules relatives a la
transformation de la courbure des fibres s’obtiennent facilement en
faisant usage des formules de Frenet. Nous conservons les notations
indiquées au n° 35 pour la courbure et les cosinus directeurs de la
tangente, de la normale principale et de la binormale dans le milicu
déformé. Les mémes lettres affectées de Pindice zéro désigneront les
quantités analogues du miliea initial. Nous avons ¢tabli au n°5 les
¢quations de la forme

o

(r-{—-e)zx:m {30 [)’_ y',

Différentions, en regardant «,, f,, v, comme variables et en tenant
compte des formules de Frenet; nous trouvons

[z o« ()I’, o ()r 2\ sy
+ o de = (()10 - ()V By - 0, >E

dux Jx
+a(,(/< )[0> ﬁ(,(/<()y >-l-/(, <.(7;;>

Sil’on remplace o, B,, v, par leurs valeurs tirées des formules (8),
il vient

!
(By) (14 e) 28

o d( > 8, d( 4)1) Yo d ()) > = (14 e)‘(oc dayy + f dagy -+ y dayy).

Il reste a transformer la parentlu‘zse

0z / / /
F

55?0 ()’

La déformation homogene (T), tangente en M, fait correspondre & la
normale principale initiale une direction MN, qui dilfére, en général,
de la normale principale de la courbe déformée. Nous appellerons

(') -Annales de UEcole Normale, 1911, p. 541,



RECHERCHES SUR LA GEOMETRIE DES DEFORMATIONS FINIES. 237
a', B, v, les cosinus directeurs de cette transformée et e, la dilatation
lin¢aire de la fibre ¢lémentaire correspondante; nous aurons alors,
en vertu des équations () dun® b,

or dx _, dz
(14 e))a == maﬁ‘*‘ 0—),;{30‘*' ()T“}l/o-

L’équation (57) et les deux autres équations analogues deviennent
donc, quand on en divise les deux membres par (1 +¢)ds = (1+¢)*ds,

o o de  1-4e o ta day, +B dayy, | day,
p T+ ¢ ds ™~ (14 ¢)* p, ds ds ds ’
(58) ._@_‘_/ ) B f{f——_» 1+ e & +a(la2, ﬁ,da” - dam’
P I~+e ds (r-+e)* py ds ds s
:/_’ ) y de 1 e,» 1’,_ u day, N ﬁ‘(lan ’ (la:m.
P 1+ ¢ ds (r+4¢e)* py s ds ds
de

37. Caleul de la différenticlle logarithmique - — La dérivée loga-

I-+e
. . 1 de . . : .
rithmique T 7 qu figure dans les premiers membres des équa-

tions (58), est prise en considérant e, 3,, v, comme variables; elle
différe par conséquent de la dilatation seconde, qui est une dérivée de
la méme quantité, mais prise en regardant o, f,, ¥, comme des
constantes. La différence entre ces deux quantités se calcule facile-
ment & laide des équations (58) qu’on ajoute membre & membre
apres les avoir multipliées respectivement par «, §, .

On trouve

o de _ (1 ey) (aa -+ BB+ y7h)
L-~e¢ ds (1 e)*

1
a" -+ 1)2(“: (Jv }’)

Ou encore
1 de
Ve ds

. (1 ¢,) cosO,

¢ ])s [24 5, 7 T e e

(59) 2 (2, 3, 7) (+e) po ’

en désignant par 0, 'angle que forme, dans le milieu déformé, la
direction de la tangente MT avec la direction MN, transformée de la
normale principale initiale.
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38. Décomposition de la courbure. Définition dela flexion. — Nous
effectucrons une premiére transformation des formules obtenues pour

oy . L., . . de
la courbure, en ¢liminant la dérivée logarithmique ————- entre les
o (1+e)ds

équations (58). Pour éerire le résultat de I'élimination sous une forme
simple nous remarquerons d’abord qu’on a

By =y =o'

les expressions By, — yf, ... se tranforment de la méme manitre en
introduisant les cosinus directeurs de la perpendiculaire commune a
la tangente MT et & la direction MN,, transformée de la normale princi-
pale initiale. Le plan (P) déterminé par ces deux directions est le
transformé du plan osculateur initial par la déformation homogene (T)
tangente en M. Nous désignerons par o, 87, ¥, les cosinus directeurs
de [a normale du plan (P), et nous aurons par suite

"

’ YA .4
Byt — 72} == o} sinly,
yolp— ay’y = sinb,,

af — Ba = v} sinl,

0, désignant I'angle déja défini plus haut. En introduisant ces nota-

. Jye . . L., de .
tions, I’¢limination de la dérivée eI entre les deux derniéres
équations (58) nous donne

o’ 1 -+ e - C7.”1 (la;” Cl(l:;‘g R (lafiit
(60) —p——'(x-i—e)ﬂsm()’.{;—*-ﬁ(“ ds +p s 1 s
day, day, — day,
7(“ ds + b s +7 ds )

Remarquons maintenant que les deux directions MT et MN, sont les
transformées de deux directions rectangulaires du milieu initial; par
conséquent si nous désignons par K la dilatation superficielle du
feuillet élémentaire appliquée en M, sur le plan osculateur initial,
nous aurons '
(r-+e¢)(t+e)sinf = (1+ E).
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L’équation (6Go) devient done

4

a -+ E oo day, daty,y da,,
(61) p - (1-+e) p +‘J<¢ ds Pz s 1 ds )

cla,, (la,r, (la23
- /< P Y ds >

On trouverait de la méme maniére

(B 1+ E B < (/a,, r/m‘, (la.m‘
b (14e) py ds )

la, lcty, detas
— <a( Uy G- {ai(([:_ n v (I,M)7

s s

(617)

VAR S S8 DR ol dasy, ) (J(lﬂ.u,‘_, L detyy
p o ([—“e s Po N\ ds 2 s / s )

(/ﬂ,, day, | dayy
*(J< +@_(Zs_+/ (lx)h

Les formules (61) et (61”) représentent les projections de la rotation
ligurative de la courbure de la fibre dans le milien déformé. I'examen
des seconds membres montre que cette rotalion se décompose en

deux autres. L'une égale : kB

(r+¢)p
courbure de la {ibre initiale par la dciomnation homogene (T) tangente
en M; elle est nulle pour les fibres primitivement rectilignes; la
seconde rotation est indépendante de la courbure initiale; elle estla
méme pour toutes les fibres droites ou courbes qui admettent la méme
tangente. Cest & cette seconde composante de la courbure que nous
donnons le nom de flecion de la fibre.

On remarquera Panalogie que présente notre décomposition de la
courhure avee le théoreme de Meusnier : la flexion joue ici un role
comparable & celai de la courbure des sections normales dans la
théorie des surfaces.

o représente la transformée de la

39. Décomposition de la flexcion totale. — En faisant usage de I'iden-
tite (54) et des deux autres identités analogues on peut (ransformer
Pexpression des composantes de la rotation figurative de la flexion;
nous désignerons ces composantes respectivement par F, F,, ¥, et
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nous aurons

| Fy,=p2aday—yXadas,
oD oD,
%(5__2__ > '< Ty “T>+é(c.92')/‘_‘?3{3)a

Jdy
(62) aD, )l) 4 ,
:f(),()a —at >+'<9r{3—ﬁ‘r>—~3(&?3&—%7),
co 1 dD, . dD, a | P
*—g( ()a>+5< g )—i—&(plp-——p._.a).

Les ¢quations (62) montrent que la flexion peut, & son tour, se
(lucomposer en trois flexions particlles qui se rattachent aux trois
covariants fondamentaux, et que nous distinguons respectivement par
les noms de flexion de dilatation seconde, flexion de torsion et flexion
cycligue ou polaire. Les projections sur Oz des rotations figuratives
correspondantes sont : pour la flexion de dilatation seconde

hi4 [
I, ==

Wl =
TN
w
|2
~ I
S|
PN e
™
!
~ I
S —
\_Dv
is
\_/
-

pour la {lexion de torsion
bt Jde

" = 1(» —_— -—wcc’:»“

! 2 da ’

et pour la flexion cyclique

3

e

4
Pl =3 (927 — o).
40. Autre forme des formules de ['tncureation. — Désignons par

al, B, v, les cosinus directeurs de la normale principale relative 4 la
2 lz 2 | I

premitre composante de la courbure, ¢’est-d-dire & la courbure de la
transformée de la fibre initiale par la déformation homogene tangente

en M. On a
L o (ol e o f? PR U "
u =PIy — 71k Eh=vla—aly, fo= oy 5B,

et de méme, en considérant la normale principale proprement dite de
la fibre dé¢formée,

/" ’ e

Bl=ya—a'y, VB Bl
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Tenant compte de ces relations et de 'identité

. N da days da,,
Do B 7y = N (2 G2 - 852 1y 2),

on déduit des équations (61) et (61') le nouveau systéme

o r+E o i da da s da,,
F:m—P—ZwaD2(a, Bry)+a d.;l—i—ﬁ ({;—F“ d‘;"’
! E B da da s da,,
63 E_ — s By ) . 21 22 2
(63) P (14€)* p, BDy(a B, v) o ds B ds 7 s
LB oAy day | opdasn day
p - (1+e) py 7 Dalen B y) 4 ds +P as TV

[’introduction des covariants fondamentaux donne aux seconds
membres des équations (63) la forme équivalente
o 1+ BY o, 1 oD, 9 ot 0T
.__.—_:(——_1.._:‘_—-[—. .(__5._.6(')2;.*__;. y..._:.,_j_i
P (14+e) py 3 da 3\ dp Jy
(63" ¢ 4 4 .
— 391t ga(ag + 0 g7 ¢s),

Les systémes (63) ou (63") pourraient aussi se déduire facilement,
par un calcul direct des formules (58), en tenant compte de I'équa-
tion (59) et des relations évidentes

ol == o0 €080, o, sinly, e

Au point de vue de la décomposition de la courbure et de la {lexion,
il est évident que les équations (63") ont exactement la méme signifi-
cation et la méme portée que les ¢quations (61), (617) et (62).

41. Eléments géométriques relalifs a la flexion. — La flexion étant
I'une des composantes de la courbure il y a lieu de lui faire corres-
pondre les mémes éléments géométriques que pour la courbure. Nous
aurons donc pour chaque direction de fibres, en un point donné, un
axe de flexion, un plan de flexion analogue au plan osculateur, une
normale principale de {lexion, un rayon, un cercle, un centre de
flexion.

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Juy 1913. 31
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Si lon représente la flexion suivant la méthode indiquée au n® 35,
par un vecteur Il porté sur la normale principale de flexion dans la
direction opposée au rayon de (lexion, on aura, pour les composantes
de ce vecteur, les expressions suivan(es :

=~

[91— a(zo, -+ Bos-t793)]

ol

1 oD, 2 (0 dr o7
ll,_ma [)2>~ g 7’; -4 3 \iJ (}—/ —_— /D—(z/) + :

o

— ___l()ll 2 ’_)E_ ’_)f_\ .,-/"(.,,«‘ 20, —— (5w, . )

(64) ”:"‘ i~ I).’. 3 0@ -+ 3 Jo a()7 f 3 l.9~ (;((7 *Pl }'(J 1’2+ / *?vi).lv
. 1 oDy o/ dr _ JT by ) . R
H,= 7 ”s—f); "()—/— -+ —5‘(\07{3_ - pDT/>+ 51%“"7(“ o+ Lo+ 703

L’axe de flexion sera défini par les deux équations

Poa(X —2)+ (Y —y) 4+ y(L—3)=0;

o LoDy Dy , L Oby
— 3| B Y= G -0
X—z Y—y Z—=z
(6%) Ll e B
Cl i
do. e Jy
4 . ‘ .
(X =) (Y =) (3] 1 =20

La premitre représente le plan normal; dans la seconde on a sépare
les termes provenant des différentes {lexions composantes.

Le plan de flexion, perpendiculaire & I'axe de la rotation figurative,
est représenté par I’¢quation

Fi(X = 2) + Fo(Y — ) + Fy(Z— 3) = o,

1l est inutile d'insister sur le calcul des autres élements, qui se
déduisent facilement de nos formules.

42. Incurvation et flexion des fewllets. Flexion normale. —
Lorsqu'une fibre appartient & un feuillet donné S, Ia courbure de la
fibre peut se décomposer, conformément a la théorie des surfaces, en
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une courbure normale et une courbure tangentielle ou géodésique.
La normale principale de la premiére est normale au feuillet, celle de
la seconde lui est tangente. Nous allons d’abord nous occuper de la
courbure normale.

Soient «, b, ¢ les cosinus directeurs de la normale au feuillet S dans
le milieu déforme, B la dilatation superficielle du feuillet au point
considére M, o Pangle que forme le plan osculateur de la fibre avec
la normale au feuillet, @, Pangle du plan transformé du plan oscu-
lateur initial avee la méme normale, o, Pangle du plan osculateur
initial avec la nornale au feuillet initial.

Les angles o, et o, sont les compléments des angles que forment
respectivement dans les deux milicux le feuillet ¢lémentaire consi-
déré avee le feuillet ¢lémentaire situé dans le plan osculateur pri-
mitif. Par conséquent, si nous désignons par B la dilatation super-
ficielle du plan osculateur primitif en M, nous aurons, en vertu de
Péquation (1g7) du n® 9,

cosmy (14
1 -k 1)

66 — - -
(66) O8Ny, (

O) (14 ¢e)
i)

3
-

Cela posé partons des équations (63) que nous ajouterons membre
a membre aprés les avoir multiplices respectivement par a, b, ¢ et en
y remplacant I par B’ suivant la notation ci-dessus. Nous trouvons

cosm (14 E') cosmy, 5 ( day, day, deey,y
= - ¥ alo— 5 9 ;
P (1+e)*  p K 4>—1 \j as : as Vs )’

ou bien en vertu de I'équation (66)

. cosm 10 cOS 0, N ( da, day, dcc.;;)
(67) p (- E)y(r4e)t p, ”FZ” ,\J' s +p s s

Désignant par R le rayon de la courbure normale du feuillet suivant
la fibre considéree et par R, le rayon analogue du milieu initial, nous
avons done

"

w1 1+ 6 T N T LI CIT
B8 R=aTFm s R, e’ (” e R
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D’ou nous tirons enfin par U'introduction des covariants fondamentaux

1-+0 1
(r—+ E)y(r+e) R,

Qo =

(69) f= (a2 00
K kR " 0 9B dy

a b ¢

L2l By
dz. JB  dy

SN

— 5 (@w 4+ boy+-cay).
S

Les équations (68) et (6g) melttent encore en évidence la décompo-
sition de la courbure normale en une somme de deux courbures : la
premiére est la transformée de la courbure normale initiale par la
déformation homogene tangente en M; la seconde, indépendante de la
courbure initiale, est la flexion normale du feuillet suivant la fibre
considérée. L’équation (Gg) donne aussi la décomposition de la
flexion normale en ses (rois composantes relatives aux covariants
fondamentaux.

43. Remarque sur la transformée de la courbure initiale. — La forme
de la premicre composante de la courbure est remarquable par sa
simplicité. Posons

| 1~ 0 I
RO By (e Ry

Si nous désignons par e la dilatation de Uépaisseur d’une couche

appliquée sur la surface considérée en M, on a

140 e
R

et 'équation précédente devient

1 dee

&= G e

Si 'on fait varier la direction de la fibre sur le feuillet autour du

point M,, dans le milieu initial, la courbure = s’exprime par unc
“o
fonction homogene du second degré des cosinus directeurs o, By, Yo

En remplacant ces cosinus par leurs valeurs en fonction de o, B, vy on
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. 1 I . . .
obtient pour le rapport TE T une expression qui est aussi homo-
. 0
gene et du second degré en o, B, v, et dont la considération fournit
Pindicatrice de Dupin relative & la courbure transformée n Les
-1

axes de cette nouvelle indicatrice sont les directions transformées
des diamétres conjugucs communs & Uindicatrice initiale et a Iellipse
suivant laquelle le plan tangent au feuillet coupe ellipsoide des
dilatations linéaires du point My, dans le milieu initial.

44. Flexion géodésique. — Pour le calcul de la courbure géodé-
sique il est plus simple de partir de la rotation figurative dont les
composantes sont données par les équations (61) et (617). L'axe de la
rotation figurative de la courbure géodésique est normal & la surface;
on obtiendra done expression de cette rotation en ajoutant membre
A membre les équations (G1) et (61') apres les avoir multiplices
respeclivement par «, b, c. Le résultat se décompose encore en deux
parties, Nune qui dépend de la courbure initiale de la fibre et de la
position du plan osculateur, autre qui dépend uniquement de la
flexion et que nous appelons pour cette raison la flexion géodésique.
Au point de vue de la premitre composante il y a toutefois une diffé-
rence avec le résultat obtenu pour la courbure normale, en ce sens
que la courbure géodésique de la fibre transformée par la déformation
homogene (T) ne s’exprime plus uniquement a I'aide de la courbure
géodésique initiale et de la dilatation linéaire de la (ibre.

La rotation figurative de la {lexion géodésique a pour cxpression

F,=al,+ bF,+ ¢TIy,

ou F,, F,, F, ont les valeurs définies par les formules (62).

On voit que les formules relatives & la [lexion des fibres et des
feuillets prennent, par Pemploi des covariants fondamentaux, une
forme exactement semblable & celle que nous avons obtenue précé-
demment pour les déformations infinitésimales. Les conséquences
que nous en avons déduites, au point de vue des propriétés géomé-
triques, subsistent done entiérement, sans la moindre modification,
et il est inutile de les reproduire ici.



