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GÉOMÉTRIE DES DÉFORMATIONS FINIES;
PAU M. J. LE ROUX,

lûtroduction.

Ce Mémoire a, pour'objet d 'é tendre, aux défbnnat ions f inies; , la
théorie géométrique de la, torsion et de la f lex ion des m i l i e u x ' con-
t i n u s , que j 'ai étudiée dans un précédent travail , pour le cas des
déformat ions i n f i n i t é s i î na l e s ( ^ ) . Les résultats dé f in i t i f s sont exacte-
m e n t de la même forme, et les calculs, sur plusieurs points, ne pré-
sentent que des diiïerences ins igni f iantes . Aussi, après avoir é l ab l i
les formules fondamenta les relatives à la f lexion des f ibres et des
feui l le t s , j 'ai jugé i n u t i l e de reprendre l 'étude des propriétés géomé-
triques qu'on peut eu déduire : je renvoie pour cot te question à mon
premier Mémoire.

Bien que j'aie eu en'vue principalement les applications ultérieures
a, la Mécanique, il est évident que cette théorie présente un caractère
exclusivement géométrique. On peut la considérer, à certains égards,
comme une branche de la Géométrie, ayant une grande analogie
avec la théorie de la courbure des lignes et des surfaces.

( 1 ) //nnales (le l'École Normale supérieure^ 3" série, t. XXV1ÏI, 1 9 1 1 , p. 5'23-579.

Ânn. Èc. Xom., (3) , XXX. — MAI 1913. î^
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CHAPITRE

LA D I L A T A T I O N .

l-â-3. Définitions et généralités. Déformation homogène tangente. — 4. Relations
entre les coefficients de la déformation homogène. — 5. Dilatation linéaire. —
6. Dilatation superficielle. — 7. Relation entre la dilatation linéaire et la dilatation
superficielle. — 8. Variation de l'épaisseur des couches. — 9» Dilatations angulaires.
— 10. Rapports de déformation.

1. Nous considérons un mil ieu continu dans deux états différents,
que nous appelons Vêlât initial et V étal final ou déformé. Les points
seront supposés déf in is par leurs coordonnées, rapportées à des axes
rectangulaires. Mais, pour les questions dont nous aurons a nous
occuper, il n'est nu l lement nécessaire que les deux états du mil ieu
soient rapportés aux mêmes axes. Pour s i m p l i f i e r l'exposition et éviter
les redites» nous conviendrons une fois pour toutes de désigner par
les mêmes lettres les éléments correspondants des deux milieux, mais
en les affectant de l 'indice zéro pour les quan t i t é s relat ives à l'état
ini t ia l . Par exemple, M(,y,y,c,) étant un poin t d u m i l i e u déformé,
Mo(.r^,y^, 5o) sera le point homologue du m i l i e u in i t ia l .

Nous supposerons que les coordonnées de chaque système sont des
fonctions des coordonnées de l'autre système, ces fonctions étant con-
tinues et dérivables, au moins jusqu 'au second ordre,

2. Regardons d'abord les coordonnées ocy y , z d'un point M du
mil ieu déformé commodes fonctions des coordonnées ^o ,yo , ^o du
point correspondant du m i l i e u i n i t i a l .
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Nous avons alors, entre les différentielles, les relations
195

(0

dx •==

dy^

dz •=:

àx
ôx^

^21
à.To
àz
^

d.x'Q +

dr^ +

dx^ 4-

àx
W.

EL
^Jo
àz
ày^

df, 4-

dy, -+-

dy, 4-

àsc
^
à v
as,

as
(•'--o

d^o,

dzo^

d^.

Nous désignerons par A le déterminant fonctionnel

d{,T,y^)
f7(.r,),j,,, .sj ~

ôx
()x^

ôy
<ÀZ'()

ôz
()XQ

<),£

W»

ày
ày»
()s

^.Yo

à,v

^
àv
<)s»
<):,

^

• A .

Ce déterminant doit être expressérneni supposé diflerent de zéro
dans le domaine considéré ; et même, si les deux milieux sont rap"
portés au môme triédre de coordonnées ou a des triédres snperpo-
sables, il est nécessaire <|ue A resttï positif pour que notre transfor-
mation ait une sig'n ilication mécan ique réel le. Si non i 1 serait
impossible de passer du premier état au second par une déformation
continue sans annuler les volumes. Pour une raison semblable, le
< 1 é t e r mi n [ 1 1 1 1 A d o i t r e s ( e r î \ e ̂  a 11 f < j 1 1 a 1 1 d 1 e s < 1 e u x t r i e d i • e s d e c o o r d o n "
nées ne sont pas superposables,

En considérant les coordonnées initiales comme fonctions des coor-
données finales, nous aurions

dx^ :

^Yo

dz.

à^o ,, à.r^ , à^
àz
ày,

—— dx + —— d'y •àx ày "

^^^^i^,^^
r/2; ôy t' ()2

<)3tï , ()S^ ()Z^
d,v •"}- ---- dy •4- -r-- dz,/) v '/ /) '•:

Or, les va l (Mirs des d i f fé ren t ie l l es dry^^ dy^ dz^ exprimées par les
équations (3) sont év idemment identiques à celles qu'on obtiendrait
en résolvant les équations (i). On a donc les identités suivantes^ ainsi
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que les autres identités analogues qu'on en déduirait par la permuta-
tion des coordonnées

i ^î° -^ 1 j^iZilL
().v ~~ A d(r,.z^' A <r<,^o)
A^o _ ( ĵ iLfLi.
"^7 ~ A ^(j<>, -V)3

/),2'o î c/(.s, y )
ôz ~ A ^(jo, .Sy) '

—.^"^ désigne le dé terminant fonc t ionne l b ina i re^(yo,^o) &

(4)

La notat ion

J^ ^
^/o ^yo
^y <^
6^0 d^o

jM
/' <}.̂  .0[ -.—
\ ôx., I

3. A la considération des équat ions (î), entre les deux, systèmes de
différentielles, se rattache la not ion de défonnal ion homogène tan-
gente en un po in t M du m i l i e u . On sait qifon a p p e l l e a i n s i la défor-
mation homogène (T), délhne par les équa t ions suivantes, où les
lettres X/Y, Z, X ^ Y o y Z o désignent les coordonnées courantes :

(T)

X ̂  .z^ ^( X,- .r,) + ̂  (Y,-./.,) + ̂  (Z ^o),
àx^ 4ro

à y ^ 1 7ôy
. Y - y=-*L.(Xo~^) 4- ^(Yo-Jo) + —— (Xo-

^J'OÔ.ï

^

<}.'yn
X^^)+^(Yo-Jo)+^(%o-^).

Cette expressioi"i de déformation homogène tangente en M est
commode et suffisamment explicite. Il convient d'observer cependant
qu'on n'a pas en vue un s imple point M, mais un couple de poinf .s cor-
respondants (Mo,M) ou.^ plus exactement, l 'é lément matériel transféré
de Mo en M.

4. HelciUonff enire les coefficients de tes, déforrncUion fioniogf'n.e. •••"--• Les
coefficients de la. déformation homogène (T) et ceux de ladéfonnat ion
inverse, vérifient neuf identités fondamentales. Ecrivons que les
valeurs de dx^, dy^ ds^ tirées des équations (3), satisfont identique-
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ment aux équat ions (i); nous trouvons

àx à,V{) àx ôy^ àx 02^
àxo à^c ày^ àx ()^Q àx 1

à.v ^.z'o i)'y ày^ à.^' àz^
ôx^ ôy ày^ ôy ^o ày ~" î

àx Ô,X'Q àx ày^ à^ à^y
. ^ , . j ^ — — — , j_ .__————, .——— ———— 0

ôx^ ()^ ()j\) az ()ZQ ôz

On peut résumor ces relations dans une formule un ique , en dési-
gnant les coordonnées par .x'i, ^y, sc.^ au l i eu de x, y , z :

,. O ^ ' i 0^ (}.rj ày^ Ox/ à^ _ ( î poin' i -^ A-,
6^ J^7, ^yo ( ) ^ / c àzQ àxf, \ o pour i-^-h,

En |)rocédant de la mônie façon pour la déformation inverse, nous
obt iendr ions un second système de neuf identi tés analogues, qui. sont
d 'a i l leurs des conséquences des premières; nous les résumons encore
dans la f o r m u l e suivante , où x^^ ^05 ^o désignent les coordonnées
in i t ia les :

(6)
r),r/o ()x àx^ ày <)x^ Oz \ i {)0iîr <=::/•,
ex à^f^ ày ôx/^ à^ ôx/^ 'w { o pour l - y ^ k .

Les fo rmules (5) et ((,)) comprennent évidemment comme cas parti-
culiers les relations qui existent entre les neuf cosinus d'une trans-
fo rm ati o n o r tli o go n al e *

5. Dllalalùm linéaire. — Une fibre, ou l igne matérielle passant par
le point M(, du m i l i e u i n i t i a l , se transforme en u n e f i b r e passant par le
point M du mi l ieu déformé. Soient ds la l ongueu r d ' u n e fibre i n f i n i m e n t
petite issue du point M; a, (ï, y ses cosinus directeurs, et dx, dy, dz
ses projections sur les axes; on a

dx :-.̂  a f/.^y
dy-^ds,
dz == y cl s.
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Nous désignerons par êla di latat ion l inéaire de la fibre

ds,
ds~.

:i + e.

Les relations entre la pos i t ion de la fibre i n i t i a l e et celle de la f ibre
déformée peuvent se déduire des équations (i) ou (3). Le premier
système donne, en divisant par ds^y

(7)

., . àx àx n àx
(l -+-<?) a == ,- ao 4- ,- (3o -+• .F- 70,

ox^ a) o u^o

/ ^ a ^Y ày /3 à y
(• + ̂ ) P = ̂ - "o+ -^- P. 4- —— 7o,

"'^'O ^J 0 ^'-'O

/ , . 6^5 ÔZ ^ àz( i + e) y ̂  ,— a, + , po 4- , yo.
C/J7(, <//() <^(,

Da second on déduit de la môme manière , en divisant par ds,

(8)

a,» àx. ()x^ (}.r,
^^^^oc^^^^^.^

Po ,...̂ . ^70 „ ^ <l̂ o p , ày^^x<'_ .— .̂  ^ ̂  i,..̂  g ., r^,..0.,/
14- e ~ <À^ î ^y t ' ^ /î" " à z ' h

-y"- ~ ̂  ^ + .̂  (3 + ̂ ° y.Àr ày 1 <^ r^ (̂ .r ^

Décès deux systèmes nous déduisons les équations su ivantes pour
définir la di la ta t ion :

(9) (î+<?)2=^\^^^,pS+^,yS4-2^po^ ^n7o^+^;2^Po." o ~~^' ^y :» / o "r y< ^a.'t Ho /o "

• e^ y2 + a ̂( j o ) ~^^ =•= ^^ a2 -^ 6^ (32 + 6^3 y2 + ;u^(3y + âe;n ya -h 20^ a?.

Nous avons poséy dans la p remière fo rmule ,

o fà^Y fàyV [ ()s y
^-te)"^^)4--^^
' * " ' * ' * * * " " " ' • " • ' » • * • • • . . . . . . . . ^
'." — ^ïl JÈÎL ^)'1' ^ (^ àz
^2''1 rh'o ^5(, ^Jy^, (}.3Q ^y^ <^/
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et, dans la seconde,

. -^^V^^^oV^/^oV2
^-wj ̂ [^ ^[j^ '

, „ ̂ oà^ . ^Vo .̂/o , ^o ^o
•' 2 3 —— "~i— —»— " i " —"i—— —^— ""i —';— "~î—' 3à y àz àx àz àx ôz

Les formes quadral iquos de cosinus (9) et (10), peuvent être évi-
demment remplacées par les formes de différentielles qui expriment
les éléments linéaires de chacun des milieux en fonction des coor-
données relatives à l'autre

( ç/ ) d^ = 1 e^ dx^ da-^,

( ïo^) dsï-^ïeikdxi àXk.

On sait comment la considération des formules (9) ou (ïo) condui-t
à figurer la d i l a t a t i o n par une indicat r ice du second ordre, l'ellipsoïde
des d i la ta t ions , qu'on peut considérer dans Fuu ou l'autre des deux
milieux. ( î ) .

6. Dilatation superficieUe. — J 'appelle feuillet une port ion de ma-
tière, étend.ue en surface, mais d'épaisseur négligeable. Un feuillet
élémentaire peut être assimilé à un élément inf in iment petit de surface
matérielle.

Considérons deux fibres élémentaires issues de la même origine M,
et désignons leurs composantes, dans l'état déformé, respectivement
par

<;/i.r, <r/iy, c^z
et

ci^x, <^y, d^z,
Posons

(L Y d\z
d(y^}-. y ,

d,y d^z

( 1 ) E. et F. CôSsmitAT, ^[finales de Ici Faculté des Sciences de Toulouse^ t. X,
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^(r^)=
<y
^j
^}'

().r^

EL
ÔXQ

6/1 ^

A G

, ^y
^/i .:/:•„ 4" -—^y.
<7â.ro+

<}r
^Yt

c/i y^

^2j'(

+ÉT̂,
, ^

4- ^0

</>

(4

S,)

^o

/^

ô̂L-
()j.-o

Jï.r,4-

</4^(,+

<)^ ,-i— ̂ i yo -+-^/o •/

^^ ,
- .—d^y^-{-
ùy, -/()

<)5

^
as

<}:u

d,

d,

^0

z,

et les autres détemnnants analogues ( l { z , a/), d ( z , r ) peuvent se déve-
lopper en une somme de produits de déterminants binaires :

d{y..) = é^L d^ ̂  + ̂ ^d^ ̂  -4- ̂ L^d^ y^^(•'^>»y.))

(-) ] ̂ -)= ̂ ^<ro,.o)+ ̂ ^-^.o,^)+ ̂ ^^--
^(j'o^o) ^(^(P .To)

j a \ Yo i ̂ o J <v '. *' o » <'*' o ) ( \ <> ' 70 /•^o./oJ
^c.'y

^".^=^^^•.3•)'-^^'/'s•.-•>-^^--^'/(-•.^•^(Jo^o) " ^(^o».ro)

Le déterminant ^(y, ^) représente, en grandeur et en si^ne, l'aire de
la projection sur le plan YOZ do parallélo^rainme i n t i n i m e n t peti t ^?

'déf in i par les deux fibres élémentaires considérées. Soient donc Ç, ï), ^
les cosinus directeurs de la normale à, l 'élément da'y cette normale
étant supposée menée dans le sens de l'axe de la rotation posi t ive de
la première -fibre vers la seconde; on a

Ç ( h " = d { y , z } ,

n (la =: d{z^ ̂ ),

Ç da == d{x^yY

Nous appellerons E la dilatation, du feuillet é lémenta i re 1 correspon-
dant

dcr
=== ï 4- E,

da,

et nous désignerons par $0, ^^ *(o les cosinus directeurs de la normale
au feui l le t init ial rfo-o- II y . a donc lieu d'observer que les ^î'ux sys-
tèmes de cosinus (^T], Ç} tôt (^o '» ^o» ^o) ne se rapportent pas aux deux
états d^une moine flbre< Les cosinus directeurs de fibres et les cosinus
directeurs1 de normales aux feuillets forment deux systèmes contra"
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grédients, suivant l'expression employée par Sylvestre dans la l'héone
des formes algébriques.

En divisant par r/o-^ les équat ions (ï ï) et in t roduisan t les désigna-
tions indiquées ci-dessus, nous obtenons les relations

[ [ p., d ( Y , z } , , ^ (y ,^) , , d ( y , z )
(l + E ^ = -J7-—-—Ç^;> -+- , / ( ^ y ^ ^o + , / ( ,r y \ ̂
| a ( } Q î ^ 0 ) a ̂  0 ? ^O } "' llz 01 JO /

) , ,,, ^(^.z-) . , d(^.z) . ^(^.r) ^
(l- ; î ) / (ï -+- E)-/) -:: —————- co+ -77————-^o -^ -T:———TT^OÎ
N / 1 • ^ ( y ^ ^ o ) ^(z^'^) à{.r^y^)

, , ,̂ . ^(^,.r) , ^(.^r) ^(^,.y) .,
^, + j,) ç „, ̂ .̂ ^ „ + J(T^] r^ ̂  JU^) ̂ •

La transformation inverse conduira i t a des formules semblables,
dont nous écrivons simplement la première

, ,, ^ ^(.y«^«). , ^(.np^)- .<^<p^)..(, 3 ) ^^ - .̂ ,̂ , + ̂ ^ , + ̂ ^ ç,

Si l'on t i e n t compte des équations (4)? les résultats précédents
peuvent se mettre sous la (orme

,/ ï -h E -. <?./"•(,... ârQ 6^0 „
ï _^. ̂  -: ̂  „ -h ̂ - rîo + ̂ : Co,

1 l "4- Ïî <)^\ ^ ÔV^ , <^o ..
( ( ^) , -^"^ :zr y04" dy Y]o+ ^ç"

f i -h E „ )̂.:ro ;- ^î 'o „ f^o ^ .
^^Ç^^-^+^Ç.+.^-îo,

( .a - ) ^ =.^^4^^ -h^s,v / ï "f- K <too ' .̂z'o ^^'o

I I y a une remarquable analogie, entre les équations (7) et (8), rela-
tives*à la transformation, des fibres, et les systèmes (12) et (i3)^ rela-
t i f s à la t ransformat ion des feui l le t s . La, dilatation superficielle sera
définie 'également -par des formules semblables à celles que nous avons
trouvées pour la dilatation linéaire.

Aim. Eu. Norm., (3), XXX. — MAI iQï3. 1 , 26
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Posons

F« - r r f ( y 1 5 ) T 1 r^^-12 <- r ̂ Dr1 1 - L^u'o>--o)J L</(jo,s<,)J L^o,,,--o)J '
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^

F<) ^ ^0"^) ^(y^) înfl- ^(^^) ^ y(^\r) ^(^r) .
'Jâ:îw r / (^o? ^o) ^(^0»Jo) ^ ( ^ O î ^ ' o ) ^(^(hyo) ^(^0,^ 'o) ^ ( ^ " O î V o ) 5

et de même

p ^ r^( r.? ^Y 2 . "f^rî±l'îl i '̂ £iiZ°i 2
LN- | <y^j + , ./(jv.-) , + . ^(.)S^r. î

F ^ ̂ IZlliJi) ÎZlîl-ri? Ĵ lfiLLtil îiîLLiîî  îf̂ Z0! ̂ '^•^^
•^-" ./(^^) < / ( ^ y ) ' 1 d { z , ^ ) d { . r , ' y ) " " ~ d^^) ,/^y) • 1 î

Nous aurons alors, pour les d i l a t a t i o n s superlicielles, les fo rmules

(14) ( i 4 - E ) 2 ^Eî^^+E^r]^^-Ei; ,ÇS+•^E^^»^ •^ ^ E ? , Ço^-h ^E^Ço^,

(15) T^TT7 ::::: En ïî 4ii"E^ ̂  ̂ E33 ç' + ''E^ ̂  4"' ^ E31 ̂  ""h 2 Ela ^•

7. RelaUon entre la dilatation linéaire cl la dilatation su.perjiciclle. "
On vérifie facilement que chacune des formes quadra t iques relatives
à la dilatation super f i c i e l l e est l 'adjointe de la ionne cor respondante
re la t ive à la dilatat ion l inéaire. Cette propriété résulte immédiate-
dû calcul des coefficients. On a, par exemple,

VQ --«. ^o ^o _ /^o \â
J^ ^ ^ »— L g .^ t ̂  ̂  \ w 2 3 / ^

• 1 - • • ' • • • " " • • • • • • • " " * )

- î ^a î î =""" ^î'as ^îH — ^i i^asï

Le discr iminant de la forme (7) étant éiçal à A2 , ce lu i de la forme (x/ i )
est égal A\ Une relat ion semblable existeentre les formes (10) et ( î 5),
dont les d i s c r i m i n a n i s sont respect ivemenis é^aux à ^ et ^ *

Un ra i sonnement géométrique très s i m p l e jmon i r e d ' a i l l eurs ( j i r i l
do i t en être ainsi. Considérons l 'el l ipsoïde des di latat ions, re la t i f au
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point M du mi l ieu déformé. Si l 'on désigne par ^(a^y) la forme
q u a d r a t i q u e qui ( t a u r e a u second membre do réquation (10), l ' e l l i p -
soïde considéré sera représenté par

9 ( X , Y , Z ) = . .

Chaque rayon de l 'el l ipsoïde s'obtient en portant , à partir de l 'origine,
une longueur mesurée par la valeur du rapport ï -{- e qui correspond à
la direction de ce rayon dans le mil ieu 'déformé.

Soient (D) un plein diamétral de l'ellipsoïde, E la di lat ion super-
ficielle d 'un f e u i l l e t élémentaire, passant par M et parallèle au plan (D).
Dans ce plan diamétral , l 'a i re du parallélogramme construi t sur deux
rayons conjugués de l 'ellipsoïde est constante et égale à ï -h E.
Menons à l ' e l l ipsoïde un plan tangent (P) para l lè le à (D), et soit S la
distance de l 'origine au plan (P). Le produit de l'aire (ï -l- E) par la
d is tance 5 est égal au volume du para l l é lép ipède construi t sur trois
rayons conjugués de l 'e l l ipsoïde. On a donc

(16) ( ï -;• E) '3=A.

Si l'on désigne par ^ ( ^ . ^ t p ) la tonne quadra t ique ad jo in te de
ç<(a, p, y), l ' équat ion tangenl ie l le de l 'ell ipsoïde pourra se mettre
sous la forme

<I ) (^ (S^ )=F .

Uy v, {y, h étant les coordonnées homogènes du plan tangent.
Remplaçons ma in tenan t les coordonnées u, v, w par les cosinus di-

recteurs S;, Y], Ç de la normale, et h par — S; nous avons la relation

^(^O^^r

qui. devient ensuite, en vertu de l 'équation (i6\

^•"•^-IT^W

On retrouve donc ainsi la formule (i5),
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<S. Variation clé F épaisseur des couches. — La quantité 6 = ?
a une signification simple dans la déformat ion . Considérons un cy-
lindre i n f i n i m e n t pe t i t r e n f e r m a n t le p o i n t M. Soient dV son volume,
do- l'aire de la base et dh la hau teur . On a

(17) r/V -=^d'jdh.

Dans le milieu in i t ia l on aurai t de même, pour le cyl indre corres-
pondant,
( 1 7 ' ) ^Vo=: da-o d/iQ.

Le rapport —est égal à A; le rapport des aires "— est égal à i "h Ïi,
E désignant la d i la ta t ion superficielle de la base. En d i v i s a n t membrci
à membre les équa t ions (17) et (17') on trouve donc

—<•
et ce résultat, comparé à I n é q u a t i o n ( î ^ > ) , d o n n e

08) ^l ^ - ,..„.... A

(Uu ̂  r) ̂  77:"jf

D'après cela, si l 'on découpe dans le m i l i e u une couche matérielle
in f in iment mince passant par le p o i n t M et ayant en ce p o i n t l'épais-
seur dh, le rapport de l 'épaisseur de la couche déformée à celle de la
couche i n i t i a l e , -77-? est é^al à à. La var ia t ion de y en fonction des cosinusci/io rj 0
directeurs de la normale est proport ionnelle à celle du rapport super-
ficiel i +E. On la déduirait directement des équations ( î 2 / ) et (i3').

9. Dilatations angulaires. — Le calcul des angles pourrait s'effectuer
analytiquement à l'aide des formes quadratiques qui entrent dans
l'expression de la di latat ion l inéaire ou superficielle, et des formes
polaires correspondantes ('). Mais les résultats s 'obt iennent plus rapi-
dement par des considérations géométriques.

(1 ) On trouvera ce calcul cfïeclué dans 11110 Noie \S^/* ïes déformations angulaires
(Travaux scientifiquôs (io I/Univorsité (le Rennes, 1911).
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1° Angle de deux fibres. — Considérons deux fibres élémentaires issues
du même p o i n t M. Soient r/.v, A' leurs longueurs, 0 leur angle, e et e' les
d i la ta t ions l i n é a i r e s correspondantes, et E la d i la ta t ion superticielle
du f eu i l l e t qu'elles dé te rminen t .

On a
ch cl s' s il i0 _

ds^ cis'^ sin6'o Jî

d'où

09)
s i n ô i + E
s i n ^ o ~ ( ï + ^ ) ( i - { - e ' )

9.° Angle d'une fibre et d'un feuillet. — Prenons, à partir du po in tM,
sur la f i b re une longueur i n f i n i m e n t pet i te ds et sur le feu i l l e t un
élément superf ic ie l (^CT.

Soit ç l 'angle de la f i b r e avec le feu i l l e t . Le "volume du cylindre
i n f i n i t é s i m a l a y a n t pour base drs et pour arête ds est égal à

ds dfj s i n cp.

En dési^'naut parO la dilatation cubique au point considéré, par e la
dilatation linéaire de la libre et par E la dilatation superficielle du
feuillet, on a donc successivement

dsdaw}^
f/s^ dc^ s in Oo

^O')

t,4^)(t +.E)-îln^=I+e,
' 'SllKp,,

ï 4.. 0S 111 ^ Ï •

sin cpo w' ( i -h a) ( i 4" E)

Si, au l i eu de l 'angle <p de la fibre avec le feui l let , on considère
l 'angle ^ ' de la fibre avec la normale au feui l let , la relation précédente
devient

ces o' i ̂ " (M)
iloî " "~ (TTTTiTTT '̂

3° Angle de deux feuillets, — Le volume d 'un parallélépipède quel-
conque est égal au produi t des aires de deux faces contigues, mul t ip l ié
par le sinus de leur angle dièdre et divisé par la longueur de leur
arête commune.
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D'après cela, considérons deux feui l le ts é l émen ta i r e s se coupant
en M et formant entre eux Pangle dièdre ^. Soient E et E' leurs dila-
ta t ions superficielles, e la d i l a t a t i on l i n é a i r e de la. fibre dirigée s u i v a n t ,
leur intersection, ©la. d i l a t a t i o n cnS) ique au po in t M. On trouve immé-
diatement, par un raisonnernent analogue à celui que nous avons
employé pour les deux cas précédents,

d'où

(^')

(i-^EHi+E-) sif4 _—————————, —^—.— ___ j _j— ^j
î 4- e sm^o

sin ̂  _ ( î •+• ê ) ( î -\- e )
sini^ """' "(T"rÈ)(i +-"E7)"

Les troi.s formules (19)7 (K'/)? ( ï ( f ) sont remarquables par leur
simplicité et leur similitude. Elles mont ren t qu ' i l existe, pour les
sinus des angles, des rapports clé c/éfo/rnation analogues à ceux des
lignes, des surfaces et des volumes.

10. Rapports de de[formation. —•• Le n o m de rapport de déformation
nous a paru, commode et s ign i f i ca t i f pour rejï 'résenter le rapport d 'une
quan t i t é du milieu déformé à la q u a n t i t é correspondante du mi l i eu ,
in i t ia l : le rapport de déformation l inéa i re est représenté par î 4- e, le
rapport clé déformation superficiel par î "-h E, et, le rapport de défor-
mation cubique par i -+-©== A. Dans les calculs relatifs aux défor-
mations finies, la dilatation n'intervient généralement que dans le
le rapport de déformation correspondant ; par exemple nous n^nrrons
pas à considérer la dilatation l inéaire e si ce n'est dans le rapport de
déformation linéaire î + e.

CHAPITRE II.

ÉLÉMENTS DÏFFÉRENT.IB'LS DU SECOND OÏUHVE.

il. La déformation différentielle dT. — 42. Les coefficients a/y/».. — 13. La dilatation
linéaire dans la déformation dîfTércntiolle. — 1,4. Rotation moyenne. — iH. Dilatation
cubique,—'lô. Dilatation superûciello» — 17. Expression des dérivées secondes dô8
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coordonnées initiales on, f o n c t i o n des coefficients ^ i j k ' — 18. Equations aux dérivées
part iel les auxquelles satisfont ces coefficients. — 19. DôformaLions qui correspondent à
un système donné de coefficienis cf'ijk- — 20. Calcul des diiTérenLielles des coefficients
de la dilatation linéaire. — 'ai. Expression des coefficients ciij/c en fonction des coeffi-
cients de la dilatation. — 2S. Relation des coefficients ai-j/, avec les accolades de Chris-
totlel.

1 1 . La dé formation diffère miellé ( d ' S ) . — Soient (T) et (T) les
(1 é fo î> m'à 1 i o i î s h o ni o g e n e s ta n ̂  e n t e s e 11 d e u x p ( > i n { s i î i fi î i i in e i î l
voisins M. elM\ On peufccons idôrer la seconde {T) conuïie la rés'ullanie
(le la preinière ("T) et d'mîe déformation in f in i t é s i sna le (rfT) que nous
ap[)elons la déformation dijjïreniielle au point M.

La d é l o n n a t i o n (T) est, d é f i n i e par les équations (T) du n0 3, et la
défonnalion (T') par les équa t ions analogues

.... , / (),!' , ()j' 'iii\ ,.., . ( /},/• , <).r \ . „. , / <)x , ( ) j : \ .n
x - •'• -- ( 3-;, -'- ''TiJ.)( x- - 1 ' " 1 + te + ''^.)( v'-^'+ ( K + •'•^, ) (A •

^-/•-(ê1-"^)^--'^-^-'^)1''-1-^^-"^)'2-'

•'•• - - - (ê - 0 ̂ -"•'+ (I: -1- 0 ' ̂ + (ê+ "^(z-
La dé fo r ina l ion di!Ierentielle(c/T) sera représentée par les équat ions

qu'on oblie-nt en rempiaçant , dans le système (T')? les valeurs des
coordonnées couranles init iales Xo, Y(^ Z(, par leurs 'valeurs tirées du
système (T).

Or, en résolvant le système (T) par rapport aux différences X^ — .2-0,
YO-./O. 1^—^(P (>^ t rouve

X,-.,,^X-.-..,.^Y-,)^(Z-,),

V.-r..---^X-,,,-^(V-^(Z-,),

tf i / Z ( \ «y. . UZ^ vr . (}^\) , ffZ,-..,-^(X...-......) ..,--^(,Y-y)^^(/~.).

(;es v a l e u r s substit nées dans les é q n a î i o n s (T'), en" t enan t compte
des i d e n i i t é s (p), donnent les équations de déf in i t ion de la (ransfbr-
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mation différentielle (rfT) sous la forme suivante :

/ X'-^=:(i+^n)(X-.r)+ da,, (Y--y)4- da^(Ï—z),
(^ 5 Y'-/^ da^ (X~.r)+( i+-^2)(Y—j)+ da^ï-z).

f z / _ 5 / : = ^ (X-;r)+ ^32 (Y—y)-+-(i+^3)(Z-^).

Nous avons posé

rf.z'0 , / ̂  ^cia^= ——d( -,—ox \ ()XQ /

da^~=~-

da^

da^.

da^=

da^^

àxQ ,f à^^
ày t [à^o/

à^Q ./ ^•N

as \ ^'o/

^^(àx

àx \ày^
àf, Jàx
•~—a \ '~\—

\OYfi
+

+

^/ Wo.
<^ ^ / ^ '̂ ^
ôz \ày^

^d (à^
\^Q/

àx^f ôy'

'È^
\ày^
^]y\

ùy
r).ro

(^o/

Or \) d{ )az \ ûx^

^d{
ôx \

^diày \ày^
^^^
os '\<)y^

^^(^ôx \(h^

^(^
àr \aSo/

,4-^^^()s \<)z^

, à ^ ( < l L 'l "T" v tv i >dr \^3,,,

^
àa'o
^
. .̂r

+

àx ,fà^^—d
^Q . ̂  ,

^.X-O

,^^
^/ {

()Z, , 1

à^
^^
ù^U ̂  (t i

4- — d ,
(̂  \ </3

l'^c/l ,^<^ro \ ôz

~^(y
_ Û X Q \ ÔX ^

^./(^
ÛX^ \i)f /

'ÈL^^
Ô^Q \ <)z /

È^di0^}
(}jo \ àa; 1
^^
^ \^ )
ôx ,(^\^ [^

<),Y» \ <)•''•
<h_^(ày^
^y» \ i)y /
ûy , ( ( ) Y ^

W. \^,

+^d(y()s, \<).-c i
<).E ,/'()S^+ —ci[—'^o \ <)y ,1

i-^<^
()ZQ \ ()£ ;

,Af^
()^Q \()^ /

^^d^

()^ \()f,

.^dl^

^Q " \ ( ) ^

Ces formules se rosument en la suivante :

, . , àx^ (àxA ày^ ,(()x\ ôz, (ôxi\
(.o)^^^^^+^//(^)+^^(

à^ .î(à^[à£icl(â^ ^d(0^à v^ ' \ ôx s i()^ \ Ô X j ) <)f^ ' \ Ô.Tj) ()ZQ \ÔXj

12. Les coefficients a^. — On remarquera l'analosie ([110 présentent
les différentielles da^ avec les rotations i n f i n i m e n t petites relatives au
déplacement d'un iriedre trirectangle. Notre calcul est d'ailleurs appli-
cable au cas de deux t ransformat ions i n f i n i m e n t voisines quelconques
indépendamment des paramètres qui servent à les d é f i n î t

Nous supposerons, dans ce qui suit , qu'on prend comme var iables
indépendantes les coordonnées x , y , z du point M du mil ieu délorméy
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e.t nous poserons

( 2 1 ) daij •==. c-//yi dx -4- a/j^ dy -+• 0^3 ds.

On a, par conséquent, d'après la formule (20),

( o ^ ) ar^- ( à x i â2^ \ àxi ^ro 1 àxt à ï z { ) \IJ ' V '̂o àxjôxf, ày^ ôxjàirf, àz^ à . v j ô x k )
(.ri=:.:r, x^y, ^3-=:^).

De l'éqaation (22) il résulte immédia tement que, dans les coef-
ficients à trois ind ices a///,, on peut intervertir l 'ordre des deux derniers
indices

a/y/, •=: €lif,.j.

Dans les déformat ions i n f i n i m e n t petites que l 'on considère habi-
tuel lement en élast ici té et qu'on suppose déf in ies par des équat ions
de la forme

a;' •= x 4- //, y' "": y •+- (?, z' =r ^ -h- (ï^

les coefficients ^/y/ç se réduisent aux dérivées secondes des dépla-
cements //, v, w.

Le nombre des coefficients indépendants a / / ^ est égal au nombre
des dérivées secondes des coordonnées de l'un des systèmes par
rapport à celles de l'aul.re, c'est-à-dire à 18. Nous étudierons plus
loin les relations qu i ex is ten t ent re ces coefficients et les différents
éléments de la déformation. Mais nous allons d'abord nous occuper
des di la ta t ions dans la déformat ion différentielle (rfT).

13. Dilatation linéaire dans la déforrnauon (^T). -~ Si nous dé-
signons par e la d i l a t a t ion l inéaire d 'une fibre dans la déformation
homogène (T), par e' la dilatation de la même fibre ou (F une fibre
parallèle dans la déformat ion (T), le rapport de déformation corres"

I -4- € 'pondant pour la déformation différentielle (r/Ï) sera égal à ——;- La
transformation des cosinus directeurs s'obtiendra par des formules
analogues aux équations (7) ; , so ient cc\ ^ / , Y les cosinus que la trans-
formation Ç d ï " ) fait correspondre à a, (ï, ^ ; nous aurons1 trois équations

Ànn. Éc. Narrn., (3), XXX — MAI ï^. ^
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de la forme

JLJl£-^== ( 1 +^n)a + da^ 4- r/a^y.
i 4- e

Mais comme la nouvelle direction est i n f i n i m e n t voisine de la pre-
mière et que la différence des dilatations est i n f i n i m e n t petite, il est
naturel de poser

c' = e 4- de, a^ a + da, ^ = p 4- d^ / = y -h ̂ .

Substituant ces valeurs dans l 'équation ci-dessus, négl igeant les i n f i -
n iment petits du second ordre^ nous t rouvons

( f 4» c / e „„ } a 4- da = ( i 4- da 11 ) a -h ̂ n (3 4- ̂ i 3 7 •
\ i + < ? /

Ce qui nous donne enf in le système

da 4- a——— '-.= a c/an -h 6 da^ -h y <:/a.i3,
t 4-- a

{^\ - ^6 4- 6 ——— — a da^ 4- (3 ̂ aa 41- y ̂ ;n
^ / • i I 4- é?

,,/y ̂  y ,JL_ ̂  oc ^a;(i 4-" p r;/</3a4"- y </^a;i'
\ ' ' î 4- ^

On retrouve d'ailleurs les mêmes résultats en d i i ïe ren t ian t les for-
mules (7) où l'on regarde a^, ^0, Yo comme des constantes, et en
remplaçant ensuite ces cosinus directeurs de la fibre in i t ia le par
leurs valeurs en fonct ion de a, [4, ^ données par les équations (8).

Ajoutons membre à membre les équations (a3) après les avoir mul-
tipliées respectivement par ay [4, y; il vient

de^
e

( 24 ) • . -——• = a2 da^ 4- (3'2 ̂  4- y2 ̂ 3 4- (3y ( da^ + ̂ 2., )

-h ya(^3;i+ rfagi) 4- ap(^âi 4- da^).

I.a d i f îerent ie l le logarithmi(}ue -^-, prise en considérant ao, [Ïo, ^0~^-5 nnse en (ïonsiderai ».F ff
comnH1 des constantes, 'se calcule donc à, l 'a ide,des 'coeft icK^nts de la
'déformation dillerentielle {dT) comme la dilatation l inéai re dans les
déformations infinitésimales ordinaires.
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14. Rotation moyenne. — La rotation m o y e n n e de la dé fo rmat ion
différent iel le a pour composantes

dp^ r-z ^ ( <-/^ — cîa^ 3 ),

( a5 ) ^ ^2 = ^ {dar, — da,, i ),

? 6 -̂=:, ^(^0^—6^32).

Dans le cas des déformations i n f i n i m e n t petites les quan t i t é s dpi sont
les différentielles des composantes de la rotation moyenne , mais dans
les déformations finies ces quant i tés ne sont pas des difFérentiel les
exactes, du moins en général. Toutefois, nous pouvons, sans incon-
vénient , désigner par-^7 ̂ ? ^5 les coefficients de dx. r/r, (h, res-D 5 àx ôy àz ' t/

pectivement, dans l'expression de d p i .
On aura donc

/ ^\ api ï / . ÔP] i , . ( ] p \ ï , .
(^6) -p. = -(a.w—ar.n), —— ̂  "" (^hn— ^w}^ -rr '=-' - (^32^—^33).

O.t- -A < /> ^ //-• '-À

Les autres expressions analogues se déduisent de celles-là par une
p e rm u tati o n d ' i ri d i c e s.

Les identités <^ == a^/ donnent la relation

^P^ ,, àj^ ôp^ _
' ' . " 1 ' — (• • "—,* " j - — U •
ôx à Y ^z

Nous croyons u t i l e de faire remarquer ici que si les déformat ions
hoinogenes (T) et(T) sont des déformations pures, la rotation de la
déformation d i f f é r e n t i e l l e (dT) est n é a n m o i n s différente de zéro, à
moins que les axes des d i l a t a t ions pr incipales de (T) et de (T') ne
soient paral lèles. Ce résultat correspond au fait que les déformations
•pures f inies ne cons t i tuent pas en général un groupe de t r a n s f o r -
mations.

15, Dilatation cubique, — Soient r/Vo un é lémentde v o l u m e inf in iment
petit entourant le point Mo du 'milieu in i t i a l ; d V et d ' N ' respectivement,
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les transformés de ce même volume par les déformations homo-
gènes ( T ) e t (T).

La dilatation cubique de la déformation différent iel le (^/T) est égale
dV /. ...„.—_i. Or, nous avons
dV

et

f / V = ( i + © ) ^ V o

^^(î+e+^^Vo;
par conséquent

dV_
d\

d@
4- 0

On sait d'autre part que la dilatation cubique de la déformation (r/T)
esl représentée par la somme

da^^[- da^-^r da^
D'où résulte l ' ident i té

(^7) da\ i 4- da^ -t" </^;j;î •=
^/ê

i -+-^

II. est facile de vérifier d i rec tement ce résultat par le calcul. En
d ifïeren ( i an t Féq u ati o n

à.z' àx arc
<J^ ôy^ û^^
à y à y à y
à.^o dyo ^^o

i + © •

àz ôz ûz
à^'o < ) > ( » ôz^

on trouve en effet

d%.
d(y^) ^(^\ . d(y^) /ô^\ d(y^) ^ àx\ ̂
d(y^ ^) ' V^o/ d{z,, .ro) \()yJ d[x^y,) \ô^}

Remplaçons, dans le second membre, les déterminants fonctionnels
binaires par leurs valeurs: tirées des équations (4), nous avons

^^^\^a(^
L ( } J Ï v^o

^(^^^d(^
ôx \()yJ ()^ \àz^

d'où enfin, en vertu des formules (20),

d9 = ( i -+- ©•) {da^ -4- da^ + da^ ).
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16. Dilatation superficielle. ~ Différentions les équations (28) en y
regardante? ^io? ^o comme des constantes.

La première donne

(^)^<T^)=E.-^)-.< .̂<ë).

En remplaçant dans le second membre de cette équation les
cosinus ^, Y]o, t^ par leurs valeurs tirées des équations (iS^) et pro-
cédant de la même manière à l'égard des deux autres équations du
système (12') on obtient le système

d'E, + ̂  ci log [7^ ) =— (Ç ^11 4- ïl da^ •+• Ç da,,),

(28) . ^4-^cnog('i^^)=r—(Ç^is+rj^CT^
j • \ I 4- W/

r/Ç -4- Ç^legf^——^) ^~- (Ç^i3+^^,,4-Ç^,,).
\ i +• w /

On déduit de là

( 09 ) d log (—-^) •= ̂  ̂ ti -h yj2 ^-ââ -4" y da^ + •/] Ç ( ̂ 32 4- ^2.,)
4- Ç S(^i3 4- ^a;(i ) 4~ Ç ïj (^aai 4- c/a^).

La forme quadratique qui figure au second membre de l'équation (29)
est exactement la même que celle qui représente la dilatation linéaire
dans la formule (24). Ce résultat s'explique si l 'on se reporte à la
signification, du rapport <S == l—— dont nous nous sommes déjà occupés
au n° 8. Dans une déformation f inie? la dilatation de l'épaisseur d'une
couche ne correspond pas en général à une dilatation linéaire;, parce
que la fibre normale à la, couche initiale ne correspond, pas à la fibre
normale à la couche déformée. Au contraire, dans une déformation
inf in iment petite, les deux fibres normales se correspondent, ou plus
exactement,, chacune d'elles1 correspond à une fibre i n f i n imen t voisine
de l'autre. Il en résulte que la di latat ion de l'épaisseur d'une couche
doit être alors représentée parla même forme quadratique que la dila-
tation linéaire de la fibre normale à cette couche,
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17. Expression des dérivées secondes des coordonnées inùicdes en
fondions des coefficients a/ //».. — Considérons les trois équations

àx .(àxo\ àx j ( à Y ^ \ , àx ,/^.>\— da^j-==. -— d\ —- + -— a( -— -4-- ~.— d -— 5
•' c^-o . \ ôxj ) ()VQ \ àxj ) àzo \ <toy )

1 ^y //^(A à y j f ' à ro \ ÔY f( àzQ\— dc^j = —7- d —— -4- —— d -— "h —— d [ -— ?] Ô^Q \ à x j ) àf^ \ à^ j j à^'v \^a<J•/
, àz . ( àx,, \ ûz ( à )-o \ , àz . / ̂ o \

"^^^o^^J^^^^

Ce systPîme peut être résolu par rapport aux trois diflérentielles qui
figurent dans les seconds membres et fourn i t pour ces quantités les
valeurs suivantes:

,fà-Vo\ à^o f à^o ; à^o j__ cl[ —— = —v- dau -+- —— da^, + —- da.^,
\ ( ) ^ j l àx I J à y J àz •'

-<^)=ls'/""•+^"°"+&'/"-
-, l àsQ \ àzo ., ()z^ „ f)Sft .— d{ —— ) "= —— da^ -\- — da^ 4- — da^.
\ ( ) ^ j / à^' dy ' us

Si l'on désigne par u l'une quelconque des coordonnées initiales;^,
y<p z ^ , considérée comme fonct ion des coordonnées finales .T, y , z, on
a par conséquent
,^ , ,/ au \ au , au , ait ,(30) — d[ -T— =: —da\f + —da^f + —da^,' ' \ à x j / àx ' ày " as •'

En égalant de part et d'autre les coefTicient.s de dx^ dy, dzy on
à'1 nobtient l'expression de chacune des dérivées secondes j—j— en

fonction l inéaire et homogène des coefficients c t i / / s ,

( à^ ii au au- au
( 3 1 ) • \-j^^^hj^^^^^

{ [x^ = x, 3C\ = j, x^ = z^ u = (.y;o, y^ ^o)].

Si l'on connaît en un pointées , valeurs numériques des dérivées
premières -Ç^?'Ç^ (^ et celles des 18 coefficients a/y/f? on pourra cal-

culer les 18 valeurs numériques 1 des dérivées secondes .;1 ;1 1 1 1 . • Les
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coefficients 0^7, ne se t rouvent donc assujettis à aucune restriction en
ce qui. concerne leurs valeurs numériques en un point fîxe. Mais il n'en
est pas de même de leurs dérivées. Les 54 dérivées premières suppri-
meront en effet à l 'aide des 3o dérivées troisièmes des fonctions x ^ y
Yo? ^o °t devront, par conséquent., vérifier au moins 24 équations de
cond i t i on que nous a l lons déterminer.

18. Equations aux dêrwées partielles auxquelles satisfont les coef-
ficients a iji^ — Cette quest ion se ramène à la recherche des condit ions
de compatibilité d'un système d'équations aux dérivées partielles. Si
Fon suppose connues les ï8 fonct ions a / / / ^ les trois coordonnées ini-
tiales -y(),y(p ^o? considérées comme f o n c t i o n s des variables Xy y, ^,
vérifient un même système de six équations aux dérivées partielles du
second ordre

, ,5 . r)2 u ou au ùa . . . o .( 3,, ) ^^ ̂  ̂  a,,, + ̂  a^ 4- ̂  a,,, •= o (y^=i^3).

Nous avons donc a exprimer que le système (32) admet trois
solu t ions dist inctes don t le dé te rminan t fonct ionnel , par rapport aux
variables A-, Yy .s, est dillerent de zéro.

Les condi t ions relatives aux dérivées secondes

ù j ' j à-v/c àx/, ()x {

sont des conséquences des ident i tés ,

a / j / ^ =: (î^'y

II restera donc à écrire s implement que tes dérivées troisièmes
satisfont en vertu du système (82) aux condit ions

jL^l^L— ^L ̂ !iL.
^.r/ ( ) x j àx/c ^ àxfc àxj ôxi

Ecrivons les équat ions (3îî) sous la forme

(^ ( l yi à If—..(.,... y a,.,/,-.—i- ^•- o.
f).r^ ô,/;,^ ^ 7 ()^-,.
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Différentions par rapport à x^ et remplaçons, dans le résultat, les
dérivées secondes par leurs valeurs tirées du même système (3s);
permutons enfin les indices k et / e t écrivons que la condition (32) est
vérifiée : nous obtenons l 'équation

Y< 1'' à^irfi' àa,}i ^ , .1 au
1 -^ - -à^ ̂ i { a i r k a r j l - airta-^ te == 0-

i L /• J

Les coeffîcienis des trois dérivées partielles — doivent être nuls1 ().Ti
séparément. En effet, s'il n'en était pas a ins i , les fonctions u véri-
fieraient une même équation l inéaire et homogène du premier ordre,
de la forme

. au „. ()u ,, àa
A — 4- B — 4- G— .̂ = o.

(LX à y oz

11 serait donc impossible d'en trouver trois solutions, don t le déter-
minant fonct ionnel fût différent de zéro.

Les condit ions de compatibili té du système (3^) se ramènent donc
finalement à la forme

f'îf\ ^^ t ' j l t àd i ' j f^[^ ^^^^^^. ^a^fca^j[^ai^a^ji+a^fcCi^ji—a^(Ci^jfc—aiï[a^jjc—a/y/a^. •;;, ^î

On sait d 'ail leurs, par la théorie des équat ions aux dérivées par-
tielles, que les équations (34) sont suffisantes. Si elles sont vérifiées,
les condi t ions de compatibi l i té relatives aux dérivées d'ordre supérieur
de la fonction inconnue a seront elles-mêmes satisfaites en vertu des
équations (34) et de celles qui en résultent par di lrérentiat ion.

Le nombre des équations (34) est é^'al à 37 ; mais si l'on tient compte
des trois identités

àa^^ ôa(^ ôa^ ôa^ àa^ ôa,^— „„ — ^ — _ — ^_ — _ ,..., :̂  0 (^ =-: i , 2, 3),
(h à}' ôx àz à y ()x ' ' '

on reconnaît qu'elles se réduisent à vingt-quatre conditions dis-
tinctes.

19. Déformations (fui correspondent à un système donné de coeffi-
cients a^/^ — Supposons les conditions de compat ib i l i t é satisfaites,
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Pour résoudre le système des six équations (32).on pourra se donner
arb i t ra i rement les valeurs de la fonction u et de. ses dérivées premières
en un point quelconque. Les dérivées d'ordre supérieur sont alors
dé te rminées et s 'expriment en fonct ion l inéaire et homogène des
dérivées init iales. Le système admet une première solut ion évi-
dente Uo== i. Si l'on en conna î t trois autres U , , IL, U..,, dont le déter-
m i n a n t fonc t ionne l soit d i f fé ren t de zéro, la so lu t ion la p lus générale
sera de la forme

U — ^o -4- fti Ui -h û?2 Ua 4- ^3 U;{,

a^, a , , a^y a.j dé s ignan t des constantes arbitraires.
Les coordonnées ini t ialeso^, y ^ y ^o seront donc définies en fonct ion

de x, y , s, par trois expressions de la forme
X^ -=: a,, 4- (:l[ (J i 4- fîï IJa 4- ^3 II:},

70::.= ^4^,[J,4" ^|J,-r" ^JJ,,

^o -r':: Cy -|" Ci Ui 4" C-i [Ja •4- €3 [J;{.

l'.es constanl.es a^ b^ c^ é tan t arbitraires, nous avons cette p'n)po-
s i t ion :

Quand on connaîl u/fe déformation quelconque correspondant à un
système donne de fondions a/,/c on of client Ici dé formation la plus géné-
rale du sysième en combinant la déformaiion considérée avec une défor-
mation homogène arbitraire effectuée sur le milieu i/ddaL

20. Calcul des différentielles des coefficients de la dilatation linéaire. —
Pour l 'é tude de diverses ques t ions relatives aux déformations il. est
ut i le d ' expr imer les différentiel les des coefficients de la di latat ion en
fonction des d i f f é ren t i e l l e s rfa/y. Nous n'entrons pas dans le détail du
calcul q u i est ex t rêmement s imple. On t rouve :

—" f/^ii ::;:1-": 2 {en dan 4" e\i ^21. + ̂ î3 ^31)?

-— de^ "^ ^ (^21 ^12 4"" eÏÎ ^-'ÎÏ ̂  ^23 ^3ï)?

^ „ -~ «''"s» ':ii- a (^n da^ "h ^32 da^ 4" e-^ da^,
] — de^ •::=- (^2( da^ 4- <?n da^ 4- e^ da.^ + (^yi da^ -{- e^ da^ 4- e^ da^},

âe^ =:-: (e^i r/a^ -h e^ da^ 4- ^33 ,^31) + {e\\ ̂ i» -+•" t^^da^ 4- tôi3 (^33)?
• ^j2 •=-- (^i i f/^is "̂  ^ïï da^ 4" ^i;t ^32) 4- (/?n ^11 -l~ ^2-2 da^ 4" ^23 ^ffai).

Pour les coefficients de la dilatation superficielle on trouve les
^r&//. Èc, Nûrm., (3 ) , X X K . — MÂÏ ï()ï3. 2^
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résultats suivants :
(^KH == 2 [EU (^i 4- El2 (^12 --1- Ei3 <^l3—— -EU (c/^n 4- <^22 -+- <^;}3) ]-,

(36) <^E;>3 == Egi C/^ai 4- E;j2 ^22 + Ê33 ^/C/ay

4-Eâi (^0314- Eaa da^ •+-E^ da^-- ^E^Çda^ -[- da^~\- cia^},

Une propriété remarquable, corninune à toutes ces expressions, c'est
que les coefficients des différentiel les da^ sont les coefficients mêmes
des formes quadratiques qui i n t e rv i ennen t dans les formules de la dila-
tation.

21. Problème inverse. Expression des coefficients ci^/,. en fonction
des coefficients de la dilatation. — N o u s trailerons le problème inverse
seulement pour la di la ta l ion l inéa i re . In t roduisons trois ( l iHerenl ie l les
auxiliaires rfoo,, r/oo^ rfco;( définies par les formules :

t 6*31 dci^ 4- <?3a da^ -\- <?33 da'^ —• ( e^ da^ + e^ da^ ""("- e^ cla;^ ) ̂  </G), ,
(87) < e^ da^-^ e^ da^-\- (in da^— {e'^ da^ -l- e^ da^ -+" e'n da^ ) =:: dw^

[ e^ i ^<2i i -l- e^ da^ i + 6^3 ^/a;,! — ( e^ i r/ai ^ + e^ 3 ^Oga 4- c?i:t da'^ ) :;:::: <,/ri)3.

A. l'aide des systèmes (35) et (.37) nous formons les combinaisons
de la forme suivante qui, cont iennent seulement trois inconnues :

1 <?i i <^an4-^12 ^21-h <"i;i <^:}i=-' — 7^11-,

(38 ) /, <?2i ̂ 11 + <?2â da^ 4- e^ da^ == " dw.^ — - de^,

^ \
\ ^31 ̂ n -1" ^yi da^ 4- e^ dci'^ r:r- — - d^-^ "-- ~ ^3^.

Le déterminantdes équations (38) est égal — === .—- ;̂ les mineurs
sont les coefficients E^ de la forme adjointe. On a donc

% da^
(T^rey : En de^ + Ei2 ^12 4- E^ ̂ lâ -"^ Ei3 ^.)^ — Eiâ (A);(,

(3.9) / _ ̂ ^^ -^ ]^^ ̂ ^ ,̂  ^^ ̂ ^ ̂  j'^^ ^^^ ̂  j^ ^^^ ,,_, ^^ ^^^

——^ == E^i ̂ n 4-1 îî;^ ̂ n + IÎ3;i ^13 + E.^ ^0)2 — Egâ dw^
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Les autres quantités dci,j se calculeraient évidemment par un pro-
cédé semblable. Pour avoir ensuite les expressions des coefficients a///c
il suffit de développer les deux membres de chacune des équa-
tions (3<)) en fonct ion linéaire de dx, dy., dz, et d'égaler de part et
d'autre les coefficients des mêmes différentielles. Il faut donc que
nous ayons d'abord le développement de chacune des quantités dw^
Or, en se reportant aux équations (35) et (37) on vérifie faci lement
les identités suivantes :

rfo,, = (^ _ ̂  d.r 4- (^ - ̂  dy + f^ - ̂  ./.,
\ ()s <)y f \ d= ày j " ' os <)y j

(4o) , cl^= te - ̂ 2) ̂  + f^ - ̂  r!y + (^ - ̂ ) ̂
1 \ t).f ()Z ) \ Ô.C ()Z ) J \ (),V US /

,1^ (^ _ ̂ ) ,/,, + (^ _ ̂ ) dy + te - ̂  rf..
' \ Oy ().T I \ à y ().£ ) w \ à y ôx j

Portant ces valeurs dans les équa t ions (3()) et dans les équations
analogues, nous trouvons f inalement :

( f , \ — ^/^' - F ( à e ^ L- ()€^ ^^/^^,,; .̂....̂ ,,, 1^ ̂ ^ ^ ̂  ^ ̂ ^
, v i06^ , à(^k ^j'A , p (àc^, àezk à(îji,\--t"'" i^/21 -.—- •"}— •—,--— — -"-,— j --(— ,ï.^/^ 1 -.— -}•" —— — —.— i "

\ ô^,c àxj ()x^ ) \ àxi, ôxj àx^ )

22. Relation des coefficients a^^ avec les accolades de Christoffel. —

La forme du résultat offre un intérêt spécial par la manière dont elle
se rattache à la théorie des formes quadratiques de différentielles (1).

Considérons une forme quadra t ique quelconque des difréren-
tielles c/Xi (z == 1 , 2 , . . . , n)

/^^^/.J^^ry,,

dont nous désignerons par E le discriminant et par E^. les coefficients
de la forme adjointe.

( ( ) CÏÏRISTÔFFEL, Transformation der hornogenen DiffGrenUalausdrûclîC zweltcn Grades
(Journal de Crelle, t. 70, p. 46). — LIPSCHITX) (Jnleruchungen m .Keireff der ganzen
fiornogenen FunkiionQii von n Di(fercniial€n (Tbîd,, p. 7?) . — DAKBOÏJX) Levons sur les
systèmes orthogonau.x et les coordonnées curvilignes. Livre II, Chap. II.
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En introduisant une notat ion duc à Chris tofîel,, nous poserons
/t n ̂  y^ 4- ô^! — 6^^

f J îï \ à.ïi ùa-h ÔX} ) ?

et ensuite
i/ '^vM./ /"_ v r./r ./

—ZT ,.

Appl iquons ces formules a la forme quadra t ique CK/) qui repré-
sente l 'é lément l inéaire du m i l i e u i n i t i a l en fonct ion des coordonnées
du milieu déformé

î 6̂ . dXi d.X/, •= </.9(2 ;

et rappelons que le discr iminant E de cette forme est é^'al à —1L—.
Nous t rouvons immédiatement

a^f^

Nos coefficients à trois indices coïncident donc, au signe près, avec
les accolades de Christoilel relatives à la forme quadra t ique considérée.
Cette rencontre est par t icul ièrement intéressante, parce que les points
de départ sont en t iè rement différents.

La détermination de la déformation quand la d i la ta t ion est donnée
est un problème bien connu . Les résultats qui précèdent en donnen t
la solut ion immédiate. On calcule d'abord les coefficients a/y^ par le^
formules (4ï) ou à l'aide des accolades de Chr is to t Ïe l^e t l 'on forme les
équations linéaires (32). La discussion du n° 19 s'applique. Toutefois
les constantes a^ a,, ... ne .sont plus entièrement arbitraires, mais
sont assujetties h h condition de donner à l'élément linéaire une
valeur déterminée. Il en résulte que, si l'on connaît une solution
du problème, tous les autres s'en déduisent par u n ' d é p l a c e m e n t
euc l id i en -
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CHAP1TB.E I I I .

LES COVARÏANTS FONDAMENTAUX DU SECOND OUDRE.

23. Généralités. — 24. Dilatation seconde. — 25. Définition de la torsion. — ^6. Expres-
sion analytique clé la torsion. — â7. Indicatrice des torsions. — 28. Caractère dissy-
métrique de la torsion. — ^9. Expression des coefficients de la torsion en fonction de
la dilatation. — 30. Application. — 31. Rotation dérivée. Rotation de la rolalion. —
3â. Composantes du vecteur 'P. — 33. Expression des coefficients a/y/, en fonction des
co variants.

23. La considération des coVt'triai'sf'st^i'idamentaux^ dont nous allons
nous occuper, permet d 'exprimer les d ix -hu i t coefficients a/^.en fonc-
t ions des coefTicients des trois formes algébriques dont chacune a une
signi t ica l ion géométr ique et mécanique indépendante des axes de
coordonnées. La, première est une forme ternaire cubique qui repré-
sente ce que nous appelons la dilatation seconde; elle comporte
dix coefficients; la seconde est one forme quadra t ique qui défini t
la dis t r ibut ion des torsions mécaniques ; les six coefficients de cette
forme sont l iés par une relation linéaire, ce qui réduit à cinq le nombre
de paramètres dont elle dépend. La troisième, enf in , est une forme
linéaire dont la considérat ion peut être remplacée par celle d'un
vecteur; el le dépend de trois paramètres indépendants . Le nombre
total des arbi traires qui. f iguren t dans l'expression des trois formes
considérées est donc égal à dix-huit, comme celui des coefficients a,j/^

L'ensemble de ces trois formes présente une analogie évidente avec
les quantités géométriques introduites par M,. Woldeinar Voigt dans
l 'étude des relations linéaires ent re un vecteur et un tenseur.

24. Dilatation seconde. — Si l 'on remplace, dans l'expression de la
différent iel le logarithmique ——» définie par l 'équation (24.), les quan-
tités doifç par leurs valeurs (21), on obtient une expression qui, est
linéaire et homogène par rapport aux différentielles doc^ dy, r/^;
supposons maintenant que la direction du déplacement infiniment
petit défini par ces di f férent ie l les coïncide avec la direction a, ?, -y;
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on aura alors, en désignant par ds l'arc élémentaire correspondant à ce
déplacement,

î de
( 4 2 ) -̂F-̂  -^ =Z^-y/,a/aya/, ( ̂ /, À-= 1 , 2 , 3),

(ai-=:a, ocâ==p, oîs-^-y).

Nous donnons le nom de dilatation seconde à celte dérivée loga-
r i thmique ——; -7-» prise comme nous l'avons déjà indiqué en regar-
dant a^ [3(p y^ comme des constantes, c'est-à-dire en se déplaçant ,
dans le milieu déformé suivant les lignes qui correspondent aux droites
du milieu initial. Nous désignerons par D^a, P?T) 1^ forme cubique
des cosinus qui représente la dilatation seconde dans la formule ( / } 2 " )
et nous posons

(43) b^a.^y^ïc^^^^lc^^^^ec^^;

les coefficients c^ nu changent pas quand on permute leurs trois
indices d'une manière quelconque.

Leurs valeurs sont exprimées en fonc t ion des a///», par la f o r m u l e

( 44 ) 3 c,j/^ a///, H- a-j/a 4- a/,/y.

Suivant un procédé couramment employé en Géométr ie et en Méca-
nique on peut représenter la variation des d i l a t a t ions secondes en un
point M, en fonction, de la direction a, [̂  y, par une surface du troi-
sième ordre que nous appelons V indicatrice des dilatations secondes.
Il suffit de porter à partir du point M. (ou de toute autre origine) et dans
la direction considérée^ un vecteur Ml dont la longueur est définie par
l'égalité

MI=-^—==^^
\/ÏM^(B,y)

Quand la direction varie, le point 1 décrit l ' indicatrice. Le cône
asymptote de l'indicatrice des di latat ions secondes est formé par les
tangentes aux fibres pour lesquelles la .di latat ion seconde est nulle,

Cette indicatrice1 est indépendante des axes de référence au même
titre que l'ellipsoïde des dilatations.

La forme l)^(a, p ,Y) est un covariant différentiel de la déformation
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par rapport au groupe des déplacements euclidiens, c'est-à-dire, en
termes plus simples mais équivalents, par rapport aux transformations
de coordonnées.

Les invariants propres de la formule D^, ou les invar iants simultanés
de cette forme et de toute autre forme invariante sont donc des inva-
riants d i f férent ie ls de la déformation par rapport au groupe euclidien.

25. Définition de la torsion. -— Dans la mécanique des corps minces
la torsion d 'une fibre recti l igne est la déformat ion qui se produit
quand l 'une des extrémités de la fibre restant fixe, la section droite
de l'autre extrémité tourne d'un certain angle autour de l'axe de la
fibre.

Telle sérail, pour une fibre dirigée s u i v a n t l'axe Os, la déformation
d é f i n i e par les équations su ivantes :

( x =-: ,r,, co.S 11 4- Jo s in ̂  5

(/p) ) ^ ^
1 y .:.r.̂  sin^ -i-j-'ocos-^?

l Z :""r ^o 5

la section dro i te menée par l 'or igine reste fixe; les autres tournent
d 'un angle p ropor t i onne l à la cote Sy.

La considérat ion de la dé format ion différentiel le (c/T) permet
d'étendre fac i lement cette not ion de torsion aux mi l ieux continus
à trois d imensions .

R(mm'quons d'abord que, dans le voisinage d 'un point M du mi l ieu ,
l 'or ienta t ion des fibres ou des feuil lets issus de ce point est déterminée
par la dé fo rmat ion homogène (T) tangen te en M. Gela posé, considé-
rons une fi'bre i n f i n i m e n t petite MM7 issue de M. La déformation (T)
étendue à tout le mi l ieu amène le point M dans sa position définitive
et or iente tous les é léments i n f i n i t é s i m a u x issus de ce po in t . Si, lais-
sant ensuile le point M fixe, ainsi, que les directions issues de ce point,
on applique aux éléments issus de M' la déformat ion différen-
tielle (rfï), l 'orientation finale de ces derniers é léments ' se trouvera
également obtenue. La rotation moyenne de la déformation (^Ï) n'a
pas en général, son axe dirigé su ivant M,M7, mais on peut la décom"
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poser en deux relat ions dont les axes sont respectivement parallèle
et perpendicula i re à MM'. C'est la première composante qui produit la
torsion de la fibre.

D'après cela nous appellerons torsion totale de la libre élémen-
taire MM'la projection de la rotation moyenne de la déformation in l in i -
tésimale correspondante ÇdT) sur la direct ion de la fibre, et torsion
moyenne^ le rapport de la torsion totale à la longueur de la fibre.

Pour les fibres élémentaires nous n 'aurons guère à considérer que
la torsion moyenne, que n o u s appel lerons alors plus s implement la
torsion de Ici fibre ( ' ).

26. Expression analytique de la torsion. — L'expression a n a l y t i q u e
de la torsion résul te immédia t emen t de ces cons idéra t ions . Conservan t
les notat ions du Chapitre 11, nous désignons par ds la l o n g u e u r de la
fibre élémentaire MM,', par a, [il, y ses cosinus directeurs et
par ^(^,^7) la torsion moyenne correspondante. La torsion (o ta lo
sera donc :

T ds ~= a dp i -4" (3 dp.i -4- y ''.//-';{,

et la torsion moyenne
dfh . di>^ ( I f ) ;r=:a~^ + p ^ + y ^ .
as ' ds ' ds

Or, on a
^^^^+0^^y^
ds " (]x 1 ( ) y ' ( ) z

et, par conséquent, il vient<«,) .<.,?, ./^..fe.-^.,A
.^ff! + ̂ .j +./,(• ̂  ,- ^3) + ̂ (•^! + 'If-.')

• ' \ ()y os ) { \ <)z ôx } • \ àx ôy )

L'expression de la torsion est donc une fonction du second degré
des cosinus directeurs de la f ibre ; elle est formée avec les coefficients
différent iels des rotations dp^ comme la d i la ta t ion l inéaire , dans une
déformation in f in i t é s ima le , avec. les dérivées part ie l les des déplace-

( 1 ; Voir Comptes rendus de VÂcadémie des Sciences, 3o mai 1 9 1 0 et ïo avril t < ) ï ï .



nECTïERCIIES SUR LA. GÉOMÉTHIS,^ DES DÉFORMATIONS FINIES. 2 2^)

œents. Nous poserons

(4.7) r(a, j3 ,7) -==î•Ha2-+-T2âP2+T3372-+---^2:.il3y 4-'2^317^ -+- ^Tigap .

Les coefficients T^ s'expriment immédiatement soit à l'aide des
coefficients différentiels -pi, soit à l'aide des coefficients a///, :^7 À-dx /,

(48)

TII==

^22 •=

T;i;s——

[
ar^-rr

2T;(i"=

aTi,=

^1
àx
àïh
ûy
àpï
(}z
àp,
ôy
àp\
<)z
àlb
()^

-= a^

-= a^

= CÏ2i3

, ( ) P ï
[ àz

ÔP-A
~().V
àIh-i- —.—Oy

——— Cly^^

—— aS\'i1

—— ^\Ï:i-,

^^ ^212 —— ^122 '~^~ ^133 —— ^ î i lS»

== 0333 — a^;{3 -4- < ^ 2 i i — ^121?

== (^131 —— Û?;iiî -}-• ^321—— a;i2i.

Ils satisfont i d e n t i q u e i n e n t , coînme dans le cas des déformations
in f in i tésimalesy à la relation

(4g) T"n + 'ï'aâ4- T33:r:: o-

27. Indicatrice des torsions. — La variat ion des torsions en un point,
en fonction de la direction des f ibres , est représentée par une indi-
cation quadra t ique don t l 'équation, quand on prend le point M comme
origine, est de la forme

r(.^,y, z ) =±:î.

Le cône asymptote de l ' ind ica t r ice est toujours réel et capable d'un
trièdre tr irectangle inscrit. Il est formé par les tangentes aux fibres
pour lesquelles la torsion mécanique en M est nulle. C'est pourquoi
nous lui avons donné le nom de cône cl'nilorsio/i.

La considération de l'indicatrice des torsions met immédiatement en
évidence les éléments q u i jouissent de quelque propriété impor tan te
r e l a t i vemen t à la tors ion. Nous appelons cwes ̂  p la/is principaux de

Afin. Êc. Vo/'w., (3), XXX. — MAÏ •ïyi3. ^9
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la torsion les axes et les plans principaux de l 'indicatricey et torsions
principales les torsions des fibres dirigées suivant les axes.

28. Caractère dissymétrique de la torsion. — En vertu de la rela-
tion (49)? 1<^ somme algébrique des torsions pr incipales est n u l l e .

Le signe de la torsion d'une fibre dépend essentiel lernent du sens
choisi pour déf inir les rotations positives. Il vfirie, par conséquent ,
avec l 'orientation du trièdre des axes de coordonnées. Une transfor-
mation par symétrie, ayant pour effet de changer le sens des rotations,
change aussi les signes des torsions. Si nous donnons, avec M. Voigt,
le nom de tenseurs aux quant i tés géométriques définies par des formes
quadratiques des cosinus, nous voyons donc que la torsion est repré-
sentée par un tenseur, mais c'est u n t enseur axial.

Le caractère dissymétr ique de la torsion est d ' a i l l eurs mis en évi-
dence par les formules (4^ )? quand on considère les expressions des
coefficients T// en fonction des coefficients a;,^

29. Expression des coefficients de la torsion en fonction de ceux de
la dilatation. — En remplaçant dans les formules (48) les coeff icients
^i',k P^ leurs valeurs tirées des équations (^ î ) , on obt ient les valeurs
des coefficients ^/y en fonction des coefficients de la d i l a t a t i o n l inéai re .
Nous aurons, suivant la notat ion de Chr is tofÏe l ,

T H "

^23 :

P ' j

( ^ (

!' 'i( ^ )

^ J ) ,; 3 r
:3 3}^^ ^ j 1 2 '[ ^ r ( x i ( a

Dans le cas des déformations inf ini tés imales , ces expressions se
simplifient et l'on a simplement

3 1

a
"3 3'

les crochets remplaçant alors les accolades*
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Si l'on voulait appliquer ces formules aux coefficients de la dila-
tation, tels qu'on les considère habituellement dans la théorie de
l 'élast ici té, i l faudrai t observer que tous nos calculs ont été effectués
sur la forme quadratique de la formule (10), qui donne le rap-
port — — L a valeur approchée de ce rapport, dans les déformations\J ~r~ e ) "
infini tésimales, est i —- 25, tandis que la valeur approchée du rapport
inverse, Çi+ey\ que l'on considère dans les calculs ordinaires,
est i -t- 2<?. Il en résulte un changement de signe dont il y aurait lieu
de tenir compte dans les calculs.

30. Application à un exemple. — L'application de notre théorie de
la torsion à un exemple montrera que notre déf in i t ion n'est pas arbi-
traire, mais qu'elle correspond bien au sens ordinaire du mot torsion.
Considérons d'abord la dé format ion déf in ie par les équations (^p)- La
déformation inverse serait donnée par les équat ions

«T., :::r x cos ^" +" Y s in '̂  •>a '" a

r« "r,: — x si n -^ -h y cos ̂  •>
a a

z^ =1 z,

Le calcul de l'élément l inéaire donne

d^ 4- dy^ +- dz^ ~= d^ 4- c</2 -+• ^2+•^~i"' ai d^ + ̂  dx eh - ̂  dy dz.
Ct CIL Ci/

Pour l'expression des coefficients 00^' de la déformation différen-
t ie l le (<'/T), on trouve

dai i == dciyi := da^ == o,
, dz , d'Y dz

da^ •"= — — ? da,., •= — — -4- x —?
a ci a^

, ds , dx d^
0021== —? da^'= —+y-^?

da^ =: dct^ == ô.

Les composantes de la rotation inf iniment correspondante sont, par
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î / d^ d^\
dpi — -~ - — +- y — ?/ -i \ ^ J a- /

, i / r/r <^\
<̂ h> = - — — 4- ̂  — ) ?7 - a \ a a2 /

,, ^dp,=^

d'où l'on lire l'expression de la torsion

y2 ï oc^-h 62 ( 0 ^ — a ^ ) 7
(50) ^^ ̂  7) - 1^ - i ———— ̂  -——^——L

La formule (5o) montre que la torsion des fibres parallèles à Os est
constante et égale à L. Cette quan t i t é représente bien le rapport
obtenu en divisant l 'angle de rotation de chaque section droite par la
distance de la section considérée à la section droite inva r i ab le s===o.
Les fibres perpendiculaires à Oz ont aussi une torsion c o n s t a n t e ;
celle-ci est de signe contraire à la première et égale a — —"

II serait faci le d'achever l 'application à la déformation (/p) des
formules générales que nous avons établies et d'en vérifier l'exac-
titude sur cet exemple simple. J'ai considéré, dans mon précédent
Mémoire, d'autres exemples relatifs au cas des déforma (ions in f in i t é -
simales.

31. Rotation dérivée. — Appelons relation dérivée suivant une
direction donnée a, [î, y, la rotation ayant pour composantes les
rapports ' €-]^l^ ^-p? ̂ y où ds désigne un arc élémentaire porté dans la
direction considérée. Les composantes de la rotation dérivée sont, par
conséquent , les valeurs suivantes :

^^A+P^l+y^
du ôx • ()r ' (}s

dfhï -= y ôpï 4- 6 àfh-. + y ôpî

ds ' ' àx t à y ()s
^-p+p-P+y-.P,

/ l ' y ' / /v ' /Ïr:

c^^,ÔRî • p0^^.^^
d^ "" àx ^i ày ï as '
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La considération de la torsion permet d'appliquer à la rotation
dérivée le procédé de décomposi t ion de Helmhoitz en parties symé-
tr ique et dissymétrique.

Posons
^ite^Y
• 1 a \ ôy àz )

Cn -JL/^ ^Vy, _ ̂ ^ -^J;5

„ -l^-^^
^ "-" 2 \ àx ày )

Les expressions des rapports différentiels -^ pourront alors
s'écrire

dp. ï (h Q
1 :.-.-. - —— -1- r^y — ç.p,

as 9. ^a ' •

<'/^9 ï àr-^,-^^+^a-^y,

^p-î î <'h n^,,^4.^p-^a.

Le vecteur <I>, qui a pour composantes y ^ , cpa, y;.}, se présente comme
la rotation de la ro ta t ion ; il in te rv ien t dans l'étiade de la flexion où
nous le retrouverons. Avec la dilatation seconde et la torsion, il cons-
t i tue le système de nos trois covariants fondamentaux du second
ordre.

Lorsqu'on effectue une transformation de coordonnées, les coeffi-
cients de chacun de ces trois covariants changent de valeurs, mais les
nouveaux coefficients de chaque forme transformée s'expriment un i -
quement à l'aide des coefficients de la forme analogue relative au
premier système d'axes.

La considération du vecteur $ peut évidemment être remplacée, au
point de vue algébrique, par celle de la forme linéaire du cosinus

Ci a -4- cpgp 4- Çsy.
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32. Calcul des composantes du vecteur <I). — Les expressions des
composantes^, ç^ 03 du vecteur <t> s 'obt iennent immédia temen t : en
remplaçant les coefficients d i f férent ie ls de la rotation par leurs
valeurs

i fàp'î ôp^\ ï / v
0>i = - -——"— ——— = 7 ( < ^ 2 î 2 — — ^ 1 2 2 — — ^ 1 3 3 4 - ^ 3 1 3 ) ,1 2 \ ^/y </.s / 4

(5i) ?2 if^^^^^ î(^^^^^/+^),
2 \ ^-3 \()X ) 42 V ^

T ( ' àpï àpi\ i / , ^0 ^3 „ - / -̂ -—— j ̂  ^ ^. or —. ay^-f- Clw)'
' 2 \ ôx à y / 4

Si l'on ajoute et retranche la même quanti té a^ dans l'expression
de îpo on trouve, en tenant compte de la p e r m u t a b i l i t é des deux der-
niers indices des coefficients ci/j/^

(\ rft = ^in + a^ 4- ^331 — ( ^ru "4- a^ 4- rti;î:i).

Or, on tire de l 'équation (27),

r}lop;(I•+>©)--1-—---- ç-—— — a.ni "h- ^g2i+ ;̂{;îi.

Il reste à transformer la somme a^, 4" 0 ,2^ 4- <2u;»-
Désignons en général par A(a) le paramètre dif férent ie l du second

ordre de Lamé relatif à la fonct ion u :

. . . (ftu yu â^u
A(^^^4~^+^ -

En remplaçant les coefficients a^ par leurs valeurs, nous trouvons

() y * ff y (î y
^iii4-^in+^i3a=-"—A(^o) +—A(7o)+—A(5o) ,(7»x-o //yo <//•.»<)
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et les équa t ions (5i) deviennent

ô@ àx . , . àx , , , àx . . ,
• ^A^)+^A(.ro)+^A(^),-1 ?i :

4-0 <^
i àQ

,4-e^ •^^^^^Â^0^^^-)-(52) u^
i à@ àz . . , àz . , ^ . , ,

-F + -T;-A(^o) -l- -J—^o) + .- A C ^ o ) .</^ (/,ZQ ay^ a^Qi -h 0 6)s

23 1

Dans le cas des déformations infinitésimales, ces formules se
réduisent a la forme suivante , que j 'ai donnée dans mon premier
Mémoire :

/ (}B A
^1:~^~A^

-A«,

-Ai',0^ .
l9a ày

4 (&.,-:-= -— — Ai^.^<p:t

.̂'7/"Dans les équations (52), tes dérivées. •—-, ..., prises par rapport//./'o
aux variîibic's in i t ia les , pourra ient être remplacées par leurs valeurs
tirées du système inverse des formules (4)

àx
(M-C) d [ y , z )

de manière que les expressions transformées ne cont iennent plus que
des dérivées prises par rapport au même système de variables x, y , ^.
On trouverait ainsi

| A(.z-o) A(yo) A(;A(.ïo)
àxo
77
<)x^
"àz

A(./o)
.̂ro
^/
^yf)
()Z

A(-so)
<)5o

^

rfs,

OS

i <)8
; i + B )

TTi) d^

33. Expression des coefjicieïUs a^^ en fonction des coefficients des
covarla'nlîi. — î.es é(]ua(ions (44)? (4^) ^ - t (^ ï ) expriment les compo-
santes des trois covarianis en fonction des coef f ic ien ts ci^^ on peut
inversement exprimer ces coefficients à l'aide des covarianis. Le calcul
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est très simple et donne les résultats suivants :

<^111 ''=- ^111 •5

-, ^ 4
<^i23 — ^laa — 'îî '^23 •j y ii

^3;(=:6'i33 + ^ 7 2 3 — ^?1.

^123 "^ ^'Ï3'2 '::=:: ^123 —— "J ^'S:? ""î'" U '^'ïâi

0113=: ai3i == Cii3+ -y-ria-h T793i

^112=^121= Cn2+ '•>- 'ï';îl+ -^y^i

^ a i i = = C n 2 ̂  3^1^" ^P^

^aaâ^^ ^2221
4 4

(t,^ 3;} —- <'.,"2;j;î — T, T;}! •7> 9^1

(53)
^22;t '^ ^â;}^ ::•":": ^'22;l — 7 ^"1 2 ""̂ "" "7 ''P37

^2 3l ::::= ^21;î ::r:: '̂n:? "~ 7 ̂ l 1 "+' 'o'7;!:̂

02^= <'/2âl= ^]l22+ ^^3-1-- ^9l ,

__ ,., 4 4 „
^311—- ^'113 '""" •yT' ia—- "y'^âî

^3â2 "•= ^W -^ ~J ^n —— ^ 93»

^33^^-^ Ça;}:}»
'2 a

0.^'-=. a^^- ^33+ ":.7;^4- •y 9^

2 '2
^33i ':::::: ̂ -'n;̂ ^ c'A•n + '7 ^a;} "+" 'o" ?n

031^= ^32i== c^23— •:;^aa+ -^n"

L'ensemble de ces dix-huit formules se résume en trois identités
dont nous écrivons seulement la première :

( r > / i ) ^111^4- ^mP2 "+" ^la^'/2 -^ ^^'123 p'/ +• ^^I.TÎ'/^ + ^^l î s^?

^ ̂  ̂  J.(^ ̂  (3^) ̂  J^4" |a(^+ p?.+79.}.
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Les deux autres identités se déduisent de celle-là par permutation
des indices et des cosinus a, (3, y.

CHAPITRE IV.

FLEXION DES FIBRES ET DES FEUILLETS.

34. Composition des incurvations.—3?>. Antre représentation de la courbure.—36. Cour-

bure d'une f ibre déformée. — 37. Calcul d e l à diïÏ'érentielle logar i thmique— ' •—.—

38. Déconiposition de la courbure. Défini t ion de la flexion. — 39. Décomposition de
la flexion totale en ses trois composantes. — 40. Au t r e forme des formules .—4-1 . Elé-
ments géométriques de la f lexion. — 42. Incurvat ion et flexion des feuillets. —
43. Remarque sur la transformée de la courbure init iale. — i-4. Flexion ^éodésique.

^i. Composition des incufvcuiofis. — On sai t que Fé tude du înoisve-
m e n t du trièdre de Serref , l i é à u n e courbe gauche, condu i t à repré-
senter la courbure par une rotat ion ( ' ) , doni l 'axe est perpendicu la i re
au plan osculateuret dont la vitesse angula i re est mesurée par l ' inverse
du, rayon de courbure. Ce modede représentation se prête à la compo-
sition par add i t ion géométr ique.

Soit II la rotat ion f igurative de la c o u r b u r e co d 'un arc inlumnent
peti t A. Si R. est la résultante de deux autres rotations R/, Bravant
leurs axes dans le plan normal de l'élément ds., la courbure correspon-
dante co pourra elle-même être considérée comme la résultante des
courbures o/ et oA figurées respectivement par les rotations R', IV.

Désignons par x ' y y y z les coordonnées d'un p o i n t M de la courbe;
par

' ̂  f^ y,
^ î  7\
^ (r̂ f

les systèmes de cosinus directeurs de la tangente , de la normale pr in-
cipale et de la b ino rma ley et /par p le rayon de courbure. Les cornpo-

( r) DAtîBOtJXy Leçons sur la Théorie générale des surfaces^ Livre A, Chap. I.
Ann. Êc, Norm., (3 ) , XXX. — MAI i()î3. 3o '
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santés de la ' rotat ion figurative de la courbure, suivant les axes de
coordonnées sont :

^t r\» ^tir> _ a i» „ P r> _ /
lll —— —— y h 2 —— —— ? 1X3 —— ——

P P P

On peut représenter, à l'aide de ces quantités, tous les éléments
relatifs à la courbure.

I/axe de courbure est le lieu des points qui restent immobiles
dans le mouvement résultant de la ro ta t ion R, et d 'une t r a n s l a t i o n
dont la vitesse, égale à l 'unité , est dirigée su ivan t la tangente . Si l'on
appelle X, Y, Z les coordonnées courantes, les points de l'axe vér i f ie-
ront par conséquent les équat ions suivantes :

a+R3(Z-^ ) - - r i , (Y~y) -=o ,
p + |^(X — x) — Ri ( Z — z ) =-: o,
y+^(Y-j)-~S.^(X-,r)=o,

qui sont compatibles et se réduisent à. deux condi t ions d i s t inc tes en
vertu de l'égalité

Ria.+.:B,p4-"H:ty=i.

Ces équations peuvent être remplacées par le système

(55) a(X - .y) + (3(Y -j) 4- y (Z - z) := o,
l-»^ Y — y /"-s

(56) a (3 y •4" i =. ô,
PM Ra R.

dont la s ignif îcal ior t g(k)métrique est évidente.
A. chaque courbure composante B", R^, ..., on peut faire corres-

pondre des éléments analogues à^ceux de la courbure résul tante : un
plan de courbure, perpendiculaire à l'axe de la rotation figurative; un
centre, un rayon, un cercle, un axe de courbure et même une normale
principale de courbure.

Dans mon précédent Mémoire sur les déformations infinitésimales,
j'ai indiqué une, construction très simple de l'axe de la courbure
résul tante de deux courbures données, connaissant les axes des
courbures composantes, et j'ai montré , que cette construction est la
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transformée par polaires réciproques de l 'addition géométrique des
valeurs.

35. Autre représentcttion de la courbure. — Au point de vue de la
composition des courbures, il existe une seconde représentation qui
offre les mêmes avantages que la rotation figurative. Elle consiste à
porter sur la normale principale de courbure une longueur mesurée
par la valeur de cette courbure. Cette longueur peut, d'ailleurs, être
prise soit dans le sens du rayon, soit dans le sens opposé, pourvu que
l'on adopte la même convention pour toutes les courbures compo-
santes. Nous la supposerons, en général, portée dans le sens opposé
au rayon. En désignant par H < , Ha, H;, les composantes du vecteur
ai n si ob te n u , o n a o ra d o n c

•ÏI,——^ H,=~^ ÏÏ.^-^.
P P P

Les relations entre le nouveau vecteur figuratif H (H,, H^, 113) et la
rotation R ( R , , IL, R;,) sont données par les formules

R^H,y~H^ H,=pR,3-yR.,
Ka -== Usa - 11,y. H2== y Hi - a R^

• Rs = Hi (3 — 11, a, 1:-Ï3 ==. a I-Ss-— ,6 Ri.

L'équation (56) devient, par l'emploi des nouvelles notat ions,

(567) I I ï (X. - ̂ ) + H.2(V -y) 4- IMZ -^) + i = o.

Elle représente le p lan polaire de l 'extrémité du vecteur H par rapport
à la sphère imaginaire

(X. - .TY-+ (Y-y)2^ (Z - ̂ -4" r -o.

Il résulte de là que l'axe de courbure est la polaire de l 'extrémité du
vecteur H par rapport au cercle imaginaire obtenu en coupant la
sphère précédente par le plan normal de la courbe. Si l'on représente
la composition des courbures, d'une part par l 'addition géométrique
des vecteurs correspondants HT, IF, ... et, d'autre part, par la cons-
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traction des axes indiquée dans mon précédent Mémoire1 ( l ) , la cor-
respondance par polaires réciproques entre les deux figures est alors
évidente.

36. Courbure d'une fibre déformée. — Les formules relatives à la
transformation de la courbure des fibres s 'obtiennent facilement en
faisant usage des formules de Frenet. Nous conservons les notations
indiquées au n0 35 pour la courbure et les cosinus directeurs de la
tangente, de la normale principale et de la binormale dans le mi l ieu
déformé. Les mêmes lettres affectées de l ' indice zéro désigneront les
quantités analogues du mil ieu in i t ia l . Nous avons établi au n° 5 les
équations de la forme

, . (}.r àx -, àx(^•^^.—^o^ .—(3o+-r-yo.(fjCo oy^ <7^o

DifTérentions, en regardant OC(P P(), y^ comme variables et en tenant
compte des formules de Frenet; nous trouvons

, „ . , . oc' cis , ( àx , àx .., àx , \ Ao(57) (i +• e) —— + a de =: ——— a, + ——p. + .— y, —
P ,V^o .̂/o ^ o ' / po

,/ 'âr\ . ,fôx\ ,f()^\
+ a<) d ——— 4" po (l (——} -+• yo cl —— •

\à.voj l \àyJ ' \(}^(J

Si l'on remplace ao, po, "^o ç^ leurs valeurs tirées des formules (8),
il vient

/ à T \ f à T \ f à T \
ao d 7^" ) + P° d\7^7}^r ^() d \^ } := ( ï + (?) (a ̂ an + !3 ̂ n + y ̂ 13)-\ o^ o / \ ^yo / \ v " o /

I I reste à transformer la parenthèse

J^^ ^^W ^ ^v
à^ 0 • ^ y o 1 0 • ^o70*

La déformation homogène (T), tangente en M, fait correspondre à la
normale principale init iale une direction MN( qui diffère, en général,
de la normale principale de la courbe déformée. Nous appellerons

( l) Annales de V'Eco le Normale, 1 9 1 ï , p. 5 4 1 -
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a^ f ^ » T( l<?s cosinus directeurs de celte transformée el c\ la d i l a ta t ion
l inéa i re de la l ibre é lémentaire correspondante; nous aurons alors,
en vertu des équations (7) du n° 5^

/ , / <).̂  , ()<r — àx ,(, + e, ) a \—- ——a/, + —— ?, 4- ,- y o.
CU o 6/J o ^O

L'équation (57) et les deux autres équations analogues deviennent
donc, quand on en divise les deux membres par(ï-4"<?)<A== (i-h-^)2^

(58)

y.' a de î -+- e, a' da^ . cfa^ da^>— 4- ——— — ^—_ ____L- _!. -4- a __— 4- 0 _— -+- y _— 5
p î 4- e ds ( î -+- eY po <:̂  cl s ci s

&' Çî clé î -(- e^ 6' ^âai -, ^22 da^i_ _i^. _ ' .̂,,,_,, —- ___;__ ; ^ _i /., '•^ î  /.< •"" i ^ . , ^""î ————— . —— , ., —— " i" ÇA. ——",:— ~T'- \J ——,— •T~ y ——•:—— 3p î ^r e ci s ( i -4-e) 2 po ci s ' a.s' ' a.?

Y. .^ -^2___ f^ ̂  l_^î 7'!^. y f̂ ii _^ g'f^l ̂  y ̂ .

p ï 4- a ds ( ï 4- 6^)^ po " <;/5 c/s ' ('•/.s"

37. Calcul de Ici différentielle logarithmique ——' -— La dérivée loga-

ri thmique —— (—^ qui. figure dans les premiers membres des équa-
tions (58), est prise en, considérant a^ r^, y^ comme variables; elle
diffère par conséquent delà dilatation seconde, qui, est une dérivée de
la même quantité, mais prise en regardant a ^ y [îo, Y^ comme des
constantes. La différence entre ces deux quantités se calcule facile-
ment à l'aide des équations (58) qu'on ajoute membre à membre
après les avoir multipliées respectivement par a, [4, y.

On trouve

^ Ê - ̂ ^^ ̂  r.(», p,.).

Ou encore
(^\ __ de ̂  î) ( y 6 ^ ~ (l± e^ cos^
^Ï9) î + e ̂  Dï[ ' 1 7 / ) "" (i +"€7 "To"'7

en désignant par ( ) ^ l 'angle que forme, dans le milieu déformé, là
direction de la tangente MT avec la direction MN^ transformée de la
normale principale initiale.
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38. Décomposition de la courbure. Définition de la flexion. — Nous
effectuerons une première transformation des formules obtenues pour
la courbure, en é l iminan t la dérivée logarithmique r— ^ ^ entre les
équations (58). Pour écrire le résultat de l 'él irnination sous une forme
simple nous remarquerons d'abord qu'on a

P/^yP'^a^ ...;

les expressions py^ — y^, ... se tranforment de la même manière en
introduisant les cosinus directeurs de la perpendiculaire commune à
la tangente MT et à la direct ion MN, /transformée de la normale princi-
pale in i t i a l e . Le plan (P) déterminé par ces deux directions est le
transformé du plan oscillateur initial par la déformation homogène (T)
tangente en M. Nous désignerons par o^, ^p /, les cosinus directeurs
de la normale du plan (P), et nous aurons par suite

P/^y^^^sinÔ^

7^.- a/ï=^ sinon
^-(S^^y^sinrji,

Oi désignant l'angle déjà défini plus haut. En in t roduisant ces nota-
tions, l 'élimination de la dérivée —^^. j- entre les deux dernières[ i -t- e ) as
équations (58) nous donne

^ î - + - < ? i • n ^ , ^ / cia'^ fi cla^ , ^a^\(60) 7 - (TTiy^^p; ̂ r j ̂ "Tzr + ̂ -ir ^ ̂ ^T)
^yL^+^+y^HV

' \ dfî ' cis ' ds )

Remarquons maintenant que les deux directions MT et MNi sont les
transformées de deux directions rectangulaires du milieu i n i t i a l ; par
conséquent si nous désignons par E la dilatation superficielle du
feuillet élémentaire appliquée en. M"(, sur le plan oscillateur initial,
nous aurons

(ï 4. e) (ï + <?i ) sin B, = (ï "4" E).
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L'équation (Co) devient donc

<6" —^.^(^-^-^f)
/ da.^ Q c/a.^ dcï^',\

-7 a—— +p—— -i-y-——)." \ <:/,? ds ' ds j

On trouverait de la même manière

Ê!- ^-'R ^ , ,L^-. 6^ . ^^p - (TT^ p; + / ̂  -7/iT + '' -77T 4- ̂ )

^^^^p^^^\
\. c/.y i ds ' cis 7

( ô i 7 )
y " ï 4 - E y'i /' ^/a^ da^ da^^\
J^JY^^ ^ +a^-^--hp-^^+7-^^-J

«. 6 ̂  f!̂  4. 0 ̂ i2 ^ . ̂ i3 ̂1 < ^ ^H-r/r +/-^-^

Les fo rmules ( ( ) t ' ) ^ i { ( y ï / ) représentcnl les projections de la ro ta t ion
li^uralive de la courbure de la fibre dans le milieu déformé. L'examen
des seconds membres mon t re que cette rotation se décompose en
deux autres, L^une én'ale à -,——— — représente la transformée de lab ( J -4-^ po 1

courbure de la ilbre i n i t i a l e par la déformation homogène (T) tangente
en M; el le est n u l l e pour les fibres pr imi t ivement rect i l ignes; la
seconde rota t ion est i ndépendan te de la courbure in i t ia le ; elle est la
même pour toutes les fibres droites ou courbes qui admettent la même
tangente . C'est à cette seconde composante de la courbure que nous
donnons le nom de /7e,don de /a fibre.

On remarquera l 'analogie que présente notre décomposit ion de la
courbure avec le théorème de Meusnie r : la f lexion joue ici ini rôle
comparable à celui de la courbure des sections normales dans la

•théorie des surfaces.

39. Décomposition de la flexion tolale. — En faisant usage de l ' iden-
t i t é (^4) ̂  des deux autres iden t i t é s analogues on peu t transformer
l'expression des composantes de la rotation figurative de la flexion;
nous désignerons ces composantes respectivement par Fi , F^ F;^ et
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nous aurons

Fi = (3 2 cf. da-^i — y 2 a ̂ 31
i /^ôï), àJ}.\ 4 / ï / \ 4 , o,-s^^-y^^^i7^^^^92^93^-

(62) _ i / dD,
3 V àa

F. —— a

(H),
;^-

<)I).,

+^ -T^-PT -h^îoa-^y),
3 ^ 2

^ / T<)[)^-P-^^B^^-^^i^^P-^0 '-)-
Les équations (62) montrent que la flexion peut, à son tour, se

décomposer en trois flexions partielles qui. se rîi t tachent aux trois
covariants fondamentaux, et que nous distinguons respectivement par
les noms (inflexion de dilatation seconde^ flexion de torsion aijicxion
cyclique ou polaire. Les projections sur ()x des rota t ions figuratives
correspondantes sont : pour la flexion de di latat ion seconde

F /^Vp^^^^V
1 1 "" 3 ̂  ôy l ^ ) )

pour la f lexion de torsion
, 4 / i (h \' —— J^ 1 ___ .-/fl- 1 -
^'S^^a aTh

et pour la flexion cyclique

F /Ï==|(9,7-93P).

40. Autre for/ne des formules de V incurvation, — Désignons par
oc^, p^ Y^ les cosinus directeurs de la normale pr incipale relat ive à la
première composante de la courbure, c'est-à-dire à la courbure de la
transformée de la fibre ini t ia le par la déformation homogène tangente
en M* On a

^^y^p, ^y^-a-iy, y, = a[ (3 - (3^

et de même, en considérant la normale principale proprement dite de
la fibre déformée,

<yJ =: ^" y - f jî, ^ ̂  •/' a — r^'y, '/ =,: y " ̂  - ̂  a.
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Tenant compte de ces relations et de l'identité

n / p \ ^ / îi n d€t\^ da^\^^^^^-l^^^^P^^-y^)-

on déduit des équations (61) et ( 6 1 ' ) le nouveau système

^ a/ î -h E (7/2 , da^ ..da^ da,->
^(^r^pi-^^'^^^^^-y

/ r { 2 \ P' l 4-E (3^ -, , „ da^ - do^> cla^'ï(63) 7=^^^^P l )^a-P lï)+a^+P^+^^5

^^^^^^y^(^p,y)^^^^^+y^
? ( I4 -Ô) - 1 po ' A v ' 1 ? ^ .̂y 1 ^> i ds

I^introduct ion des covariants fondamentaux donne aux seconds
membres des équations (63) la forme équivalente

[ a ! ( i+Ey^, î ̂  ,, a / àr . (h\

7 = o^^ 7^+ ^ ̂  ̂ a â+ s ̂ ^-^J
(<>3 ' ) < /i /;

l -- ^ y î H" ^ a ( a 91 -h |3 93 -4... y cp;, ),

Les systèmes (63) ou (63') pourraient aussi se déduire faci lement,
par un calcul direct des formules (58)^ en tenant compte de l'équa-
tion (^9) et des relations évidentes

a\ •-""-"-: a cos^i -4- a^ s i t u 0i, . . . .

Au poin t de vue de la décomposit ion de la courbure et de la f lexion,
i l est évident que les équations (63^ ont exactement la même signifi-
cation et la même portée que les équations (6ï), (6ï/) et (62).

41. Éléments géoméirùjuaî relatifs à la flexion. — La flexion étant
l'une des composantes de la courbure il y a lieu de lui faire corres-

. pondre les mêmes éléments géométriques que pour la courbure. Nous
aurons donc pour chaque direction de fibres, en un point donné, un
axe de flexion, un plan de flexion analogue au plan oscillateur, une
normale principale de flexion, un rayon, un cercle, un centre de
flexion.

An n. Êc. Norm^ (3), XXX- — JmN 1913. , 3 ï
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Si, l'on représente la flexion suivant la méthode indiquée au n0 35,
par nn vecteur .11 porté sur la normale principale de flexion dans la
direction opposée an rayon de flexion, on aura, pour les composantes
de ce vecteur, les expressions suivantes :

S I t = r a ï h ~ - :
i âlh
3 ()a 3V^y ^P

-h- 7; [ cpi — a ( a <pi -l- (3 y a + y y;} ) |,

(64) IL-=P»,-^.-|(7^-^).-||——P(^.4-P.^y,.)|,

n,, n 1[ ̂  'i/ ^" o ̂ \ ^ / o7 ̂ - j -̂ 7 + 3 (̂  - P^^) + ̂ 1.9,- y(ay, + py, + y 93) |.

L'axe de flexion sera (lelini pin' les deux equat.ions

(65)

a (X-a ; )+p(Y-y)+y(Z-^ )=o;

i
~ 3

2

^

4- J [:^i (X - ,r) + y, (Y—y) + v, ( / .- s) | + i .

' V ^^^ î / V x^1^- /•/ , ̂ t)«(X-,z-)-^-+(Y-,y)-^+(/-,)^-

X—,z. Y — y 7.—a
a p y
JT ÔT ÔT

Tia ^ , lîy

La première représente le p lan no rma l ; dans la seconde on a séparé
les termes provenant des diilerentes flexions composantes.

Le plan de flexion, perpendiculaire à Faxe de la rotation figurative,
est représenté par l'équation

B^( X, - x) + F,(Y -r) + F3(Z - c) ^ o.

1.1 est inu t i l e d'insister sur le calcul des autres é léments , qui se
déduisent fac i lement de nos formules.

42. Incurvation et flexion des feuillets. Flexion normale. —
Lorsqu'une, fibre appartient à un feuillet donné S, la courbure de la
fibre peut se décomposer, conformément à la théorie des surfaces, en
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une courbure normale et iine courbure tan^entiel le ou géodésique.
La normale pr incipale de la première est normale au feuil let , celle de
la seconde l u i est tangente. Nous allons d'abord nous occuper de la
courbure normale .

Soient a^ l>, c les cos inus directeurs de la normale au feuil let S dans
le milieu déformé., iï la d i l a t a t i o n superficielle du feuillet au point
considéré M, c-o l 'angle que forme le plan oscillateur de la. fibre avec
la normale an f e u i l l e t , co^ l 'angle du plan t ransformé du p lan oscil-
lateur in i t ia l avec la même normale, (^ l 'angle du plan osculateur
i n i t i a l , avec la normale au feui l le t i n i t i a l .

Les angles co^ et o, sont les compléments des an^le^ qmî forment
respectivem.ent dans les d e u x m i l i e u x , le f e u i l l e t é lémenta i re consi-
déré avec le f eu i l l e t é l é m e n t a i r e siiiié dans le plan oscillateur pri-
mitif. Par conséquent ; , si nous désignons par E' la d i la ta t ion super-
f i c i e l l e dn plan osculateur p r i m i t i f en M, nous aurons, en vertu de
Féquation O;/) du n° 9,

/6fn ( tosr '> ' - (ïl-lleKIril^l.
' • / cosr,),, " " ~ ( ï 4 " - E ) ( i 4-" E')

(îel.a posé partons des équat ions (63) que nous ajouterons membre
à membre après les avoir mul t ip l i ées respectivement par a, b, c et en
y remplaçan t E par E' s u i v a n t la nota l ion ci-dessus. Nous trouvons

cosr,'» ( ï ~ \ - E 1 } coso)ji î / <;/̂ n . da^, €/a^\
— = (TTef -^-^^ (.a ̂ +P-^-+y^;

ou bien en vertu de l 'équat ion ((>(>)

(6^ (^ - ̂ ^1±JL__- c(^ .-^V^ (a da^ + 0 da^ 4- y^VK V 7 ) p ""- ( î 4 - E ) ( x - + ^ ) 2 po 1 ̂  \ ds " r ch ' / ds )

Désignant par R le rayon de la coin'bnre normale dn feu i l le t su ivan t
la fibre considérée et par R(, le rayon analogue du m i l i e u i n i t i a l , nous
avons donc

w n - (Tïïfe-. w. '-2" («^ + ̂  '-''¥)•
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D'où nous tirons enfin par l ' introduction des covariants fondamentaux

(69)
.©

(I 4- E ) ( I 4-É?) 2 R,
Ci h c

2 a (3 y
àr ÔT àr
ôy. 'JJ3 Jy

i / CD.^ a ——3 V ô^
âfi,
à^

à^
' ày

T > ( ^ 9 i + ^ c p 2 4 - c c p 3 ) .

Les équa t ions (68) 01(69) mettent encore en évidence la décompo-
sition de la courbure no rma le en une somme de deux courbures : la
première est la transformée de la courbure n o r m a l e i n i t i a l e par la
déformation homogène tangente en M ; la seconde, i ndépendan te de la
courbure ini t iale, est la flexion normale du feui l le t su ivan t la fibre
considérée. I/éq n a t i o n (69) don ne aussi la décomposi t îon de la
flexion normale en ses trois composantes relat ives aux covariants
fondamentaux.

43. Remarque sur la transformée de la courbure initiale. La forme
de la première composante de la courbure est remarquable par sa
s impl ic i té . Posons i ^ i ..4.. e i.̂  „,„: ̂ ^^^^^ ^,

Si nous désignons par £ la d i l a t a t i o n de l'épaisseur d /une couche
appliquée sur la surface considérée en M, on a

4. ê
 ;:~ 1 4" £.i -+• E

et l 'équation précédente devient

ï I -h £ l
^^•(7Tïy2 w,

Si l'on fait varier la direction de la fibre sur le feuillet autour du
point M(), dans le m i l i e u i n i t i a l , la courbure — s'exprime par une
fonction homogène du second degré des cosinus directeurs a^ (3^ Y().
En remplaçant ces cosinus par leurs valeurs en fonction de a, (3, y on
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obtient pour le rapport -———- .— une expression qui est aussi, homo-{ i -+• e ] - Ï\Q

gène et du second degré, en a, p, y, et dont la considération fourni l
rindicatrice de Dupin relative à la courbure transformée „-' Les
axes de celte nouvelle indicatr ice sont les directions transformées
des diamètres conjugués communs à l ' indicatrice ini t iale et à l 'ellipse
su ivan t laquelle le pian tangent au feuillet coupe l'ellipsoïde des
di latat ions l i néa i r e s du point Mo, dans le mi l i eu in i t ia l .

44. Flexion géodésique. "- Pour le calcul de la courbure géode-
sique il est plus simple de part i r de la rotation figurative dont les
composantes sont données par les équations ((h) et ((Si'). L'axe de la
rotation figurative de la courbure géodésique est normal à la surface;
on obt iendra donc l'expression de cette rotation en ajoutant membre
à membre les équat ions (tri) et ( f i s / ) après les avoir multipliées
respectivement par Oy h, c. Le résul tai se décompose encore en deux
parties, l'une q u i dépend de la courbure i n i t i a l e de la fïbre et de la
pos i t ion du p lan oscillateur, l 'autre qui dépend un iquemen t de la
f l e x i o n et que nous appelons pour cette raison \ïïjlexion géodésique.
Au point de vue de la première composante il y a toutefois une diffé-
rence avec le résul ta t obtenu pour la courbure normale, en ce sens
que la courbure géodésique de la fibre transformée par la déformation
homogène (T) ne s'exprime plus uniquement à l'aide de la courbure
géodésique i n i t i a l e et delà d i l a ta t ion l inéaire de la libre.

La rotation f igura t ive de la flexion géodésique a pour expression
S:^=aFi+ ÀF2+ cF;,,

où 1^, F^ F;, ont les valeurs déf in ies par les formules (62).
On voit que les formules relatives à la flexion des fibres et des

feu i l l e t s prennent , par l ' emplo i des covariants fondamentaux, une
forme exactement semblable à celle que nous avons obtenue précé-
demment pour les déformations i n f i n i t é s i m a l e s . Les conséquences
que nous en avons dédui tes , au point de vue des propriétés géomé-
triques, subsis tent donc ent ièrement , sans la moindre modification,
et il csl i n u t i l e de les reproduire ici.


