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DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ANALYTIQUE
EN SÉRIE DE FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES;

PAr, NŒLS NIKLSEN,
^ ^OpCnlld^'UC.

CIIAPITRK I.

lŒMAnQUES IlISTOlUQUES. ^ r r i lOOKS GlÏNli l iAi.KS.

I. — Sur les séries de fonctions hypergéométriques.

SoienI, [^'(/v) cl ^'(•v) les fondions splicriquos ordinaires de pre-
mière el de seconde espèce, CA\. Neumann ( 1 ) a déinontré que toute
fonction analytique f(x), régulière à l'intérieur d'une ellipse ayant
les foyers ( î y o) et (— T , o), est, dans ce domaine, développable on
série de la forme

( î ) /(^) ̂  A, r^),
// = 0

où les coefficients A^ sont indépendants de /r,

( i) Uaher die EfU^ic/dun^ aliter /mucUoii nul ifua^Inârc/'Cf/l /îr^utucnt nach dcn Au^cl"
funct.ionGfi asier iui(i zweiter //r/^ ïlalle, 18^')^.

Ann. ù\ Norm., (3 ) , XXK. — MÀKS n)i;L x6
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Soit, au contraire, la fonction /(a"') ré^olière h lYxt.érieur de rellipse
susdite; nous aurons le développement

(2) /(^^I;^0"^)'

où les coefficients]^ sont indépendants de .r, et où le1 domaine de
convergence de la série est la partie susdite du plan des .r.

Ces deux théorèmes de Ch. Neumann soin très intéressants, parce
qu'ils donnent, pour la première fo is que je sache, des séries aux
termes analytiques dont les domaines de convergence ne sont pas des
cercles^ et cela de sorte que les séries en question ne soient pas des
transformations directes d'une série de puissances, ce qui a lieu pour
les séries dites séries de Burmann

/ / 1 : ; ' - - v,
(3) /(,/;) ̂ ^ A J:a,(,'/,-)|",

n ̂ - 0

oh la fonction analytique ^{x) est régulière dans un domaine on (die
a un seul zéro simple '̂ = a.

Remarquons encore que le domaine de convergence des deux
séries (i) et (2) de Ch. Neumann dépend seulement de la (onction
donnée/(.r), qu'il s'agit de développer, ce qui n'a pas généralement
'lieu pour les séries de la forme ( " • } ) .

Quant aux séries (3) qui, portent le nom de Burmann, remarquons
que le seul mérite du géomètre de Mannheim est la découverte de la
formule (r)

(4) /<!A.=l)ï>j[^ "/'(..);„,^

où a est le zéro susdit de o(.r).
Dans une lettre (2), adressée a Ch. Neumann, j'ai montré que les

P) F o l i 1 le Rapport de La^rangfô et Legondre, inséro (lans les Mémoires de ^înfïiluit^
t. Ï, 1795, p. I'K

( 2 ) Siiziul^sbaru'hie cUr î\^l, ^'àc/i,y. GcsclUcItajt dar //''/'.v.ven^f'/^fjufn su /.ef/^i^y t. LXI,
1909, p. 33-6i*



rj^cHEnciiEs SUR LE DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION AINALTHQUE. j aS
deux séries ( ï ) et (n) et les autres sér ies^ trouvées par rillustre
Maitre ( 1 ) , (le fonctions cylindriques de première espèce, peuvent être
déduites à l 'aide (.l'un seul principe général.

Dans mon Traité des fonctions métaspiiériques (2) , j'ai généralise
la série ( ï ) de Cil. Neumaît i î en déEnontrant que toute fonction
ana ly t i< jue /ï.r), régulière a. l'intérieur d 'u î îe ellipse ayant les
foyers (o, o) et (' ï, o) est dans ce domaine développable en série de la
forme

// r̂ y-

( 5 ) . /( x ) -::: ̂  A // V ( a -1-!- n, — n, y, x ),
n •: o

où les coefficients A// sont indépentants de ;r, tandis que a e t -y sont
des paramétres (iiielconqiies, les valeurs - zéro et négatives entières
étant exclues ponr Y.

Quant a la série (2), introduisons les ip 4- ï paramètres

^n ^ .. . , ^..1.1; Pn f^? ' • ^ ^/n

j)onr lest jnels les valeurs entières et non positives sont exclues, mais
qui sont du reste complètement arbitraires, puis posons

. '̂  ^Ia:'±^L± !̂lFî ±J^^
( f ) ) I< „ (,r) ̂ .^ ̂ YC^+ fl -4- A') . . . r(p/,-...i 4"" .̂ -h .v) r( p,, -i- ':>- il •4-- .<?) < '

<» -,•'" o

•J'ai démontré que toute fonction analytique/Y^) de la variable com-
plexe x^^+i^. réiçulière a lintérienr de la courbe fermée K ( a )
définie pai* l^^juation

/ . / . p — , (^--i-^)^ ^ _ ^.(^"tJ^^-o ^>o(7) (a-.i1- p"r41" ~^^ ~ ̂ ^ ̂  ̂  ^^^^ ̂  ̂ , --- ^ . - ' -' - . ^

('; TIleorîc de/' /h^.wl.vc/if'n ^uuctioncn, Leipzig, t^^7. "- MalhemaUsclic Ânnaîen,
(. IU, i < S 7 i , j ) , 5 » i - ( ) i ( » .

(^ 77if^rf(! ( ( e K J o i i c i i o n ^ mr(aspfnl'n(^ll^( Cours profoss^ ;i i'Univorsilcde Coponliague),
I». i ; ' )- i77, i^ns, «ji t .
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est dans ce domaine développable en série de la forme
n == se

(8) /'O') ==^A./,F,/(AQ,

où les coefficients A/, sont indépendants de x (/).
Il est évident du reste que le champ de convergence des deux

séries (5) et (8) dépend seu lement de la fonction/^) q u ' i l s'agit de
développer.

Dans ce qui su i t , nous avons a étudier d'autres séries de f o n c t i o n s
hyp ergé o m étriqu e s.

A cet effet, in t roduisons les p 4- y paramètres

(9) O i , as, ..., ^; pi, f^ ' • • » ?//'

choisis de sorte que les valeurs entières non pos i t ives so ien t exclues,
mais étant du reste complètement a rb i t ra i res , p u i s posons pour tous
les //

r ( a i -+• //. ) r ( a^ + iï ) . . • r ( a /, " i-~ //. ).
( l °) A n = ̂ ^^y,^^ '

nous avons à étudier les problèmes suivants :

Premier problème. — Développer u n e f o n c t i o n a m d y ( i < p i e f ( ^ ' ) i
régulière aux envi rons du p o i n t s * =^ < > en série de la forme

// »;.:;, ùtt.

(il) /(.r)---^ff,F/,(,r),
n :...:; (»

où les coefficients n^ sont indépendants de x^ et où nous avons posé
pour abréger

,<; :1':-,- &0

(-)
 v^^^—

c'est-à-dire qu'il faut admettre p^ y -h-1. Les fonc t ions F,/(^) sont

( l ) T fleurie de^ jonctwtta inctasp/i^t'K^ucs^ p. i(»<)- i79«, Piu'is. » < ) l î .
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par conséquent, p o u r < / ; > i , des f o n c t i o n s hypergéométriques géné-
ralisées.

Second problème. — Développer u n e fonct ion ana ly t ique f ( o c ' ) ,
régulière aux envi rons ( In p o i n t oc = o, en série de la forme

( i 3 ) /(.r) =^//G,(.r),
// ~ o

où les coeft icients //,/ sont indépendants de .r, et où nous avons posé
pour abréger

.s' _- //

(./,) <;„(..•)== •Vt--,)»^')^,/."'^
'"1"1"11' \ " / / l^

de sorte qu'il f an t adnieltre ici^ y. Dans ce cas, la (onct ion G//(.T)est
nn [)olynonHï (ent ier dn de^'ré 'm.

Quant aux deux |)roldé»nes ((ne nons v( tnons d'énoncer, le c a s p ^ y
ou p^(f —- ï res iXî t^ l iveeH^nt ne présente qu'un intérêt secondaire,
parce que le domaine de convergence de (elles séries coïncide avec le
cercle de convergence de la série de puissances qui représente, pour \x\
suffisamment, pe t i t , la fonc t ion f ( x ) ( 1 ) .

Les séries neuma/inicnnes de fonctions cylindriques de première
espèce sont des cas particuliers de telles séries.

Dans mon Trai I é des ton et ion s métasphériques j'ai étudié assez
amplement la série (ï ï) (a ); cependant, il est, possible de généraliser
la classe des fonc t ions développahles dans une série de ce ^'enre.

On pourrait essayer de généraliser la série (ï ï) en étudiant le pro-
blème. ci-dessous :

Problème général. — Développer une fonction analytique /(/r)»
régulière aux environs du point x '="• o dans une série obtenue de (ï ï )
en y remplaçant

a /.--h .̂, P/.-f- //.
respectivement par

^+^;\ !3/.+^1',

( l ) r / 1 I l ( ' ' ( ^ l ' { G (/es joHcliofUf mctd^pIléfK^ucs, p. i(\')-i(\S, Pdl'is, i<) i 1 .
{ 2 ; /.oc. <• / / . , (). l()^ (€)<).
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où les éléments des /-?-+- y suites infinies,

a^\ a^\ a^'\ . . . . a',;'\ . . . , i „ r •I /./,

^•5, ^, ^•i. . . . , ^), ..., 1^/7,

sont des entiers non négatifs, tels que nous au rons pour tous les r
..l'î > ... i f n'f / . r ,
{ t /i+l =;: " " i l i un-\-\ = " n i

1 i ni à1^ ::̂  oc', 1 j n'i ///^ == ce.
n. == w // ;:„::•• sa

Remarquons que la foncl ion (6) nous ( l onnc îïn cas p a r t i c u l i e r des
séries de ce genre, savoir le cas qu i correspond à

p ^ . y + î , c^^^n, l ' ^ r ^ / ) ; b'^-^n, î , ; / - ;^~- î , h^'=.9.n.

Dans ce qui suil, nous avons à étudier un aulre cas |)arliciilior des
séries de ce î-çenre. Cependant, ces deux exenipics înonfrent que notre
problème, pris dans cette généralité, est très difficile.

Iï. — Sur une transformation générale.

Dans nion Traité des Ibnctions niétaspliéri<)ues, j'ai Indiqué une
méthode qui m'a permis d'étudier les séries ( /)), (8) et ( i i) du para-
graphe t. Or^ pour étudier les autres séries mentionnées, il faut légè-
rement modifier cette méthode.

A cet effet, nous désignons comme domaine sinipic une partie du
plan de la variable complexe ,T qui sa t i s fa i t aux deux conditions
suivantes :

i° La frontière du domaine est c o n t i n u e et Je p lu s pet i t des rayons
vecteurs partant do point x == o aux points de la f ront ière n'est pas
égal à %éro ;

2° Soit M un point que lconque du domaine susdite il est possible
de tracer une courbe c o n t i n u e entre M e l l e po in t s ̂  o, sans f r a n c h i r
la frontière.

Pour donner une application immédiate do la condition ('2) nous
désignons par x le nombre complexe dont rima^e est, le point M
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susdi t , puis nous désignons par / une vu ri cible, telle que le nombre /.r
parcourt une courbe contirme tracée entre les poin(,s M et x == o, il, est
évident que la variable / parcourt une courbe continue tracée entre
les deux points / === o et t=. i, et inversement.

Cela posé, il est facile de démontrer le théorème suivant :

'I.. Soient

(0 ' ^i» ^, . . - , y'p; p i^ Pa, . - . , ^p

'if) par((rn(Ure^ Jims que/conque.^ pour lesquels les valeurs entières et non
positives sout. exclues^ les deu.sc séries de puis'sanees

( ̂ ) /(•1/;) ̂  ^o •+ ^l •^ + (^'^ --1- . . • -i" f ï n ' f 1 1 4- . . . .

/ '-> '. ,, / , . v •r (f al ' " [ 1 " " l i ) r (a"' ~'1"" / /- ) • ' • r ( ̂ p " l• i~ / /- ^ //(^ ^^--^^^^^^^^^^
/ / . . - - o

ont le même rayon de conver^e/ice^ et les deu,v fondions cirut./y/.iques /'(ai)
et ^(x)^ de/iiiies f)arces deiw séries ^ sor/t régulières dans le même domaine
sf'm/de^ pouiva que ce domaine soif limité par une séide frontière sans
nœuds.

Pour démontrer, par la conclusion de/> a p -f- î ce (héorémeg nous
pourrons nous borner a l'étude du cas/^ = ; î , ce qui donnera

"' •/'•'•)Jï;^"•.-•
/ / 0

Désignons ensuite* par C^i um* courl>e conl inîKï sans nceuds, tirée
entre les deux poiuls / == o et t ==: î ; nous aurons pour

(F)') . IU^)>o, IS( (3~^)>o,

(^t, pourvu que C^, n^înveloj.^pc auciîn des points / =•• o et / == T ,

(G) f ̂ - id—/)?-^-^^:^ / ^.^(i.^^p-.a.-.-i^^ll^1^^^
Jc^, ' ./„ s - ( p )

Considérons mainlenatît une valeur f ixe de ^9 telle que \x\<^~f\
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où r désigne le rayon de convergence de la série de puissances (2),
i l est possible de choisir la courbe continue G o , ! ? t^lle que la série

n :— v

f(j.-t)=^a,,(^-t)"
H — 0

est un i fo rmément convergente par rapport , a /, q n a u d cette va r iab le
parcourt la courbe Co^. Kn eiïet, i l su f t i t de supposer que Ja courbe
correspondante suivie par ix soit située à l ' in tér ieur d 'un cercle, don t ,
le centre est l 'origine t a n d i s que le rayon est plus grand que \x mais
plus petit que r.

Soit Coj une telle courbe, la série
//,.-..;: i»

/(^r)^-1^— /,)(^a•-l-= ^a , , J : { l t . y • • H î l ( l -- /)P-a--i
/ / , (i

peut être intégrée ternie a (enne par rapport a / <» ( sur la courbe G,,,,,
pourvu (jue les conditions (/)) so ic^n t l'emplies, et nous aurons par
conséquent pour x' \ <^ /•

(7) y(^)= ̂ 2^ ^ /(/,r)^^(i -. f^ ^ i clU

de p lus , i l est évident que Je rayon de convergence de la séri(* de
puissances (3) ne peut jamais être plus petit que r.

Supposons ensui te que x soit une valeur que lconque a p p a r t e n a n t
an domaine s imple K, dans lequel f(x) est supposée régulière, i l est
possible de déterminer la courbe C<,j, de sorte que l ' in tégrale q u i
ligure au second membre de (7) existe, ce qui montrera que cette
intégrale représente, dans le domaine K, une f o n c t i o n régulière
de x.

Dans le cas où les cond i t ions (5) ne sont pas remplies, i l estpossible
de déterminer deux nombres entiers, non négat ifs , p et y, tels que
(8) R(a)>—/^ ,H(^-a)>-./;

posons ensui te

/,(^)=^a/,^
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la même méthode mont . rera que rinl.é^raie

(9 ) 9/^(^) = F^^^— f f,(l^)t^1 (i -- / ) P --^ -1 ̂

représente, dans le dornarinc K, une fonction régulière de .r, et nous
aurons poîir x \ <^r<•") ^.,.t-)-s>^^-".

(kîla posé, nous adrons ôvidennnent, en vertu de (10),

.r g),^^(.r) . 1 - (p 4- v --- 0^^(.r) r= (p,̂  ^,r),

(•e (|iii inonifera (liie la fonclion ̂  ,,(,2; ), e( |)ar conseqlKMil la fonction
„ // i

^(.r) = ?^o(.^) 4- ̂  rîtEl'^^ ^ " ' ^ ' /> 1 - ?(^ ') :::T ̂ '^
/I 0

esl rc^ulim* dans I f * dotna i iK 1 K, ( * ( ([no le ravoii de ronvei^'ence de la
sei^^ de puissances ( f\) ne peni ()as ed'e j ) lns ()e( i l (((K* /t.

InversenienI, i)!^^^»»^ ponr [)oin(. de départ la fonction <p(';r), puis
permnt.ons les deux i);!»^!!»!^!!^^ ^^i ,p; l(k nieme procède nous conduira
de ^ (.-»") a f(<T)f et notre (.l»eoreme est démontre.

Quant aux deux fonctions /(^) el ^ ( ^ ' ) <|ni (i^iirent dans les for-
mules ( 2 ) et, 0}, nous disons (pie o{;r) es( dedi i i t f î de /Ï.r) par
roperation ^( a, p), sîivoir

(II) Cp(.z')r: , :o/,(a,S)/r.T),

c e < j ni d o n n e ra i 1 1 v e rse m e n (.

(^) /(^)-^(p,a)9(.r).

Supposons par exemple f(x) rr- (t — x ) " ^ , / ^= -= i , a i==a , p < = = ï ;
nous aurons ^f.r) == f t • .r)^7'; la fonclion/'('z*} (ï^ régulière dans la
couronne limilée (ïar les deux, cercles | ^ . '— j , \ - : ^ r et [ . r — ï | = = l { ,
\\ ^> /•, ce qui n'a pas lieu pour yCf) qui a ^eneralerneni un point,
de ramifical.ion dans.r^- ï * Le domaine en ([ueslion est, dans ce cas,
l imité par deux courbes dif ïerentes.

/fn//. À'c, TV/?/'///., (3) , X X X . — MARS n)r;î. 17
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Considérons maintenant 'une suite infinie de fondions analvtiques

( i3) Fo(^), Fi(^), F,(.T), . . . , F,(.:y), ...

régulières dans le même domaine s i m p l e K, l imité par u n e seule
frontière sans nœuds, e t - t e l l e s que F//OÏ") a^ pour tous les //, dans le
point .'r== o un zéro précisément de l 'ordre n, nous aurons pou r tous
les n des séries de puissances de la forme

A' ""-: WS

( i f, \ t7 / /yi\ — .̂ ri ^n-^s fi —/- r\\1 4 / r n \ 'v ) — /' M/^,,s••z' i "//,{) ••/•••••• (- /•

.s' =:.:10

Posons ensuite, pour tous les n, et en appliquant les paramétres (s )

( 1 5 ) (î,/(,r)-^(a, i3)F,(^),

tous les éléments de la suite inl inie
( 1 6 ) Go(.r), Gi(.z-), G,(.ï), . . . , (.//(.y), . . .

sont réguliers dans le domaine K, el. il. n'existe pas un domaine
simple plus étendu que K, où toutes les fonctions G,/,(^") sont régu-
lières.

Ces remarques laites, nous démontrerons sans peine le théorème
suivant :

2. Supposafia y ne /a série fn/inie
n ̂  ao

(17 ) /(•-/-•)--^ A» 1^(.^),
n r;z o

dont les coefficients son/ indépendants (le Xy soit uniformérneni conçer"
génie dans un domaine simple K^ la frontière y comptée^ ceUe au Ire
série

n "~: ^

08) y(.r)=.o,,(c<, fi)/(.^)=:^A,(;,,(,r)
1 1 (»

a la même propriété^ et la. série (ï8) -ne peut être imi fermement conver-
gente dans un domaine simple plus étendu, (fue K,.

En effet, désignons par m un positif entier quelconque, puis posons
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pour abriter

<l̂  { x ) =V. ̂ A-.^ 1 1 •% o = ̂  ^ fu — i .

t'indis (|i:ê.e nous aurons, |)ou.r/z^m, conslaiïunent,

^(.:r):-F^(.r),

Ions les c le inenSs (.li.^ la suite infinie

^"w <li>,, ( .r j, .r /" <1^ i ( ,r ), . . ., ,r /// <1^, ( .:/• ), ...

so î i f , rn^islie.rs, j)ourvi.ê ( j i se Ions les élcsncnis dc la snileO.'i ) ix.îssede.nS.
Ct^l le, [ïroi.tri i ' î le, cl la série inlini^

'v ̂ "'M î-̂.j :̂̂ /''//. (>
csl l u s i f ' o r n î c î n p s s i (•oïlvî^.r^^.ïnic dans le domaine signpie, où la série
donnée ( 1 7 ) a celle propriété.

delà posé, on voil que lu dénsonsiralion du Ihéorérne 2 esl iden-
l i ( jne a eellt^ (jue nons venons d'élal)!!!" |)our le Ihéoréine |)récédenl (').

Les applicalions d^1 ces deux llléoréines dans le cas ou f(x) est
nne fonction hype^'éoméiriqne el dans le cas où, les Ibnclions F^(.'z;)
sont de la lonne (1:2) el (j/i) du i:)a.ra^raphe J, sauteni aux yeux.

Dans ce <|ui suit noas a,vons a profiler de telles applications parti-
culières.

C11APITHE II.
m\SOLîîTIO:N DU PIU-;MîEH t'IîOlîî.KMK.

III. — Sur une série d'Euler.

^onr résondrt^ le premier des problèmes énoncés dans le para-
graphe ly nous re.marqu.ons (ji'ie

.^^(l ̂  ̂ Y^n

( ' ) Comi)tjrci." le paragr<ij[)l»o XV (I(i ma 'r/iâorle des fonctions ^ncU^.splK'll'^(^il.(îs.
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est une des f o n c l i o n s les p l u s s imples d é f i n i e s par la fo l unu l e (12) du
paragraphe 1, nous aurons, conformément aux: remarques q u i ter-
minen t le paragraphe précédent, avant t o u t a é tudier le d o m a i n e de
convergence de la série f^-^.(,£,.}"., v ) =J^

// (I

ou les coefficients a^ sont i n d é p e n d a n t s de x.
A cet effet, supposons que la série ( i ) soit convergente pour une

certaine valeur o-> de x, la série en ques t ion sera a b s o l u m e n t conver-
gente;, pourvu que
/ ,. .̂ ' r>>(,i) ——— < ————

et u n i f o r m é m e n t convergente p o u r v u que

(3)

où S désigne une q u a n t i t é p o s i l i v e a r b i t r a i r e m e n t p e t i t e .
Posons ensu i t e x=a+i^; nous verrons, en vertu de ( 2 ) ^ que le

domaine de convergence de la série ( î ) est généra lement dé te rminé
par la condi t ion

aM- f^< / ^ [ ( a — O^h jSM,

ou / 'est le rayon de convergence de la série de puissances

(4) «o •+• ̂ i •^ 4- a^ 4- . . . 4- (^,x11 --1- ... ;

c'est-à-dire que nous avons a é tud ie r séparément les trois cas s u i v a n t s :
ï° / ' < î ; le domaine de convergence de la série (i) est l ' i n t é r i eu r

du cercle C(r) avec l ' équat ion

(5) a^P3-!- -^——;a. î ._ ,..

on voi t que les points d'intersection de €(/•) et de l'axe réel ont les
abscisses

î. — /• 4- r < 9.;
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2° r == i ; la série est convergente pour une valeur i in ie quelconque
de x q u i satisfait à la condition

(6) R(^)^a<^;

3 ° / ' > î ; notre série est convergente dans la part ie du plan des x
s i tuée à l ' ex té r i eur du cercle (\(r )

( 7 ) a2 + ;32 — ——— a -i ——— -::,r o ;
/• /— i r2— i

on voit que les points d'intersection de €(/•) et de l'axe réel ont, les
abscisses

/' r i
/• — i ? /• 4:7 """ ':>. '

D a n s é e qui suit, nous désignons par i l ( r ) respectivement i î { r )
rensemble des valeurs de la variable complexe x = a. + i^ qui satisfont
a la condition

a2 + p2 < y2 [ ( a ~ i )2 -4- f^ ' ]
res|)ecti veinent

a^+^^^l^a-i^^.-^;).

delà posé, ridentité évidente

f i i
y — ••^ "~" ( t — ̂  ) ( » — ,yj _ j _ ^ ^ ~

j — j/ ^ ̂  ̂ .
n o u s c o n d u i r a a la série ^éornél r i ( jue

fl ;::•:;;: W

\ ^^ ( t -.»- 'v\n r11'( s ) ^ ——„ -..-- V LL—ZJL —^•r_—«1 y — x ~ ̂  y ' ^ ( » — .z')"4-1

/i ^ o

q u i est a l ) s o l u r n e n t convergente^ j )ourvu <iue Y |)arcourt la c i rconfé-
rence d 'un cercle C(r) quelconque , t and i s que x appart ient à l 'en-
semble Q(r); dép lu s , la série en quest ion deviendra u n i f o r m é m e n t
convergente, et par rapport a x et par rapport àj, pourvu que x appar-
t ienne à l 'ensemble Û'(r — o)y où o est une quantité positive arbitrai-
ement petite-
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Ces remarques faites, il. est ires f a c i l e clé démontrer le théorènie
suivant :

I. Toute fonction analytique A^), régulière dans un ensemble i2(r),
est^ dans ce domaine^ développable en série de la forme

n ;;:- so

(9) f^=^U—^
/ î==0

(fui est uniformément convergente dans (in ensemble i ï { r — C i ) quel-
conque. Le domaine de convergence de la série (;)) dépend seulement de
la fonction donnée fÇx}.

En effet, soit oo une va leur fixe quelconque appar t enan t à l ' en-
semble û(r), il est possible de décrire un cercle C(r — o ) , ô ^ > o ,
q u i enveloppe le p o i n t ,T. M u l l i p l i o n s ( U i s u i t e par ./'(^y) les deux
membres de (9)^ puis mtéj-çrons dans le sens direct sur la c i rconfé-
rence de C(r — S) ; le théorôtne de Cauchy nous c o n d u i r a au luit.

Quant au coefficient général A// , nous aurons

(.0) ..-M . ̂ fW-'y- iW^/O-) •'r,

où c est la circonférence d'un cercle ayant son centre dans l 'origine et
étant arb i t ra i rement petit .

Soit m, a i n t e n a n t p o u r x \ s u fl i s a m m e n t |') e (: i t

( 1.1 ) /( x ) i-= a^ -h ai x + a^ ̂  -t- . . . •-h n^ x ' 1 4-'. . .."

nous aurons, en vertu de ( ïo) ,

•i •,...1:, n

( 1 3 ) A,, --= V (- 1 )•' (fl'\ ««,-, •=- —— D;. [ ( < - ./•}"./•( ,<• ) I,, _„.
-"•** \ .ç / i l *

Inversement, prenons pour point de départ la série (;)), un théo-
rème très connu de Weierstrass donnera immédiatement , pour les
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coeffleienis de la série de puissances ( 1 1 ) 9 cette expression générale

( .3) • "^Ï^A,,-,.

qui représente l'inversion de la première des tbrm-ules ( 1 2 ) .

IV. — Études des séries particulières.

Exemple î . — Pour donner 'une application classique du théorème
que nous venons de démontrer, nous posons

(,) ^:^9,,(«)^_^,,,
fl - ()

série dont le domaine de convergence est l/ensemble Û (i), savoir
déterminé par la condition

(9.) !>,(,,,.) <i.

Quani aux fonctions 'p,/(a)> nous aurons, en vertu de la formule (12)
du paragraphe III,

,v //

x."i / // \ y n ~s

( - > ) ^)-1<^(,)^-:T^

ci1 qui donnera inversement
,v •- •^ n

y l t / f ( " \

^ ^-if,,)^-^)-

Posons;, dans la. série générale (<)) du paragraphe 111,

x
^' — t

an lieu de x^ il résulte la. série de puissances

/ / . ..̂ . i»
(.) ^^^(^-,)=2;(-(^"A"-"'

// ,:::„ 0
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dont le rayon de convergence est é^'al au nombre r q u i dé te rmine Je
domaine de convergence ûs(/').

Appl iquons sur la formule ( ï ) la t r ans fo rmat ion susdi te , nous
aurons

„ ^_ /<=^
(6) ^——- r=V(—i)^(a) .^ |.T[ < i ;

j| —— ^p j———

//=()

les formules (4) et (6) sont dues à Abel (1), t a n d i s que Ha lphen ( 2 ) a
étudié les séries de fonc t ions 9,/(a).

Exemple 2. — Remarquons que la f o r m u l e ( ï ) d o n n e r a i m m é d i a -
tement cette au t r e
/ . ^ <&// (/a) + çp,,(— ia) a.1111
(7) cosa.r =. > ---i..-..-.~..̂ ...-..-.-.,-..,-.j.-̂ .i.-— ——————.-,
/ / ^ 9. (i ~ . / • ) / / ' l

// - 0

puis appl iquons, pour la f onc t i on c y l i n d r i q u e de première espèce

(S) jv(^)-V^—^^^v / ^^^/m^-h// 4 - o \ ^ y
// • •:- ()

la fo rmule in tégra le due à Kessel ( ; { )
7:

( — ) ^(.^)=: — - . . . ^ ^ ^ ^ cos(a. rs in^) ((-oso)^/^, |î^)>^l;
v / ^rf^t.- '-)"70 1 ' 1 <}'

nous aurons, en vi^tu de (7), dans l'ensemble û('\),
H . "":1 -<1

(9) (^y.''^./')-2;(----)''^ra)^^,
/; ::i-- u

où n r ^ u s avons posé pour abréger
<.! , ( il \
'2 (—0'

(io) ^,,(a)^V-^^A?^(^
• ' v / ^ .v î l. ( ̂  ..,i- .y 4». ï ) \ ̂  /

,v :"- (» ''

( î ) ORuvre^ t. Il, p. 9,84.
( î ) Compter rendua da V/icndémttô dcfî Science.^ {. CXV1, ï B K î À , p. (>29-6'ii ,
( 3 ) /fbhanditmgeti der Merluw Jkadf-imc, 18^1, |». 30. • /'o/'r aussi mon Traité :

Ifandhuc/i der Théorie der ^ylîiidfïrfaftktîoneii^ p. ")ï , L^îp'/i^, î f ) ( » î .
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Exemple 3. — La série

(n) — -y(r-ir __.
2 — .r ^—f 9/^1 ( î — ^ )"-+-l

/< „:: <:»

a le domaine de convergence û (4) ; c'est-à-dire la partie du plan des x
s i tuée à l 'extérieur du cercle ("a — JV •+- [i2^ (^Y-

Posons, dans la formule générale (9) du paragraphe 111,

/(^)
î — ^

au, lieu de /*(;r), ce qui est permis ; nous aurons la série de Burmann
n '.—: ao

/ ,y. \ ri

(ia) ^^^•^^''(r^ '
/< •„.= o

dont le domaine de convergence est l 'ensemble il(r), tandis que nous
aurons généralement

.V -:.:. // •— 1

( t3 ) B,,--—l),ï|;(,-.x•)"-l/(.^•).L_„--- V (-,).'//t-l ')«„,,.
^ ^ A' ^

Exemple 4. — Les (Jeux séries

(.4) (,-,.) yjv^v-_y',
^ \.fi ./ \. î -— -r/
/î=:0

^^ /-^ 1 '1//~ 1 / .̂ \ /;
(,5) -logO-.^^^————^-É-,).

// :=•: o

tirées directement de (12) et étant évidentes du reste, ont toutes les
deux le domaine de convergence 0(1).

Remarquons que la série obtenue de (î/i)
n ;-•= w

( 16 ) ( î — .r )•--v-^ == V ( \ -—-ïl—---
' / % / ^ V / z , / (i-.r^i^

M ::-=. 0 ^

est convergente dans le domaine ^2(i) aussi.
À nn. Éc. Norw., (3), XXX. — MAKS nji3. ^'y



^38 . N1ELS NÏELSEN.

V. — Séries de fonctions hypergéométriques.

Considérons ma in tenan t la série de puissances

( ,) q>(.r) = b,~\~ b,x + ̂ +. ..+ ^//-4-. . • -

développée en série de la tonne
n ~. m
^ ^fl

( 2 ) 9 (.r ) •=^ ,A „ ̂ -̂ --JF-:̂  .
n = 0

nous aurons pour tous les n
.y - n, ,

(3) A,.^-1^}'"-
.Ï ^": (»

déplus, nous désignons par i2(r) le domaine de convergence de la
cnpiip ( î , î )

^ P o u r pouvoir appliquer la transtbrrïîation 5^(a ,P) dél inie par les
formules (2), (3) et (12) du paragraphe 11, nous posons

r (a i 4- n •)r(a^ / / , ) . . . r (a / , + n) ^
(4) ^/^ r^^rTp,^^^^ ^) "
ce qui donnera pour la fonct ion
^5) ^ / (^)^^(a,(3)9(^)

la série de puissances
( 5 ) /( .c ) = ao 4- ^i a! -h ̂  .r^ + . . . + ̂ -/. ̂ /' -^ • . -

qui a le même rayon de convergence que la série donnée (x).
Quant à la fonction

X'1^ I^(^)=:ô/,(a, p)^^^

nous aurons pour tous les n

^ ( n + K \ V( y^ + n •+- s)V^^ji + •Q_J[1̂  ± // 41- ̂  ^^.^(8) M^)=J^ ^ ^ rTp7T^TT)T(^^ •?

s =.-: o <t
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ce qui donnera , en vertu (lu théorème 2 du paragraphe II, ce dévelop-
pe ment

n •• ••• i»

(9) /(•ï-) --.^A»!^')
//, ;:= ()

qui a le même domaine de convergence que la série (2 ) ; c'est-à-dire
l 'ensemble û(r).

Quant au coefficient général A^ qui figure au second membre de (9),
nous aurons, en vertu de (3) et (4)? cette expression à l 'aide des coeffi-
cients de la série de puissances (6)

^ , {n\ Fi (3, + //. - .y)r((3,4- n - s} . . . ;r(^4- //- - .?)
(K)) ^--i^- ̂ '(J ̂ T.---=7rr(a,T^^^

Posons ensu i t e dans (7) p •+- î au l ieu de^, puis posons a^/== a,
^4.1 == i, nous au rons

F/,,(.r)=^(.^^

où il faut admettre

^^ / oc 4- /^ 4- K — î \ F ( a i -4- /•// 4- .s- ) . . . F ( a/, -(- //- -h À1 )
(M) <11?-(-) 1( . Jr(p.'4^^^

^ — o

ce qui donnera, en vertu de (9), cette autre série

• ( 1 2 ) /(^):-^A,<Ï>,(.2-),

/( •— 0

qui a encore le même domaine de convergence û(r) que la série (2),
tandis que nous aurons,, en vertu de (10),

^. / a + ^ — l \ ^ ( p l 4 - / / . — ^ . . . ^ ( ( 3 / , + ^ - - • ~ . s t )( i 3 ) A,,::= 7 (-—i)* )„—•———————"———.T.——,————-a n^ s." / fl ^^ ) ^ .y ) j; ( a, 4- ^ — .s- ) . . . l ( a,, 4- /t — s )

Posons particulièrement^ == î et a^ ̂  p, ^ , "~= 7; nous aurons la série
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de fonctions hypergéométriques ordinaires
A' == ».

(i4) /(^)=^A,^»F(a-h/^ |3+Aî, y+^, ̂ )
n==0

qui a ie domaine de convergence û(r) aussi;. et le coefficient général
A.n se détermine comme sui t :

Cela posé, nous îivons démontré le théorème suivant :

1. Toute fonction analytique fÇ'^\ régulière aux environs du point
x == o, est développable en série de la forme (m)^ doni le domaine de
convergence est un ensemble 0 (r), où nous aurons généralement r < i.

Exemple 1. — La formule (16) du paragraphe IV doiinera ce dévelop-
pement curieux

n ^ ( ^ \ ( ^ ^ n l

( 1 6 ) F(a + v, (3, y, x) ̂  \!'^^ ^ P(a 4- //, ? 4« n, y + n, ^),
y -F /^ •

n=0 i
\ /^

valable, pourvu que
H(^)<^

Exemple î. — La formule (n) du paragraphe IV nous conduira à
une série de la forme susdi tCy convergente dans l'ensemble û (4)y
quoique la fonction correspondante/^) a des points de ramification
dans l'intérieur du cercle G (4)» de sorte qiïe/(^) n'est pas analytique
dans le complet ensemble û(4)? étant la partie du plan des x situés à
l'extérieur du cercle susdit (1).

( 1 ) Dans ma Théorie des fonctions métaphysiques^ je ne considère que les séries qui
correspondent à un domaine de convergôûeo û(r), où r^i.
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CHAPITRE III.
RÉSOLUTION DU SECOND PROBLÈME. .

VI. — Sur une série de Puiseux.

Pour résoudre le second problème ind iqué dans le paragraphe I,
nous prenons pour point de dépari la série de Burmann

(i) /(.zQ^^A^^-"^)^
H ; 0

étudiée d 'une façon incomplète par Puiseux ( ') , Schlôniiich (2) et feu
M. Julius Petersen (3).

'Quant au domaine de convergence de la série, désignons par r ie
rayon de convergence do la série de puissances

( 'i ) A,o 4- A i x + A ̂  .z-2 4-... -h A,, x11- •4-.. . ,

nous verrons que ce domaine est la partie du plan des x située à l 'inté-
r ieur de l 'ellipse de Cassini C(r) ( / < ) définie par l 'équation •

(3) (a2-4"(32) [ (a -I)2+p'2]=/"2 j;=:a4-^(3;

c'est-à-dire que la courbe C(r) a les deux foyers (o, o) et (i, o),

( 1 ) Journal (le Mathétnatiqueli pure^ et appliquées, t. XV, i85o, p. %8o"'284.
( ï ) Compctidiwn der /lô/ieran Âncdfsia^ t. ÎI, p. ibo-io3, Brunswick, 1879.
(3 ) ForcIffiKidnger over Fiinktloit.slcori^ p. 173--178, Copôaliague, 1895. — rorlesungGfi

û.ber b'iitikûonsilluîonc^ p. i-^-iGi, Copentiague, 1898.
( 4 ) Dans ma TIléorie des fonctions métaspliériques, je désigne (p. i3), par erreur,

comme ellipse de Cassun la courbe C(^) définie par l'équation

(a2 -+- p2 )2 •— —a— — r- == o, a > o, x == a ~{- i ̂ ^
€1 """r" I ff

mais il saute aux yeux que cô nom illégilimo n'a aucune influenco sur les applications
analytiques de la courbe en question.
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Déplus, la série en question est absolument convergente à l'inté-
rieur de C(r) et uniformément convergente sur la circonférence et à
l'intérieur de In courbe C ( r — S), où à désigne u n e quan t i t é positive,
arbitrairement petite.

Quant à la courbe C(r), nous avons à considérer trois cas :

i° r<^ ^'y C(r) se décompose en deux ovales isolés Oi(r) et O^)
qui enveloppent un seul de deux foyers deG(r), savoir respectivement
(o ,o)e t ( i ,o ) ;

2° r == ^; la courbe est une lemniscate, de sorte que les frontières

des deux ovales 0, ( - ) e t C L f - ) n ' on tqu 'unseu l p o i n t commun, savoirw "W l

le point ( - ? o) ? le point double de la lemniscate C( ^ ) •r \2 / r W
3° r^> ^; C(r) est un seul ovale qui enveloppe les deux foyers de

la courbe.

Dans ce qui suit, nous désignons par 0(r) un des deux ovales de la
courbe G (r) pris volontairement; c'est-à-dire que nous aurons, pour->?
(3) ()(/•) »=€(/•).

Revenons maintenant à la série (ï), i l saute aux yeux que cette série
et la courbe C(r) ne s'altèrent pas, si nous remplaçons x par x - x^ ce
qui donnera le théorème suivant :

l. Supposons que la série (ï) représente Ici même fonction dans tout
son domaine de convergence^ la somme fÇoc) de celte série satisfera à
V équation fonctionnelle
(4) /(^)=/(i-.r),

Exemple L — La série
• ! ! n := co

[l —^(^—^^rrV ( — î ) ^ ( ̂ ^(a'—^Y
^J ^ n J
rt~=0

a la courbe de convergence C ( - ) ? sa somme satisfera évidemment à la
^ \ '2 j

condition (4).
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Exemple 2. — L'identité évidente

(ï~-^-)^=ii—4(^-^)r
donnera le développement

fl =.: 00

/ T 0 ,y . \StV —— "S^ / l \ l t ( \ r ) î l î . ( /y. ^.2^(J ———9.,2' ; .,-. .̂  [ — — — 1 ; 1 l % ^J./ ——— .Z, ; ,

applicable dans l ' intérieur de l'ovale O j ^ r Posonsi i \ 4 /

l o ^ ( — î ) — 7 T / ;

nous aurons, au contraire, dans l'ovale O a ( T )
M, ".": 00

(6) (i—^.y)^:::^^71^ ( — O ^ f ^ } ' ^ " ( ^ — ^ ) n <
n :.:;: 0

Cela posé, prenons pour point de départ, l ' identité évidente

, ,a-/H—),
. /—^ {y^y^^[x—^Y

nous aurons
i/( :.;;;• w ^, _„„ y r/ ï.: ûo

( 7 ) y^ -1; (7^7^(•î;--l)'t+ (i —)2(7^S)^(——T.
* n^Q rr-^O

Supposons que y parcourt la circonférence d 'une el l ipse de Cassini
C(r) quelconquey les deux séries qui f igurent au second membre de la
formule (7) sont absolument convergentes, pourvu, que x soit situé à .
l ' in tér ieur de C(r). De plus, les séries en question sont uniformément
convergentes, pourvu que oo soit situé sur la circonférence ou à l'inté-,
r i eur d'une courbe C ( r — S ) , où 5 désigne une quantité positive,
arb itrai rem en fc petite.

Cela posé, il est évident que la méthode qui nous a donné le théo-
rème 1 du paragraphe Ilï nous conduira ici au théorème suivant :
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2. Toute fonction analytique /(^), régulière à l'intérieur d'un ovale
0(r) ̂  Cassini^peut, dans ce domaine^ être développée comme suit :

M==oo 71=00

(8) /(.^) =^ A,,(^ - ̂ -)" + (̂  -^)2 '^^ - •'r2)'"'
71 = 0 " = 0

et le domaine de convergence dépend seulement de la fonction donnée

/(^)-

Remarquons que l'expression ^ — x se transforme dans ~ ^ + .r, si
nous remplaçons x par i — x., le théorème 2 nous donnera cet autre :

3. Supposons que la fonction analytique fÇx)^ régulière dans un
ovale 0 ( r ) d'une ellipse de Cassini^ satisfasse à l'équation fonctionnelle (4),
la fonction f(x) est régulière à l'intérieur de la courbe complète C(^), et
nous aurons dans ses deux ovales les développements

n ": »o 'î — »

(9) /(^) =2 Alt(•x - •vi}" ± (ï - ̂ S ̂  x ~ X1Y ;

n -^ 0 " ~ 0

c'est-à-dire que V hypothèse r ^> 7 donnera pour tous les n

(10) B,,=o.

Appliquons ensuite, pour v =-= ^ les formules (5) et ( ( > ) , puis remar-
quons que le produit des deux séries de la forme (i), formé d'après la
règle de.Cauchy, nous conduira toujours à une série de la môme forme,
nous aurons le théorème suivant :

4. Toute fonction analytique fÇ^)j régulière aux environs d'un des
points (o, o) et (i, o), est déçeloppable en série de la forme

(n) ! /(^-^A^.r-^ys
n ;--; 0

dont le domaine de convergence est l'intérieur de l'ovale G (r) de Cassini
correspondante où nous aurons en général r^ y
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Remarquons en passant que la formule de 'Burmann (4) du. para-
graphe 1 donnera, pour les coefficients A^ de la série (n), ces expres-
sions

(i,) n\A^=: D ^ - 1 ] (^^E^)7'/^^)") ^ ^ (^O.

où il f au t poser a === o ou a == i selon que l'ovale 0(r) en question est
O^ /Qou (),(/•).

Quant au théorème 4, supposons que la fonct ion /(.^) soit régulière
à l ' in tér ieur d'une ellipse G(r) où r> ^ il existe deux séries d e l à

forme (i i), don t le domaine de convergence est respect ivement O, [7 }

01 Mi)-
Dans le cas particulier où la fonction susdite sat isfasse à réquation

fonctionnelle (4)? les deux séries en question coïncident et le domaine
de convergence deviendra l'intérieur de la courbe C(r^).

Ce cas particulier ne peut pas être traité par la méthode générale
pour développer dans une série de Burmann une fonction donnée.

Désignons maintenant pa rv une constante quelconque, puis posons

( ï 3 ) y(.^)^^-Zi^^ /(,,•) ^:(T-.r)^(.r);

nous aurons, en vertu de ( 1 1 ) ,

(^) ^(.y)^^A/,^f^-,,
// "-:0

d la série ainsi obtenue est en général convergente dans un ovale
0/r), où r==— C'est seulement dans le cas où la fonction /(^)
définie par les équations (i3) est régulière à l'intérieur d'une courbe
C(r), où r> ̂  et satisfait à l'équation fonctionnelle (4) que la
série (i4) peut avoir un domaine de convergence plus étendu.

Quant, aux coefficients A^ qui figurent dans la série (ï4)» m'ms
aurons, en vertu do (12) et (i3), ces expressions assez compliquées

( i5) n[A.n-^ D^-1 [(i — .^-"Y^) — v(î — x'Y-^-1 o(^)]^o.

. Afin. Kc. Norm,., (;-î), XXX. — AVKÏL i< ) ï3 . tQ
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VU. _ Discussion des séries précédentes.

Dans une discussion détaillée des séries qu i f igurent dans le théo-
rème 2 du paragraphe VI, nous avons à considérer séparément ces trois
cas particuliers :

i° Soient r^ et l 'ovale en ques t ion (),(/•), nous aurons pour les
coefficients A^ et 1:̂  des séries susdites ces expressions intégrales

/, , - ^^Ar)^ ; : _ r/(rl^,
( 1 ) ^^^'J, —(7":^")/îî——î b^ ̂ 'H (F^y^)--1

où C est la circonférence d 'un pet i t cercle ayant , son centre dans le
foyer (0,0).

Posons ensuite pour |^| su f f i s a inmen i pe l i t

(2) /(.^) == ^o •+• ai-z- + a^^ -\-'. . . -4- rfn^14-. . .,

puis appliquons les séries de puissances

/ - \
( - — y ) P •••» ,

(3 ) Ai——LÀ» .~V ^——/L-f^ •-i^ ) y.--^
v / ( y — ̂  )^+1 -̂1 9- /À .4- 'i /^ \ ? ) "

;, :-: ̂
/^ I __V n ^ P \ y^^î(4) ^__^^...^^ ^ ^

/^ :.-:()

valables, pourvu que o < ,y| < x , nous aurons, en vertu de (i),

;^«-i
(r,, A^;»., ^^S^^C';^»-.

(6) ^^.^
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ou, ce qui est, év idemment la même chose,

(7) A,= ^i)^^(I-:x•)-//(,z•)]^o (^),

(8) B.= ^OS[(i- ^^--VC^)]^) (^0;

2° Soi t r '^- 1- et l'ovale en question (Kf/ ') , nous aurons, après une
1 é gè re Ira n sfo r rn a ti o n

A ' ^r^tr^l^l^ p -_râir^
""-ÎTT/^ '" '(.r-.r')"-1-1"1 ? >/ / " ^/^(j-.r2)^4-1 '

où C est le morne cercle que (lans les fo rmules (i).
Posons ensuite , pour \,T\ sn f f s samment petit ,

( 9 ) /( î — .r ) — h, •4- b^x ^-b. ̂  -\- . . . 4- ^,, ̂ n -\- . . .,

nous aurons dans ce cas
/ ' • l - • • • w • - - t - 1 ,

î , , 1̂ // — P ( H -h P \ ,
(,o) A,,-. ^ /.„ A,,.-= ^ ̂ -:̂  ^ ^ / ) &„-/„

//::.. • O

c.) ".—"2'(","')"•--
/;:,:;: • O

L'existence des expressions d i f férent ie l les , analogues à celles qui
figurent dans les formules (7) et (8), est évidente;

3° Pour r>^ nous aurons 0^( r ) == CL(r) == C(r), de sorte que
les coefficients correspondants A^ et B,^ sont les sommes des coeffi-
cients aux mêmes indices , déterminés dans les deux cas précédents,
ce qui donnera

( ï 2 ) A.o'"^(«o-h ^o),

c3 ' ^Ï^C';'')^---''--'•' "-•"-
//;=o

(^0 B.-.-'S^'^^^-^-/).
/ /=<»
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Quant à la série
n=» "="

(,5) /(,r) ̂ A,,^-^)'1-^ - ̂ ) ̂ B»(^ -•ï2)"
,1=0 "=()

que nous gênons de discuter, nous démontrerons sans peine le théo-
rème suivant :

- 1 . Supposons que la série (i 5) représente la nwmc. fonction dans tout
l'intérieur d'une, courba €(/•), les coefficients A,, et. B» sont parfaitement
déterminés.

Supposons que la formulo (i 5) soit valable à l'intérieur de l'ovale
0(7-) ; il est, conformément à un théorome de Woierstrass, permis d'or-
donner les deux séries en question selon des puissances ascendantes
de.», ce qui nous conduira à la série de puissances (2); c'est-à-dire
que nous trouverons les formules

06, «.^(-.•(^^.-.^-••-^^('•-r')""
.<:-.» •'••:--0

Soit, au contraire, la formule (i5) valable a l'intérieur de l'ovale
(),(/•'), nous posons i -- x au lieu de a;, et le môme procédé nous
donnera, en vertu de (9), ces formules analogues aux précédentes

< "• < "4 ' '

(-7) ',.=2 (- .)• (" 7a)A--'i <- "•îï̂ .-îC";;" ') "•-
.v=0 •v=o

Dans le cas où la formule (ï5) représente la, fonction f(x) dans
l ' intérieur complet de la courbe C(r), les deux systèmes de for-
mules (16) et (17) sont en même temps valables, et il est possible1 de
déterminer successivement les coefficients A,, et 1̂  à l 'aide des coeffi-
cients donnés a,, et /^.

La discussion de la série ( ï5) nous donne immédiatement cet autre
théorème suivant :

2. Toute fonction analytique f{x)^ régulière dans l'intérieur d'une
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ellipse clé Cassini C(r) où r^> 75 ̂  rf<mç chacun des ovales O ^ ( - ) 6^

CL ( y ) développable en série de la forme (i5) dont les coefficients se

déterminent à l'aide du système des formules correspondantes (5), (6) et
(ïo), (il). Additionnons ces développements^ nous trouvons la série qui
représente la fonction f('v) (/ans l'intérieur complet de CÇr).

Supposons ensu i te que la fonct ion en question /'(^) satisfasse à
l 'équation fonc t ionne l l e
(18) /(,,.) ̂ /(,«,,);

nous aurons, pour les coefficients des séries de puissances (2) et (9),

ce qui donnera, à. l ' in tér ieur complet d'une ellipse de Cassini corres-
pondante 0(^)7

ri ̂  oo

(icj) /(.»•) =^ A,. (A'-a-2)",
•n s- o

où nous avons posé
,v -,-1.. fi — 1

, A "̂  n ——— •<? / n "+-.Ï\

(20) Ao==^o, A,,== ^ 'n~s[ S- )aftl^
•"'"—"• /«' " ] '' \ /
.ï = 0

ou b ien , en vertu de la formule (12) du paragraphe VI,

(ai) /^A/^Dr1!^—^)^/^^)]^ (^).
Dans le cas, où/(^") satisfait à l'autre équation fonct ionnel le

(as) /(^)==-/(t"-^).

'nous aurons, au contraire,
0,^— ^/n,

et nous trouvons le développement
"n :=.- oo

(a3 ) /(,ï) =-- (̂  - .»•) ̂  !$„ (,r - ,»2)"
w == 0
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valable dans l ' in tér ieur complet de l 'ellipse correspondante C(r), et le
coefficient B^. se détermine comme sui t

A' ;= n
, ., ,. ^ / n 4- s \
(?^) B^=aJL(, ç )an-^

.s' =- 0

ou, ce qui est la même chose,

( ̂  ) B, = ̂  BS [(i - ̂ ) —i/( ̂  )]^^.

Cela posé, nous aurons immédiatement cet autre théorème curieux. :

3. La condition suffisante et nécessaire pour que Ici transcendante
entière

f{x ) = Oo + <2i x -h- a^ 4- . . . 4- a ^ x ' 1 4-. . .

satisfasse à une des équationa fonctionnelles

/( î-^)=±/(^),

est que nous aurons respectivement

(26) ^J^ 1 V^ 1 < 4Î l im , s< ïl ) 1 ̂ 1 < 4?

o^ les A^ ^ B^ w/?^ à définir à l'aide des formules (20) et (2/1 )*

Remarquons encore que la série (i 5) se transforme d'ans ces deux
autres

n = co /< _- ao

(^7) f{x) =y fA/,4- ^ B,,) (^ - x^Y ~ V S^.r^411 (i - ̂ )^
. '•B^8 \ 2 / A"- ,

n -- 0 /! = 0
n = s«o /î :„:::: eo

(28) /(a;) ==y ('A,,- - iC) (^ -- ^)» -+-V B,̂ ! - .-r)»-»-»,
'*"— \ 3 / A-i
/i ::;•= 0 n ^:: 0

qui ont le même domaine de convergence. Soit 0^(r) ce domaine de
convergence, nous aurons

p —. n

( 29) An+ ̂ in=^ (n ̂ 'P ~ ' ) a-/- ̂  ̂ T '^ K1 ~ •^•)-"7(•r)^-0,
/>=-o

(so) - A,, 4- ̂ =f(" ;JP7 ') ̂  - ̂ -^ i)r'[(, - ,.)-"-/(,.)]..-o.
/ï=-.i
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L'application de la transformation ( i3 ) du paragraphe VI aux séries

(27) et (28) est évidente.

Exemple i. — Dans l ' intérieur de l'ovale Oi ( y ) ; > nous aurons

( 3, ) (, -.)-=="v__fv + 3 ̂  (^ -^+ fi - .̂ "y^ ̂ a ") (.. -^y-.
' ' ^ 2 v -h 4 //. \ n / ' \2 J Â»À\ ri j

n •r-: 0 /ï :-.- ()

Exemple 2. — Dans le même domaine, nous aurons les développe-
ments

w (.-.-•)v- Ï(-'- ;: - •) (..-..•i"-Ï (" ',;'>•"(. -)",
/» „:: 0 n == (»

(33) (..-^---.--^(-^-^(..-..^"^("^^^^
/^..-l 'l /<:...-()

VIII. — Autres formes des coefficients A//, et B//.

Il est di^ne de remarque, ce me semble, ()ue nous j îouvons, dans
des cas assez généraux, donn.er sous formes dilrérenles les coeflicienis
de la série

fl :,;;" » //, :::"• &0

(•) ,/•(.-/•) •̂  ̂  A«(.<' - .'••tY-\- (- - •r} ̂  H»(.r -^)»,
^—0 //,••.:;'"(>

étadiée dans les deux paragraphes précédents, ce ( ju ia l ieu à, l 'aide des
deux théorèmes suivants :

i* Supposons que /(<x?) sou régulière à l'intérieur du cercle

(2) (a " ̂ y+ p2^ r\ r>^ ,r = a + ̂ p,

/îoa<y aurons pour les coefficients A,^ el B^ de la série (î)

.y:-^ /(â^+s^)^!^

o (-"•*•.-2 ("r')î -^-
A 1 1 ' 1 1 - - 1 ^

^ = O T ^ / ' {2^41a/ ;411) ^JL \

(4) (-- .)"-1 ".- 2 ( " ̂  s ) ̂ TÎT.-Î^)!
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En effet, l 'identité évidente/<,)=/[,-(,-,)
donnera la série de Taylor

^==co f(.ïn)( L\ • n :.::•: w /•(2//.+1) ( JL (

/./ ̂  _ v '<3 UL r\î" V vi ) ( ' rV" "- ' •y(^)-2j (a/ ; ) ! Y î~ ^ ~JL (a/»+i) i ^"•'7 ;
,̂ == o // ;;- o

appliquons ensuite cette autre ident i té évidente

^-•^"=^1:--4(--^):1",

nous trouverons i rnmédia tement les fbnnulcs (3) et (4)-
On transformera fac i lement les expressions (3) et (4) comme s u i t ,

/ . \
/ \n r~'^=-^ rc-i/i.-h'u) I _ \

(-^ ^ -LiL1}!^^ '/ [^
( ^ ) A, - ^^n ^ ———————————————,

, : : .-0 ^ > î 1 .1^ +/> -h - ] ̂
\ 2/

—.'••^^ /l(^/,"^3.s•-^l.) f L \

f^ n _(-^•4 1A V ^V( 6 ) B, ̂  —^^—— ̂  —————^^.
,,:=o ,vî l n •-i- .v-h" - ) 'r"-''

v V
2. Supposons que f{oc) soit régulière à rinférùur du cercle

(7) ^-i-p2^/11-2, r>i, .yr::,a 4^(3;

TIO^^ aurons, pour les coefficients A,, e^ B^ ̂  Ici série (ï),

< 8 > (-)"^-Ï^^ (":")"•-""
.v :̂  0

(9) (-i)"+'B,,-- ̂  (n ̂ •y')^, |.,M,
,v=:0

o^ nous ayons posé pour \x\ <^ r

C î o) /(.r) •=: ao 4- ̂ i ̂  -4- a^ -+-... •+- an^1 -h ....
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En effet, posons
f(î — œ)~= !>Q -4- ^i x 4- ^a -r2 -4- . . . 4- ^// x ' 1 ~\- . • . î

nous aurons, pour tous les n,
.1 SS t»

(ii) (-1)" ̂ == ̂ ï/'"^ ') = 2 (" ̂  Qff"-"'
.V '_-: 0

où la série qui f igure au second membre est absolument convergente.
Int roduisons maintenant , dans les formules (12), (i3) et (i/i) du

paragraphe VII , les expressions tirées de (i i); nous aurons des séries
absolument convergentes; ordonnons ensuite selon des a,, les séries
en quest ion; nous trouvons, après des réductions légères, les for-
mules (8 )e t (9 ) .

Nous nous bornerons à ind iquer une seule des réduclions susdites,
en cherchant dans l'expression obtenue pour A/, le coefficient a^^ de
cir^,. N o u s a u r o n s

/ J'^ ( , v ( < > 1 n ~ ̂  \ ( /l •":1- ^ \ —E—— •^,./-=^(-0 /^ „, ) [ ^ )^^.,^>
i , -1

d'où, après une légère modif ica t ion ,

//- 4- q^, ^nf9^1—? w A ( n •+-</— 'V^-.:.—^^(^.y^ ^ ^ ^ ^ ^,,, ) '
/;^i

Considérons ensuite l'identité

( î • • - xy11^^1 (1 — .TY-'1 == ( t — .r)^"1,

puis cherchons le coefficient de la puissance .r^; nous aurons

— tnïl/liZL"•±:̂ ) ( f / " ̂  " • trJLll̂ ZLÎ  f^ Ya^{/— w ^n ' — \n-^i)"""• » < / . V^y

Curieusement, les formules que nous Tenons de développer pour les
' coefficients nous donnent, comme des cas particuliers, les formules

fondamentales concernant les fonctions cylindriques de Poisson,
Ann, Éa. Norm., (3), XXX. " AVÎIÏL î^i3. f-îo
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savoir i
ff == oo n ..-(- -.4-2 .V^-s ./-)' ^œ ' •
,—o À - I F .<?•+• /l 4- ~ ' /

\ 3/
où n est un nombre entier.

A cet effet, étudions la série toujours convergente, de la forme (i)
obtenue pour la fonction

f(a')=e'^^

remarquons que nous aurons pour tous les n

fW (^L} -=: (_ a ff,iY e"^1,

les formules (3) et (4) donnent immédia tement
i i

n~^ n~h~

/ -^ A 2 ^ e-^^TC n^_( 1 3 ) A^=————-.————-S ^(a),
iii \

-^ - ,
/ / ^ ï> /- (t l a ) A € """a< V'^ î " 'i" .7 / ,( 1 4 ) B/,:-=:———--^———^J \a).

Appliquons ensuite les formules (8) et (9), nous aurons

/ ^ . _ ^0^ v(-I)^^+^—l)!(2aO j?

{ ) /l'~~' 2n\ ^ . s . l (an4-2 .ç - i ) î " " ?

,v=0

, _(2a)2"- t- l l•^(—I)• t(/^+À•)I(aoc(•)• t

u / "~ /il A~TI(B/Î-+-Î.S-+I)! '
A'==0

Combinons, pour ^ == o, les formules (i3) et (ï5), nous aurons

(„) r̂̂ ,= î<^p'--,
A-;-:-', 0

tandis que les formules (ï,4) et (16) donnent la formule la plus
générale

( 1 8 ) .e^r^fa^t^^V'^1)^^^{ ) w^ yÇ ^—^^^^^^
' .V=ï()
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Enfin , appl iquons les formules (12), (i3), ( ï4) du paragraphe VII;
nous aurons dans ce cas part iculier

a ~(--^)\ /, -L^):^a/all•~~ n\ ? utt~ n\ c f

ce qui donnera, en vertu de ( ï3) et ( i ^ )»
_ 1 /~7—— 1 y———-

(iq) J ^a) -== i/"—cosa, P ( a ) •^. i /•— sina,
y 7T5Î ' y TTO

et généralement pour n'^1
i

( '2 o ) .1 2 ( a ) :r"r A rt ( a ) si il a — I ? „ ( a ) co s a,

où, nous avons pose pour abréger
,,..- M -4- 1

^^ ( - ^ • ( y . / t - 3 , < ) 1 / i Y'"^""2'''
(3 ) ) A"(a)== ̂  i T^^^rwv ^ ::1-:^ (»

, - 1 //.<"> ^^ië^^^''-
Les ibrmules a ins i obtenues pour la fbnctiou J ^(a) sont très

connues ( ').
Posons pour abréger

n-^ /,̂  n,.^ ,
(23) <l»(^a)^v/î^^^——^\a){x~^}\

n •-•••: o

. " '•" w , // ->- ^ i

(24) W(.x,a) =-" V/TÏ (;; - ̂  ̂  ('^ J"'<'2(oc)(.r - .^)";
// ^ U

nous aurons

( %5 ) ^(i-^w ̂  <i> (^^ ^ ) + ^ ¥ (A-, a),

( 1 ) /^o/r mon Traite : IIandbucli der T/ieorle der Zy Ululer funkiloncn, pp. '20, S ï ,
Leipzig, 1904.
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d'où immédiatement

cos ( i— 2^')a=-- <î»(.r, a), s i t l ( i — 2.r)a -=. W(.r, a),

ce qui donnera

(26) C o s 2 ce se -== <1> ( ,:y, a ) c osa + llf> ( ̂ ', <% ) s i 11 a,
(27) s i n 2 a x i-::: <1> ( ;r, a ) si n a — W ( .z-, a ) c o s a.

Désignons p^irp un nombre entier, puis posons dans (26) et (^.7)

(28) a:̂ ,

un des termes qui f igurent au second membre des formules susd i t es
^'évanouira, de sorte que les fonct ions cos2%;r et sin2a^; satisfont
dans ce cas à une des condi t ions suivantes :

(29) , /•(î-^)=±/(^

ce qui est évident, du reste.

IX. — Séries de fonctions hypergéométriqnes.

Posons, comme dans le paragraphe V,
n :̂ - «- n •xi

(') û-(,T)==^/^", ,/(.r):-.-^ «„,%•",
ri :::;'• 0 . /cssf)

OÙ

( 9 } n - îfiL ĴllĴ î ^ Ll-LEî -JlZ^ /v / " r(^^n)f\^+nJ7^r^,^n) ( } n '

nous aurons évidemment

(3) / ( • • : r )^^(a ,p)9(^) .

Désignons ensuite parû(r) ie domaine de convergence de la série
// .̂ .:- sa

(4) o(,»)==^A„(a•-,rs)",
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ce domaine ^(r) est, en général, l'intérieur d'un ovale 0,(r) de
Cassini où / l < i - C'est seulement dans le cas particulier, où cpÇsc)

~ H

satisfait à l 'équation fonctionnelle

(5) c p ( i — ^ ) = : c p ( . r ) ,

et pourvu que çO) soit en outre régulière à l ' intérieur d 'une ellipse
de Cassini C(r), où r>^ que le domaine û(r)peut être plus étendu.

Dans ce cas particulier û(r) est l ' intér ieur de l'ellipse C(r).
Remarquons ensuite que nous aurons évidemment

r3/ , (a ,p) (^~.y• i ) / ' •==l^ . (^) ,
OÙ

^ /^\ ^(al^ -+-n "•hJ>>L^iaÂ±JrL±-!̂  z""4-5
(6) F,.(^)-=^("""O^J ^T|3'l4r^4-^^(p,4~^4-.y)...^(^"-l-^+^)t

,ï ̂  0

ce qui donnera, en vertu (lu théorème 2 du paragraplui I I , ce dévelop-
pe (ne nt
(7) /(.z')--^A»F»(.t-),

n ̂  0

qui a le même domaine de convergence que la série (4). savoir le
même domaine iî(r)-

Posons particulièrement^ == i, a,== ̂  p, = T; nous aurons la série
de fonctions hypergéométriques ordinaires

( g ) /( .r ) =- ̂  A „ .c" F ( - /z, (3 + /< , y -h /<, ^ ).
M —;. 0

Quant au coefficient A,,, dans le cas général, nous aurons, en vertu
de la formule (20) du paragraphe Vil,

' •„ ^ _ , i n .^ s\ F (Pî ji!Lri£lIl̂ ^ a. .,
(9) A^- ^ ^:-J^ .ç / r (^+/z-^r (a2-+-n-^ . . . r (a / ,+</ î -^

.ys.-O
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et dans le cas particulier (8)
^n.^ /P^-.I\

, , . v n — s [ n 4- A \ /// /
(Io) A'^ 17TT7( s ) 77^-.-,^—

[ n )

Cela pose, nous venons de démontrer le théorème su ivan t :

1. Toute fonction analytique ,/( '̂')? régulière aux environs du point
oc == o, ̂  développable en série de la forme (7) ou (c)), <'/<w^ /^ domaine
de convergence est ^intérieur d\ui ovale 0^ (/•) de Cassini^ où ilfauî^ en

générale admettre r^ -j -

Exemple 1 .— La formule (3i) du paragraphe VII donnera cette
formule curieuse

// rr- w

(n) F(a, p, y, x) = ̂  A^z-^' F(~- /z, ^ 4" ^, y 4~ ^, ^),
//: sr; (»

où il faut admettre généralement

(„) A.= ——— ( a + •2/^ ̂  + /À ~ I ) : ( a 4" ^ " ! ),
' • a ~t- 2 /^ \ /A / \ //. / \ n )

et où le domaine de convergence est l ' intérieur de l'ovale 0, ( - ) -
Quanta l/application des formules (^7) et (28) du paragraphe VII,

nous avons, outre les fonctions F^(.r) définies dans (6), à étudier ces
deux autres systèmes

(i3) <D/,(^) := ô,,(a, (3)^1 (i - xY, ^(^) :::::: r^(^, p)^(i - <r)^ i"1 ;

nous aurons sans peine

(i^ 4) (D - V r- ivf^V^ïrt'Iti't1)^^/-^ I) r^^-^^^ A^)~ ̂  ( l^^Jr(l^+^+^•••.hï^,.^^^^ î

.<•' :•••.-: o

(,5) V,(.r) = V '(- i).. f71 4- ' ) ̂ ±.̂ ±^1:.:̂ ^^^^^^ .̂. ..,\ ' " / ^ ' ' \ .î ^ r (p ,4 - f t+A ' ) . . , r ( |3 / , -h / t4 -A- ) •
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Posons particulièrement? == i, a., = (3, ^ == 7, nous aurons respec-
tivement

( 16 ) 4>,(^) == ̂ ^^^•F(-,2, ( 3 + ^ 4 - 1 , 7 + ^ 4 - 1 , ^),

( 1 7 ) ¥,(^) =: ̂ ±^^- F(- /z - i, (3 4- ̂  y 4- n, ^).

Cela posé, nous allons démontrer cet autre théorème général :

2. Toute fonction analytique fÇx\ régulière à Fintérieur d'un owle
Oi(r) de Cassim\ eal^ clans ce domaine^ dévefoppable en séries de la
forme

n :;,-: oo /<. "~. oo

08) /(,r) = ^ A;, V,,[x) - ̂  Iî;, <I»»(.ï),
n =• 0 M '••= o
n :-— ao /(, =:= oo

(i9) /(^) ==-- 2 A; F,,(^') + ̂  Tî;', 'r'^a.-).
ff :.:-1-: 1 // " 0

]1 est di^ne d ' intérêt , ce me semble, que, dans le théorème 2, le
domaine de convergence des séries en question dépend seulement de
la fonction donnée/(^), ce qui n'a pas généralement lieu pour la série
qui. ligure dans le théorème 1. Cependant, il faut remarquer que les
coefficients qui f igurent dans les séries (i 8) et (19) sont généralement
très compliqués.

Exemple 2. - Les formules (32) et (33) du paragraphe VII donnent
les séries suivantes :

(ao) F(a, (3, y, x} = ^ A;<,.r"- F(— n, (3 4- n, y 4- n, x )
n=:0
n :"-- s®

— V B;, <y;/M•l-l F(— n, (3 4- n + ï , y 4- n + ï, ^),
n ̂  o

n •-:;: »s

(-u) F(a, (3, y, .r) •=~ ̂  A;^^ F(— n, p 4- n, y 4" /z, ^)
/? ::-.-1
W ::;:3 as<

""'h .ST^'ûcn F^— ̂  " ̂  i3 + '̂  y + nî l^^
TSt =•= 0
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CHAPITRE IV.,

REMAKQIÏK^ ^l,ÎH '^E PKO'IîLÊME CÉNÉÏUÏ..

X. — Discussion d'une série de Burmann.

Pour pouvoir é tudier un nouveau cas du problème général, i nd iqué
dans le paragraphe I, nous avons à discuter des séries de la forme

(i) /(.r) = ̂  A,
i — oc .

Soit r ie rayon de convergence de la série de puissances formée avec
les coefficients de la série (i), savoir

(2) A() "4- Ai.y 4" Aa^'2 +....+ k ^ x " 4-. . - ,

notre série ( ï ) est évidemment ahsolamenty respectivem.ent uni formé-
ment convergente, pourvu que

(3)
x6

<r, - r — ô,

où S est une quantité positive, arbitrairement petite,
Le domaine de co-nvergence de la série (ï) est par conséquent la
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partie du plan des ^ située à l ' intérieur de la courbe fermée K(r),
définie par réquation

(4) (a2-^ (32)2— r^{a — i)-4- (32] = o, .r -: a + ^(3;

dans ce qui sui t nous désignons par 0(r) respectivement Q^r) les
domaines définis par les condit ions (3).

Quan t à la courbe K( /* ) ,qu i peut être obtenue de l'ellipse de Cassini
C(r), considérée dans le paragraphe VI, en remplaçante par i : x,
nous avons à étudier ces trois cas :

i° r <^ [\ ; la courbe K,(/*) est sans points s ingul iers ;
-2° r= 4; dans ce cas K(r) a un seul po in t singulier , savoir le point

double (2,0), dont le lacet enveloppe le poin t . (1,0);
3° r;>4; 1^ courbe K( /*) se décompose dans ce cas en deux ovales

isolés, dont le pins grand 0(r) enveloppe la courbe K(4)» tandis que
le plus petit o(r) est si tué à l ' in lé r ieur du lacet du point double
deK(4).

Cela posé, remarquons que, si nous remplaçons OD par

( 5 ) -î-,
' ' x — ï

les expressions
/ x\
f ̂  „..„ J;

(6) ^.r, -Ï-, v———^-
' • ! I — X î —- X

se t ransforment respectivement dans
/ x\

ï —— - Xï ^ \ a;
( n } ———— ï ———— ? — ——————— •>v / ' ï — x î — x î — x

i l saute aux yeux que le domaine O(^) et sa frontière K(r) sont inva-
riables pour la transformation (5), ce qui donnera le théorème sui-
vant :

1. Toute fonctio n /'( x ) 5 dé^ehppable en série de la forme ( î ), satisfait
à l^éyucilion foncUonnelle

W f(^) --.A-).
Ann, Éc. Norm.., (3) , X,X,X. — A,VIUL ïyi:L ^1
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Pour généraliser ce théorème, no'us prenons pour poin t de départ
l 'identité évidente

i y 4- ,:r — x y i
y — x ( i — x ) ( ï — y ) y2 .r2 3

i — y ï — .r
posons ensuite

y 4~ ,a? — .:yy === y ( ï — .2' ) -h ,'r,
nous aurons

(Q) __^ylL=L2i^--^^
" J — — . Z ' AJ J^/-<-1 ( J _ _ ^ ) / / ' ^ ^a//.+2 ( i__ .yyM- l

n == 0 l'' /( ~^. 0

Supposons que la variable y parcourt la circonférence d 'une courbe
K(r) quelconque, les- deux séries qui f igurent au second membre
de (9) sont absolument respect ivement u n i i o r m é m e n t convergentes
dans les domaines û(/') et iï'Çr) correspondants.

Cela posé, la méthode o rd ina i re donnera ce théorème :

2, Toute f onction analytù/uc. f(^), régulière à //i/Ueriwr d'une
courbe K(^), est dans ce domaine dévcloppable en fiérie de la /orme

x.i r ^ " •%.^ ^•; i / / - t i
(.0) /(•^-IA^.^^^-.^IÎ^.,::;^^

K, =.. l) n ,,̂  o

Quant aux coefficients A,^ et B,^, posons, pour \x\ suffis; ' in ment
petit,

( ï t ) /(» == OQ •41- ai x -h a^ x^ 4-. * . 4- a^x114" .. . ;

nous aurons
/: =:= ri.

(i3) A,=^(-i).'(^fl,,,,_, = ̂ ^i)^[(i_.^)/.y(,^)]^^
.¥:".: 0

( 13 ) B,. == ̂  (--, ).'• ( ̂  ) ̂ ,,,.,_, --= ̂ -̂ n I^"+1 [(' -œ )V( •z' ):1^"-
A- ï--.: 0

II est év ident que la formule ( îo ) donnera immédia tement ces deux
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autres développements

———— /y.'2/t 1 «-—— /•w.2«.4-l( .4) /(..)-^A;,^-^ -^B;,^_^,
n -=: (> n = 0

/ .y \
n.=» ( { __ _- .y. /;== M

-̂, / ,y.2 \«- \ .-) / ^.-^ / y î \ll

C5) ^•^•)-2^(T:h)+—^-2^(7:f-..)'
//. =-.-: o • n =-= o

qui ont le morne domaine de convergence que la série (10), tandis
qu' i l f au t admettre

( 1 6 ) A,=:A//,, B;^B^A,,,

( 1 7 ) A; =r A,, A^ := A,, + ̂  Iî..,.,i, 1^ = iî/ / ,

ce qui donnera resix^ctivement

A- -"•-- n -(••• l

(, 8) B;. == ^ (- i ).'• (/( ̂  ' ̂  «,„,,_, -. ̂ ^TJT l^"11 !-'(1 - ̂ )"->-1/(^•);1—

^ =ï //.

/ ,^ \ A " — ^ (/ ». i V'>" 9< n lç f //' \ n _ J ï ) 2 / / — î (7, ^\iî, ri ( y\\^ 1 9 ; 1\^— ^ ^ — l ; » - , . - - . , , . . ^ ^ — — ^ ^ a ^ j^i.—^.j y (,^/J^-o.

.y --.-; o

Cela pose, les expressions (6) et (7) donneron t , en vertu de,( i5) ,

'•"' '/(^)-=ï^(^)'•--Uhï•!:(^)'••
n = o /î; =:: 0

d'où le théorème suivant :

3. La condition suffisctnte et nécessaire pour que la fonction analy-
tù/ue fÇx)^ régulière aux environs du point ^ == o, satisfasse à une des
équations fonctionnelles

( 2 . ) ff^^\^±f^)
\ •x — J /

est que nous aurons respectivement, avec les définitions (17),

(23 ) B/,*30, A^r^O.
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Exemple 1. — Soit v une quan t i t é l inio quelconque; nous aurons
les développements

, <., , , „ ^ / ^ + / z — i \ ^n \^fv~}-/i\ ^în+l

(,3) (i-^)-^^ ^ J^r^^l^,^^!^^^7

/î, == 0 n == 0
n == eo n == a®

/ ,, / , ,, ^ /y + fi — ï \ ^ î " v^ /v~^- n — i \ .^2"+i(24) (i-.r)-=^ ^ ^-^-^^+^^ ^^J^_-^^,
n. ï=î 0 n, =~- 0

dont le domaine de convergence est en général 1/intérieur de la
courbe K(4). Dans le cas où 9 est un nombre entier, et seulement
dans ce cas, le domaine susdit est l ' intérieur d'une courbe K(r),
où r peut être pris arbitrairement grand. Dans ce cas les séries en
question sont finies toutes deux.

Exemple 2. — Soit p un positif entier ; la fonction

^(^)=:[~Iog(t-^)p-,

satisfait, en vertu des expressions (6) et (7), à l 'équat ion fonction-
nelle

f.{^=(-'v'f^
ce qui donnera des séries de la forme

(25) [io^(^^)]^=VA,,/-^y\
— \ ï — .̂  /

%£:-:(»

/ £C\
( •l *«— — 1 'y* W ïS; 00

(a6) - [log(i - .r)]̂ - == v 2 / ^ I ^ Y ^ V ' ,
1 '—~ |A/ •<<—— \ | '—•" ,̂ y

ft ."= 0

dont le domaine de convergence est toujours l'intérieur de la
courbe K(4)-

Posons dans (26)^ =^ o, nous aurons ce développement particulier,
curieux, ce me semble :

/ x\
1 ï — —. ) ̂  n = w

/ . , . . \ ft/ -^ (— iYn\ n\ / ^ V(27) —loff(ï—^)=:-~———— /-— > ^——/"—————(————) ,v / / b ' / î — ^ ^ ( % / < - 4 - ï ) î \ î — ^ /
TO ;= o
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d'où respectivement pour

-1 ± ^/5x == ' 2 , x = ç ;{, ^ :
f — i

les séries numériques suivantes

, „ 4, '^(-—i)"^! /? ! î
^8) r^ î'TT.T^

w==0

'î 71 _ ̂  n \ n !(29) ^^Zjrjr^i'
• n = 0

/3^ " i^Ys+^-v^-')"71'"'
(jo) ^'0^————; -2. (^4-r)l •

' /f :=• 0

Posons ensuite

( 3 ï ) y ^ ) - ^ ^ , /(.r)=9(^)(r-^)^
^ — .z ;

nous aurons, en vertu des formules (10) et ( i4)» ce' théorème remar-
quable :

4. Toute fonction analytique y(*3?), régulière à l'intérieur d'une
courbe K(r), est, dans ce domaine déçeloppable en séries comme suit :

n ï= oo n-=i oo
„,.-„ /yiïrt ,̂,.̂  A'.2yï4"l

(3.) y (..-•) .-̂  A,^_^,.,. +^R,,^-^^,
^ = () n == ()
ft :•.:- 60 W = 00

•̂̂  /-C2"' 'C'̂  ^-2^+1
(33) ?(^) =" ̂  A,;,̂ -^^^ -h ̂  B;, ̂ -^^^

«==(1 ^ssO

Dans ce théorème il faut généralement admettre r^^; la seule
exception est le cas particulier où la ioncl.ion /(^)y définie par la
formule (3ï), est régulière dans l ' intérieur d'une courbe K,(r)
où, r ^> 4.

Quant aux coefficients des séries (32) et (33), nous aurons, en vertu
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des formules (12), (i3) et (18), les expressions suivantes :

(34) A.= ̂ yy Ui"[(i - ̂ )«+'1 y^)].,=o,

(35) B,,= ̂ -L-̂ , Dr4" [(' - ̂ a+'1 ?(^)L-=o,

(36) B;, = (-^-yyr n^-' [( ' - •z-)0^1 y(^)].-=o.

Enfin, nous avons à appliquer l'identité évidente :

=/X / ï X^

TT^V'^ÎT^^'

où les racines carrées sont à déterminer, de sorte qu'elles auront,
pour x^o, la valeur connnune +1? le procédé appliqué dans la
démonstration du théorème 4 du paragraphe VI donnera ici le
théorème analogue :

5. Toute fonction analytique fÇx)^ régulière aux environs du
point x == o, est développable en série de la forme

(37) /(..)^A,,(^)",

dont le domaine de convergence est Vinlérieur à/une courbe K(/"), où il
faut en général admettre r54-

Le seul cas possible, où. le domaine de convergence de la série (37)
peut être plus étendu que l'intérieur de K(4), est celui où fÇx)
satisfait à la première des équations fonc t ionne l les (21) et où f(x)
est, de plus, régulière dans l ' intérieur d 'une courbe K(r) pour r> [\.

Il est digne de remarquey du reste, que ce cas particulier ne peut
pas être traité directement par la théorie générale des séries de
Burmann.

Quant aux coefficients A.^ nous aurons, en vertu de la formule (4)
du paragraphe I,

C3 8 ) A^^DS^Lt-.r)^^^)]^,
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L'application sur la série (37) de la transformation (3i) est évi-
dente.

Exemple 3. — Nous aurons, en vertu de (38),

//:-=oo ^y^ - .^ \
^ 2 .T

(SQ) ^-^"'"^l;^.r)"^-^ ,
' 2^ -|~ /?• \ ^ / a -4- -

( r——r) 2

où le domaine de convergence est l ' intér ieur de la courbe K(4).

XI. — Séries de fonctions hypergéométriques.

Posons, comme dans les paragraphes V et IX,

//, ,•::;:•-• IX) II ;'.::.ï SO

(i) 9(,r) -^ h , x " , j\.v) :--.̂  a^v"
ft •,:,...,:i. û /? :».: 0

OÙ

/ ^ ï1' ( al ""h //') l^ a2 ̂ 1 ̂  • ̂  '-"^/^^t} /v 2 / // """ ^p^^^^^ .̂̂ .̂̂  ^ ^. ̂ ^ ;

nous aurons

(3) / (^)^o^(a, (3)9(.r).

Les coefficients des deux développements

^.^ y^rt ,̂ ,^.2//,.•+•!

(4) 0(-)--1A"(7^7, ̂ l15^."^ '̂
/? •;,::1: o n ":-: (»
//, ï.r 'A //, r.s «s
^^ ,^n ,̂̂  y.2/?.-i--l

(5) y(.^-^A',, (-̂ ^ ̂ ^""(T-::-^) '̂
//. ;-— 0 n =~ 0

('(Ui on t le même domaine de con vergence û ( r ) y se déterminent ,
en vertu des formules (34)? (35) et (36) du paragraphe X, comme
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suit :

/ C \ A V / \ . / ûc ^~ n \ î(G) ^^z^"0 ç )b^-~^^aaam \ à /
,ï=:0

,ç =2/14-1

/ \ T» 'V / \ <: /a + n \ i
(7) Ï^.^ >, (——l) ' , ^2/^l-.ç

^WBH \ " /

,v==0

,s- ==• â/l 4- 1

/ o \ -n' ^ / .,/ 'a~i-n4-l\,(8) B^== ^ (—l)^ ^ l^+i^.
,s- == o

Posons ensuite

(9) F,,(^)=^(a,P)^^, F,,^(^):=o,,(a,P)^^

puis définissons par les conditions

rz ,. , ̂  n 4- ï- ;::/^$ ———
9. " " " " " 2

le positif entier /^; nous elurons pour tous les n
.S'SS W

/ . ï-» / s '̂  /^ ~+" /^•+- .S* — î'\
( 10 ) ^(^)=^(, ^ J X

.v=:0

•x ^(̂ ijL^L±±W /< («y
r( ̂  + ̂  ̂  .y) ?( (3,4- /^ "+• A-) .. .F ( fJ^..4- n + s) x ""'"'?

d^où particulièrement, si nous posons/^ == ï et a, == p, (S, == ̂ ,

( 1 1 ) F,(^) "= ̂ ^^^/^(a^ ̂  p + n, y 4- ̂  ..r).

Il nous reste à déterminer encore, sous forme commune, la fonc-
tion €^(0?), définie par les condit ions

(12 ) ^(^)==o^(a, f5)—~Ç~^, <ÏWi(.^) == t^-i(^).
\ x — ^ ;

A cet effet définissons, à l'aide des condit ions

n 4- f ^ „.,-. //. + ̂—— ;-, ,̂ / •„ ———,
% "11" "' 2
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le nombre entier n"\ nous aurons pour tous les n,

(13) ^<^^v7a+/^^Iy^(^^^+')^(a2^/^^)'•T^^^^v / ' / ^\ s yr(pi+./z-h.î)r(p2-h^+5)...r(p^-+-/24-.î) '

de sorte que la fonction particulière correspondant à (n) devienne

( 1 4 ) <M^)== y^^^'1 ï^ + n\ (3 ~h ̂  y + n, x^.

Cela posé, notre théorème général 2 du paragraphe II donnera,
en vertu de (4) et (5), ces deux développements :

n == oo /î == co

(15) /(^)==^A^F,,(^)=^.B,<&,,(^),
?Z == (t Tt == 0

où nous avons posé, pour abréger,

(,Q^ A -V^ r^ ̂  + "^ ' ̂  ̂ (gcl~(' " ~ •''')- • • ̂ ^ n - •y) .(.6) A,.-^( i) ^ ^ ;r(p,+«-,)...r(p ,-1-^-^^-^
A" =; 0

/,^ B --^( iY ( a + n ' } r(ocl +'t-s)••• T(a,,+n -s)(17 ) 1^-^( i) ^ ^ /^(p,-^-/»-^)...^((3/,+/i-.y)a/^-î•
.v==o

Posons p = r , nous trouvons les séries particulières
Tî.ss oo

(18 ) /(^) === ̂  A/,.^F(a -+- /^ ? + n, y -j- ^, ̂ ),
/£=()

n=; <»

(19) /(.r;) == ̂  1'^^^ F(a -h /^, (3 -h n, y -h n, ̂ ),
n ss 0

où il faut poser
/p+^A

A— /a 4»,^_ï\ ^ ^ )
(.0) A,^2(-^( , Jpy^^A^-

[ n )

/^+n-i\

(„) B.^_,,("-')^^.,.
.v=0 1 j

\ ^ /

Ànn. Éc\ Norm^ (3), XX,K.. — AvmL ïf)ï3. ^Ss
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De plus, nous savons que les nouvelles séries ainsi trouvées ont
le même domaine (le convergence û(r) que les séries données (4)
et (5).

Ces remarques faites, nous venons de démontrer le théorème suivant:

1. Toute fonction analytique fÇoc)^ régulière aux environs du
point x == o, est dévelbppaUe en séries de la forme (ï5), (18) et (19),
dont le domaine de convergence commun est l'intérieur d'une
courbe K(^), où il faut admettre^ en générale pour a ̂  o, r'5.^..
Dans le cas particulier a === o le domaine de convergence susdit dépend
seulement de la fonction

cp(^)-=^((3,a)/(. 'r).

Exemple 1. — Les formules (2.3) et (24) du paragraphe X nous
conduisent aux développements suivants :

(a-2) ^ F(a + v, (3, y, x) =--^ A^ F(a + n1', (3 .4- n, y + // , .r),
// ==; o

(a3) F(c< + v, p, y, .r) •== ̂  B»,^» F(a -l- /(", p -h «,, y 4- //, ,r),
n =a 0

convergents à l'intérieur de K(4), et où nous avons posé
/p4-.,,_,\ /j3^_i\

f^n A" -^^ 7^ 1^ n ^ R ^+^--A\ ^ ^(94) A-^ . ^/TTÏÏ^- '̂̂  , ^pT^rrrx
\ /î Y \ ^ )

II est évident que le théorème précédent nous présente un nouveau
cas^ particulier du problème général énoncé dans le paragraphe X^.
Du reste, il saute aux yeux que ce cas particulier est plus compliqué
que celui ment ionné dans le paragraphe ï, parce que la fonct ion qu'i l
s'agit de développer ne détermine pas ici généralement le domaine
de convergence des séries obtenues.

Il nous reste encore à appliquer le théorème 5 du paragraphe X.
A cet effet, posons

^(^)=^(a,p)f—==Y^
Wi~^7
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nous aurons

(25 ) ^ - ^ f ^ ) - y / a + ^ + t 9 ^ î \ ^ ( a ^ / ^^ ) - t ^ (^4 - / l+^^v / "w ^\ h^+^+.)...r(pp^+,^ -
.s-=-0 \ .S' /

d'où en posant p == i, a^ =: (3, (î, == y,

, „, ITC / . r ( 6 -h ^ ) _ / ft - \
(.6) ^(,r) = ̂ y^y^ 1-^ + ,. P + ̂ , 7 + ̂  ̂  ;

d'où, en vertu de la formule (37) du paragraphe X, le théorème :

2. Toute fonction analytique /(^), régulière auoc environs du
point x = o, est développable en série de la forme

nss. »

(27) /(^)=^A»¥,^),
n =-- 0

dont, le domaine de convergence est l } intérieur d'une courte K.(rY
où il faut en générale même pour a = o, admettre r^4-

On voit que les coefficients de la série (27) deviennent assez com-
pliqués.

Exemple'!. — La formule (3()) du paragraphe X donnera la série
suivante :

H •S". 00

(a8) F(a + ^ p, y, x).-- V K,,x"' F (a + n-, (3 -|- /;, y -t- //., x\,
A_I \ 2 /
n =; 0

qui est, convorgentc à l ' in té r ieur de K(4), et où il fau t poser
/j3+/i,,_i\

/ n\ (
(.9) A^-^—C-'-î)-——^—— /

..^n\ ^ ) /y+.-A
\ ^ 7


