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RECHERCHES

SUR LE

DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ANALYTIQUE

EN SERIE DE FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES:

Pin Nisns NIKLSEN,

i Copenhague.

CHAPITRE 1.

REMARQUES IHISTORIQUES. METHODES GENERALES.

I. — Sur les séries de fonctions hypergéométriques.

Soient P*(x) et Q"(ax) les fonctions sphériques ordinaives de pre-
micre ¢t de seconde espece, Ch. Neumann (*) a démontré que toute
fonction analytique f(z), régulicre & Pintérieur d’une ellipse ayant
les foyers (1, 0) et (—1, 0), est, dans ce domaine, développable en
serie de la forme

(1) SCr) ==Y AP (),

nzl

oit les coefficients A, sont indépendants de .

(1) Ucher dic Entwicklung ciner Function it imaginéirerem Argument nach den Augel-
Junctionen esier und zweiter Are, alle, 1864,
Ann, Be. Norm., (3), XXX, — Mars 1013, 16
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Soil, au conl aire, l 1]011( lmn/(a ) n'“ulu e d l exte |u'm'(lv I’ clllpw
susdites; nous aurons le développement

n=—w

(2) j(x):.:}:l;,, 0" ().

n=0n

ott les coefficients B, sont indépendants de 2, el o le domaine de
convergence de la série est la partie susdite du plan des 2.

Ces deux théoremes de Ch. Neumann sont (rés intéressant(s, paree
qu'ils donnent, pour la premicre fois que je sache, des séries aux
termes analytiques dont les domaines de convergence ne sont pas des
cereles, et cela de sorte que les séries en question ne soient pas des
transformations dircctes d’une série de puissances, ce qui a lieu pour
les séries dites séries de Burmann

n o’

(3) Sy= ¥ Aulv(a)",

()

ott la fonction analytique 2 () est régulicre dans un domaine ou elle
aun seul zéro simple @ = «.

Remarquons encore que le domaine de convergence des deux
séries (1) et (2) de Ch. Neumann dépend seulement de la fonetion
donnée f(x), qu il s'agit de (l(*v<~lopp( r, ce (qui n’a pas géndralement
licu pour les séries de l«l forme (3)

Quant aux séries (3) qui pml,vnl, le nom de Burmann, remarquons
que le seul mérite du géometre de Mannheim est la découverte de la
formule (*)

(/‘) n. 1\;1 ”" 1% i ?;',;{i ./"(.l;) ;' ‘A.

ot 2 est le zéro susdit de o ().
Dans une lettre (*), adressée a Ch. Neamann, Jai monteé que Jes

(1y Foir le Rapport de Lagrange el Legendre, insére (ldll‘a tes Mémoires de Ulnstitut,
t I, 1795, p. 1b.

() Sitzungsberichte der Kgl. séiichs. Gesellschaft der Wissensehaften zu Leipzig, t. LX1,
1909, p. 33-61.
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deux séries (1) el (2) ot les autres séries, trouvées par Pillustre
Maitre ('), de fonctions eylindriques de premitre espice, peuvent étre
déduites & Paide d'un seul principe général.

Dans mon Traité des fonctions métasphériques (2), jlai généralisé
la série (1) de Ch. Neumann en démontrant que toute fonetion
analytique /(2), régulicre & Pintéricur d’une ellipse  avant les
foyers (o, o) et (1, 0) est dans ce domaine développable en série de Ta
forme

e
(5) ; '/-<.’l-')’iiiEA,,F(d“F Ty =Ny, ),
noo
ott les coeflicients A, sont indépentants de @, tandis que 2 ety sont
des paramétres quelconques, les valeurs . zéro et négatives enticres
ctant exclues pour v,
Quant i la série (2), introduisons les 2p 41 parametres

- C 4 (4
@y “27 L] a‘/lll7 ph r"'h ML (JI”

your lesquels les valeurs enticres el non positives sont exclues, mais
| | | ’
qui sont du reste completement arbitraires, puis posons

(G) ¥, () ,;_'.V' wl‘(a, fon S P oyt 8) oL U (o - - 8) -t
" s STV (Bt -s) o (B A= $) V(B - an ) !

5 0
Jai démontre que toute fonction analytique /() de la variable com-
plexe a ==z + (B, régulicre & Pintéricur de la courbe fermée K(a)
deéfinie par Péquation

2 A 2 . V2 A2
. o (2t B0y o (e 1) -
(7) (o= B g e D —_—— - == 0 a>> o0,
et -4 1) alea-1-1) het (et --1)*
(V) Theoric der Besselschen Functionen, Leipzig, 1867, — Mathematische Annalen,

LI 1870, p. S581-Gro.
(%) Theorie des fonctions meétasphérigues( Cours professé d 'Université de Copenhague),
pe 175177, Paris, 1911,
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est dans ce domaine développable en série de la forme

n=w=

(8) /(‘1’) :Z/XMFH(‘Z‘)v

n=

ott les coefficients A, sont indépendants de « (*).

Il est évident du reste que le champ de convergence des deux
séries (5) et (8) dépend seulement de la fonction /(a) qu'il s"agit de
développer.

Dans ce qui suit, nous avons a étudier d’autres series de fonctions
hypergéométriques.

A cet eflet, introduisons les p -+ ¢ paramétres

. “
(9) Ayy  Ggy  ween Ops ﬁh 16‘.‘.3 ey 2

choisis de sorte que les valeurs entiéres non positives soient exclues,
mais étant du reste complétement arbitraires, puis posons pour tous
les »

(o Y ey +n). .. 1'(« n
(”)) A,,:Z: ( 1+ ) ( 2 - _) ( /;‘ ),

C(B, )V (pyrn) M“(ﬁ,/!n )’

nous avons a étndier les problémes suivants :

Premier probléme. — Développer une fonetion analytique f(x),
regulidre aux environs du point 2 == o en série de la forme

N
. . . Ql N
(11) flar) L an W, (),
noh
ol les coefficients «, sont indépendants de a, et ofi nous avons posé
pour abréger

R

¢ An & .
(12) F,(a) :'::ZQ1 _‘...'.;\*'- PR E
S Ay

sl

¢'est-i-dire qu’il faut admettre p=q + 1. Les fonctions F,(2) sont

(1) Théorie des fonctions metasphiriques, p. 16g-179, Pavis, 1911,
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par conséquent, pour ¢ > 1, des fonctions hypergéométriques géné-
ralisces.

Second probléme. — Développer une fonction analytique /(a),
régulitre aux environs du point & = o, en série de la forme
=
. . W Y
(13) () :Z/;,,n,,(‘,-),
om0
ot les cocflicients b, sont indépendants de 2, ¢t ot nous avons pose
pour abréger

Nz=n

(14) Gy (= (e (1) A,

de sorte qu'il fant admettre ici p g, Dans ce cas, la fonetion G, (2) est
an polynome entier du degré 2n.

Quant aux deux problemes que nous venons d’énoncer, le cas p~g
ou plog -1 rvespectivement ne présente  quiun intérel secondairve,
parce que le domaine de convergence de elles séries coinceide avee le
cercle de convergence de lasérie de puissances qui représente, pour |2
suffisamment petit, la foncetion f(x) ().

Les séries newnannicnnes de fonctions cylindriques de premicre
espeee sont des cas particuliers de telles séries.

Dans mon Traité des fonctions métasphériques jai étudic assez
amplement la série (rr) (%) cependant, il est possible de généraliser
la classe des fonetions développables dans une série de ce genre.

On pourrait essayer de généraliser Ia série (11) en étudiant le pro-
bltme ci-dessous :

Probléme général. — Développer une fonction analytique /(a),
régulicre aux environs du point 2 == o dans une série obtenue de (11)
eny remplacant

Lp-t-n, [+ n
respectivement par
e SN W

n n

(V) Théorie des fonetions métasphériques, p. 165-168, Paris, 1911.
(%) Loc. cit., p. 168-106q.
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ot les ¢léments des p + ¢ suites infinies,
all, & el Lol a), L. L,

) o (o ) P
L A N 1.

sont des entiers non négatifs, tels que nous aurons pour tous les 7

ryp el oy "
(lu-i»l =y blH—i = ///1 k]
. AL . o
lim é})" == o=, lim O} = .
n—mw "ot

Remarquons que la fonction (6) nous donne un cas particulier des
séries de ce genre, savoir le cas qui correspond

p=q-+1, al=n, 1°r>p; bl'=n, 1_rig-—1, bili=oan,

\

Dans ce qui suit, nous avons a ¢tudier un autre cas particulicr des
séries de ce genre. Cependant, ces deux exemples montrent que notee
probléme, pris dans cette généralité, est (res difficile.

II. -- Sur une transformation générale.

Dans mon Traité des fonctions métasphériques, jai indiqué uné
méthode qui m’a permis d’¢tudier Tes séries (5), (8) el (r1) du para-
graphe I. Or, pour é¢tudier les autres séries mentionnées, il faut loge-
rement modifier cette méthode.

A cet effet, nous désignons comme domaine simple une partie du
plan de la variable complexe 2 qui satisfait anx deux conditions

suivantes :

1° La frontiére du domaine est continue et le plus petit des rayons
vecteurs partant du point 2 = o aux points de la fronticre n’est pas
egal & zéro ’

2° Soit M un point quelconque du domaine susdit, il est possible
de tracer une courbe continue entre M etle point 2 == o, sans franchir

la frontiére.

Pour donner une application immédiate de la condition (2) nous
désignons par a le nombre complexe dont Pimage est le point M
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susdil, puis nous désignons par ¢ une variable, telle que le nombre
parcourt une courbe continue tracée entre les puinls M et w = o, 1l est
¢vident que Ia variable ¢ parcourt une courbe continue tracée entre
les deux points ¢ = o et =1, ct inversement.

Cela posé, il est facile de démontrer le théoréme suivant :

1. Sotent

(I) 71y Aas R ] Cl,,; |619 fe'.n A ] (—"p
ap paramétres finis quelconques, pour lesquels les valeurs entiéres el non
positiees sont cxclues, les dewr scries de puissances

(5)_) /(r) A A e L e (7R L= S
nemw » ' .
s Uyt n)U (e~ n) oo V(a1 n) .
L R B L
e (B YU (By-t-n) o V(B ) "
no0

(3) IQE

l.ll

ontle méme rayon de convergence, el les dewr fonctions analytiques [(x)
et w(x), definies par ces deux sérics, sont régulicres dans le méme domaine
simple, pourcw que ce domaine sotl limité: par une seule fronticre sans
noeds.

Pour démontrer, par la conclusion de p i p 41 ce théoréme, nous
pourrons nous horner i 'étade du cas p == 1, ce qui donners

n =
~ (2 n)
4 (o) = \1-—-—————-—-——- Xt
0 v(a) "_‘l.\((jq__”)((u(
n 0 .

Désignons ensuite par G, une courbe continue sans neeads, tirée
entre les deux poin(s £== 0 ¢l £=:1; nous aurons pour

(H) Vo) o, R(p—=)>o0,
et, pourvu que G,y n’enveloppe aucun des points £ = o et £ =1,

: A ') U(p—a)
] /. - . o A | e AU NV
(6) { '/% O e B L a7/ /” R A = 5

Considérons maintenant une valeur fixe de 2, telle que |z | <r,
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oti r désigne le rayon de convergence de la série de puissances (2),
il est possible de choisir la courbe continue Gy, telle que la série
ne
)= a,(zt)"

ne=0

est uniformément convergente par rapport a ¢, quand cette variable
parcourt la courbe Cg . En effet, il suflit de supposer que la courbe
correspondante suivie par (@ soit situce & Uintéricur d'un cercle, dont
le centre est Porigine tandis que le rayon est plus grand que [ x| mais
plus petit que r.

Soit C, , une telle courbe, la série

no A

St (1 ()bl = Za"‘r’l (A (g
n 0

peut ¢tre intégrée terme i terme par rapport a £ et sur la courbe €,
pourva que les conditions (5) soient remplies, et nous aurons par

conséquent pour || < r
(7) 99(”)::?(‘{7':7)/ Sey st — 1) g
)/,

“ant

de plus, il est évident que le rayon de convergence de la série de
puissances (3) ne peut jamais étre plus petit que r.

Supposons ensuile que 2 soit une valeur quelconque appartenant
au domaine simple K, dans lequel /(2) est supposée régulivre, il est
possible de déterminer la courbe G, ,, de sorte que Pintégrale qui
ligure au second membre de (7) existe, ce qui montrera que celle
intégrale représente, dans le domaine K, une fonction régulicre
de x.

Dans le cas ol les conditions (5) ne sont pas remplies, il est possible
de determiner deux nombres entiers, non négalifs, p et g, tels que

(8) R(a)>—p, R(p—a)>—q;

posons ensuite

n=uw

So(x) 22 a,
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la meéme méthode montrera que Pintégrale

(9) Opoy(r) = ﬁm / Sp(ta) 2=t (1 — ) B-mwrat oy

représente, dans le domaine K, une fonction végulicre de x, et nous
aurons pour | x| <r

3 ‘I‘(a~l~n)
(l() g' = e, 22
) ///( ) A—"((J-ﬁ—ll “) ne
n ’P

Cela posé, nous aurons évidemment, en vertu de (10),
o l).n'{‘p.//(m) = (Ifj dy =), ()=, ().

ce qui montrera que la fonetion 2, (), et par conséquent la fonetion
~ ‘ (e -1 1) .
fy( r) o= Dp, 0( ’ ~{- 3 . ” s Ve ’7’('1') - ?u.u(-")

est régulicre dans e domaine K, et que Te rayon de convergence de la
serie de puissances (4) ne peat pas ¢lee plus petit que r.

Inversement, prenons pour point de départ Ta fonction ¢ (), puis
permutons les deux paramétres z et 85 le méme procédé nous conduira
de o) S (), et notre théoreme est démontre.,

Quant aux deux fonctions /() et o (a) qui figurent dans les for-
mules (2) et (";), nous disons que 2y est déduite de S () par
Popération ¢,(x, B), savoir

(rn) wlaw)=d,(a,3) f(2),
ce qui donnera inversement
(l‘,é) ./(I)" r)l,({j,a')?(",~)_

Supposons par exemple f(x) = (1 —x)', p=1, a,=u, §, =1;
nous aurons () = (1 - ) ; la fonction /() est réguliére dans la
couronne limitée par les deux cercles [a— 1| =r et |2 - =R,
R>r, ce qui n’a pas licu pour z(a) qui a généralement un point
de ramification dans 2= 1. Le domaine en question es(, dans ce cas,
limité par deux courbes différentes.

Ann, Fe. Norm., (3), XXX. — Manrs 1qrd. 7
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Considérons maintenant une suite infinie de fonctions analytiques
(13) Fo(z), Fi(x), Fo(e). ..., B,(e),

régulicres dans le méme domaine simple K, limité par une seule
frontiere sans nceuds, et telles que I, (a) a, pour tous les 72, dans le
point & = o un zéro précisément de Pordre 2, nous aurons pour tous
les n des séries de puissances de laforme

(14) F,(x) :‘:2 Uy, g5 Uy 075 0.

S

Posons ensuite, pour tous les n, et en appliquant les paramétres (1)
(15) G, (2)=0,(a, 3)1, (1),
tous les ¢léments de la suite infinie
(16) Go(z)y Gy(x), Gulz), ..., G, (),
sont réguliers dans le domaine K, et il n’existe pas un domaine
simple plus ¢tendu que K, ot toutes les fonctions G,(a) sont régu-
litres.

Ces remarques failes, nous démontrerons sans peine le théoreme

suivant :

2. Supposons que la série infinie

Vv NA
(17) Sle) = P A By (),
o=
dont les coefficients sont independants de x, soil uniformément conger-
gente dans un domaine simple K\, la fronticre y compiie, cette autre
série

(18) 9(a)=0,(a, B) [(@)= Y Ayl ()

n 0

a la méme propriéié, et la série (18) ne peut ére uniformément conser-
gente dans un domaine simple plus étendu que K, .

En effet, désignons par m un positif entier quelconque, puis posons
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pour abréger

N "
. N _
W, (v)= \ Ay g o_nTn—r1.
Y=y k) §

tandis que nous aurons, pour 2~ m, constamment
®,(x) =F,(r),
tous les ¢léments de la suite infinie
o (), o (), oo, o by, (),

sont régulicrs, pourva que tous les éléments de Ta suite (15) posscedent
celle propric(é, el la série mfinie

n kg

AN A, ()
] rm

n 0

estuntformément convergente dans fe domaine simple, ot la série
donnée (17) a cetle propriete.

Cela posé, on voit que In démonstration du théoreme 2 est iden-
Gue i celle que nous venons d’établiv pour le théortme preeédent (1),

Les applications de ces deux théoremes dans le cas ol f/(2) est
ane fonetion hypergéométrique et dans e cas oitles fonctions F,(z)
sont de laforme (12) el (14) du paragraphe I, sautent aux yeux.

Dans ce qui suit nous avons & profiter de telles applications parti-
culicres.

CHAPITRE 11.

RESOLUTION DU PREMIER PROBLEME.

III. — Sur une série d’Buler.
Pour résoudre Te premicr des problemes énonces dans e para-
eraphe I, nous remarquons que

AN )T

(1) Comparer le paragraphe XV de ma 7héorie des fonctions métasphiriques.
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est une des fonctions les plus simples définies par Ta formule (12) du
paragraphe I, nous aurons, conformément aux remarques (ui ter-
minent le paragraphe précédent, avant tout i étudier le domaine de
convergence de la série

n=w

(1) /(l) ;'_:,ENH (l_il>”,

ou les coeflicients «, sont indépendants de 2.

A cet effet, supposons que la série (1) soit convergente pour une
certaine valeur o de 2, la série en question sera absolument conver-
gente, pourvu quc

X (]
2 <z
( ) {I-——.ﬁlf l—»‘/.),
et uniformément convergente pourvu (ue
o O] .
3 I S
( ) [ =1

ot o désigne une quantité positive arbitrairenent petite.

Posons ensuile @ = o +[{5; nous verrons, en vertu de (2), que le
domaine de convergence de la série (1) est généralement déterming
par la condition

42
)

ai- ot (e )t e B
ot est e rayon de convergence de fa série de puissances
(h) Wy = Ay == Ay X == b 2 e

¢’est-d-dire que nous avons a ¢ludier séparément les trois cas suivants :

1°7<1; le domaine de convergence de la série (1) est Pintérieur
du cercle C(r) avec I'équation

)

o 2
(5\) ok - @2'4“ i = O — d 3 ST 03
| e A L

on voit que les points d’intersection de C(r) et de Paxe réel ont les

abscisses
A I
—mm———

L —r [ ==r

1
< =3
2
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2® r =15 laséric est convergente pour une valeur linie quelconque
de @ qui satisfait a la condition
N I
(6) l{(,v):::a<:;
307 > 15 notre série est convergente dans la partie du plan des a

sttuce a lextériear du cercle G(r)

2 .
(7) ot 32 — _',“ = 2’ =z 03
rt—y r2—

on voit que les points d'intersection de C(r) et de 'axe réel ont les

abscisses

Dans ce qui suit, nons désignons par Q(r) respectivement Q' (r)
Pensemble des valeurs de la vartable complexe @ = 2 + ¢ qui satisfont
a la condition

at - B (2 1)t
respectivement

o

a5 (o ).

9

Gela posé, Pidentité évidente

I o 1 I
y—a T =2 (=)
I -—-.'}’ [ —

nous conduira i la série géométrique

(8) : :‘:31 =y il .
‘ Y=k eyl (e
n=0

qui est absolument convergente, pourvu que y parcourt la circonfé-

rence d’un cercle G(ry quelconque, tandis que - appartient i 'en-

semble Q(r); de plus, la série en question deviendra uniformément

convergente, et parrapport az et par rapport & y, pourvu que x appar-

tienne & Pensemble Q'(r — ¢), ol 2 est une quantité positive arbitrai-
ement petite.
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Ces remarques faites, il est tros facile de démontrer le théoréme
suivant :

1. Toute fonction analytique f(x), régulicre dans un ensemble Q(r),
est, duns ce domaine, développable en série de la forme

now

(9) J(@) =X M ey

n=10

. . . , ~
qui est uniformément convergente dans un ensemble Q' (r — o) quel-
conque. Le domaine de convergence de la série () dépend sewlement de
la fonction donnée f(x).

lin effet, soit & une valeuar fixe quelconque appartenant 4 en-
semble Q(r), il est possible de déerire un cercle G(r — ), 02> 0,
qui enveloppe le point . Multiplions ensuite par /(y) les deux
membres de (g), puis intégrons dans le sens divect sur la circonfe-
rence de G(r — 8) 3 le théoréme de Cauchy nous conduira au hut.
Quant au coefficient général A,, nous aurons

2TL

i * [ — n g o '

ou ¢ est la circonférence d’un cercle ayant son centre dans lorigine ef
étant arbitrairement petit.
Soit maintenant pour | z| suflisamment petit

(r1) Slx) = ay+ ayx + ayr .. A= x4

nous aurons, en vertu de (10),

v

(12) u-*}.<—'> ( )f < — DL (1))

=2 ()

Inversement, prenons pour point de départ la série (o), un théo-
réme trés connu de Weierstrass donnera immédiatement, pour les
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coefficients de la série de puissances (11), celte expression géndérale

sS=n

Y /L
U= Z (?>A,,_,¢.

N=0

—
(o]
~

qui represente Uinversion de la premivre des formules (12).

IV. — Etudes des séries particuliéres.

Exemple 1. — Pour donner une application classique du théoréme
que nous venons de démontrer, nous posons

n..-m

‘ . < ah

(l) e —"7-3> f,;'),,(a)(r ./l.\lll'l,
ety —_— &,
no0

série dont Te domaine de convergence est ensemble Q (1), savorr
détermingé par la condition

I
(2) H(m)<;—-
Quantaux fonctions o, (2 ), nous aurons, en vertu de la formule (12)
du paragraphe 11,

(3)

. . ol w10
(4) wl X()m

Posons, dans la serie générale (o) du paragraphe 111,

€

A — 1

an liea de e, il résulte lasérie de puissances

( 5 ) ;i'.,_'/ (_,1_1.,_1) ::“‘.Z (— l)” A” ar,
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dont le rayon de convergence est égal au nombre » qui détermine le
domaine de convergence Q(r).
Appliquons sur la formule (1) la transformation susdite, nous

aurons
— 9" n=w=
(6) — "“Z(——I)"f.a,, ayan x| <i;
n=»0

les formules (4) et (6) sont dues a Abel (*), tandis que Halphen (*) a
étudié les séries de fonctions 9,(x).

Exemple 2. — Remarquons que la formule (1) donnera immadia-
tement cefte autre
nrm o
S 0, (Fa) v, (— L) &
0SS o »;m.\ U A RO S, P O USSR
(7) cosar — 2 > Gy
no-0

puis appliquons, pour la fonction eylindrique de premicre espece

noswm

———l)”‘ "l.‘ VAR
8 S () == ( (——
(&) () - A-l//!l(v I—l) ) ’
n
la formule intégrale due & Bessel (%)
T

2 " L !

<J 1) I () sz e / cos(asing) (cose) dy, V) 2> =

i P
\/tl (J -+ )) o

nous aurons, en vertu de (7), dans 'ensemble Q(1),

o NV . .’I:'"
(9) (f/z) (7)== X ( 1" %y, 11(2)'(“;":_”;,')7;']‘7’
Ol nous avons posé pour :al)l't'eg_l;(:l'
wh 7N
=y (_ 1 )H (
~ 28 s

(10) ’-?v‘n(“):z SIT(Ves+1) (7) )

Eea ]

(V) OFupres, t. 11, p. 284.

(%) Comptes rendus de U Académie des Sciences, {. CXV1, 1882, p. 6oy-631.

(3) Abhandlungen der Berliver Akademie, 1825, p. 36. - Foir aussi mon Traité :
Handbuch der Theoric der Zylinderfunktionen, p. 51, Leipzig, 1901,
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Exemple 3. — La série
n oo
( I . (__ 1" an
) 2 —.r MZ 2ttt (1 — )l
n= 0

ale domaine de convergence Q (4); ¢’est-a-dire la partie du plan des x

H . 5 .o - o 2\"
située a Pextérieur du cercle (o — EI +pBr= (7]
v
Posons, dans la formule générale (g) du paragraphe 111,
S(z)
I —Z

au lieu de f(2), ce qui est permis; nous aurons la série de Burmann

no

.‘w a N\
(r2) Sl =Y, (TI;‘ ,) ,
n=sl
dont le domaine de convergence est Pensemble Q(7), tandis que nous
aurons généralement

N1 B
9 4 1 - . 3 1
(13) B, T DE(r— &)= f(2)]gemo = L (—1)* ( s > Ay mge
8l N
Exemple 4. — Les deux séries
n oo
-~ Yo P wn
; )V ?::2‘ e
(1) (1 ) n (—x)
n=s0 :
H=:wm 1
- (___ l')nv P2 n
ey (2
(15) 0g (1 ) " A P
nz) '

tirées directement de (12) et étant ¢videntes du reste, ont toutes les
deux le domaine de convergence  (1).
Remarquons que la séric obtenue de (14)
nan

(1) (== () =

nesl

est convergente dans le domaine Q (1) aussi.
Ann. Ec. Norm., (5), XXX. — Mans 1913, 18
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V. — Séries de fonctions hypergéométriques.

Considérons maintenant la série de puissances

(1) o(x)=by+ by + by’ .. .4 by’ . ..,

développée en série de la forme

-—::: ah
(2) CP(-”)ZZ'\'Lm:p
n=10
nous aurons pour tous les n
§n .
S
(3) AIL:‘\I/_J(_])'Q<€)/’11 $3
i)

de plus, nous désignons par Q(r) le domaine de convergence de la
L [>) \ ko]
série (2).
Pour pouvoir appliquer la transformation ¢,(a, B) définic par les
formules (2), (3) et (12) du paragraphe I, nous posons
I I

U(oy+m)l(ay 4+~ n). ..
LB )P (fo-+n)...

(o)

(o4 10)

( /l ) A, ==

na

ce qui donnera pour la fonclion
(5) JS(@)=10ple, proler)
la séric de puissances
(6) JZ)=ag+ ayx - ayxt 4. .. -
qui a le méme rayon de convergence que la série donnée (1).
Quant a la fonction
o

(7) Fn(‘:"')::'ap(ch (j)z‘l‘“:‘_";‘;l—r{7

nous aurons pour tous les 2

§= 0

(8) F”(w):}:("““-" l’(alJrn+.¢)[‘(d2+u.+s),..l‘{(a,,»‘»(i_i-s}'L'””

s JUBEn+)T(fernts). . L(B,+n-—+s)

s==0
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ce qui donnera, en vertu du théoréme 2 du paragraphe 11, ce dévelop-
pement

(9) fl)iu\\l ")

qui a le méme domaine de convergence que la série (2); ¢’est-d-dire
I"'ensemble Q (7).

Quant au coefficient général A, quitigure au second membre de (g),
nousaurons, en vertu (l(: (3)et (4), cette expression a 'aide des coeffi-
cients de la série de puissances (6)

s

Z(‘“’)‘( )l‘{(ﬁ,+n — )0 (By+n-—s5)...T(B,+n—s)

3 — 3 A ppse
Doy 41— )0y +n—s).. . T(a,+n—s) ***

(10)

E==a)

Posons ensuite dans (7) p+ 1 au licu de p, puis posons o, , = «,
By = 1, NOUS aurons

b, ()= S g, e,

ot il faut admettre

p— oA n A= — 1\ U(aty - n4-s) ... U, -+n-+s) .
(ll (l’n(’ Z( s >l((J1“i‘/l'ﬂ‘-‘>)- l((.)p*l"’l |"S) )

8§20

ce qui donnera, en vertu de (g), celte autre série

n==w

(12) S(@)= Y Ay, (),

no=0

qui a encore le méme domaine de convergence Q(r) que la série (2),
tandis que nous aurons, en vertu de (10),

$ o+ rn—s)...(a,+n—s)

(13) ’\/1?7""-'.2 (— 1) (c/. g —1 \ (B -n—s)... ‘[“(ﬁ,,-k n-—s) P

Posons particuliérement p = 1 et o, = 8, B, = v; nous aurons la série
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de fonctions hypergéométriques ordinaires

S=n

(14) f(x)::EA,,x"F(a+n, B+n,y+n,x)

n=0

qui a le domaine de convergence Q(r) aussi, et le coeflicient général
A, se détermine comme suit :

smn (s (FER—T (B -
(15) A,,:Z( ) (” EY?+”'I>—<‘>+;Z ’>

S

Qpge

Cela posé, nous avons démontré le théoréme suivant :

1. Toute fonction analytique f(x), réguliére aux engirons du point
x = o0, est développable en série de la forme (12), dont le domaine de
conpergence est un ensemble Q (r), od nous aurons généralement r 1.

Ezemple 1. — La formule (16) du paragraphe IV donnera ce dévelop-

pement curieux
new (Y B—n—r1\ .
n n

(16) F(a+v, B, v, x) ::Z 2" F (o= n, Bt n, y-+n, x),

7ot —1
NG

valable, pourvu que

Exemple 2. — La formule (r1) du paragraphe IV nous conduira
une série de la forme susdite, convergente dans 'ensemble Q(4),
quoique la fonction correspondante f(z) a des points de ramification
dans I'intérieur du cercle C(4), de sorte que f(2) n’est pas analytique
dans le complet ensemble (4), étant la partie du plan des 2 situés a
Pextérieur du cercle susdit ().

(1) Dans ma T"%éorie des fonciions métaphysiques, je ne considére que les séries qui
carrespondent & un domaine de convergence 2(r), ol r Z1.
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CHAPITRE III.

RESOLUTION DU SECOND PROBLEME.

VI. — Sur une série de Puiseux.
Pour résoudre le second probleme indiqué dans le paragraphe I,

nous prenons pour point de départ la série de Burmann

neT e

(1) ’/'(.ar;)zzﬁlA”(,f}(;___,,,-z‘)n.7

o

étudice d’une fagon incompléte par Puiseux ('), Schlomileh (2) et feu
M. Julius Petersen (*).

Quant au domaine de convergence de la série, désignons par rle
rayon de convergence de la série de puissances

(2) Ao+ Aje = A L - Ay 2L,

nous verrons que ce domaine estla partie du plan des 2 située a I'inté-
ricur de Uellipse de Gassini G(r) (*) définie par Péquation

(3) (o +R*) [(e — 1)+ L= 1" w=a+B;

c¢’est-a-dire que la courbe C(r) ales deux foyers (o0, 0) et (1, 0).

(V) Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XV, 1850, p. 280-284.

(%) Compendiwm der hiheren Analysis, t. 11, p. 100-103, Brunswick, 1879.

(3) Forelewesninger over Funktionsteori, p. 173-178, Copenhague, 1895. — Forlesungen
itber Funktionstheorie, p. 157-161, Copenhague, 18¢8.

(%) Dans ma 7héorie des fonctions métasphériques, jo désigne (p. 13), par erreur,
comme ellipse de Cassini la courbe (i(«) définie par I'équation

2 pp 2B s o= g e
(a4 B%) - =0 a>> o, &= 0,

mais il saute aux yeux que ce nom illégitime n’a aucune influence sur les applications
analytiques de Ja courbe en question.
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De plus, la série en question est absolument convergente & I'inté-
rieur de G(r) et uniformément convergente sur la circonférence et a
Pintérieur de la courbe C(r — 3), out & désigne une quantité positive,
arbitrairement petite.

Quant & la courbe C(7), nous avons & considérer trois cas :

1° r< [l:; C(r) se décompose en deux ovales isolés O, (r) et O,(r)
qui enveloppent un seul de deux foyers de C(r), savoir respectivement
(0,0)et(1,0);

20 p= %; lacourbe est une lemniscate, de sorte que les frontitres

1 1 . .
des deux ovales O, <7¢) et 0, (Z) n’ont qu’un seul point commun, savoir

. 1 . . /1
le point (E’ o> » le point double de la lemniscate (4</-l> .
. 1 . »

3 r> o C(r) est un seul ovale qui enveloppe les deux foyers de
la courbe.

Dans ce qui suit, nous désignons par O(r) un des deux ovales de la
courbe C(r) pris volontairement; c¢’est-d-dire que nous aurons, pour

I
r > 2]
4
(3) O0(r)=C(r).

Revenons maintenant a la série (1), il saute aux yeux que cette série
et la courbe C(r) ne s’altérent pas, si nous remplacons @ par 1 — x, ce
qui donnera le théoréme suivant :

L. Supposons que la série (v) représente la méme fonction dans tout

_son domaine de convergence, la somme f(x) de ceule série satisfera d
Uéquation fonctionnelle

(4) S(x)= f(1—x).

Exemple 1. — La série

nz==w

[1—a(z—at)P'= (— 1) () v — gty

n==(

[ . , . N
a la courbe de convergence C <;> » sa somme satisfera évidemment i la
condition (4).
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Exemple 2. — L’identité évidente

(1—az)=|1—4(x—x*)]’

donnera le développement

ky Y2V -:m n v 20 (o 2\
(5) (=)= 3 (= () o — 2y,
n=0

applicable dans U'intéricur de I'ovale O, < ;>' Posons

log(—1)=mi;

. '
nous aurons, au contraire, dans I'ovale 0O, (7)
}

nomow

ety N2V e 2 l'w1 —_\n v‘,in _ 2\ 1
(6) (1= 22) o M 3 (1) <n)z (i — z?)".

s

Gela posé, prenons pour point de départ Uidentité évidente

(=)

y—a (¥ =yt = (o — )

nous aurons

" -:; -y n=w .
(7) y— @ Z =y (7w <“ “'T>£:T}_:.frjis'--n(x~x2)"-
=0

Supposons que y parcourt la circonférence d’une ellipse de Cassini
C(r) quelconque, les deux séries qui figurent au second membre de la
formule (7) sont absolument convergentes, pourva que 2 soit situé a
Cintérieur de C(r). De plus, les séries en question sont uniformément
convergentes, pourva que a soit situé sur la circonférence ou a U'inté-
ricur d’une courbe G(r—2), ot ¢ désigne une quantité positive,
arbitrairement petite.

Cela posé, il est ¢vident que la méthode qui nous a donné le théo-
reme 4 du paragraphe I nous conduira ici au théoréme suivant :



144 NIELS NIELSEN.

2. Toute fonction analytique f(x), réguliere a l'intérieur d’un ovale
O(r) de Cassini, peut, dans ce domaine, étre développée comme suit :

(8) Sf(z) :2 Ay(z— 2*)" <'§' —-7>E B,(x— x®)",

et le domaine de convergence depend seulement de la fonction donnée
S(x).

’ . 1 I .

Remarquons que 'expression ~ — x se transforme dans — ~ -, sl

nous remplagons « par 1 — x, le théoréme 2 nous donnera cet autre :

3. Supposons que la fonction analytique [(x), régulicre dans un
ovale O(r) d’une ellipse de Cassini, satis fasse &l équation fonctionnelle (),
la fonction f(x) est régulicre a l'intérieur de la courbe compléte C.(r), et
nous aurons dans ses deux ovales les développements

(9) f(‘Z') :ZAIL(('L'—— (vz)"i (\-% —*"lf)EBu(J" - “I"!)"';
"z "

B \ . § I
c'est-a-dire que U hypothése r > A donnera pour tous les n
(10) B,=o.

. . [ N » .
Appliquons ensuite, pour v = —> les formules (5) et (6), puis remar-
2 . D)s ]
quons que le produit des deux séries de la forme (1), formé d’apres la
regle de Cauchy, nous conduira toujours & une série de la meéme forme,
nous aurons le théoréme suivant :

4. Toule fonction analytique f(x), régulicre aux enyirons d’un des
points (0,0) et (1,0), est développable en série de la _forme

(1) f(Z‘) L"ZA”('Z‘__"‘J)”,

n=s

dont le domaine de convergence est 'intérieur de {"ovale () (r) de Cassini

\ ;o I
correspondant, ou nous aurons en général r. 7
'
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Remarquons en passant que la formule de Burmann (4) du para-

graphe I donnera, pour les coeflicients A, de la série (11), ces expres-
stons

5 A, — Do | (222N e ] 1),
(12) n /(\J-_—m—} J (1)_ ey (rnzy1)

ot il faut poser & = o ou o =1 selon que Povale O (7) en question est
O,(r)ou 0,(r).

Quant au théoreme 4, supposons que lafonction f(x) soit végulicre
a Pintérieur d’une ellipse G(r) ot r> %, il existe deux séries de la

. N . . 1
forme (1v), dont le domaine de convergence est vespectivement O, (7)

\'l
. 1
ot 0,( 7>-
A
Dans le cas particulier ou la fonction susdite satisfasse & 'équation
fonctionnelle (4), les deux séries en question coincident et le domaine
de convergence deviendra Uintéricur de Ta courbe G(r).
t>]
Ce cas particulicr ne peut pas ¢tre traité par la méthode générale
pour developper dans une série de Burmann une fonction donnée.
l.)('asi;;ll()lls maintenant pary une constante quclcmlqu(s, puis posons

(13) ()= ‘"‘%_‘:%"‘,‘-‘:‘ , Sy =(—ax)el(r);

(4) y(x) =

o4 la série ainsi obtenue est en général convergente dans un ovale

. . i
O,(r), ot r= T
définie par les équations (13) est régulicere & intérieur d’une courbe

C’est seulement dans le cas ot la fonetion f(x)

C(r), o r> ;—I, et satisfait 4 Péquation fonctionnelle (4) que la
série (14) peut avoir un domaine de convergence plus étendu.

Quant aux coefficients A, qui figurent dans la série (14), nous
aurons, en vertu de (12) et (13), ces expressions assez compliquées
(13) RIA, == DE [t — 2y () — v (1 — )" o (&)] g

Ann. Ec, Norm., (3), XXX, — Avern 1g13. 19



146 NIELS NIELSEN,

VII. — Discussion des séries précédentes.

Dans une discussion détaillée des séries qui figurent dans le théo-
réme 2 du paragraphe VI, nous avons d considérer séparément ces trois
cas particuliers :

. I .
1° Soxentr,_;z et Povale en question O,(r), nous aurons pour les
]

coeflicients A, et B, des séries susdites ces expressions intégrales

(1‘) Ay = — ['(%—y>/'(.)’)ufy

PRV ES! B --——,— /'l..:ﬂ-y)(l‘y
AN ESD (A

a i'.Tf;'. (.)-»_‘.}'Z)HIT,
ot Cest la circonférence d’un petit cercle ayant son centre dans le
foyer (0,0).

Posons ensuite pour || suffisamment petit

(2) S(x) == ay~+ @y x4 au - dt

puis appliquons les séries de puissances

‘1
(._ — y/ I) £
V2T D N el 4

.D e L n ‘l‘/" RN/
( )) (), — _}"")"‘” T e 0, 14, “d-ap ( P )7’ H
. =0
I '~ n -4 V4
A —_— - ! " =1
) =y = (1 ),
P

ralables, pourvu que o <|y| <1, nous aurons, en vertu de (1),

pemnd

! N P n-t-p
p
B A= -« A— N TP a
( ) 0 2 ['R] n AJ an 4 2/) [) n=-p
e
/r, n

(6) B.= 3 (" o )an

p=0
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ou, ce qui est évidemment la méme chose,

(7) Ap= DO — o) ()]a=s (22),

nl 2

(8) B,:-——l)"[(l— ) f ()] o (n;:);

. P . .
22 Soil 7~ = ¢t I'ovale en question O,(7), nous aurons, aprés une
) 2 ) b
-

légere (ransformation

. .
S (~ ——.7)/('*.1)(() / -y

An-.-: . - PRV ’ B/——*"‘
ame, /), (y— y)ntt ami ), (y—. ,_)/ul

ou Cestle méme cercle que dans les formules (1).
Posons ensuite, pour |ml suffisamment petit,

(9) S —2) = by by = bya? - A= Dy L

nous aurons dans ce cas

Pt N
I Rl /I b /) n == /)
S / st \ e
(IO) AU o 20, »/\n el D, ” 4ap p ) ]),l.w,,,
peo
pen e ]
Y no-=p
(r1) B, — ‘\_‘ ( , > b p-
P

L'existence des expressions différentielles, analogues & celles qui
figurent dans les formules (7) et (8), est évidente;

3% Pour r>—, nous aurons 0,(r)=0,(r)=C(r), de sorte que
les cocflicients mrmspomlanl,s A, et B, sont les sommes des coefli-
cients aux mémes indices, déterminés dans les deux cas précédents,
ce qui donnera

(12) Aoy ;';((1., 4= by),
P \

(13) = Z ,,,]_:.l,l/,(” :‘/))(r(,,‘,,—l» Du—p) (nzr1),
pan

(14) B, <”' ;‘)’”)m,,_,,,_ b p)-

Y=
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Quant a la sérice

(15) S(@) =Y Au(z—2®)" + (g - x) IB, (e — a2
n=0 n=0

que nous venons de discuter, nous démontrerons sans peine le théo-
réme suivant :

1. Supposons que la série (15) représente la méme fonction dans tout
Uintérieur d’une courbe C(r), les coefficients A, et B, sont par[aitement
détermines.

Supposons que la formule (15) soit valable a I'intérieur de 'ovale
0(r);ilest, conformément & un théoréme de Weierstrass, permis d’or-
donner les deux séries en question selon des puissances ascendantes
de 2z, ce qui nous conduira & la série de puissances (2); ¢’est-d-dire
que nous trouverons les formules

“ned- 1

)X

=5

NV e[S I N e ol Mo § -1 .

(16) a, = ( ') s An_.s‘* z ( 1) 2 71— 2‘3‘."‘"“‘”_2 P B,,, o
= 820

$=m0

Soit, au contraire, la formule (15) valable & intérieur de Povale

0,(r), nous posons 1 - au licu de 2, ¢t le méme procédé nous
donnera, ¢n vertu de (g), ces formules analogues aux précédentes

<K PR R
=" ) =
.\ s n—3s . Z s n -1 no—8 1\ .
(17) bn. ~—-Z ( l) s Au—w ( l) ———-———————-2 ppSr—— . ””“l.
$2=0 0

Dans le cas ol la formule (15) représente la fonction /() dans
Pintérieur complet de la courbe G(r), les deux systémes de for-
mules (16) et (r7) sont en méme temps valables, eCil est possible de
déterminer successivement les coefficients A, et B, & Paide des coeffi-
cients donnés a, ct b,.

La discussion de la série (15) nous donne immédiatement cet autre
théoréme suivant :

2. Toute fonction analytique [(x), régulicre dans U'intéricur d’une
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1
7 est dans chacun des ovales O, (%) et
4

0, ( %> developpable en série de la forme (15) dont les coefficients se

ellipse de Cassini C(r) ot r>

déterminent & Uaide du systéme des formules correspondantes (5),(6) et
(10), (11). ddditionnons ces développements, nous trouvons la série qui
represente la fonction [(x) dans l'tntérieur complet de C(r).

Supposons ensuite que la fonction en question /() satisfasse i
I'équation fonctionnelle

(18) Slx) = f(1 —x);
nous aurons, pour les coefficients des séries de puissances (2) et (g),
a, == by,

ce qui donnera, a Uintéricur complet d’une ellipse de Cassini corres-
pondante C(r),

no. o

([9) /(‘Z'):E‘An(x_‘xg)”a

, n=0
oll nOUS avons posé

S -1 3
o n— S [ n-s
(20) Ay= a,, A,= Z m( ¢ >(1,l_.,.,
Sz ()

ou bien, en vertu de la formule (12) du paragraphe VI,
(21) I A, =D (1—2) ") (@) =0 (nz1).

Dans le cas, ou /() satisfait  I'autre ¢quation fonctionnelle
(22) S(#)=—[f1t— ),

nous aurons, au contraire,

ty=—b,,

¢t nous trouvons le développement

(23) Slz) = <:l)— — {L‘> 2 B,(zx— x%)"
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valable dans I'intérieur complet de I'ellipse correspondante C(r), et Ie
coefficient B, se détermine comme suit

S=n
6/ L+ S
(24) B,= ?2‘< s >an—-s,
s$=0
ou, ce qui est la méme chose,
4 B, = 2 DrT At WA IR
(25) b= oy D2 [(1—2) " () Jomo-

Cela posé, nous aurons immédiatement cet autre théoréme curieux :

3. La condilion suffisante el nécessaire pour que la transcendante
enliere
flx)=ay+ ayx + ayx* 4+ .. .~ a,a" 4. ..

satis fasse a une des équations foncitonnelles
JO—a)===2 [f(a),
est que nous aurons respeclivement

(26) limsu{')]'\'/j\:|</;, lim snml’\’/];—"]/.:é,

n=—"wm
ou les A, et B, sont a definir a 'aide des formules (20) et (24).

Remarquons encore que la série (15) se transforme dans ces deux
autres

(27 S@ =X Ak 1Ba) (@ =2y B haart =y,
n=0 n=0

(28) J(z) :}: (A,L—— % B,l> (x— a*)" +Z Bt (1 — a)r+,
n==0 n0

qui ont le méme domaine de convergence. Soit O,(r) ce domaine de
convergence, nous aurons

,I:‘-Il
e — .
(20)  Anr=B= D (" e, = DL = 2) ()],
2 p n!
]I::(}
/):n
Ty Q/n+p—1 1 . o
(30) —A,+ Py Bn-—z ( p—1 ) App == m DE(1— ) V(X)) 2

P
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L'application de la transformation (13) du paragraphe VI aux scries
(27) et (28) est évidente.

Exemple 1. — Dans Uintérieur de Povale O, </ ); nous aurons
f
nI=@w
~ “+an Y /V-2n
31 [ — V‘“\ ( D L L ( r— 2\,
(31) (1—w) _d,,ww ) @ty ‘> )
Exemple 2. — Dans le méme domaine, nous aurons les développe-
ments
n s ) n-—w .
o5 - . N /V--2n—1 . Y Y 2
30 ) Ve Y @€ — "'—2 < L — )
(32) (1—uz) P " ( ) - ( )"
n.=0 n=0
: ne= . n o’
N /V 20— ~
33 1 e )Y s e \ ( _ n \ ( o IS
(33) ( ) 20 (& — )"t > (1 )
n-o1 noe.

VIII. — Autres formes des coefficients A, et I3,.

I est digne de remarque, ce me semble, que nous pouvons, dans
des cas assez géndraux, donner sous formes dillérentes les coeflicients
de la série

() NS W WEEPOLRE (i - ) DBl — a2ty
w0 noe

¢tudice dans les deux paragraphes précédents, ce quia liea a Paide des
deux théortmes suivants :

1. Supposons que [ () svit régulicre a Utniérieur du cercle

1\ 2 , 1 .
(2) (a —») e [5‘::: r?, r>> = P tfj,

2

nous awrons pour les coefficients A, et B, de la série (1)

s w i /(Hli“)( )
(3) (—1)" A, »Z( : ‘) )s‘(",”;'fr—;';)l

5 0

5,.._.,,‘ /’('ZIHH +1) <.I_.) .
() (— I)lz,-&i“”?f:Z(” o ) Y 2

§ o (2n 425 4+1)]
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En effet, l'identité évidente

donnera la série de Taylor

1) I

n:wf(‘.’ll)(__) . . nesw /(2II+1) <__>

. < 2 I n N DY 1 2n -1
id  (2n)! bmd (2 ~1)]

=0

2 /
n=10

appliquons ensuite cette autre identité ¢vidente

1 24 1 , ..
<—; — .z:> = i [t —4(x—a*)]",

nous trouverons immédiatement les formules (3) et (4).
On transformera facilement les expressions (3) et (4) comme suit :
/ I N
(2n+28) [ .
) (— 1) Jenr )
(7)) /\IL' \/— y 2 -
5

Taletn ; !
os! D (/t, o § - -) ot
2

!
$z= /‘(2n+zs 1) (~
_=rE N ;
(6) B” nlozntl > iR
§=0 sl l‘( e § e .,) ohs

2. Supposons que f(x) soit régulicre a Uintéricur du cercle

(7) ot B2, r>u, w5

nous aurons, pour les coefficients A, et B, de la série (1),

S

N 2N 8 [N
(8) (— 1) n"-Zm( P >azu-v.s":
=i}
N Sz m
. O /s
(9) (== 3 (T ar,
S0

) 4
ou nous ayons posé pour |a| < r

(10) Flo) =g+ a2 4 @y 4. . A a2 . . ..
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En effet, posons

S —ax)y=0+ bz + Do+ ...+ by ...

2.

nous aurons, pour tous les n,

S oo
1 -l n-s
(11) (=0 buz= o =3 (" T s
S0

ou la série qui figure au second membre est absolument convergente.

Introduisons maintenant, dans les formules (12), (13) et (14) du
paragraphe VII, les expressions tirées de (11); nous aurons des séries
absolument convergentes; ordonnons ensuite selon des a, les séries
en question; nous trouvons, apres des roéductions légeres, les for-
mules (8) et (¢).

Nous nous bornerons & indiquer une scule des réductions susdites,
en cherchant dans Pexpression obtenue pour A, Ie coefficient «, , de
@iy NOUus aurons

II " .
X . [ 2= /Lwlmr/\ Y i
g = B (PN s
|

I

d’ou, aprés une légere modification,

pemn
no-b- gy DN =) — ] n g —1\
“,1’0573—7)77_3 (=m [)p( P >< 1 >_
] \
e g

-1 p o
YEE

Considérons ensuite Uidentité
(1 &)yt =1 (4 e ) (1 — )7

puis cherchons le coefficient de la puissance z*~*; nous aurons

- 2 n

(=) (n-q) (f/ wl) =0k g) ((/)

o —
™Y o1 2q n

Curieusement, les formules que nous venons de développer pour les
coefficients nous donnent, comme des cas particuliers, les formules
fondamentales concernant les fonctions cylindriques de Poisson,

dnn., Ee. Norm., (3), XXX. — Aviw 1g13. 20
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savoir
1 S=w ( . n+;17+2.s'
n 4= — 1)¥ @ b
(12) e =y — S (5)
\ 2
g:oSIr< +n+-—>

ol 7 est un nombre entier.
A cet effet, 6tudions la série toujours convergente, de la forme (1)
obtenue pour la fonction

Sla) = e
remarquons que nous aurons pour tous les n

f(n) <_’I;> — (__ le‘)u (’,«ou"

les formules (3) et (4) donnent immédiatement

1 1
n—= n’—-
a2 o evi\Jg _n-
(13) A,= — \/] ‘(a),
i(oa)"“h%e‘“"\/;f "
(14) B,—= —= — J Ha).

Appliquons ensuite les formules (8) et (), nous aurons

(2a)* N3 (—1)5(n+ s—1)! (20i)s

(15) A,=

2

anl sl(an 25 —1)l

s==0
(163 . (2a) iy (= 1) (4 )] (20)*
=TT st(on +2s+1)!

s=0

Combinons, pour » = o, les formules (13) et (15), nous aurons
(17) el 2(@; \/”m)‘(_‘)(zo”)g
$==0

tandis que les formules (14) et (16) donnent la formule la plus
générale

p—0i (2“) m(—-—l) (n-+s)! (occz)’
(18) e , ( ) \/TE 21 S,()IL‘-FS—{-I)’

$=0
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Enfin, appliquons les formules (x2), (13), (14) du paragraphe VII;
nous aurons dans ce cas particulier

(2ai)®

n!

p— — 20
) [)u _ [ »

ce qui donnera, envertu de (13) et (14),

1 1 —
—_— 9 - DY
20N > . 3 — LR
(19) J (./:)___\/ﬁacosa, J (a)__\/na sina,

et généralement pour nZ 1

1
n-- s

(20) J o a)=A,(a)sine — B, («) cosa,

olt nous avons posé¢ pour abréger

-n ‘l<1 I - 1 oy
3 (-=1)(2n— 25) 1 *
(21) An,(“) "“* 2‘ (,‘) (,,...u)\)l <;;> ’
| :' n-—1-~’*
. N (wx)'(f)lz——fas———l)l RN
(..'2) B,,(a) A‘(’)S—F—l [),—9,.5‘—])! '.‘!U-)
\/

1
. . . . ntg \
Les formules ainsi obtenues pour la fonction J *(e) sont tres
connues ().
Posons pour abréger

(23) O(x, o) =
\ n o ( ',,[ ’517 1
N (nz) f ones .
(24) Uz, o) = \/n(- -.‘L')}_‘ e — b He)(z — 2"
ne=n
nous aurons
(25) el = P (x, o) + (U (x, o),

(1) Foir mon Trailé : Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, pp. 20, 31,
Leipzig, 1904.
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d’ott immédiatement

cos(t—ax)a=>d(x,a), sin(1—a2ax)a=W(z, a),
ce qui donnera

(26) cosaoz=0(z,a)cosz + W(x, a) sine,

(27) sin2ox = O(x, a) sina — U (z, «) cosa.
Désignons par p un nombre entier, puis posons dans (26) et (27)

(28) o LT,

2

un des termes qui figurent au second membre des formules susdites
s’¢vanouira, de sorte que les fonctions cos2za et sin 2z satisfont
dans ce cas d une des conditions suivantes :

(29) fl1— @)y == f(r),

ce qui est évident, du reste.

IX. — Séries de fonctions hypergéométriques.

Posons, comme dans le paragraphe V,

(1) w(a) == Z bz, Jlx) = Z w,
noo nzml)

ou

(2) ey += )P (ay-+-n). .. T(a,-+n)

= L(pi+n)L(By+n)...U(B,-+n) &

nous aurons évidemment
(3) S(2)=20,(2, ()9 (2).
Désignons ensuite par Q(r) le domaine de convergence de la série

([” ?(‘7;)—:2 An('T - '1.9)117

n=0
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ce domaine Q(r) est, en général, lintéricur d’un ovale O,(r) de

it A onli :
Cassini ou rZg C’est seulement dans le cas particulier, ou g¢(«)

satisfait & I'équation fonctionnelle
(5) o(1—x)=o(x),
et pourvu que g () soit en outre régulicre a Uintéricur d’une ellipse

.. . X . R .
de Cassini CG(7), ou r > 77 que le domaine Q(7) peut &tre plus ¢tendu.

Dans ce cas particulier Q(7) est Uintérieur de Iellipse C(r).
Remarquons ensuite que nous aurons ¢videmment

B B) (& — 221 == By (),

ol
v _Hxi: n\ (o) +n4+s)U(ay+n4s). (e, +n-+s)
(6) Y.(x) “2.4("“ ))s<s> F(pi+na-s)U(Pot+n—s). U(B,~rn+s) T
)

ce qui donnera, en vertu du théoreme 2 da paragraphe 11, ce dévelop-
pement

nin @

(7 ) '/'( ,1,‘) w E A " l“n((l;)’

n=sl

qui a le méme domaine de convergence que la série (4), savoir le
méme domaine Q(r). '

Posons particulitrement p =1, o, = 5, §, = v; nous aurons la série
de fonctions hypergéométriques ordinaires

ESE)

(8) J(xr)y= 2 Apx ¥ (=0, B =40, y 4+ n, x).

o

Quant au coeflicient A,, dans le cas général, nous aurons, en vertu
de la formule (20) du paragraphe VII,
& 1

o s ins\T@ +n—s) T (fy+n—s...U(E,+n—s)
(9) A= Z n+§< $ l‘(ac,ﬁ«nu.v)l’(12+/L~.c}...I’(:z,,-fmnws)a

n-—s

8w 0
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et dans le cas particulier (8)

(IO) A,l‘-':

<(3 o —1
S=n—1
N — s n -3 n
> -WC(IL*A‘
" s $ <'y -+ n — 1>
s=0
I

Cela pos¢, nous venons de démontrer le théoréme suivant :

1. Toute fonction analytique [(x), réguliére aux environs du point
x = 0, est développable en série de la forme (7) ou (¢), dont le domaine
de conyergence est l’inlérieur d’un ovale O,(r) de Cassini, ot Ul faut, en

general, admetire r<s

[;
Exemple |. — La formule (31) du paragraphe VII donnera cette
formule curieuse
, N
(11) F(o, .y, x ZA,,I;" F(—n, 3+ n,7-+n, ),

=4

ol il faut admettre généralement

o o =2 5 4= —1 & A o— 1N
(12) An'—- ( \ <( > :( )7
g -=2n V23 Vi n \ It

. . .. I
et ott le domaine de convergence est Uintéricur de ovale O, (—/—> .
: 7

3 Pannliecat loe for w (oMY o H R Oy 4‘ N
Quant a1 apphcatmrt (l(}b.[()lmllh,b (27) et (28) du paragraphe VII,
nous avons, outre les fonctions F,(a) définies dans (6), & étudier ces
deux autres systétmes

(13) @u(z)=0,(e, Bz (1—2)*, W, () =d,(a,p)ar (1 —az)t;
nous aurons sans PCillO
szon

Y b= S (— s(n,‘r Cla+n-stu) Do, d-nts4-1) 0
(1) (2 Z‘ (=1 SPGB nts 1) (B, +n+ § = 1) &,

8oy

CESS = |
B5) W)= ¥ (— 's('z+').r<¥l—! noks) Ll bs)
(»’) () — =0 (B, +n-+s). l(‘),, = *")Zm '
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Posons ‘particuliéremcntp =1, 0, = B, fu = ¥, nous aurons respec-
tivement

_TB+n+1) - '
_mx F(—n,B-+n—+1,y+n-+r1,x),

(G + 7
(17) lIﬁﬂ(.’L‘):ﬁ;—:‘—;——Z—;

(16) D, (x)

2"F(—n—1,B+n,y+n, z).

’

Cela posé, nous allons démontrer cet autre théoréme général :

2. Toute fonction analytique f(x), régulicre a U'tnteérieur d’un ovale
0,(r) de Cassini, est, dans ce domaine, développable en scries de la
Jorme

(18) S@y=" D AL E,(2)— X B, &, (),
n==0 n=—0

('9) /(’1) = Z A//Iz Fu("’»') - Z BI,I, l]rn.(ilf)_
no n=—0

Il est digne d’intérét, ce me scmble, que, dans le théortme 2, le
domaine de convergence des séries en question dépend seulement de
la fonction donnée /(a), ce qui n’a pas généralement lieu pour la série
qui figure dans le théoréme 1. Gependant, il faut remarquer que les
cocefficients qui figurent dans les séries (18) et (19) sontgénéralement
trés compliqués.

Exemple 2. — Les formules (32) et (33) du paragraphe VII donnent
les séries suivantes :
ne=w

(20)  F(e, Byy,x)= E Ayar F(—n, B+ n,y+n,z)
n== )

n-row
— Z BLar " F(—n,B+n-+1,y+n-+1, ),
ne= )
"
(21)  F(o,B,7,2)=— E Ay F(—n, B—4+n,y-+n,a)

nesl

nem oo

Rl
- Z Ba"F(—n—1, L4 n, y+n,z),
1}
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olt nous avons posé pour abréger

(ot—)—zn———l) (f)—i—h—-l) <cx+2n> 'ﬁ-—}-n)
n n . n ( n
) B,,: : ’
Y+ n—i1 y—}-n‘)
( n ) ( no
a+211—1><{3+n—~1> <a-+—2n>(@+n—~|>
n—1 n B n n
’ B,= .
yt+n—1 Y —1
< n > < n >

(22) A=

(23) A= (

CITAPITRE TV.

REMARQUES SUR LE PROBLEME GENERAL.

X. — Discussion d’'une série de Burmann.

Pour pouvoir étudier un nouveau cas du probléme général, indiqué
dans le paragraphe I, nous avons & discuter des séries de laforme

n=ow

0 s = A (25)"

n==0

Soit rle rayon de convergence de la série de puissances formée avee
les coefficients de la série (1), savoir

(2) Au"!"Al.ﬁ'—‘l‘Agxz"}-...“"‘A,L-Z'I’“-l"..-,

notre série (1) est évidemment absolument, respectivement uniformé-
ment convergente, pourvu que

(3)

Sr—a,

<r,

’ -

1—a

@
‘ l—a

ol ¢ est une quantité positive, arbitrairement petite.
Le domaine de convergence de la série (1) est par conséquent la
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partie du plan des z, située & Uintérieur de la courbe fermée K(r),
définie par I'équation

%) (*+ B2)2—r2[(a—1)*+ 3] = o, x=oa -+ IB3;

dans ce qui suit nous désignons par Q(r) respectivement Q/'(r) les
domaines définis par les conditions (3).

Quant a la courbe K (7), qui peut étre obtenue de I’ellipse de Cassini
C(r), considérce dans le paragraphe VI, en remplacant « par 1 : z,
nous avons a étudier ces trois cas :

1° 7 <45 lacourbe K(r) est sans points singuliers;

2° r=1/,; dans ce cas K(r) a un scul point singulier, savoir le point
double (2,0), dont le lacet enveloppe le point (1,0);

3° r>4; lacourbe K{(r) se décompose dans ce cas en deux ovales
isolés, dont le plus grand O(r) enveloppe la courbe K(4), tandis que
le plus petit o(r) est situé a Uintérieur du lacet du point double
de K(4).

Cela posé, remarquons que, si nous remplacons @ par

€

(5)

les expressions

(6) o (5)

I~ 7, ]
[ -2 I -

»
X =1

se transforment rcspcclivcmcnt dans

(7) ’ - (,__§>_B

) b — 9
] - I~ I —

il saute aux yeux que le domaine Q(r) et sa frontiére K(r) sont inva-
riables pour la transformation (5), ce qui donnera le théoréme sui-
vant :

1. Toute fonction [(x), déccloppable en série de la forme (1), satisfait
a Uéquation fonctionnelle
a .
(8) H(555) = s,

YR

\

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Avwr 1g13. 21
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Pour généraliser ce théoréme, nous prenons pour point de départ
'identité évidente

1 ¥y +ax—ay I .
y—a  (—x)—y) ) a7
T—y  T—=
posons cnsuite
y+x—zy=y(O1—a)-+z,

nous aurons

n=mw n==w
(9) 1 _ Z (,____]-)n acn . 2 (I __.y)ll gl .

y — = .)-'.'11—1-1 (l —_— w)n ~ yzu +2 (l — .,,‘.)fH»l

Supposons que la variable y parcourt la circonférence d’une courbe
K(r) quelconque, les deux séries qui figurent au second membre
de (9) sont absolument respectivement uniformément convergentes
dans les domaines Q(7) et Q'(r) correspondants.

Cela posé, la méthode ordinaire donnera ce théoreme :

ey

2. Toute fonction analytique f(x), régulicre a Uintérieur d’une
courbe K(r), est dans ce domaine développable en série de la forme

ne= ne= o
. 1 ~ el
(10) J(@) = XA G - B Gyt
w0 n.o=h

Quant aux cocfficients A, et B,, posons, pour || suffisttiment
petit,

(1) S(ZY=dg+ a @ ~+ ayx* . . .- a4

nous aurons

EE=/1

(12) A,,::E(»x)-*(’:)a,,,,ms .-:Z—’Z—;T)—!—l)j,”[_(x-m;u)"'f(.n)_]x:(,,

(13)  Ba= Y (—1) (>c~ G VE G =) ()]
8

Il est ¢vident que la formule (10) donnera immédiatement ces deux
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autres d(’:veloppemen ts

n==w nz=w
in 2l
(14) = 3 [\'l (] ,L)n-il -+ > “ 1.)/1-;—1
n==0 n=—0

'[

@€
n=—ow [ — — x =
'.,,z n ( 2) ,v2 n
5 (x) = ” . v " : s
(19) J(2) EA”<|—J¢> Rarpe—— ‘(_‘B (l—;l:)
n==0 .

n==0

qui ont le méme domaine de convergence que la série (10), tandis
qu’il faut admettre

(16) A, = A,, B, =B,— A,
I .
(l7) AZ: Ao: A;,: = An == ;Bu«h I)III === ”m

ce qui donnera respectivement

EE=R (RN

, , ~ WaE I ) L .
(18) Bl= Z (_-~|)~< ¢ )MMH,_*.‘. '::‘: Gt D21 2) L (2) |
L]
S
3 2N~ §

RSN s TS - 2 n— — ) [ ()
(9) A= X (=0 P (M D () (@)

2N
$=0

Cela posé, les expressions (6) et (7) donneront, en vertu de (15),

(20)

d’ot1 le théoréme suivant :

3. La condition suffisante et nécessaire pour que la jfonction analy-
tigue f(x), régulicre aux environs du point x = o, satisfasse @ unc des
équations fonctionnelles

(21) H(557) == sa)

L == 1
est que nous aurons respeclivement, avec les définitions (17),

(22) B,==o, Al == 0.
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Exemple 1. — Soit v une quantité [inic quelconque; nous aurons
les développements

n—o n=ow

V4 n—1 an V4 n p2n+t
23 1 — —V::E < E
(23) ¢ ) ( 2n >(1——x)" a <:>,lz+x>(1-—x)u+l’
n=>~0 n=0
n=uw n=ow
YV —1 a2 VA n—1 Z2n+l
2 [— )Y = A, E
( [l) ( ) .2‘( an )(]—Ax)n.-f-i—l_ ( an -1 >_-_(l-—.:(;)"“‘"’
n=0 n=—=0

dont le domaine de convergence est en général I'intérieur de la
courbe K(4). Dans le cas ot ¢ est un nombre entier, et seulement
dans ce cas, le domaine susdit est I'intérieur d’une courbe K(r),
ol r peut étre pris arbitrairement grand. Dans ce cas les séries en
question sont finies toutes deux.

Exemple 2. — Soit p un positif entier; la fonclion
JSo(z)=[--log(1—z)]”,

satisfait, en vertu des expressions (6) et (7), & Péquation fonction-
nelle

1r(325) = = st

Z—1

ce qui donnera des séries de la forme

;, vl o . - at A\
(25) [Tog (1 — &)]* __ZA‘,,,,,<————I___”;) >
n=0
x —
. (I—— 7>Z n%w x% \"
(26) — [log (1 — a)]Pr+t = T Bn,ﬂ<l — x) ’

dont le domaine de cenvergence est toujours l'intérieur de la
courbe K(4)-

Posons dans (26) p == o, nous aurons ce développement particulier,
curieux, ce me semble :

z .
(1_?;)'”2(——1)"1””!( 2% >"
7

(27) —log(t—2)= [ — (2n 4+ \1—=x

n==(



RECHERCIES SUR LE DEVELOPPEMENT ’UNE FONGTION ANALYTIQUE. 165

d’oui respectivement pour

¥ T =
‘ - L Ee __—-—1_*‘\/:)
oo, z=¢ °*, r—=—7"",

[, >

les séries numériques suivantes

i 4 " nzn(———l)”z‘n' I
(28) 10 2'—21 “(an+ 1)l 2’
n=0
(29) ___IE: nlnl
3\/5 _0(°n+
— 1) pn!
(30) _I__,(,,,<3+x/’) _<__>__'.
V5 (?n—}—x)I

Posons ensuite

L2 )y =e(@) (1— o),

—z)*

(31) CP("’;)T:'(‘;

nous aurons, en vertu des formules (x0) et (14), ce théoréme remar-
quable :
4. Toute fonction analytique o(x), régulicre a lintérieur d’une

courbe K(r), est dans ce domaine développable en séries comme suit :

n=ow n=w

. xin pinl
(32) o(x) = = A"( Yot I—ZB” ‘L)own—u’
n==0 n=0
neow n=w 9 +1
e N —~ , anIL @ n
(33) @(‘L)""’ZA”(I——-— i ZB x)mnn
n=0 n=0

Dans ce théoréme il faut généralement admettre r=4; la seule
exception est le cas particulier ot la fonction /(«), définie par la
formule (31), est régulicre dans I'intérieur d’une courbe K(r)
ou r>4.

Quant aux coefficients des séries (32) et (33), nous aurons, en vertu
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des formules (12), (13) et (18), les expressions suivantes :

(34) A= (2;)! DL [(1 — @)%+ 9 (@) |amr
(35) B,= m D2 (1 — )% 0 (2)]2mos
(36) B, = (_07{%7)_' D2 (1 — &)% 8+ g (2)] sy

Enfin, nous avons & appliquer I'identité évidente :

.'z.')
[——= T —
2 ) & - 1ot
fowel I - ’
1~ & Vi—x fh1—a

ot les racines carrées sont & déterminer, de sorte qu’elles auront,
pour z = o, la valeur commune —+1, le procédé appliqué dans la
démonstration du théoréme 4 du paragraphe VI donnera ici le
théoreme analogue :

b. Toute fonction analytique f(x), régulicre awr cneirons du
point x = o, est developpable en série de la forme

(37) F@y=Y A, (7—]

dont le domaine de convergence est U'tntérieur d’une courbe K(r), ow il
Jaut en général admetire rZ 4.

Le seul cas possible, ot le domaine de convergence de la série (37)
peul étre plus étendu que I'intéricur de K(4), est celui ot f(x)
satisfait & la premitre des ¢quations fonctionnelles (21) et ou /()
est, de plus, régulicre dans Uintérieur d’une courbe K(r) pour r > 4.

Il est digne de remarque, du reste, que ce cas particulier ne peut
pas étre (rait¢ directement par la (héorie générale des séries de
Burmann.

Quant aux coefficients A,, nous aurons, en vertu de la formule (4)
du paragraphe I,

(38) Ap== ';;I‘[' Dz I(' - x);f’(’c)]x“‘o-
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L’application sur la série (37) de la transformation (31) est évi-
dente.

Exemple 3. — Nous aurons, en vertu de (38),

n'
nz==om Y e —
- . 41T
(39) (1——.1')“‘“""::? 2 N S —
. ) dwed 0V -7\ N o2
n=0 (r—a) 2

ou le domaine de convergence est 'intérieur de la courbe K(4).

XI. — Séries de fonctions hypergéométriques.

Posons, comme dans les paragraphes V et IX,

n o nz=
“‘
(1) w(x) "‘z/'/z""'”: S(z) = \ @zt
n 0 ez 0
ot
(e, +=n)YU(eay-+n (e, n
("") ly =o ( 1 ) 1( ) a()/ E )[)u,;
V(B ) DByt n) . T (B,+ n)
nous aurons
(3) J(x)=dp(2, ) g (x).
Les coefticients des deux développements
n=w n==% ’
—~ it
(&) ) T 3 \n ‘“> B, —]_—;_)74»1’
N s N
e \—.1 , I 2041
(5) f’.f'("’)<‘-/_4 n (_ x)/ul } B )uH’
n= 0 ne=0

qut ont le méme domaine de convergence Q(r), se déterminent,
en vertu des formules (34), (35) et (36) du paragraphe X, comme
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suit :
e o+ n
(6) AIL: Z (— ’)x < s ) b‘lll—sﬂ
§s=0
s=2n+1
- a-+n
(7) : B/z = }d (_" 1)5( s ) b21&+1—s
§=0
s=2n 41 X
, &+ n—41
(8) Bo= X 0 (T e
§=0
Posons ensuite
an qedne +1

(9) F,n(x)__o,,(a,(.")(l )n Fonir (@) =0, (2, FJ)G——_)}T;—:’

puis définissons par les conditions

no.o,on-41
—-ont —
o 7 )

le positif entier »’; nous aurons pour tous les n

S=w , -
(10)  Fo(x) :E<a+n :l—s 1> «
s==0

Foy -4 §)T ety - n~-8) ... T(ee) -+ n - 8)
FBi+n-+s)T(By+n—+s)...L(Bpt n-s)

n-i=s

d’ou parti011li<‘arement, st nous posons p==1 eto, =0, [, =7,

L+nr)

(II) ](n.( ) l‘(/+,,)

e (o4 n's B~ n, y+ n, z).
Il nous reste & déterminer encore, sous forme commune, la fone-
tion ®,(x), définie par les conditions
2! ‘ .
(12) @y, (2) =0, (e, ﬁ)"——“;’)',ﬁfp Dona () = Fopiy (2).
A cet effet définissons, a aide des conditions

-1
9 2
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le nombre entier »”, nous aurons pour tous les r,
“.\:m a4 n"+s—1\ I'(a,+n+s)L(ay+n—+s)..T(e,+n-+s)
(13) @n(2) “Z < s ) @i+ n-rs)L(Bo+n +s)...l‘(ﬁ,,+n+s)x ™5

§=0
de sorte que la fonction particuliére correspondant a (11) devienne

T'(B+n)

(14) o (D)= T

x*F(oe+n",B4-n,y + n,z).

Cela posé, notre théoréme général 2 du paragraphe II donnera,
en vertu de (4) et (5), ces deux développements :

(15) F(@) =D AaFo(@) = D B, @y (),

ol nous avons posé, pour abréger,

"":.:: o 1" — 1\ V(oay+n—s)...T(e,-+n—s)
(6 A= (T ) R T e

$=20
s=n

N T
(17) Bn::z(_l)s<a+n>l(a,+n s)...L(a,+n s)an*s.

s (Bi+n—s)...L(B,+n—s)

$=0

Posons p = 1, nous trouvons les séries particulieres

(18) f(:L')::ZA,,,.Z"LF(oc—Jf-n’,ﬁ-{-—n,y—i—n,w),
n=J0

(19) f(m):EB,,x"F(a—l—n”,fﬁ—{-—n,y-—}—n,x),
n=10

ou il faut poser

(20)

gy 55

(@-{—n~—1>
S=n . o _I” ,L”— P n )
e ()
$=0

n

e
(21) B, = (—1)° <°":” )_}74-_—';—__1—4,,_5.
Gl

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Avmin 1913, 22
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De plus, nous savons que les nouvelles séries ainsi trouvées ont
le méme domaine de convergence Q(r) que les séries données (4)
et (5).

Cesremarques faites, nous venons de démontrerle théoréme suivant :

1. Toute fonction analytique f(x), régulicre aux environs du
point x = o, est développable en séries de la forme (15), (18) et (19),
dont le domaine de convergence commun est [iniérieur d’une
courbe K(r), ot il jfaur admetire, en général, pour o o, r=4.
Dans le cas particulier o. = o le domaine de convergence susdit depend
seulement de la fonction

¢(2) =8,(B, @) /().

Exemple 1. — Les formules (23) et (24) du paragraphe X nous

conduisent aux développement(s suivants :

now
; < X

(22) ‘ F(a-+v,0,y,x)= Z Apat ¥ (o= n'y B -t n,y -+ n,x),
n=A
nT==w

(23) Fo v, By py ) == 3 Buan B (a0, B o ny g - 0, ),
n=0

convergents & I'intérieur de K(4), et ott nous avons posé

Ban—1' B4+n—ri
v+ n'—i n B — Y A= e
<‘/ -+ n ——1) ’ S n )_—_———
n

n

(24) A/z:< }/—'l—z——l ’
()

Il est évident que le théoreme précédent nous présente un nouveau
cas_particulier du probléme général énoncé dans le paragraphe X.
Du reste, il saute aux yeux que ce cas particulier est plus compliqué
que celui mentionné dans le paragraphe I, parce que la fonction qu’il
s’agit de développer ne détermine pas ici généralement le domaine
de convergence des séries obtenues.

Il nous reste encore a appliquer le théoreme 5 du paragraphe X.
A cet effet, posons

@€

W, () = 8,(, B) (7:;)
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nous aurons
s==o a+n+s '\ 11( na ) 11( )
- — —_— a n-=-s)... dp+n—+s
(25) Wa(a)= el e
F'Bi+n-+s)...I'B,+n~+s)

xll"i'ﬁ .

y=0 s
d’out en posant p =1, a, =0, §, =y,

L(g+n)

W () — T
(26) )= T

. n
o <a By, x) ;

d’ou, en vertu de la formule (37) du paragraphe X, le théoréme :

2. Toule fonction analytique [(x), réguliére aux environs du
point = o, est developpable en série de la_forme

n=w

(27) f(@) =Y AW (a),

n=0

dont le domaine de convergence est Uintéricur d’une courbe K(r),
ot ul faut en géncral, méme pour o.= o, admetire r= 4.

On voit que les coefficients de la série (27) deviennent assez com-
pliqués.

Exemple 2. — La formule (3¢) du paragraphe X donnera la série
suivante :

n-mo

v . ~ . n
(28) ' (et 4 v, F), s x) = ZA,, " | <(Z - Y (j -ty -t o0, x),

nz=l
qui est convergente a Uintéricur de K(4), et ot il faut poser
B+n—1"
n
2V (v -+ - n )
2

(29) A”::?-,_—_———\J T . % m('/—-}—]l-——])

n



