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O U E L O U E S l 'I lOPIt lÉTIiS

SUBSTITUTIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS ï0
ET L E U R

APPLICATION AUX PROBLÈMES DE LA PRODUCTION ET, DES SALAIRES,

PAH M. MAUUIŒ POTRON.

1. Ce travail développe (l 'abord et complèle, en les é tendant aux
subst i tut ions l inéaires à coeff ic ients ::: o, divers résul ta ts dus à
MM. Perron et Frobenins et démontrés par eux pour les subs t i tu t ions
linéaires à coeff ic ients ^> o(1). Les résultats a ins i obtenus fournissent
la solut ion complète du problème s u i v a n t : Etant donnée une subst i-
tut ion l inéaire à coeff icients ^o, trouver u n e fonct ion l inéai re , à coef-
ficients >o, que cette subs t i tu t ion m u l t i p l i e par u n fac teu r constant .
Comme on le verra ensuite, c'est précisément à ce problème mathéma-
tique que se ramène le problème économique des Salaires, problème
consistant à trouver un régime des prix. des divers objets et des salaires
des diverses catégories de travailleurs, tel que, pour chaque objet, le
prix de vente soit au moins égal au prix coûtant et que, pour chaque
travail leur supposé menant une existence convenant à sa catégorie, le
salaire s o i t / a u moins égal au coût de la vie, lequel dépend précisément
des prix de divers objets.

1. _ Quelques propriétés des substitutions linéaires à coefficients ?o.

2. Voici les résultats acquis pour les substi tut ions à coefficients >o.

( ï ) Co t n i v < u l a fai t l'objet de doux comiïiiitlicatiolLs a l 'Academifâ (les Sciences (Comptes
rendus, t. l^i, p. 11'2<), séance ( lu (\ décembre KJÏ ï ; p. i / i ^S , séance du .̂ô décombre 1 9 1 1 ) .
M. Frobonius a publié, postéricurcrnont à ces communications, une élude complèlo dos,
matrices à éléments ^o (.S1. À. B., 191^, p. 4^>6••477)•
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Si les éléments a^^iy k == ï, ..., n) d'une matrice A === |a^| .sw^ /<w,y
^> o, /a racine caractéristique r de module maximum, de A eut réelle,
positive e't simple (PEBRON, Af. ^4., t. LX1V, p. 2(,)i ; FHOBKNUÎS, À'. A. /L^
1908, p. 471-476; 1909, p. 5ï4-5i8).

Soient u^Çi, k == i, ... 5 /'/ ; M^ == o, z ̂  k; u^ == ï) /a? éléments de la
matrice-unité- d'ordre n^ et s un paramètre ; si s est ^r, les éléments de
l'adjoint de \su^-- a^\ sont tous >o; par suite, la racine de module
maximum^ réelle, positive et simple^ d^un élément principal de l'adjoint
est <^ r. Il en résulte (jue les équations

( ï ) r a i — S/, a ic ,01, =-- o ( ?", /c ::=• ï , , . . , / / . )

sont vérifiées par des valeurs toutes ^> o de a,,..., a^ (FïU)BENîUSy ibid.).
Si les équations

s ai—.S^/a/.^o (^ Â"= ï , ..., n)

sont vérifiées par des valeurs toutes ^> o de a^, ..., a^, on a s =s r (FïU)"
BENIUS, tbid.).

Si l ' o n considère (a substitution (a)== \x^ S/^a^^J, les ÛWK der-
niers théorèmes ont la signification suivante : il existe une fonction
2^a^, à coefficients ^> o, et une seule à un facteur constant près, aue
(a) multiplie par un facteur constant, lequel ne peut êire que r\

Si les élément de A sont seulement ^o, on a les résultats suivants
{Cf. FHOBENÎUS, loe. cit.). La racine caractéristique r de module maxi-
mum est réelle et ^o. Les éléments de l'adjoint de \m^ a^J sont ^o,
La racine r peut être multiple; si p est son ordre de multiplicité^ les
mineurs principaux de \ ru,/, — a^| d'ordre > n p no ni lous nuls; un
mineur principal est >o. La racine r peut être nulle; .alors taules lea
autres sont nulles en même temps.

•Vf

3. On peut aisément démontrer ces résultats au moyen de la
remarque suivante : Soitf^x, t) un polynôme en x, dont (es coefficients
sont fonctions holomorphes d'une variable t fi nie et ^ o, e't non tous nuls
pourt= o; dont la racine a de module maximum est., pour toute va-
leur > o de t^ réelle, positive et simple; qui est toujours > o pour t^> o
et ̂ >a. La racine a est, pour l'^o, fonction continue de t. Sou a sa
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limite pour t = o. On sait que ci est racine de /Ï;r,o). Je dis que
/'(.r, o ) est > o /w/r ,r ^> a, et que les modules de ses racines sont ^ a.

Soit en effet b^>a. Pour t i n f i n i m e n t petit ^>o, a est i n f i n i m e n t
voisin de a, en sorte que b est > a et /'(^, ^) > o, donc fÇhy 0)^0.
Mais si & était le module d 'une racine // dey(;r,o), / /serait l imi te
d'une racine f^ de f{^, l), racine don t le m o d u l e p, ayant pour
limite b, serait, pour t i n f i n i m e n t petit positif, >• a.

4. Désignant donc par / une variable ^o, je pose a^-+-t =- a,/^, et je
considère la s u b s t i t u t i o n (a) don t les coeff ic ients a^, sont tous ^> o en
même temps que /, et dont la racine de module max imum p sera par
suite, pour / ^>o , réelle, posi t ive et s imple . D'après la remarque du
n° 3, la limite r 'vers laquelle tendp lorsque l. devient nul est racine carac-
téristique de module maximum de A ; elle est réelle et ^ o. I l est b ien clair
(lue, les éléments de Fad j o i n t de \su,^ — a/J é t an t tous ^>o pour t^> o
et s^ p, les éléments de l''adjoint de \ su^ — a^\ seront tous ^ o pour s^r.
Un é lément p r inc ipa l de l 'adjoint de | sunc — a//, | ayant , pour t ^> o, une
racine de modale m a x i l n u m , réelle, "À^> p, F élément principal corres-
pondant de l'adjoint de \ su^^ — a^\ a, pour racine de module maximum^
la l imi te / de À, qui est réelle et 5 r ; cet élément principal sera donc ^> o
pour s ^> /*, et ^ o pour s == r.

Pour t ^> o, i l existe une fonc t ion ^ [,x/^- dont les coefficients
sont ^> o et que (a) mul t ip l ie par p ; on p e u t même toujours, comme
on le voit directement , assujettir les coefficients ;x à vé r i f i e r la relation
^•[j^=b^ h étant un nombre > o arbitraire, et, par suite, à vér i f ier
aussi o <^ (J-/<^ b(i = i, ..., n). Soit w^- la l imi te de ^-pour^ == o ; on a
év idemment I^-m/ = b^ o'^m^h^i = i, *.., ^); et /a substitution (a)
multiplie par r la fonction 2^/r^,x^, <^o/%/ /<?.y coefficients sont ^o e^ ^<m
/oa.y n^/.y.

Les coef f ic ien ts //'<? sont s o l u t i o n s de

/•m,— ï/, aAirnf, =: o ( /, h — \ , . . . , / < ) ;

cherchons dans que l cas que lques -uns d'entre eux pourront être nuls.
Supposons par exemple qu'on ai t

//^ >- o, . . ., m,, >• o, m^4..,i =... =- /^,/, .•= o,
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les n — p dernières équations donnent

Zy a//, mj == o, mj > o, aj/^ o (y =: i , .. ., p ; A -== /^ -4- î , .. ., /Q ;

il faut donc
ay/,--= o (y == i , . . . , / ? ; A r::: /;/ -M , . . ., n) ;

et la substitution (a) prend la forme

X j ^ i â j i X f ' , Xf^i,a^Xf,\ (y, ^ = ï , . . ., p', /r:"^4- ï , ...,//,; k =:: i, ..., //).

Si donc (a) multiplie par un fadeur constant une fonction linéaire u à
coefficients ïo ne contenant pas toutes les variables x^ Ça) transforme
chacune des variables de a en une fonction linéaire de ces seules variables.
rexprimerai ce fait en disant que la matrice [^^| est '.partiellement
réduite.

5. Supposons inversement que (a) multiplie par un facteur constant ,v
une fonction à coefficients > o S^/n^^(^ :r y . . ^ n " ) . D'après le n0 4,
(a') transposée de Ça) multiplie par r une fonction ^m/'y^ dont les
coefficients sont^o. On a donc les deux syst.em.es

suit—^^,m^-=o, rm'i— ^a^-m).. •= o (^ f< :1^ » , * . . , ̂ );

d'où l'on tire

. rÏ,mim^= S/m/^a^/^rr ^^m'^^an.nii—. ̂ ^//^w^.;
d'où

( ^— /^I^m/.m^o.

Comme, d'après les hypothèses, ^rn^m1^ est ^> o, on a a ̂  r.
On voit donc que, si (a) multiplie par un facteur constant s une

fonction linéaire u, à coefficient1! >(), de quelques-unes des variables
seulement, ce facteur s est racine de module maximum de la substi-
tution (<^) opérée par Ça) sur les variables de u,

6. Cherchons à former toutes les fonct ions distinctes, à coeffi-
cients ïo, que Ça) mul t ip l ie par r.

On sait que, si n - q est le rang de |n^— a^\, il existe y et seu-
lement q fondions distinctes, à coefficients quelconques, que Ça)
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mult ipl ie par r. 11 s'agit, en effet, de trouver les solutions distinctes
du système

(1) ra,—2/,a/,/a/,=o (^, /;•=== i, . . . . /;),

tous les mineurs de ) ro^ — a^\ d'ordre ^> n — q étant nuls, un mineur
d'ordre n — q étant =^=o. Choisissons les indices de manière que les
cléments de ce dernier mineur soient les coefficients de a^i, . . . , a,,
dans n — q équations distinctes ; nous pouvons alors donner à a^ ...,
^qi y systèmes distincts de valeurs p ^ i , ..., (3yy ( /== i, ..., y), faire par
exemple ^^ == o (/\ / == i , .... y), pour J -=/^ /, et pyy == i. A chaque sys-
tème p / , , . . .5 p/y les équat ions (i) font correspondre, poura^, , ..., a,,,
un système un ique p/,y+n • • • ? P/a- 0° ^ a ins i q systèmes distincts de
so lu t ions , et l 'on sait que la solut ion la plus générale de (i) est donnée
par

(2 ) ai-^ -S /À/py/ ( y = : î , . . . , y ; ^ = i , . . . . / z ) .

A i , ,.., Xy étant des coefficients arbitraires.
Ains i pour avoir l 'expression la p lus générale des fonct ions, à coef-

ficients ^'o, que (a) m u l t i p l i e par/', il suffit de chercher, en prenant
pour inconnues les À, la so lu t ion la plus générale des inégalités

(3) a^==2yÀyp//^o (./==', . .., q\ i=s, .. ..n).

Une so lu t ion existe nécessairement (n° 4). Par conséquent (Cf. Mm"
KOWSKÎ, Géométrie der Zahlen, p. 3c)-45)? il existe cm moins une solution,
dite solution extrême, donnée par Ày== (^ ( y = = i , . . . ^ y ' ) , annulant
q — i formes a distinctes, et rendant les autres ?o et non toutes nulles.
Alors, s'il existe q'^q solut ions extrêmes distinctes données pair
A y : = [ j . ^ ( / = i , . . . , y ; / = = i , . . . , y ' ) , on sait que la solut ion la plus
générale de (3) est \j == 2/^[j-^ ( y ' = = i , . . . , < 7 ; l = i, .... y7), les 0 étant
des coefficients rro arbitraires.

Ainsi, l'expression la plus générale des coefficients des fonctions J^^iX^
à coefficients ^o, que (a) multiplie par r, autrement dit Ici solution la
plus générale^ en nombres ^o, des équations (i), est

( 4 ) a,=^ypy^/^/^/--==^0/2y^y/py/ ( 1 = î , . .., n ; J == J , ..., € / ; l = 1 , ..., q ' ).

Aiin. Kc. Norm., ( 3 ) , XXX. — FEVRIER i<)T3. 0
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Si l'on pose

5) ^ i p - j ^ j i ^ yn ( i ^ i , .. ., /z ; , /== ï , . ..,7; ^ = = î , ...,7^

on aura, pour expression de la solution Ici plus générale,

(6) ' cy.i-=ï[Qtyii (^== i, . .., ̂  ; / ̂  ï , ..., 7')»

les 0 étant des coefficients ^o arbitraires, et chaque système y^, ...,
Y^ de nombres ^o, non tous nuls^ et dont q — i au moins sont nu l s ,
étant-ce qu'on peut appeler une solution extrême, en nombres -;'o, des
équations (i).

Puisque les équations (i), lorsque le rang de \ru^ — a^j ̂  ri •~ y,
admettent certainement une solut ion extrême dans laquel le p des
inconnues (n — ï ^ p ' i q — x) sont nul les , il s 'ensuit que (a) multiplie
par r une jonction, à coefficienU ^> o, de n — p variables seulement^ et.,
par suite, transforme chacune de ces n—p va r i ab l e s en une fonc-
tion linéaire de ces seules variables.

7. Considérons maintenant , , surtout en vue de l 'appl icat ion que
nous voulons fâirey la substitution

(a, ̂ )==|^-,^^"A^; J/,2/^^+ s y / \ ( i , /c==i, .. .,n; l^ î , ..., p),

les b é tant , comme,les a, tous.^o, et, de plus, quel que soit ly ô^y » , » ,
b^i n 'étant pas tous nuls. La matrice de (<^^) est^ |a^J. Voici ses
principales propriétés,

Supposons s au moins égal à la racine caractéristique r de module
maximum de l^ l? s 6st alors la racine caractéristique de module
maximum de (a, &); par suite (n0 4) il existe une fonction

l,aiXi-\- 2/(B/y/,

à coefficients^^ et non tous nuls^ que (a, b) multiplie par s ; autrement
dit, les équations

(7) . \ sai—ïkakiaf^^ibuSt ^ (^ / c = = ï , .. .,n; /== î , . . . , / ? )

admettent une solution en nombres ^o et non tous nuls. Désignons par
(ptA.les éléments de l'adjoint de cfô== \su^—a^|; n s est supérieur à la
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racine caractéristique de module m.axirnum de \ a^\, on a (n° 4) CD ^> o,
CD^^O pour i-=^ /:, (ô//^> o ; on voit alors directement qu'en donnant à
(3<, ..., ̂  des valeurs ^> o arbitraires^ on obtient pour a,. ...-, a^ des
valeurs ^> o.

Inversement, si (a, 6) multiplie par s une fonction S^a^4- S^p/y/?
dans laquelle on ci a^^> o Ci == i, ..., /z), p/^o (/ = ï, ..., ̂ ), ^ ̂ / ^r,
<?/ certainement ^> r, ^ ^^>o (/=== i, ...,7^). Posons en effet

B,:=:i//^/p/ (^=:i, . . . , ^; ^=: i , . . . , / ? )

et combinons les équations (7) avec les équîi t ions déjà considérées au
n° 5, rmj — S/^//^, (i, /£ = i, ..., ^), que vé r i f i en t des valeurs ^o et
non toutes nulles des m ' y il v i e n t

/•^/a/m;<-= ï,aiï/,a,krn'/,-= 2/,m^^^//,a,= 2/,/////, (.y a/,— B^.),

d'où
( ^ — /')^,^4aÂ.= SA^U^.

D'après les hypothèses, S/c^^/c ^t >o, on a donc.? — r^o, et, si
les p et par suite les B sont tous ;> o, on a .v >• /*.

On voit directement, comme au n0 4, que si^ dans une solution en
nombres ̂ o et non tous nuls des équations (7)7 quelques-uns des a sont
nu/s, la matrice a-^ est partiellement réduite.

8. Cherchons encore, en vue de l 'application que nous voulons
faire, à résoudre en nombres > o le système

( 7 ) ,ça—i^/,a/ ,—2,^.P/=:o) ^^ ., ( ^ — i , . . . , ^ , < - — i , . . . , / ^ ; ,
(8) ^p /— ^ic^-ar-^o )

où c^, ..., c^ sont des nombres r:o, et, quel que soit /, non tous
nuls.

Le système considéré admet des solutions ^> o toujours et seulement
si t est > o et si les équations

(9) ,ya/—2/c(a/^-4~ -2/^G//,) == o,
\ " / .

c'est-à-dire seulement si t est ^> o et s racine caractéristique de module
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maximum de la matrice a^ + - 21^c^ , et, si ces conditions sont véri-

fiées^ toujours^ sauf peut-être si la matrice considérée est partiellement
réduite, auquel cas on peut seulement assurer que le système admet des
solutions ^o et non toutes nulles.

On peut donner à cette condition une autre forme plus commode
pour l 'application que nous voulons faire. Supposons, en eiïet, que
co==|.?^—a^[ ne soit pas nul, on peut , en désignant par (0//c les
éléments de l 'adjoint de cô, remplacer le système (7) par le système
équivalent
(10) (Da,:=2/,(D,/^/^.i3/;

d'où l'on tire, par combinaison avec (8),

(0^,=2^y,2/,(D^2/^(3/=^(3/^^/^
Posons

( ï x )
(^) ^kbîkdjk^ B/y

les B sont ^ o, et il vient

(i3) /p;-^B,yP/^o

ï i C j , (fâ^= (K)dj/^
( ^ Â - - = Î , .. ̂ n;j\ l - ^ i , .. * , //),

(y, / i — ï , . . . ,^)*

Le système [ ( io) , ( i3) ] est donc u n e conséquence de ( (^ ( î ) ) ) - l^i
calcul inverse montre que [(^(i))] <'st une consé<iuence de
[(io),(i3)]. Les deux systèmes sont donc équivalents^, pourvu ï iue / (û
so i t^>o , et, par su i t e^ leurs dé terminants , qui sont respectivement
tp su^— a^ — -^b^c^ el (ô^l tu^~— ByJ, s 'annulent pour les mômes
couples (.y, t) n 'annulant pas /(©. En conséquence, les deux équa-
tions
04)

et
(ï5)

1 -V 1
SU//,.— dtk— ' - . ^ l ^ l k ^ l l \ ̂  0,

€'

^y/—By/ |= :0 ,

représentent une même courbe.
Soita(^) la racine de module max imum de su^ç— a^— ^^l^^c^
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considéré comme un polynôme en .y, de degré n, e t T ^ v ) la racine de
module max imum de \tuj/ — B/ /[ considéré comme un polynôme en t,
de degré/.». La fonc t ion a( / )es t f i n i e et c o n t i n u e pour toute va leur>o
de t. Lorsque l est in f in iment pe t i t , une racine au moins de l 'équa-
tion (i4) é tan t i n f i n i m e n t grande, cr(^) est i n f i n i m e n t grand. Lorsque t
est i n f i n i m e n t pe t i t , les n racines de l 'équat ion (i4) sont respective-
ment i n f i n i m e n t voisines des n racines de l 'équation \su^ — ^•J == o,
donc cr(o) == r. .De même, les B étant des fractions a y a n t pour numé-
rateurs des polynômes en s de degré "^n — \ et pour d é n o m i n a t e u r cfâ,
la fonct ion T(.y) est f i n i e et con t inue pour tou te valeur de s^>î\
Lorsque s est i n t i n i m e n t vois in de /', une racine au moins de l 'équa-
tion (i5) é tant i n f i n i m e n t g rande , T(r) est. i n f i n i m e n t grand. Lorsque s
est i n f i n i m e n t grand, les B sont i n f i n i m e n t pet i ts , donc les/? racines de
l 'équation (i 5) sont i n f i n i m e n t pet i tes , donc T(.y)cst i n f i n i m e n t grand.

Je dis que les deux fondions cr et T sont iwerses Cane de l'autre. Soit
en effet, pour ^ ,>r , ^ = = T ( . y , ) , je dis que a (^ )==^ . D'abord, le
couple (^ , / , ) , vé r i f i an t (i5), vérifie aussi ( i4) ; donc, par d é f i n i t i o n ,
^(^i)^- Si cr(^) étai t >.y,, comme, en fa isant croître i n d é f i n i m e n t e t
d 'une façon c o n t i n u e / à part ir de / , , cr(/) varie d ' u n e façon con t inue
de cr(^)>.^ àr<^, il exis tera i t u n e valeur ^>>^ pour l a q u e l l e on
aurait o-(^) = s^ ; le couple (^,^) vér i f i an t (i/i) vér i f ie ra i t aussi (i^),
et/ , ne serait pas la racine de m o d u l e max imum de (i5) correspondant
à ^ , . De même soit, pour ^ > o, .y, == cr(^), je dis que T ( . y ^ ) r = / ^ .
D'abord, le couple (^,^,) , v é r i f i a n t (i/i), vér if ie aussi ( i ^ ) , donc, par
d é f i n i t i o n , T^,)^. Si ^Ç^) é t a i t >^, comme en fa isant croître
i n d é f i n i m e n t et d 'une façon c o n t i n u e s à par t i r de ^, a v a r i e d ' une
façon con t i nue de T(>,)>^ à ( > < / , , i l exis terai t une va leur .^>^
pour laque l le on a u r a i t r(^) = ^; le couple (.y,, ^), vér i f iant ( i^),
vérifierait aussi (1/1) et.^ ne serait pas la racine de module max imum
de (i/i) correspondant à ^.

Un ra i sonnement tout semblable mont re que si, pour ^>o, on a
^ > ( J ( l i ) y on ̂ ^f ^ > ï(.^), et (fue A7, pour s , > r, on a ̂  > T(5^), on
aura s^ ^> cr(^^).

Ainsi, les concluions t > o, ,ç a/^ moins é^al — ou égal — à la racine

caractéristique de module maximum de a,,,-[- -ï-^^^ , équivalent



02 MAURICE POTRON.

aux conditions s ̂ > r, t au moins égal — ou égal — à la racine carac-
térisiique de module maximum de \ B/yl.

Si nous considérons la courbe représentée par l 'une ou l'autre des
équations (i4) et (i5), l 'une ou l 'autre des équat ions , y==a( / ) et
t = ^ ( s ) représente une branche de cette courbe, qui est asymptote
aux droites s == r et l =- o, et que toute parallèle à l'un des axes, d'abs-
cisse > r ou d'ordonnée > o, rencontre en un p o i n t à distance f i n i e et
un seul. Cette branche de courbe partage le plan en deux régions. Sa
considération nous permet d'énoncer le théorème suivant :

Si, pour des valeurs toutes ^> o des a et [̂  les premiers membres de (7)
et (8) sont> o, le pointÇs^ t) ne peut se trower, par rapport à fa branche
de courbe considérée, dans la région des axes, S^'il est dans la région
opposée^ il existe des valeurs toutes ^> o des a et ^ rendant -:'() et non tous
nuls les premiers membres de (7)^ (8). S9 il est sur la branche de courbe,
il existe des valeurs foules ^>o ( exceptionnellement ^o et non toutes

nulles, si les matrices a^4" ^S/^/c^- el\K^ sonlp€irtiellementrédMites\
des a et ? rendant> o les premiers membres de ( 7 ) et ( 8 ),

9. Pour reconnaître la position d 'une quan t i t é s par rapport à la
ra c i n e d e m o d u 1 e m ax i m u m r d e c (s) = | su^^ — e / / , , ], e/^ ̂  o (î, k ̂  ;r , . . . , n),
on peut utiliser les remarques suivantes :

Pour .y >• r, cÇs) est > o, ainsi, que ses mineurs de tous ordres ; l 'in-
verse a lieu, car, la y^1"^ dérivée do ( f i ( s ) étant la somme m u l t i p l i é e
par p\ des mineurs principaux, si, pour une valeur s, le polynôme c ( s )
est > o ainsi que ses mineurs principaux, toutes les dérivées de ô(^)
sont ^> o, et l'on sait qu'alors s est supérieur à la racine maximum de
cÇs) (1). Pour s == r, si ^ est l'ordre de multiplicité de r, ô(^) est nul

( 1 ) Si en e(ïel on désigne par ô// (.s") la ç^'"111 (Jérivéo, on a

^(^^^^—^^(.o) ( î -o, ï , . . .n) .

Si C q ( s y ) > o ( q == 0 ,1 , * * . , /;), 6 ( , v ) est > o pour toulo valeur de ^S ;?o. Si î^oî i a
^y (<? ( ) )= o pour q == 0, i , . , . , p — i, ot ô/y ( S o ) > o pour q =:. ^, ̂  -+- i , . . * , , n, la for-
mule <^ (.y) == Sy ———- ôy( .y<)) ( q ^ p^ p -h i , . . , , / / , ) , montre <(ae ô ( s ) ©si nul
pour .? == ,îo? inais > o pour ^ > A'o.
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ains i que ses mineurs principaux d'ordre ^> n — v; les mineurs prin-
cipaux d'ordre ̂ n — y sont ^o; un mineur principal d'ordre n — v et
les mineurs principaux d'ordre < n — v qui en dérivent sont >o;
l'inverse a lieu, car alors le polynôme 6(.?) est nul ainsi que ses/? — i
premières dérivées, ses n — p -+-1 dérivées suivantes sont ^o, et l'on
sait qu'alors s est racine maximum de cÇs) et que son ordre de mul t i -
plicité est v.

II. — Application des résultats précédents aux problèmes
de la Production et des Salaires.

10. I l ne s'agit pas du tout, comme on le verra, d 'étudier l 'act ion
des causes 1res diverses qui peuvent i n f l ue r , soit sur la p roduc t ion ,
soit sur la dé te rmina t ion des prix et des sa la i res . Je chercherai sim-
plement, en précisant au p o i n t de vue mathémat ique les cond i t ions
dans lesquel les se posent les problèmes de la Product ion et des
Salaires, à reconnaî t re si ces problèmes sont susceptibles de so lu t i ons
qui soient satisfaisantes au point de vue économique. Il faut d 'abord,
pour cela, représenter mathémat iquement les relations données qui
existent entre les divers résultais de travail.

Un résultat de travail sera, soit une transformation ou production
proprement dite, soit un déplacement ou t ransport , soit, plus géné-
ralement, un service (de surveil lance, de sécurité, comme ceux
que rendent les administrat ions publ iques, les compagnies d'assu-
rances, etc.). Pour obtenir tel résultat de travail, i l faut, d 'une part,
tel travail de telle ou telle nature (main-d'œuvre), et, d 'autre part,
l'usage ou la consomrnah'on de tels et tels résultats de travail
(matières premières, machines, etc.). Ce sont des condit ions qu'on
peut appeler techniques. Aux divers genres de t ravai l correspondent,
en général, diverses catégories sociales de t ravai l leurs (chefs
d' industrie, chefs de service, contremaîtres, employés et ouvriers,
manœuvres); ce sont des cond i t ions qu'on peu t appeler adminis-
tratives. jk.\^ différentes catégories sociales conv iennen t , en général,
différents types d'existence, chacun coin por tant usage ou consom-
mation de tels et tels résultats de travail (articles d 'al imentat ion,
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d'habitation, d'habillement, etc.); ce sont des conditions qu'on peut
appeler économiques.

1 1 . On peut concevoir que, ces condi t ions é tan t fixées, les produc-
tions, les nombres de t rava i l leurs adecfcés à tels genres de t ravai l ou
appartenant à telles catégories sociales, les prix, les salaires puissent
varier par suite de causes quelconques. On est a ins i amené à consi-
dérer ces diverses quantités comme les inconnues de la ques t ion ,
les condit ions techniques , adminis trat ives , économiques en élan!
comme les données (1).

J'aurai alors, en supposant donné un certain état indus t r i e l , écono-
mique et social, à examiner successivement trois problèmes :

i.° Est-il possible de déterminer une r épa r t i t i on des t rava i l l eurs
entre les diverses catégories professionnelles et sociales et une répar-
t i t ion des simples consommateurs entre les diverses catégories sociales,
répartitions telles que la production puisse, pour chaque résultat de
travail, être égale à la consommat ion , sans qu ' aucun t ravai l leur ait à
travai l ler en dehors des jours ouvrables : j ' appe l l e ra i scuù/a^a/u toul
régime de production et t ravai l vé r i f i an t cette double cond i t i on ;

2° Est-il possible de déterminer rensemble des pr ix et t aux de
salaires de manière que, pour tout résul ta t de travail, le prix d'échange
soit au moins égal au prix coûtant et que, pour tout . t r ava i l l eur , le
salaire correspondant au maximum de travail f o u r n i soit au moins
égal au coût de la vie. J 'appellerai simplement salis'faisant tout régime
de prix et salaires vé r i f i an t cette double condi t ion.

3° Etant d o n n é un régime satisfaisant de production et t ravai l ,
est-il possible de dé terminer l 'ensemble des prix et des taux de salaires
de manière que la première condit ion du ?.° soit vérifiée^ et que, pour
tout travailleur, le salaire correspondant au travail qui, étant donnée
la production à obteniry lui. est ef loct ivement demandé, soit au nwins

( 1 ) Ayant seulement dessein (l'exposer ici la mise en équations des problèmes, je laisse
do côté toutes les difficultés que peut présenter la déterminat ion des diverses données
prises pour point de départ. Voir, à ee sujet, mon article : PomUlU^ et Wtcrrnmauon
du /USIQ Prix et du Juste Salaire (Mouvement Social, t. LXXIÏI, avril KJ I 'A , p. •^(j-3i(>^
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égal au coût de la vie. J 'appellerai effectivement satisfaisant tout
régime de prix et salaires vérifiant cette double condi t ion.

12. Je désignerai par j i^( ï== i, ..., .9) un résultat de travail d 'une
certaine espèce; par P, l'entreprise productrice de Jlo,; par A, l ' u n i t é
quantitative de =1/ (si ^/ désigne les services r e n d u s par une adminis-
tration, A/ est l 'ensemble de ces services rendus pendant une année).
La production de A, nécessite de ^( /c==i , . . . , . y ) une consomma-
t ion que je désignerai par a / / , A / ^ et demande aux [ravai Heurs de caté-
gorie profess ionnel le et sociale G/, ( À = = I , .... r) un nombre de
journées normales de travail que je représenterai par t^- Les nombres
positifs ou nu l s a et t représentent les condi t ions indus t r i e l l e s de
fabrication et d'organisation des divers établissements.

Un consommateur de catégorie C/,, pour vivre p e n d a n t une année
d'une façon convenable , doit faire, de <Â)^ une consommat ion que je
représenterai par /^A,. Les nombres posi t i fs ou n u l s h représentent
les exigences des t ravai l leurs .

Enf in N désigne le nombre des jou r s ouvrables de l 'année.

13. Par suite de ces données, entre les product ions a n n u e l l e s
A^-A/ Ci === i, ...,;?), les excédents annue l s p/A/ de la p roduc t ion sur
la consommation de Jl>/, les nombres II/, de consommateurs de caté-
gorie C/, (Ji === i, ..., n), les nombres TC^ des t ravai l leurs de P, appar-
tenan t à G/,, les nombres CT/, de simples consommateurs de catégorie C/,,
on a les re la t ions

(16) II/,-=:CT//4-I/7T//, ( / — i, . . . , / ? ; h = i , . . ., n ) ;
A/r= i-A-^A/,-}- î/,.b,/JÏ/, •+• p/ (/, k •==-1, . . ., o; h ==:- ï , . .., /•).

Si o, désigne ce que d e v i e n t A/, lorsque, toutes les product ions
étant supposées égales aux consommat ions , on fait p i = = = . . . , p^=='o^
on a
(17 ) ô,= ̂ .a/,A 4- -SA ^v/n/. ( i, A- == 1, . . .. s; h -=. \, . . ., r).

J ' i n t rodu i s e n f i n un symbole 0^7 toujours nul en même ( o m p s q u e lu,
et, au cas contraire, défini par

( I 8 ) N 7T//, -= S/ tih H- Wih '

Ann. Éc\ Norm., (3), XXX. — FÉVIUKR i()r3. 9
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Entre les prix a, de A,, les bénéfices [3/ réalisés par l\- sur A,, les
salaires journa l ie rs moyens o"^ des travailleurs de F/ appartenant a (^,
on a les relations
( 1 9 ) a,=:^/,a//,a/,+i/^///^/,-+- (3/ (/== i, . . .,,s"; h =r, . .., r).

Si Ny//, désigne le total annuel moyen des économies que peut réal iser ,
sur son salaire effectif, un des n://, t ravail leurs de I\- a p p a r t e n a n t a C/,,
la production annuel le étant o/A/ , et si NS/^ désigne le coûl a n n u e l de
la vie d'un consommateur de catégorie G/,, on a

( 20 ) Si tin cr//, = N TT/A (S/, + y//,)
(21) NS/,=;S^/<^

(/', k^\, .. . , .y ; h = ï , .. ., /") .

14. Ceci posé, un régime satisfaisant de product ion et travail est
possible, on le voit , toujours et seulement s ' i l existe des valeurs des
5, T:, us, II, oj» vérif iant (16), (17), (18) avec
( 2 2 ) Ô,>0, II/,>0, T T / A ^ O , 7Î7//ÏO, G)//,':;0, , ^ " • • ^ »

h •^ ï , . . ., /-).

J'appellerai (I) le système |(i6)-(i7)-(:ï8)-(22)| .
Un régime simplement sa t i s fa isant de prix et salaires est possible

toujours et seulement s'il existe des valeurs des a, p, S, o", y vé r i f i an t
(19) et (21) avec
(23) (7//,"= S/,+"///n

et

(a4) a/>o, S A > O , G T / A > O , (3^o, 7//,^;o (/=,: ï , . . . , .v; A "=: ï , . . . , / • ) .

J'appellerai (II) le système r(i9)-( '2ï)-(23)-(24)| .
Un régime satisfaisant de production et (ravail étant supposé exis-

tant , un régime effectivement satisfaisant de prix et salaires est
possible toujours et seulement s'il existe des valeurs des a, S, cr, y
vérifiant (19), (ao), (21) et (24), les $ c t T c f iguran t dans (20) é t a n t
solutions de (I). J'appellerai (III) le système [ ' ( ï9)-(2o)-(2î)^(24) | .

15. Si l'on tient compte de (18), (x6) devient

(25) D/,==7ï7/,^ ^^(r3/,^^+r^).
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Si donc un régime satisfaisant de production et travail est possible,
les relations

1 (17) ô/—2/,a^ô^=:^/,^n/,,

rm ' ^ 2 5 ^ ^/i^^h-^ ~^(^^ h-^^Ich},

i .^ (26) ô/>o, iï/,>o, CT//^O, ^U-A=:O,

sont compatibles. Inversement, si le système ( I V ) a des so lu t ions ,
comme les formules (18) fourn i ron t , pour les "rr, des valeurs ^o, le
système (I) a des solutions. Ainsi un régime salis faisant de production
et travail est possible toujours et seulement si le système ( I V ) admet des
solutions.

De même, si un régime s implement satisfaisant de pr ix et salaires
est possible, les relations

(V)

( '^ ) ^i —- ̂  U-ik ^k "^ ^//. t f / i ( S/z -h •///, ) 4- (3n
( ^ l ) NSAii-r^^./^/,,

(^ A ' = I , . . . , < » ;
(28) a,>o, SA><\ (3/âo, y//.So, A = i , . . . , r)

sont compatibles. Inversement si le système (V) a des solutions,
comme les formules (â3) fourniront, pour les o-, des valeurs >•(:), le
système (II) a des solutions. Ainsi, un régime simplement satisfaisant
de prix et salaires est possible toujours et seulement si le système ( V )
admet des solutions.

Les systèmes (II) et (V) sont précisément de la forme étudiée aux
n08 7 et 8. Si, comme il y est indiqué, on él imine les II entre (17)
et (^5), et les S entre (21) et (27), on trouve les deux systèmes

( 29 ) 0, ~ 2/, Ô/, ^ a/,i + ̂  ̂ h b/h tkh ) ̂  ̂ h f^ih ( CTA -+• - ̂  ̂ kh ) ,

( ̂  ) ^i — ^A- ̂ k ( Ctu, 4- ̂  2/, bf,f, tih ) •= ̂ /, ̂ 7, y,/, 4- |3/,

dans lesquels les matrices des premiers membres sont transposées
l'une de l'autre.
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L'application des résultats des n0-' 7 et 8 permet alors d 'énoncer
immédiatement les théorèmes suivants :

Un régime salis f disant de production et travail — ou un régime sim-
plement satisfaisant de prix et salaires — n^est possible que si cr(N),
racine caractéristique de module maximum de la matrice

-\~ ^r ^/t ^/7t t l l l . •>

est ^ r . 1 ' 1

Si o"(N) <^ i, il existe toujours un régime satisfaisant de production
et travail^ dans lequel^ la production demeurant égale à la consom-
mation, on peut se donner arbitrairement les nombres de simples consom-
mateurs de chaque catégorie sociale, el le chômage collectif de chaque
catégorie de travailleurs. En même temps, il existe toujours un système
simplement satisfaisant de prix et salaires^ dans lequel on peut se donner
arbitrairement les bénéfices des entreprises el les économies des tra-
vailleurs.

Supposons CT-(N) == i. Si la matrice considérée n'est pas partielle// ̂ nt
réduite, il existe encore un régime satisfaisant de production el trawil;
mais, en générale il ne peut y avoir de simples consommateurs dans
aucune catégorie sociale^ ni de chômage dans aucune catégorie de tra-
vailleurs. En même temps il existe aussi un régime simplement satis-
faisant de prix et salai res ; rnais^ en générale il ne peut y açoir ni béné-
fices pour les entreprises, ni économies pour les travailleurs. Si /a matrice
considérée est partiellement réduite^ on peut seulement affirmer^ en
générale que (IV) a des solutions vérifiante au lieu de (26)^

( ? > i ] ô/^o, ^/^>o, n/^o, ^n/,>o, 7^1= ̂ ^o,
et que (V) a des solutions vérifiant y au lieu de (28),

32 ) a^ o, , ï,y., > o, S/^; o, ^A SA > o, (3, ̂  y//, ::- o.

Je dirai, que les régimes correspondants sont serni-satisfuiîsants C 1 ) .

( i ) L'étude de ces régimes peut présenter quelque inLérôt, soit au point de vue Ihéo-
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16. Pour transformer ces résultats comme au n° <S, je poserai ( ^ )

^^j0^!'^ |S^~^,|==(0(S), (0(0=0), —^i8!—^^^
( i, si L •==.!. à (b^//,— a,/,)

/o . , ( ^^•AC'D/,,(S)=CO(S)^(S), ^(0==^, /^ /.=i, . . . , .9 - \
( 00 ) •{ 1 1 »

( ^^/A(S) =T^(S), T^(i)==T^, \^, / i= i , . . . , / • ;

rique, soit à LiLre de cas limite, c'est-à-dire parce qu'il peut exister dos régimes satis-
faisants qui diffèrent peu d'un régime semi-satisfaisant.

Supposons donc que la matrice ai/c ~\-~—. S/^ b/,^ //// est partiellerncni réduite, c'est-

à-dire que l'on a, en changeant au besoin les notat ions

c(-ji == bih tjh == o, pour y = i , .. ., p ; / == p 4- i , . . ., s ; // == i , . . . , r.

Dans l'hypotliese '7(N) ==; ï (ouN = = v ) ^ on lient sculrincnt ann'mer, ^\\ ^onéral, que
le système (IV) admet des solutions vérifiant, au lieu de ('.^Y), les relations

.•s -., « ^ . ^ \ ( j •:-^ ï , . . . , / - » ; / ̂  p - ï - 1 , ..., ,v ;
Oy^O, ^,/0/;> 0, 0/= 0, 777^=^ (U^= 0, " _ .. /

( A ' l 5 . . , ^ .S , // - I ^ . . . , /'^ ,

et que le système ( V ) admet des solutions vérifiant, au lieu (le ( 1 > ^ ) ^ les relations

a,=-o, a/^^/X^p^Y^o { ( • / ' ; l ' • • • ' ^ / ~ / " ' " ' . " ' ;
( /, —..- 1 , . . . , A , // --.-... ï , . . , , / ; .

^.)/ désigne donc un résultat de travail dont la production peut n'être pan inille tandis
que son prix est mil, et ^/ un r(Ssuîl,at de travail dont la production osl mille.

Do rhypothèso quo la matrice est partiellemônfc réduite, il résulte qu'un '•A.»/ n'est
jamais utilisé pour obtenir uiirJli/; qu'un C/< comportant la consommation d'un r^i/ ne
convient a aucun travailleur d'an P/; qu'un C/^ convenant a un travailleur d'un P/ ne
comporte la consommation d'ducini Jl?/. Ainsi ni les entreprisos Py ni leurs travailleurs
n'utilisent aucun ^l>/.

La réalisation pratique d'un régime semi-satisfaisant de production et travail demande
simplement la suppression do corlams types d'existence et des résultats de travail dont
ces types d'existence comportent coiisoinmalion. Kn vertu de l'hypothèse faite sur la
réduction partielle de la matrice, il est clair quo cette suppression ne trouble en rien le
reste de la production.

Dans un régime .semi-satisfaisant de prix et sulaires il existe un ensemble do types
d'existence pour chacun desquels le coût do la vie est nul. Les travailleurs de ces catégories
ne reçoivent aucun salaire. Tous les résultats do travail dont ces types d'existence
comportent consornination directe ou indirecte ont un prix d'échange nul ; leur production
n'exige d'ailleurs la consommation que de résultats de travail dont le prix est nul, et ne
demande le concours que des travailleurs pour lesquels le coût de la vie est nul et (lui ne
touchent aucun salaire.

( 1 ) II. est intéressant de se rendre compte de la signification concrète des symboles
di/t. et Tff/i, et de la racine v.

Les quantités d\g^ . . . , dsy é tant l 'un des rtombros î , .. ^ /', sont, d'après leur définition»
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Comme au n° 8, je désignerai par v( S) la racine carac tér i s t ique de
module maximum de la matrice [T^(S)J , avec v ( ï ) = = v, et par H celle
de la matrice ja/ /J; regardant S et N comme les coordonnées d 'un
point, je considérerai la branche de courbe S = ^ ( N ) , a sympto t e aux
droites S = R et N == 0; elle représente aussi N == v (S), et par tage le
plan en deux régions, celle de l'origine et des axes, où l'on a
S •— cr(N)<o, et la région opposée, où l 'on a S ~ II S --- c r ( N ) e(,
N — v ( S ) > o . On peut alors résumer a ins i les résul ta ts d u n° 15 :
Pour qu'un régime satisfaisant (le production et travail. — ou un régime
simplement satisfaisant de prix et salaires — soit possible^ ilfaut^ et, en
générale il suffit que le point (l, N) ne soit pas ̂  par rapport à la branche
de courbe considérée^ dans la région des axes. Si la point ( i , N) est sur

solution do
d.i^ — ̂  a/a d/^, ̂  h{^.

D'après (17), d/^est donc ce que devient 5/ quand on fait 1 1 ^ — i , H^ .:„ < > , pour
h = i , ..., /*; h^^.
Ainsi di^A.t ( l == i, , . . , < ? ) est. la production de ?Jl,/ nécc^^alrc à l'entretien d ' i m cofiffoin-"
matcur du type G^; £ / / , , diu représente le travail que cet anf.rctîcfi demande à la cat^o/'lo
des tramilleurs de P, appartenant au tfpo C / ^ e t ^//^ d^- T/,^ rcpwanic lo travail.
que cet entretien demande à taule la cat^ona des tramille.urK appartenant aa t y p a ^ i i .

Or, onsaifc (FaoBENius, loa. cit.) que la racine ciu'acténsiiqdft v (Je module m a x i m u m
est toujours comprise entre la plus pelile ol la plus grando des Hommes

T^= S/,ï//^ (^, h ̂  r , . . . , r ) .

Tff ropréscnle la totali té du travail nécessaire à rônLrotiûiï annuel d'un consonunatôurdu
^^ ^ / y ' Pour (nie, la condition M <ï étant supposée remplu^ il ex^tc un régime satis-
faisant de production et travail, ou de prit: et salaire^ il faut dona que N soit supérieur ou
plus petit — et U su/tique ̂  soit au moins (fgcd au plus gmml — des nombres Ti, ... T,..

Quant à la racine caractéristique v de module maa'imum, elle nîpréscnUî le nombre.
moyen de journées normale de trwaû que doitfûutmir un travailleur pour que la pro-
duction annuelle obtenue représente a.mciemcul la wuifi conwmmctUon de tous les tra-
vailleurs. Soit en ef Ïe tO ce nombre; on aura, par défini t ion,

^^ih^^iti/^ TîT/, =:(:), î a s î , . . ., S ; /i = I , . . . , / • .

Tenant compte alors des formules ( i G ) et (33), on obtient le système

0ï'Ï^—2//r/^n/,===o ( / / , ^ = f / . . . , r ) «

Les notant tous > o, Ô est (n0 S) la racine earactérisliquo y do module maximum
de[T/^j.
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la courbe^ en général les régimes possibles seront strictement satis-
faisants ; exceptionnellement même ils pourront n être que semi-satis-
faisants.

Si l^on sait que R est <^ i, il suffît, pour connaître la position du
point (i, N), par rapport à la branche de courbe, c'est-à-dire le
si^ne de ï — o'(N), de comparer N au nombre v(r) == v. J^appellerai ce
nombres, fonction des coefficients a, &, /, le nombre caractéristique du
système économico-social que ces coefficients représentent. On peut
alors, dans l''hypothèse R<^ î , énoncer le théorème suivant: Pour
qu'un régime satisfaisant de production et travail — ou un régime sim-
plement satisfaisant de prix et salaires — soit compatible avec un éfat
économico-social donnée il faut et, en générale il suffit que le nombre
caractéristique de cet état économico-social soit au plus égal au nombre
des jours ouvrables de remuée.

17. Supposons donc l'état économico-social donné de manière que cr(N)
soit ^ ï > autrement dit que, la condition B <^ î étant vérifiée^ le nombre
caractéristique soit au plus égal au nombre 3 i 3 des /ours ouvrables de
l'année; d o n n o n s aux o,7î:,CTr,iï,co des va leurs vé r i f i an t ( f ) , supprimons,
s'il y a l i e u , les «jlo, pour lesquels ^ serait nul , en changeant au besoin
les indices restants pour que leur s u i t e soit toujours la suite n a t u r e l l e
des nombres; posons

(34) r,)//, r= ô/i:\v, ( i r= r, . . ., s ; //,=i, . . ., r ) ;

les formules (18) deviennent

(35) NTT^=Ô/(^+T/ / , ) ;

les formules (29) deviennent

( 36 ) ôi — ̂ /, o/, a/,, + ̂  ̂  bu, ( t/,,, + T/,/, ) -= 2/, bu, CT/< »

et montrent que la racine caractéristique de module maximum de la
matrice

akl^^
est < ï .

a/,/ + -„• l/, bu, ( tf^ +• tkh )
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Cherchons alors s'il peu t exister un régime effectivement satis-
faisant de prix et salaires, c'est-à-dire des valeurs des a, p, y, a-, S
vérif iant le système

1 ( 1 9 ) a, -— Ïf, a if, a/, == l/, ̂  cr//, + (3/ /" /, /• =•= i, . . ., .v \
( 9.0 ) à/ ^7, G-//, = N TT/// ( S/, + •///, ) \ h — i , . . . , / • /
( 2 1 ) NS//:~^,^a/,,
(24) ûc/,>o, j3/ïo, y//^o, cr//,>o, S//,>o,

(VI)

ou le système équivalent o b t e n u en tenant compte de ( 35), remplaçant
(20) par

(3;)

e t ( ï 9 ) p a r

tin O-//, = ( tih + ̂ ih ) ( „ -^A- ̂ kh ^-k 4- ̂ ih \ ?

(38) a,—Z/,a/, ^/Â- + ^ ^/< ̂ kh ( ̂ '^ + 7/7, ; -SAy// / (^/<"+-T//0 4 p/

La matrice des premiers membres de (38) est transposée de celle
des premiers membres de (3(>). Il existe donc des valeurs > o des a,
j3 et ^ vérifiant (38), puis des valeurs > o des S vérifiant (21), puis
des valeurs > o des a- vérifiant (20) ; et ces diverses valeurs sont solu-
tions de (VI). Donc, dans l'hypothèse énoncée^ un régime, ^eail^emeni
saUsfaùant des prix et salaires esl toujours possible^ à /nains que la

matrice a/^-i" .,• ̂ kbih {f'hh +' ^/c/*) rie ^(nt parliellernerit réduite. Eu ce

cas., si son module caraclémtique maximum est < ,4 autrement,dit n le
nombre caractéristique est <3i3, im régime effectivement sathfaùaul
dea prix et salaires- est encore î ouf ours possible; mais si le module carac-
téristique maximum est i, autrement dit si le nombre caractéristique est
3i3, il ny a de possible^ en général, quun régime effecuwmeni semi-
satisfaisante c est-à-dire où les a, cr et S sont seulement ^o et non tous
mis. D'ailleurs^ si le module caractéristique maximum est i, que la.
matrice considérée soit ou non partiellement réduite^ les ? et y, c'est-
à-dire les bénéfices des entreprises et les économies des travailleurs ne
peuvent avoir ^ en général, que des valeurs nulles.

18. La comparaison des formules (x;) et (19) du n0 :ï3 donne lieu
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à une remarque intéressante. On peut en effet les écrire

i (/,Â-=: r , . . ., .s-,
(17) fi-= ï/ , ô/, ( uj,i — aja ) == 2/, bu, ÎI/,
/ , v / x v ^ ' ^==0, pour ^A";(19) (p, = 2/, a^. ( ̂ //, — a//, ) = 2<A ^A o-//z +- p/ _

Or les /' et <p sont des formes l inéai res dont les matrices sont trans-
posées Fune de 1/autre, on a donc

^•a///==^/o/9/;

d'où, en tenant compte de (21), résulte la for/rude

(39) N^S/.Il^^I,o/(p,+^/,^a^).

Or NS/,n^ est le coût de vie total de la catégorie G/,, ô^ est le
bénéfice a n n u e l de P/, ^itih^ih ( t s^ 1e salaire total annue l elîectif des
travailleurs de 1\ a p p a r t e n a n t à (^. La formule (3<)) exprime c/onc
que, l'état ('îconomico-'ffocial étant supposé invariant (ce qui é q u i v a u t a
supposer les coefficients a, 6, t constants), Ici somme annuelle des
salaires des travailleurs et des bénéfices des entrepriseîs (ou reve/ius des
capitalistes) est égale au. coût de vie annuel de tous les consommateurs^
travailleurs ou non.

19. Examinons ce que dev iennent ces résultats si l 'on t i en t compte
de l'accroissement con t inu de la p o p u l a t i o n , lequel e n t r a î n e un
accroissement, con t inu de la consommat ion et par su i t e de la pro-
duct ion. Nous f e r o n s rhypolhcse que r accroissement de la population
ne change pas la proportion suivant laquelle les travailleurs ainsi que les
simples consommateurs se répartissent dans les diverses catégories.

Soit alors t le nombre q u i mesure, en jours , le temps écoulé
depuis le commencement de l ' a n n é e ; soit F ( / ) u n e fonct ion morur
drome, f i n i e , con t inue , positive et croissante pour O ^ / ^ T ==.; 365,
et égale à i pour / — o ; nous désignerons par T C ^ F C / ) la v a l e u r /
à l 'époque /, du nombre de t ravai l leurs do P, — et, par m ^ V ( t ) ,
celle du nombre des consommateurs non travailleurs — a p p a r t e n a n t
à C ^ ( À — = i, ..., r).

Pendant l ' intervalle de temps (/, t •+- d t ) , le nombre total des con-
^iin. Éc. Nor/n., (3 ) * XKX. — FKVIUKK 1 9 1 3 . JO
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sommateurs de catégorie C/, s'accroît de II/, c/F^). Jusqu'à la fin de
l'année, chacun de ces nouveaux consommateurs consomme pendan t
un nombre de jours égal à T — / — • £ , o^e.'^cit. Du fait de cet accrois-
sement dans toutes les catégories, il résulte, pour la consommation
de oJlo^ un accroissement qui, à une certaine quan t i t é près de l 'ordre
de dl'\ est représenté par S/, /^ iï/< ( i — T ) r/F(/). Et la q u a n t i t é de 4^-\ fc /
consommée pendant l 'année par tous les consommateurs, ceux qu i
existaient au début et ceux qui se sont ajoutés au cours de l 'année,
sera

^JÏ/J i+f ( l — t . } d F { / ) \ .1 7o V ^ ) '
,n.[,^(.-I).F(o].

Soit alors A, A, la production de cA.,, é^ale à la consommat ion t o t a l e
de l 'année; la consommation de ^i faite dans les établissements indus-
triels seraS/^a^A/^ et l'on aura

A, == :£/, au. A/, +• lu bu, IIH r 4- ( ( i — /') r/V ( / ) .
L •"o \ T/

La f qui figure dans le est différence de d e u x ( dont la première
est F(r) — ï , et la seconde, comme on le voit en in tégrant par parties,

est F(r) - " f F(/)J/. Le [ | est donc -^ /* F ( l " ) d l . Des hypothèses
''-'o L J T J o

faites sa rF( / ) , i l résulte que cette quant i té est >o. En prenant alors
^ ^

A,=^ F Ç t ) d l , et supprimant le facteur commun, on retrouve les
^o

formules (17).
Evaluons maintenant le travail maximum sur lequel on peut

compter. Chacun des ^ ^ d V { l ) travailleurs de catégorie C/, qui
s'ajoutent, dans P,, pendant l ' intervalle (/, l 4- d t ) , fourn i ra , pondant
le reste de l'année, à une certaine quantité près de l'ordre de dl, au
plus N ( I — ^ ) journées normales de travail. La total i té des tra-
vailleurs de P, appartenant à G/,, ceux qui existaient au début et ceux
qui s'ajoutent en cours d'année, peut donc fourni r un nombre a n n u e l
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de journées normales de travail au plus égal à

N7^fi+ rfï-^F^)] =N^ f V { t ) c / £ .
L J o \ T/ J "^u

/"To
Le nombre de journées à fourn i r étant A^==^^- ^ V ( t ) d l , si

^o
l'on pose

NîT///-1- / F (^ )^==:A, (^4 -G) / /< , ) ,
^o

formule qui n'est autre que (18), la c o n d i t i o n expr imant que le
régime de production et travail est satisfaisant se traduit par o^^o.

D'ailleurs, pour obtenir la product ion annue l l e A, A/, il su f f i t que
les TC^^F(^) travailleurs de catégorie (^ qui s 'ajoutent, dans P/, pen-
dant l ' intervalle ( / . , t + d i ) , fournissent col lec t ivement , pendant le
reste de l 'année, u n e production A^ ( i — - ) <^F(/), et, par sui te , un

nombre de journées de travail égal à <$////, ( i — ~ ) ^P(0* Alors, en
effet, la production totale obtenue sera bien

ô,[,+rVi^^^F(o1=^ rr(Q^=A,
[_ i/o \ ••/ J • J{\

Leur salaire effectif total sera donc Ïiiu^ih ( i — -) ^F(Q; leur coût

individuel de vie sera ( ï — - ) NS/,.
Si donc on pose

rU-A^v/l - |) ̂ (0 = NTT///I - ̂  (S/. 4- yn^dV(t),

formule qui n'est autre que (20), la cond i t ion expr imant que le
régime de prix et salaires est elfectivernent sat isfaisant se traduit par
T^SO-

Ainsi, pourvu que la reparution de la population ne change pas^ les
relations obtenues en tenant compte de son accroissement continu ne dif-
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fèrent pas de celles obtenues en la supposant constante. Les résultats des
n08 15 et 16 subsistent donc tous.

ï /"T
On voit de même, en mult ipl iant par - j F(^) dt les deux membres

r ^0

de (39), que, même en tenant compte de l'accroissement de la population^
le résultat du n° 1 8 subsiste,


