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QUELQUES PROPRIETES

DES

SUBSTITUTIONS LINEAIRES A COEFFICIENTS z0

ET LEUR

APPLICATION AUX PROBLEMES DE LA PRODUCTION KT DES SALAIRES,

Par M. Maurice POTRON.

1. Ce travail développe ’abord et compléte, en les étendant aux
substitutions lindaires & coefflicients —~o, divers résultats dus &
MM. Perron et Frobenius et démontrés par eux pour les substitutions
linéaires a cocflicients > o (*). Les résullats ainsi obtenus fournissent
la solution compléte du probléme suivant: Etant donnée une substi-
tution linéaire i coefficients -~ o, trouver une fonetion linéaire, a coef-
ficients > o, que celte substitution multiplie par un facteur constant.
Comme on le verra ensuite, ¢’est précisément d ce probléme mathéma-
tique que se raméne le probléme économique des Salaires, probleme
consistant & trouver unrégime des prix des divers objets et des salaires
des diverses catégories de travailleurs, tel que, pour chaque objet, le
prix de vente soit au moins égal au prix cottant et que, pour chaque
travailleur supposé menant une existence convenant i sa catégorie, le
salaire soitau moins ¢gal au cout de la vie, lequel dépend précisément
des prix de divers objets.

I. — Quelques prc;priétés des substitutions linéaires a coefficients 2 o.

2. Voiei les résultats acquis pour les substitutions i coefficients >o.
/

(1) Ce travail a fait Uobjel de deux communications a I'Académie des Sciences ( Compies
rendus, t. 153, p. 1129, séance du 4 décembre tgrr; p. 1458, séance du 26 décembre 1g11).
M. Frobenius a publié, postéricurerent & ces communications, une étude compléte des
matrices & 6léments zo (S. 4. 5., 1912, p. 456-477).
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Si les éléments a; (i, k=1, ...,n) d'une matrice A = | ay| sont tous
> o0, la racine caractéristique r de module maximum de A est réelle,
positive et simple (Prrron, M. A., t. LXIV, p. 2615 Fropexiws, S. A. B.,
1908, p. 471-476; 1909, p. 514-518).

Sotent wy (L, k=1, ...,n; uy=0,1£k; uy==1) les éléments de la
matrice-unité d’ordre n, et s un paramétre ; si s est = r, les éléments de
Uadjoint de |suy — ay| sont tous > o ; par suite, la racine de module
maximum, réelle, positive et simple, d’un élément principal de Uadjoint
est < r. Il en résulte que les équations

(1) ro;— E/‘»(tl‘.,‘a/g::‘ 0 (1, ko= | I Il.)

sont vérifiées par des valeurs toutes > o de o, ..., o, (Fropeys, thid.).
St les équations

SOy X0 == 0 (6 h=1,...,n)

sont verifides par des valeurs toutes > o de o, ..., @,, on a s =r (Fro-
BENIUS, 1hid.).

St Uon considére la substitution (a) == |2, Yeax;|, les deux der-
niers théorémes ont la signiflication suivante : o existe une fonetion
X0, a coefficients > o, et une seule a un facteur constant pres, que
(@) multiplic par un facteur constant, lequel ne peut élre que r.

St les éléments de A sont seulement ~ o, on a les résullats suivants
(Cf. Fropenius, loc. cit.). La racine caractéristique r de module maaxi-
mum est réelle et Zo. Les éléments de U'adjoint de |ru;, — ay| sont - o.
La racine r peut étre multiple; si p est son ordre de multiplicité, les
mineurs principaux de | ru; — a;| d'ordre > n — p sont tous nuls; un
mineur principal est > o. La racine r peut éire nulle ; alors toutes les
autres sont nulles en méme temps.

3. On peut aisément démontrer ces résultals au moyen de la
remarque suivante : Soit f(x, t) un polynome en x, dont les cocfficients
sont fonctions holomorphes d’une variable ¢ finic et = o, et non tous nuls
pourt=o; dont la racine o. de module maximum est, pour toute va-
leur > o de t, réelle, positive et simple ; qui est toujours > o pour t > o
et x >o. Laracine « est, pour 2o, fonction continue de ¢. Soit « sa
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limite pour t =o. On sait que a est racine de f(x,0). Je dis que
S (x, 0)est > o pour x > a, et que les modules de ses racines sont = a.

Soit en ellet 6 > a. Pour ¢ infiniment petit > o, « est infiniment
voisin de «, en sorte que b est > et f(b,t) > o, donc f(b,0)Zo.
Mais si b était le module d’une racine &' de f(z,0), 0 serait limite
d’'une racine B’ de f(=,¢), racine dont le module 8, ayant pour
limite b, serait, pour ¢ infiniment petit positif, > o.

4. Désignant done par ¢ une variable Z o, je pose a;,—+ ¢ = oy, ctje
consideére la substitution (&) dontles coefficients «;;, sont tous > o en
méme temps que 7, et dont la racine de module maximum g sera par
suite, pour ¢> o, réclle, positive et simple. D’apres la remarque du
n® 3, la limute rvers laquelle tend p lorsque t devient nul est racine carac-
téristique de module maximum de A5 clle est réelle et — o 11 est bien clair
que, les ¢léments de Padjoint de | swy — o] clant tous > o pour >0
et 2 o, les éléments de Uadjoint de | suy — ay| seront tous = o pour s r.
Un é¢lément principal de Padjoint de | suy — ez ] ayant, pour £ > o, une
racine de module maximum, véelle, K > o, Uélément principal corres-
pondant de Uadjoint de | su; — ay| a, pour racine de module maximum,
la limite £ de A, qui est réelle et = r; cet élément principal sera donc > o
pour s >>r, el Z o pour's =r.

Pour ¢>o, il existe une fonction X;u;2; dont les coefficients
sont > o el que () multiplie par g; on peut méme toujours, comme
on le voit directement, assujettir les coefficients p. a vérifier la relation
Y;p;= 0, b étant un nombre > o arbilraire, et, par suite, a vérifier
aussi 0 < p < b(i =1, ..., n). Soit m; la limite de p; pourt=o0; ona
evidemment Xm; =0, o_m;~b(i =1, ...,n); el la substitution («)
multiplie par r la _fonction X;m;x;, dont les coefficients sont Z o el non
tous nuls.

Les coefficients 22 sont solutions de

P —— X Wi = O (i, k=1, ...,n);

cherchons dans quel cas quelques-uns ’entre eux pourront étre nuls.
Supposons par exemple quon ait

Ny = 0, Ceey my, =0, Mg S50 T Ny O,
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les » — p derniéres équations donnent
Zia;am;=o, mj>o, 2o (J=t1, ..., pyh=p-1,...,0);

il faut done
=0 (J=1, .., psh==p—+1,...,n);

et la substitution (@) prend la forme
Xjy Xy xrs Ty Zpapexi|  (fyl=0, oo pyhemp -, g e, ).

St donc (a) multiplie par un facteur constant une [ onction linéatre u a
coefficients Z o ne contenant puas toutes les variables x, (a) lransforme
chacune des variables de u en une fonction linéaire de ces seules variables.
Vexprimerai ce fait en disant que la matrice |ay| est partellement
réedutte.

5. Supposons inversement que (@) multiplie par un factewr constant s
une fonction & coefficients > o Xymua;(iy 1, ..., n). Dapres le n° 4,
(a) transposée de (@) multiplie par r une fonction X.m; y,, dont les
coefficients sont Zo. On a donc les deux systémes

smy— Xpanmy=0, Py Xm0 (G h==1, . ..,n);
d’ou 'on tire
rEimemy == S Dt My X X g s s X mg g
d’ou
(§— rYZpmpmy =0,
Comme, d’apreés les hypothéses, Xomem; est >0, ona s == r.

On voit donc que, si (a) multiplie par un facteur constant s une
Jonction linéaire u, a cocfficients > o, de quelques-unes des variables
seulement, ce facteur s est racine de module maximum de la substi-
tution (a,) opérée par (a) sur les variables de u.

6. Cherchons a former toutes les fonctions distinctes, i coeffi-
cients Z o, que () multiplie par 7.

On sait que, sin — ¢ est le rang de iru[k'-— a;], 11 existe ¢ et seu-
lement ¢ fonctions distinctes, a coefficients quelconques, que («)
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multiplie par r. 11 s’agit, en effet, de trouver les solutions distinctes
du systéme

(l) I'O(,'——E/L-Cl/”'dk:O (l, /&'-—.__.I, ..<.Il),

tous les mineurs de | ru;, — a;| d’ordre > n — ¢ ¢tant nuls, un mineur
d’ordre n — ¢ étant £ o. Choisissons les indices de maniere que les
¢léments de ce dernier mineur soient les coefficients de gy, -.., &,
dans n — ¢ équations distinctes ; nous pouvons alors donner & «,, ...,
a,, ¢ systemes distinets de valeurs 3;,,...,8;, (=1, ..., ¢9), faire par
exemple $;,,=o (j,{=1,...,q), pour j 5=/, et B;;=1. A chaque sys-
teme B4, ..., B;, les équations (1) font correspondre, pour o, -.., %,
un systéme unique ;.0 .-, Bj.- On a ainsi g systémes distincts de
solutions, et 'on sait que la solution la plus générale de (1) est donnée
par

(2) o == Xk By (J==1, o, gy e=1,....n).

Ay oauy A, Glant des coefflicients arbitraires.

19 g

Ainsi pour avoir 'expression la plus générale des fonctions, a coef-
ficients Z o, que (a) multiplie par r, il suffit de chercher, en prenant
pour inconnues les A, la solution la plus générale des inégalités

(3) a;=2;0;P;z0 (f=1,..,¢q;0=1,....n0).

Une solution existe nécessairement (n® 4). Par conséquent (Gf. Min-
KowsKk1, Geomelrie der Zahlen, p. 39-45), il existe au moins une solution,
dite solution extréme, donnée par A;= p.;, (j=1, ..., ¢), annulant
q — 1 Jormes o distincles, et rendant les autres Z o et non toutes nulles.
Alors, s’il existe ¢'=¢ solutions extrémes distinctes données par
b y . — ’ s 1 ) 3 1 « v
AN=up(j=1,...,q;5l=1,...,¢"), on sait que la solution la plus
géncérale de (3) est A; =X, 0,p, (j=1,...,95(=1,...,¢), les  étant
des coefficients ~ o arbitraires.

Ainsi, Uexpression la plus générale des coefficients des fonctions X, o2,
a coefficients ~ o, que (a) multiplie par r, autrement dit la solution la
plus générale, en nombres = o, des équations (1), est

(4) ;=22 0ipjr=200, 2005 (E=1,..,n;)=1,..,q;l=1,.,q").
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — FEVRIER 1913, 8
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St l’on pose

5) SipiBr=ya  (E=1,..on3 =000 0=, ..,
on aura, pour expression de la solution la plus générale,

(6) i o= 29y ((==1,...,n;l=1,...,4"),

les 0 étant des coefflicients ~ o arbitraires, et chaque systéme y,,, ...,
Y. de nombres Zo, non tous nuls, et dont ¢ — 1 au moins sont nuls,
étant-ce qu’on peut appeler une solution extréme, en nombres = o, des
équations ().

Puisque les équations (1), lorsque le rang de | ruy — ayl st n— g,
admettent certainement une solution extréme dans laquelle p des
inconnues (n — 1ZpZg — 1) sont nulles, il s’ensuit que (@) multiplie
par r une fonction, & coefficients > o, de n — p variables seulement, ct,
par suite, transforme chacune de ces n—p variables en une fonc-
tion linéaire de ces seules variables.

7. Considérons maintenant, surtout en vue de Papplication que
nous voulons faire, la substitution

(a, ) =]y, Zrapgar; yu, 2ibypawi~+ sy, (Gh==a, .o, ny b=, 000, p),
les & étant, comme les a, tous = o, et, de plus, quel que soit i, b, ...,
b,; n’étant pas tous nuls. La matrice de (a, b) est 7| ay|. Voici ses
principales propriétés.

Supposons s aw mowns égal a la racine caracteristique r de module

mazximum de |a,|; s est alors la racine caractéristique de module
maximum de (@, b); par suite (n® 4) il existe une fonction

Yoo 2By,

a coefficients Z o el non tous nuls, que (a, b) multiplic par s; autrement
dit, les équations

(7)- so— Zpagar=2b,9, (bh=1,..,n;l=1,...,p)

admettent une solution en nombres = o et non tous nuls. Désignons par
®;x les éléments de Padjoint de o = |suy— ayl; st s ese supéricur a la
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racine caractéristique de module maximum de |a;|, on a (n°4) ® > o,
®Z 0 pour L == k, d;> 0; on voit alors directement qu’en donnant a
Bis -evs By des valeurs > o arbitraires, on obtient pour a,. ..., a, des
valeurs > o.

Inversement, si (a, b) multiplie par s une fonction E;a;2;+ 2,0y,
dans laguelle on a a;>o0 (i =1, ...,n), B,Z0 ({=1,...,p), sest Zr,
et certainement >r, st B;>o0 ({=1,...,p). Posons cn effet

Bi=Z2,0,p, (b=1, ...,n3l=1,...,p)

et combinons les équations (7) avee les équations déja considérées au
n® 5, rm; — Epaym; (L, k=1,...,n), que vérifient des valeurs Zo et
non toutes nulles des 7/, 1l vient

rXioiml= S0 B agmy =2 mp 2 a 0= 2 mb (so— B,

d’ot
(s = r) Xt op == Zmy By,

D’apres les hypothéses, Xmyoy est >0, on a dones —r=o, et, si
les B et par suite les B sont tous > o0, on a s >r.

On voit directement, comme au n® 4, que s, dans une solution en
nombres Z 0 et non tous nuls des équations (7), quelques-uns des o sont
nuls, la matrice a;;, est particllement réduite.

8. Cherchons encore, en vue de I'application que nous voulons
faire, 4 résoudre en nombres > o le systéme

(7) sop— Zpapop—2b4iRr=o0 | .
o (i=1,...,n5l=1,...,p),
(8) t3,— icpo=o0 { ,

Ol €4y -.s €1 sONL des nombres Zo, et, quel que soit /, non tous

nuls.
Le systéme considéré admet des solutions > o toujours et seulement

si¢zest >o et siles équations

-
(9) sop— 2 (Ct/u' ~+ 721[’/[0//;> = o,

¢’est-d-dire seulement si t est > o el s racine caractéristique de module
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. . I . ye . , .
maximum de la matrice | a;, + < S,b,:¢ 15 et, st ces condilions sont vert-

fiées, toujours, sauf peut-étre si la matrice considérée est partiellement
réduite, auquel cas on peut seulement assurer que le systéme admet des
solutions Z o et non toutes nulles.

On peut donner & cette condition une autre forme plus commode
pour 'application que nous voulons faire. Supposons, en effet, que
® = | su; — az| ne soit pas nul, on peut, en désignant par @ les
éléments de I'adjoint de ®, remplacer le systeme (7) par le systéme
équivalent

(10) o= Xp B 201 Br;
d’out 'on tire, par combinaison avec (8),

™ t@j: }dicji}-'lc@[lcz'l [)//,fu::: .".:/{3/}.4/, /'//;}-‘i("ji“c),'/,;-

Posons
(ll) E,»c/,(L),-kx(L)cljﬁ,,
(12) Zpbudip=1B (LGhk=1,..,n5/,l==1,..0,p)

les B sont 2o, et il vient
(13) l@j——E,B,jf),:;o (./., ll:“ll, eey [l).

Le systeme [(10), (13)] est donc une conséquence de [(8),(9)]. Un
calcul inverse montre que [(8),(9)| est une conséquence de
[(10), (13)]. Les deux systémes sont done équivalents, pourvu que td
soil > o, et, par suite, leurs déterminants, qui sont respectivement
P | st — ag — %Z,bﬁc,,‘ et @"| ey — Bj,|, s"annulent pour les mémes
couples (s, ) n’annulant pas (®. En conséquence, les deux équa-
tions

(14) Stjp— by — -;—E,l),,fc,, = 0,
et
(15) | twyi— By | = o,

représentent une méme courbe.
Soit 5(¢) la racine de module maximum de

L)
SUj — A — 7 2byic
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considéré comme un polynome en s, de degré n, et 7(s) la racine de
module maximum de | tu;, — B;,| considéré comme un polynome en ¢,
de degré p. La fonction o (¢) est [inie et continue pour toute valeur >o
de ¢. Lorsque ¢ est infiniment petit, une racine au moins de l'équa-
tion (14) étant infiniment grande, o(¢) est infiniment grand. Lorsque ¢
est infiniment petit, les 2 racines de I’¢quation (14) sont respective-
ment infiniment voisines des 2 racines de Uéquation |suy — a;| = o,
donc g(0) =r. De méme, les B étant des fractions ayant pour numé-
rateurs des polynomes en s de degré “n — 1 et pour dénominateur ®,
la fonction 7(s) est finie et continue pour toute valeur de s> r.
Lorsque s est infiniment voisin de 7, une racine au moins de I'équa-
tion (15) étant infiniment grande, T(ryestinfiniment gl‘and. Lorsque s
estinfiniment grand, les Bsont inliniment petits, done les p racines de
Péquation (15) sont infiniment petites, done =(s) estinfliniment grand.

Je dis que les deux fonctions et © sont ingerses Uune de ["autre. Soit
en elfet, pour s,>r, t,=1(s,), je dis que a(¢,)=s,. Dabord, le
couple (s, ¢,), vérifiant (15), vérifie aussi (14); done, par définition,
o(¢y)Z s, St o(¢,) clait > s,, comme, en faisant croitre indéliniment et
d"une facon continue ¢ & partir de ¢,, 5(¢) varie d’une facon continue
de o(e,) > s, ar<s,, il existerait une valeur ¢,>¢, pour laquelle on
aurait a(¢,) =s,; le couple (s,,¢,) vérifiant (14) vérifierait aussi (15),
et z, ne serait pas la racine de module maximum de (15) correspondant
a s,. De méme soit, pour ¢,>o0, s,=105(¢,), je dis que ©(s,) =¢,.
D’abord, le couple (s, ¢,), veriliant (14), vérifie aussi (15), done, par
définition, ©(s,)Z¢,. Si =(s,) etait >¢,, comme en faisant croitre
ind¢finiment et d’une facon continue s a partir de s,, ¢ varie d’une
facon continue de ©(s,)>¢, h o <¢,, il existerait une valeur s, > s,
pour laquelle on aurait =(s,) =¢,; le couple (s,, ¢,), vérifiant (15),
vérifierait aussi (14) et s, ne serait pas la racine de module maximum
de (14) correspondant a ¢,.

Un raisonnement tout semblable montre que si, pour ¢,>0,0na
$,>a(L,), on aura t,>7(s,), el que si, pour s, >r, on al,>7(s,), on

aura s, > a(t,).
Ainsi, les conditions ¢ > o, s au moins égal — ou égal — d la racine

caracteristiqgue de module maximum de |a;, -+ 7‘).,[/),,‘(:,,- , Cquivalent
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auzx conditions s >r, t au moins égal — ou égal — a la racine carac-
téristique de module mazximum de | B,|.

Si nous considérons la courbe représentée par 'une ou 'autre des
équations (14) et (15), 'une ou lautre des ¢quations s=o(¢) et
¢ = 1(s) représente une branche de cette courbe, qui est asymptote
aux droites s = r et ¢ = o, et que toute paralleled 'un des axes, d’abs-
cisse > rou d’ordonnée > o, rencontre en un point a distance finie et
un seul. Cette branche de courbe partage le plan en deux régions. Sa
considération nous permet d’énoncer le théoréme suivant :

Si, pour des valeurs toutes > o des o et (3, les premiers membres de (7))
et (8) sont Z o, le pornt (s, t) ne peut se trouper, par rapport a la branche
de courbe considérée, dans la région des axes. S'il est dans la région
opposée, il existe des valeurs toutes > o des o et B rendant = o et non tous
nuls les premiers membres de (7) et (8). S il est sur la branche de courbe,

il existe des valeurs toules >0 <c:1;ce/)tl,'onm:l[(:m(ent 0 el non toules

. . | S , . P
nulles, si les matrices | a;, + )_,—}..,/),,c c,," et | B;,| sont particllernent 1-(e([1u,tc.s')

des o et b rendant Z o les premiers membres de (7) et (8).

9. Pour reconnaitre la position d’une quantité s par rapport a la
racine de module maximum » de &(s) == [suy— ey, e o€ k==1,...,n),
on peut utiliser les remarques suivantes :

Pour s >r, ¢(s) est > o, ainsi que ses mineurs de tous ordres; U'in-
verse a lieu, car, la pimederivée de w(s) étant la somme multiplice
par p! des mineurs principaux, si, pour une valeur s, le polynome &(s)
est > o ainsi que ses wineurs principaux, toutes les dérivées de ¢(s)
sont > o, et 'on sait qu’alors s est supérieur & la racine maximum de
&(s) ('). Pours=r, sivest ordre de multiplicité de r, ¢(s) est nul

(1) Si en effet on désigne par €, (s) la ¢ dérivée, on a

(8 —s50)7 .

i 5\ o —
7 Ey(s9) (¢ =0,1,...1)-

C(s)= 24
Si &y(s0) >0 (qg=0,1, ..., n), &(s)est > o pour toute valeur de s sy, Sil'on a

Cg(so)=opour g=o0,1, ..., p—1,¢l &g (s,) >0 pourg=p, p~~1,...,n, la for-

(s —80)7 N .
_—’F__ Cylse) (q=p,p-1,...,n), montre que & (s) est nul

pour § = $o, MAIS >> 0 pour § > §.

mule & (5) = 2,
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ainsi que ses mineurs principaux d’ordre > 7 — v; les mineurs prin-
cipaux d’ordre =7 — v sont Zo; un mineur principal d’ordre n — v et
les mineurs principaux d’ordre <72 — v qui en dérivent sont >o;
Iinverse a lieu, car alors le polynome ¢(s) est nul ainsi que sesp — 1
premiéres dérivées, ses » — p + 1 dérivées suivantes sont > o, et I’on
sait qu’alors s est racine maximum de ¢(s) et que son ordre de multi-
plicité est v.

II. — Application des résultats précédents aux problémes
de la Production et des Salaires.

10. 11 ne s’agit pas du tout, comme on le verra, d’¢tudier Paction
des causes (res diverses qui peuvent influer, soit sur la production,
soit sur la détermination des prix et des salaires. Je chercherai sim-
plement, en précisant au point de vue mathématique les conditions
dans lesquelles se posent les problemes de la Production et des
Salaires, & reconnailtre si ces problemes sontsusceptibles de solutions
qui soient satisfaisantes au point de vue ¢conomique. Il faut d’abord,
pour cela, représenter mathématiquement les relations données qui
existent entre les divers résultats de travail.

Un résultat de travail sera, soit une transformation ou production
proprement dite, soit un déplacement ou transport, soit, plus géné-
ralement, un service (de surveillance, de sécurité, comme ceux
que rendent les administrations publiques, les compagnies d’assu-
rances, ctc.). Pour obtenir tel résultat de travail, il faut, d'une part,
tel travail de telle ou telle nature (main-d’ceuvre), el, d’autre part,
'usage ou la consommation de (els ¢t tels résultats de travail
(matieres premieres, machines, ete.). Ce sont des conditions qu’on
peut appeler techniques. Aux divers genres de (ravail correspondent,
en  général, diverses calégories sociales de  travailleurs  (chefs
d’industrie, chefs de service, contremaitres, employés et ouvriers,
manceuvres); ce sont des conditions qu'on peut appeler adminis-
tratives. Aux différentes catégories sociales conviennent, en général,
différents eypes d’existence, chacun comportant usage ou consom-
mation de tels ct tels résultats de travail (articles d’alimentation,
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d’habitation, d’habillement, etc.); ce sont des conditions qu’on peut
appeler économiques.

11. On peut concevoir que, ces conditions étant fixées, les produc-
tions, les nombres de travailleurs allectés a tels genres de travail ou
appartenant a telles catégories sociales, les prix, les salaires puissent
varier par suite de causes quelconques. On est ainsi amené & consi-
dérer ces diverses quantités comme les inconnues de la question,
les conditions techniques, administratives, économiques en ¢lan
comme les données (*).

J’aurai alors, en supposant donné un certain état industriel, ¢cono-
mique et social, & examiner successivement trois problémes :

1° Hst-il possible de déterminer une répartition des travailleurs
entre les diverses catégories professionnelles et sociales et une répar-
tition des simples consommateurs entre les diverses calégories sociales,
répartitions telles que la production puisse, pour chaque résultat de
travail, étre ¢gale & la consommation, sans qu'aucun (ravailleur ait i
travailler en dehors des jours ouvrables : jappellerai sates faisant tout
régime de production et travail vérifiant cette double condition;

2° List-il possible de déterminer ensemble des prix et taux de
salaires de maniere que, pour tout résultat de travail, le prix d’échange
soit au moins ¢gal au prix coutant et que, pour tout travailleur, le
salaire correspondant au maximum de travail fourni soil au moins
é¢gal au cott de la vie. Fappellerai simplernent satisfaisant tont régime
de prix et salaires vérifiant cette double condition.

30 Ktant donné un régime satisfaisant de production et travail,
ost-il possible de déterminer Pensemble des prix et des taux de salaires
de manitre que la premiére condition du 22 soit vérifiée, et que, pour
tout travailleur, le salaire correspondant au travail qui, é¢tant donnée
la production & obtenir, lui est effectivement demandé, soit au moins

(1) Ayant seulement dessein d’exposer ici la mise en équations des problémes, je laisse
de coté toutes les difficultés que peut présenter la déiermination des diverses dounées
prises pour point de départ. Voir, & ce sujet, mon article : Possibilite et Détermination
du Juste Prix et du Jusie Salaire ( Mousement Sociad, 1. LXXII, avril 1912, p. 289-316 ).
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égal au cout de la vie. Jappellerai effectivement sawsfaisant tout
régime de prix et salaires vérifiant cette double condition.

12. Je désignerai par &; (i =1, ..., §) un résultat de travail d’'unc
certaine espece; par P, 'entreprise productrice de ;5 par A; 'unité
quantitative de -1, (si A désigne les services rendus par une adminis-
tration, A; est I'’ensemble de ces services rendus pendant une année).
La production de A; nécessite de -\, (A=1, ..., 5) une consomma-
tion que je désigneral par a;, Ay, et demande aux travailleurs de cateé-

{ o € 2 )
coriec professionnelle et sociale C, (A=1, ..., r) un nombre de
55 h 9
journées normales de travail que je représenterai par £;. Les nombres
positifs ou nuls @ et ¢ représentent Ies conditions industrielles de
fabrication et d’organisation des divers ¢tablissements.

Un consommateur de catégorie Gy, pour vivre pendant une année

3}
d’une facon convenable, doit faire, de &, une consommation que je
représenterai par by, A;. Les nombres positifs ou nuls 4 représentent
les exigences des travailleurs.
t>)
Enfin N désigne le nombre des jours ouvrables de année.
o J

13. Par suite de ces données, entre les productions annuelles
AA; (E=1, ..., ), les excédents annuels p;A; de la production sur
la consommation de ., les nombres II, de consommateurs de caté-
gorie C, (A =1, ..., n), les nombres w,;, des travailleurs de P, appar-
tenant & Gy, les nombres 5, de simples consommateurs de catégorie G,
on a les relations

(‘6) I‘I/L:'GF/,—FE,V'TC{/L (I'T‘-Tl,...,.ﬂ‘; /t:l)"'7");

A= Xpan D+ 2,011, + p, (GLh=1,...,0;h==1,....1).

NN , - . .
Si e, désigne ce que devient A;, lorsque, toutes les productions

étant supposées ¢gales aux consommations, on fait g, = ..., p,=0,
on a
(1’7) f}[:’: Eka,,ia/,+ E/Lb,'/,II/L (l', /i':l, Ceen 85 /L:l, ...,7').

Jintroduis enfin un symbole w, toujours nul en méme temps que ¢,
et, au cas contraire, défini par

(1 8) N7 =0itin+ Oin-
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — FEVRIER 1913, 9
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Entre les prix oy de A;, les bénéfices 8; réalisés par P; sur A, les
salaires journaliers moyens oy, des travailleurs de I; appartenant a Cy»
on a les relations

(19) o= 2pai o+ Zptusin—+ P (i1, 8 h=1,...,71).

Si Ny, désigne le total annuel moyen des économies que peutréaliser,
sur son salaire effectif, un des =, travailleurs de P; appartenant i Gy,
la production annuelle ¢tant ¢;A;, et si NS, désigne le coul annuel de
la vie d’'un consommateur de catégorie Cy, on a

(20) 8itinain="N7i(Sp-+ yir)

(21) NS, = 3, by } (Ghk==s, ...y83 h=1,...,7).

14. Ceci posé, un régime satisfaisant de production et travail est
possible, on le voit, toujours et seulement s’il existe des valeurs des
o, @, @, II, w vérifiant (16), (17), (18) avee

R . . (1, ..., 8
(22) 0;> 0, 0, > 0, Tin O, w0, 0in -0, ( ’
| foessayon ),
Jappellerai (I) le systeme [(16)-(17)-(18)-(22)].

Un régime simplement satisfaisant de prix et salaives est possible
toujours et seulement s’il existe des valeurs des «, B, S, o, y vérifiant
(19) et (21) avec
(23) o= Sy Tihs
et

(9‘/‘) o; >0, S5,> o, Tin>> 0, {3[_;,,:07 Zin0 (5' =dy ey 85 h =1, """)'

Jappellerai (IT) le systeme [(19)-(21)-(23)-(24)].

Un régime satisfaisant de production et (ravail étant supposé exis-
tant, un régime effectivement satisfaisant de prix et salaires est
possible toujours et seulement s’il existe des valeurs des o, S, 7, v
verifiant (19), (20), (21) et (24), les ¢ et = ligurant dans (20) étant
solutions de (I). Vappellerai (III) le systéme [(19)-(20)-(21)-(24)].

15. Silon tient compte de (18), (16) devient

- I o .
(25) Oy=w,+ N 20 (B bin =+ s )-
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Si donc un régime satisfaisant de production et travail est possible,
les relations

\ (17) 0 — 24 asi0p= 24 b 0
. I o
vy ! (235) I, =, ~N-‘-'/¢('3A-l/c/¢+o)/.-/¢)1
. . (GHhk=1,....5;
(26) 0,> 0, I, > o, ®,20, 0z 0, ’ ’ N
! h=1,...,1)

sont compatibles. Inversement, si le systeme (IV) a des solutions,
comme les formules (18) fourniront, pour les =, des valeurs Zo, le
systeme (1) a des solutions. Ainsi un régime satisfaisant de production
et travail est possible toujours et seulement si le systéme (1V) admet des
solutions.

De méme, si un régime simplement satisfaisant de prix et salaires
est possible, les relations

(27) a[—Ek(t,-/,a/‘,:::})/,[,,,(s,ry— '/l'/z)‘{‘ ﬁ[’
(v) (OI) NS/L: E/L./),,,La,‘., ‘
3 N (g, k=1, )53
(28)  a;>o0, S.> o, pizo, VinZ0,
’ h=1,...,7)

sont compatibles. Inversement si le systétme (V) a des solutions,
comme les formules (23) fourniront, pour les 5, des valeurs > o, le
systeme (II) a des solutions. Ainsi, un regime simplement satisfaisant
de prix et salaires est possible toujours et seulement si le systéme (V)
admet des solutions.

Les systemes (1) et (V) sont précisément de la forme étudiée aux
n° 7 et 8. Si, comme il y est indiqué, on ¢limine les 1I entre (17)
et (25), et les S entre (21) et (27), on trouve les deux systémes

N N I « . | . °
(29) 8;— 20y (a/.-t -+ N b l/m> =2,bi (fﬁh -+ N 2 (”/ch)a
; 1 .
(30) o— 2o <“M~ -+ N 2001 5:‘/1) == L/Jm}/m—i- B

dans lesquels les matrices des premicrs membres sont transposées
"'une de I'autre.
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Lapplication des résultats des n® 7 et 8 permet alors d’énoncer
immédiatement les théorémes suivants :

Un régime satisfaisant de production et travarl — ow un régime sum-
plement satisfaisant de prix et salaires — n’est possible que s c( N),
racine caractéristique de module mazimum de la matrice

1

N

a -+ }J/z [’/.'/z Lin |

estzT.

St o (N) < 1, il existe toujours un régime salisfaisant de production
et travail, dans lequel, la production demeurant égale a la consomn-
mation, on peut se donner arbitrairement les nombres de simples consomn-
mateurs de chaque catégorie soctale, et le chomage collectif de chague
catégorie de travaclleurs. En méme temps, i cxiste towjours un systéme
simplement salisfaisant de prix et salaires, dans lequel on peut se donner
arbitrairement les bénéfices des cntreprises et les économies des tra-
palleurs.

Supposons a(N) = 1. S la matrice considérée n'est pas particllenioni
rédutte, il existe encore un re'g[me sates faisant de production et travail ;
mais, en général, il ne peut y avoir de simples consommateurs duns
aucune catégorie soctale, ni de chémage dans aucune catégorie de tra-
gatlleurs. Bn méme temps il exdste aussi un régime simplement satis-
Jaisant de priz et salaires ; mais, en général, ol ne peat y avoir ni béné-
Jices pour les entreprises, ni €conomies pour les travailleurs. Si la matrice
considérée est partiellement réduite, on peut seulement affirmer, en

géneral, que (1V ) a des solutions vérifiant, au licu de (26),

(31) 020, 3:0;>o0, I, o, 20,0, W) s 0,
et que (V) a des solutions vérifiant, au licu de (28),

(32) o2 0y o> O, Snzo0, 2 5,> o, tfi

(YO

Je dirai que les régimes correspondants sont semi-satisfuisants (*).

(*) L'étude de ces régimes peut présenter quelque intérét, soil au point de vue théo-
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16. Pour transformer ces résultats comme au n° 8, je poserai (')

0, st ik ] ) dM(8) .

TR Sujg—ayl=m0), A(1)=0, —m————=My(8),
Ui s i 1S upp—ay|=wm(@O), O()=a® IS wn—an) +(S)
(03) 5 X/L-b/,/L(D/;[(S):(‘D(S)d;/‘(S), d,'/l(l)::d,-/“ <l.., /\‘:I,...75>
0 .

[ Sitidin(S) =Tun(8),  Tan(1)="Tos, goh=1,....r

rique, soil a Llitre de cas limite, c¢'est-a-dire parce qu'il peut exister des régimes satis-
faisants qui différent peu d’un régime sewmi-satisfaisant.
. 1 . -
Supposons donc que la matrice |« ”"ﬁ S bin tin i est partiellement réduile, ¢’est-
a-dire que l'on a, en changeant au besoin les notations

ajp=0bytip=o0,poury=1,...,p3l=p--1,...,8 h=1,...,r

Dans I'hypothese s(N) = 1 (ouN =v), on peul sculement affirmer, en général, que
le systeme (IV) admel des solutions vérifiant, au lieu de (26, les relations
| (o=t ey pyl==pa1, oo, 8;

3-"0 DT O a/m O, BT, =2 W) o fy == O
jE Oy R0 , = y o p =2 hfe == 9 CR— e vy
{ k l,...,‘s,// Iy eeny )]

ol que le systeme (V) admet des solutions vérifiant, au lieu de (28), les relations

(o=, veeypy bsmpeiot,00, 85

gjE 0, %o, Npsp >0, b =0 S .
/  H 0y Bm 20y bis i {0 fe=a, oo, sy h=a,...,7).

oy désigne done un résultat de travail dont la production peat w’élre pas nulle tandis
que son prix est nul, el <y un résultat de travail dont Ia production est nulle.

De I'hypothese que la matrice est particllement réduite, il résulte qu’un by n'est
jamais ulilisé pour obtenir uno;; qu'un Cz comportant la consommation d’un ~l; ne
convient & aucun travailleur d'un P;; qu'un G, convenanl & un travailleur d'un P, ne
comporte la consommation d’aucun J,. Ainsi ni les entreprises I7; ni leurs travailicurs
n’ulilisent aucun .

La rdéalisation pratique d'un régime semi-salisfaisant de production ¢t travail demande
simplement la suppression de certaing Lypes d’existence et des résultats de travail dont
ces Lypes d'exislence comportent consommalion. En vertu de hypothese faite sur la
réduction particlle de Ta matrice, il est clair que celte suppression ne trouble en rien le
reste de la production.

Dans un régime semi-salisfaisant de prix et salaires il existe un ensemble de Lypes
Q’existence pour chacun desquels le cohit dela vie est nul. Les travailleurs de ces calégorics
ne recoivent aucun salaire. Tous les résultats de travail dont ces types d'existence
comportent consommalion directe ou indirecte ont un prix d'échange nul; leur production
n'exige d’ailleurs la consommation que de résullats de travail dont le prix est nul, el ne
demande le concours que des travailleurs pour lesquels le cott de la vie ¢stnul et quine
touchent aucun salaire.

(1) Il est intéressant de s¢ rendre comple de Ja signification coneréte des symboles
din et Tgy et de la racine v.

Les quantités dyg, ...y dggp 6lant U'un des nombres 1, ..., r, sont, d’aprés leur définition,
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Comme au n° 8, je désignerai par v(S) la racine caractéristique de
module maximum de la matrice | T,;(S)], avee v (1)=v, et par R celle
de la matrice ]a,-,..]; regardant S et N comme les coordonnées d’un
point, je considérerai la hranche de courhe S == o (N), asymplole aux
droites S =R et N = 0; elle représente aussi N =v (8), el parage le
plan en deux régions, celle de lorigine et des axes, ou l'on a
S — o (N) <o, et la région opposée, ot 'on a S =R 8 —3(N) et
N —v(8)>o0. On peut alors résumer ainsi les résultats du n® 15
Pour gu'un régime satisfuisant de production et trayvail, — ow un régume
simplement satisfaisant de priz et salaires — sovt possible, il faut, et, en
général, il suffit que le point (1, N) ne soit pas, par rapport & la branche
de courbe considérée, dans la région des axes. St le point (1, N) est sur

solution de
iy — 34 api dig = biy.

D'apres (17), digest donc ce que devient 5;quand on fail Hg==1, Iz =0, pour
h=1, ...,r; hstg.
Ainsi digA; (D=1, ..., §) est la production de M nécessaire @ Uentretien d’ure consom—
mateur du type Cgsi Ly di, représente le travail que cet entretien demande a la catégorie
des travailleurs de P; appartenant au ype Cp; et Silig dig= Thg représente le travail
que cet entretien demande @ lowte Lo catégorie des travaillears appartenant au type (W7

Or, on sait (F'roBeNIUS, loc. cit.) que la racine caractéristique v de module maximum
esl toujours comprise entre la plus petite et la plus grande des sommes

Ty=%,Thng (é’, foes1y,0., 1),

T, roprésente la totalité du travail néeessaire & Uentretien annuel d’un consommateur du
type Cg. Pour que, la condition R <1 étant supposée remplie, il existe un régime scatis-
Saisant de production et travail, ou de prix et salaires, il faut done que N soit supéricur ou
plus petit — et il sw)fit que N soit aw moins égal au plus grand — des nombres Ty, ... T

Quant & la racine caractéristique v de module mazimum, elle représente le nombre
moyen de journées normales de travail que doit fournir un travaillewr pour que la pro-
duction annuelle obtenuc représente cxactemeut le seule consommation de tous les tro~
pailleurs. Soit en effel ) ce nombre; on aura, par définition,

Yrin=8;lip, Wy =0, =1, oo, 83 =1y 0oy s
Tenant compte alors des formules (16) ¢t (33), on obtient le systéme
61y — 24 Trglln=o0 (hyg =1, .u., 1)

Les Il étant tous > o, Best (n°® B) la racine caracléristique v de module maximum
de IT/IA’I'
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la courbe, en général les régimes possibles seront strictement salis-
Jaisants ; exceptionnellement méme tls powrront n’étre que semi-salis-
JSaisants.

St l'on sait que R est < 1, il suffit, pour connaitre la position du
point (1, N), par rapport & la branche de courbe, c’est-a-dire le
signe de 1 — o(N), de comparer N au nombre (1) = v. Jappellerai ce
nombre v, fonction des coefficients a, b, t, le nombre caracteristique du
systéme économico-social que ces coefficients représentent. On peut
alors, dans Uhypothése R <1, ¢énoncer le théoréme suivant : Pour
qu’un régime satisfaisant de production et travarl — ou un régime sim-
plement satisfarsant de priz et salaires — soit compatible avec un élat
économico-social donné, il faul et, en général, il suffit que le nombre
caractéristique de cel étal economico-social sout aw plus é¢gal aw nombre
des jours ouvrables de ' année.

17. Supposons donc U'état économico-social donné de manicre que 5(N)
soit = 1, autrement dit que, la condition R < 1 étant vérifice, le nombre
caractéristique soit au plus égal aw nombre 3173 des jours ouvrables de
Uannée; donnons aux 2,7, o, I, o des valeurs vérifiant (1), supprimons,
s’ily a lieu, les o pour lesquels o; serait nul, en changeant au besoin
les indices restants pour que leur suite soit toujours la suite naturelle
des nombres; posons

(34) "’i/z::aiTih (i=1,...,8; =1, ...,1r);
les formules (18) deviennent
(?)5) NW[/I:’}/([I‘IL‘*‘ T/'/t);

les formules (29) deviennent

(.'))6) 5,———2/,.6,“

) I o ) .
Wi = N 2pbin(lrn =+ tin) l = X, b0,

et montrent que la racine caractéristique de module maximum de la
matrice
| S,
l g+ N }‘/L bl'/l,(l/rh -+ T/uh) l
est S 1.
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~ Cherchons alors s’il peut exister un régime effectivement satis-
faisant de prix et salaires, ¢’est-a-dire des valeurs des o, B, v, 5, S
vérifiant le systeme

(19) op— St ctp= XptinTin-+ P (0, f==1, ...,x>.

. $ ('70) Oitinoin =N (Ss+ Yin) h —=1,...,r ’
VD (21) NS == 2pbpnotr,

{ (2%) o> 0, pizo, YinZ 0, Gin>> 0, S, > o0,

ou le systéme ¢quivalent obtenu en tenant compte de (35), remplacant
(20) par

.
(37) Linoin="(tin—+ Tir) (V Xpbpno - ’/ih)a

et (19) par
: ) ’ :
(38) oy — 2‘/ral: ;= N‘ “-’h blrh(li/t -+ T/'h) I = }"h'/fh( ti/l -4 71’/1) - (ji'

La matrice des premiers membres de (38) est transposée de celle
des premiers membres de (36). 11 existe done des valeurs > o des =,
B ety vérifiant (38), puis des valeurs > o des S vérifiant (21), puis
des valeurs > o des o vérifiant (20); et ces diverses valeurs sont solu-
tions de (VI). Done, dans Ulypothése énoncée, un regime cffectivement
salisfaisant des prix et saluires est towjours possible, a moins que la
1
N
cas, st son module caractéristiqgue maximum est < 1, autrement.dit si le
nombre caractéristique est < 313, un régime effectivement salisfaisant
des prizx et sulaires est encore toujours possible ; mais si le module carac-
téristique maximum est 1, autremend dit si le nombre caractéristique est
313, il 'y a de possible, en genéral, qu’un régime effectivement semni-
satisfaisant, c'est-a-dire ot les o, o el S sont seulement =~ o et non lous
neds. D'ailleurs, st le module caractéristique maximum est 1, que la
matrice considérée soit ou non partiellement réduite, les B et vy, ¢est-
a-dire les benéfices des entreprises et les économies des travailleurs ne
peuvent avoir, en général, que des valeurs nulles.

matrice | -+ < Xy by (Lip 4 Trn )| ne soit partiellement réduite. Iin ce

18. La comparaison des formules (17) et (19) dun” 13 donne licu
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a une remarque intéressante. On peut en effet les écrire

< < (G h=1,...,8

(17)  fi=200% (wpi— ap:) = 264,11,

.
. < ugp=o, pour (XL,
(19)  er=Zpo(ti— i) = Zptinciu + Pi (

ui; =1).

Or les / et ¢ sont des formes linéaires dont les matrices sont trans-
posces 'une de autre, on a donc

.\.‘45&,'/,1.: }-"tair‘?i;
d’ot, en tenant comple de (21), résulte la_ formule
(39) NE/I, S/II]/L: }-"iai(pi"}_ E/L ll’h 0‘/'IL)'

Or NS, I, est le cout de vie total de la catégorie G4, 2,8, est le
bhénéfice annuel de Py, ;2,5 est le salaire total annuel effectil des
travailleurs de P; appartenant & C,. La formule (39) exprime donc
que, létat économico-soctal étant supposé invariant (ce qui ¢quivaul i
supposer les coeflicients a, b, ¢ constants), la somme annuclle des
salacres des travadlleurs et des bénéfices des entreprises (ou revenus des
capitalistes) est égale au coilt de vie annuel de tous les consommateurs,
travatlleurs ou non.

19. Examinons ce que deviennent ces résultats si Pon tient comple
de Taceroissement continu de la population, lequel entraine un
accroissement continu de la consommation et par suite de la pro-
duction. Nous ferons hypothése que Caccroissement de la population
ne change pas la proportion suipant laguelle les travailleurs ainsé que les
simples consommateurs se répartissent dans les diverses catégories.

Soit alors ¢ le nombre qui mesure, en jours, le temps ceoule
depuis le commencement de Pannée; soit ¥ (¢) une foncticn mono-
drome, finie, continue, positive et croissante pour o (77 = 365,
et égale & 1 pour £==0; nous désignerons par w, F(¢) la valeur,

a I'époque ¢, du nombre de travailleurs de P; — et, par o, F(¢),
celle du nombre des consommateurs non travailleurs — appartenant

a Cp(h=1,..,r).
Pendant Uintervalle de temps (¢, ¢ 4 dt), le nombre total des con-

Ann. Lic. Norm., (3)s XXX. — FivRisr 1913, 10
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sommateurs de catégorie C,; s’accroit de I, dF (£). Jusqu'a la fin de
I’année, chacun de ces nouveaux consommateurs consomme pendant
un nombre de jours égal it — ¢ — ¢, 0=eZde. Du fait de cet accrois-

sement dans toutes les catégories, il résulte, pour la consommation
de &, un accroissement qui, & une certaine quantité pres de I'ordre

2 . . ~ - T 770 1 s
de di?, est representé par 2, by, 11, ( I — 2> dF (). Bt la quantité de A,
\

consommée pendant I'année par tous les consommateurs, ceux qui
existaient au début et ceux qui se sont ajoutés au cours de I'année,

sera
T ¢ ]
Elzblhnh[l-l—f (x-—;) cll?(/)].
0 :

Soit alors A; A; la production de &, ¢gale & la consommation (olale
de I'année; la consommation de A; faite dans les établissements indus-
triels sera Zga; Ay, et on aura

A‘-: .‘.:/,(l,'/cA/L-“i'~ E/,/)m”/, lf *i~/ <I _— :) (/l“(l) ] .
0 .

La /qui figure dansle{ ]cstdiﬂ'{:rcnce d(:(lcux/dunt la premiére
est I (7) — 1, et la seconde, comme on le voit en intégrant par parties,
T -
hl , ANl - y
est F( —-/1« tydi. Le
CEEYAI0

faites sur F (), il résulte que cette quantité est > o. En prenant alors

est donc—; / I'(¢)dt. Des hypotheses
<0

At-:%{f. [F(¢)dt, et supprimant le facteur commun, on retrouve les
4]
formules (17).

livaluons maintenant le travail maximum sur lequel on peut
compter. Chacun des w,dF(¢) travailleurs de catégorie C, qui
s"ajoutent, dans P;, pendant intervalle (¢, ¢ + dt), fournira, pendant
le reste de 'année, & une certaine quantité pres de Pordre de dz, au

T
vailleurs de P; appartenant i C,, ceux qui existaient au début et ceux
qui s’ajoutent en cours d’annce, peut donc fournir un nombre annuel

6\ . . .
plus N <1~——> journées mnormales de travail. La totalité des tra-
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de journées normales de travail au plus égal &

Nm;p [I—l—/. <I—-:—_>dF(£)] :th;_f F(¢)de.
0 "

T0
. . . . ' I ~ .
Le nombre de journées i fournir étant A;¢;, = ;1 :f F(¢)de, si
" Y
T’on pose

Nm,,Tlf F(0)dt =D, (to -+ o),
Jo

formule qui n'est autre que (18), la condition exprimant que le
régime de production et travail est satisfaisant se (raduil par vz Zo.

D’ailleurs, pour obtenir la production annuelle A; A;, il suffit que
les 7, dF (¢) travailleurs de catégorie G, qui s’ajoutent, dans P, pen-
dant Pintervalle (¢, ¢ + dt), fournissent collectivement, pendant le

. . ¢ N .
reste de Pannée, une production A;2; (I _ %) dF(¢), et, par suile, un

W , et £\ o
nombre de journées de travail égal & ¢, <[ — ;) dF(t). Alors, cn

effet, la production totale obtenue sera bien

[1-1_[ (_->d1« /)] "‘/ F()di=A

. . ; L ~ \
Leur salaire effectif total sera donc 2; ¢, 5 (1 — —) dF(¢); leur cout
T

individuel de vie sera (1 — —> NS,.
St donc on pose

r)ilgh G','/,,([ —_ -t—) dlf (C) ot NTE,/,(I — —) (Hh—’;— y,/l)(”‘ (l)

formule qui n’est autre que (20), la condition exprimant que le
régime de prix et salaires est effectivement satisfaisant se traduit par
Yin \; 0.

Ainsi, pourvu que la répartition de la population ne change pas, les
relations obtenues en tenant compte de son accrovssement continu ne dif-
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Jerent pas de celles obtenues en la supposant constante. Les résultats des
nos 15 et 16 subsistent donc tous.

T
. . N T 1 .,
On voit de méme, en multipliant par ;f F(¢)de les deux membres
0

de (39), que, méme en tenant compte de U accrotssement de la population,
le résuliat dun® 18 subsiste.




