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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

[’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR

L’EXISTENCE D’INTEGRALES

SATISFAISANT A DES CONDITIONS DONNEES LI LONG D'UN CONTOUR,

Par M. Cuantes RIQUIKR.

Les conditions auxquelles il est fait allusion dans le titre ci-dessus
sont relatives aux valeurs que doivent prendre, sur un contour donné,
les intégrales d’un systeme différentiel partiel et quelques-unes de
leurs dérivées calculées suivant la normale au contour, ces intégrales
¢tant Pailleurs simplement assujetties & étre analytiques et régulicres
dans le voisinage du contour, ¢’est-a-dire dans U'intériear d’une zone
suftisamment mince située de part et dautre.

Nous commencons par observer (premiére l’:n'l.iu) que, dans une
recherche de ce genre, on peut tout aussi bien, au lica de Ta famille
des normales, faire intervenir n’importe quelle famille de courbes
coupant sans contactl le contour donné. Cette remarque, en omeéme
temps qu’elle foarnit une comprehension plus large des questions
a (raiter, est aussi de nature & en faciliter lexposé.

Nous considérons ensuite (deuxiéme Partie) un systéme partiel de
g ¢quations, impliquant un nombre ¢gal de fonctions inconnues,

Uy, Uy, Gy Uy,
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des deux variables indépendantes réelles w, v, et présentant T forme
linéaire par rapport a lensemble des fonctions inconnues et de leurs
dérivées. En désignant par

S S

ses ordres respectifs relativement aux g inconnues, el supprimant par
la pensée, dans les équations proposées, (ous les termes d'ordres
respectivement inférieurs, nous construisons une forme algébrique de
degre
I A
aux indéterminées X, Y, dont les coefficients, fonetions de v, y, se
déduisent de ceux des termes conserves par un mécanisme tres simple
(voir n® 8). Cela étant, si, d'une part, on se donne un confour ana-
Iytique régulier dans le voisinage duquel les coefficients du systéme
soient des fonctions analytiques régulicres; si, d’autre part, on suppose
que, pour tout point (a,y) situé dans le voisinage de ce contour, le
faisceau obtenu en égalant & zéro la forme algébrique aux indéfer-
minées X, Y ne contienne que des droites imaginaives (Pentier
ky 4 ky-+ ...+ £, est alors nécessairement pair), le systéme propose
admet un et un seul groupe d’intégrales, w,, w,, ..., u,, régulicres
dans le voisinage du contour, et telles qu’en adjoignant a w,, u,, ...,
ug respectivement leurs &y -1, ky,— 1, ..., k, — 1 premicres dérivees
prises suivant la normale au contour, ces &y 4k, ... 4 £, fonetions
se réduisent sur le contour & des fonctions analytiques données.
Dans le cas le plus simple, g == 1, on a 'énoneé suivant :
Soit

\ ()-.‘u " i ()Zn " ‘ ()211 "
. i - e Agyy O
) Lot vy M yn

une équation aux dérivées partielles ’ordre pair 2, linéaire par
rapport & U'inconnue « et i ses dérivées @ si, dans le voisinage d'un
contour analytique régulier donné, les cocflicients de I'équation sont
des fonctions analytiques régulicres de x, y, et que les droites du
faisceau

Ag X2 = Ay X LY e - AL, Y2 o

solent Loutes Imaginaires, 'équation proposée admet une ef une seule
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intégrale, roguliere dans le voisinage du contour, et telle quen lui
adjoignant ses 2 — 1 premicres dérivées prises suivant la normale au
contour, ces 2 fonctions se réduisent sur le contour 4 des fonetions
analytiques données.

Ces résultats ont fait lobjet d’une Note communiquée i PAcadémie
des Sciences le 8 mai rgri. Dans Pexposé qui suit, nous avons, pour
fixer les idées et simplifier 'éeriture, supposé g = 3.

PREMIERE PARTIE.

I. Désignant par #, 0 deux variables indépendantes réelles, et par
ry, R deux valeurs particulieres lixes de la premicre (7, < R), considé-
rons, dans Pespace “r, ()H, la région R,,, cvidemment normale (1),
définie par la double inégalite

ro<Zor =2 R (7 queleonque);

relativement & deux axes rectangulaires Or, O0, (racés dans un
plan, cette région se trouve graphiquement représentée par intérieur
de la bande indéfinie comprise entre fes deux droites

Iy, re- R,
paralleles a Paxe O0.

Soient maintenant

E(r,0), F(r,0)
deux fonctions jouissant dans cette région des diverses propriétés sut-
vanles

1 Klles sont olotropes (%) (et réelles )
2 Klles admettent par apport a 0 la période 2w, en sorle qu’on a,

(1) Pour la signification de ce terme et de quelques aulres, voir nolre OQuvrage
inbibulé = Les syseémes d'équations awr dérioées particlles, Chap. HI.

(%) Ibid.
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quels que soient 7, 0,

B(r, 04 am)=E(r0),
F(r,0-om)y=F(r,0);

30 Leur déterminant diflérentiel

JE  JE

ar ol
Jak ok
drAJl

est constamment diftérent de zéro
4° Les relations numériques

B(ry,00) = Ky, 0,),
B 00 Ry 0)

ne peuvent avoir lieu en méme femps que st 'on ad la fois
Py T O Oy~ Oy mpm,

ou p désigne quelque entier.
Ces hypothéses entrainent diverses conséquences que nous allons
énumérer.

[. Soient x, y deux autres variables lices aux premicres par les
relations
. ax=E(r,0),
0) { ( )
| o= F (e, 0).

A la région R,., ci-dessus spécilice, correspond, dans Uespace “J',)f”,
une région, R, ,, formée par Pensemble des points qui, en vertu des
formules (1), correspondent (avec répétition possible) anx divers
points de W,.. Je dis que la région R, est elle-méme normale.

Tout d’abord, cette région est continue.

Effectivement, 'un quelconque de ses points se trouve fourni par
quelque point de la région R, dont on substitue les coordonnées
dans les seconds membres de (1) pour caleuler les valeurs correspon-
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dantes des premiers membres. Cela étant, soient
(g, y1)y (&, )
deux points arbitrairement choisis dans 8, ,, el
(r, 0h), (,"-.'; 0y)

deux points de B, fournissant respectivement les précédents, comme
il vient d’¢tre dit. Joignons (ry, 0,) & (r,, 0,) par un chemin continu
“entierement situ¢ dans la région R, : tout le long de ee chemin,
B(r, 0)et F(r, 0)deviennent des fonctions continues 'une certaine
variable réelle, et le point (x, v) défini par les formules (1) déerit des
lors un chemin continu dépendant de cette variable, enticrement situd
dans La région W, ,, et commencanta (xy, vy, ) pour finira ey, y).

En second licu, tout point de L région R, est le centre de quelque
domaine (') enticrement situé dans cette région.

Soit, eneffet, Ce, vy an pointde la vegion R, fourni par quelque
point, (r,, 0,), de Ta région W, . Le systéme (1) admetalors la solution
numaérique

gy yya s O1),

et il résulte d’ailleurs de nos hypotheses que le déterminant différen-
tel des deux fonctions E(r, 0), F(r, 0) est différent de zéro pour
r—ri=0 -0 =0, A partir de cette solution numérique, le sys-
teme (1) est done resoluble par rapport & 7, 0 conformément au
principe g(en(‘rui des fonetions implicites, et, dans le voisinage des
valears .,y ¢y 0, 01 ¢quivaut numériquement au systeme des
formules de résolution @ or, @ el y ¢tant arbitraires dans ce dernier
systeme, et le point (r, 0,) étant le centre de quelque domaine inté-
rieur & W, on voit que la region R, comprendra tous les points
(., y) sulfisamment rapprochés de (ay, y)).

Les diverses conditions requises pour la nature normale de la région
R, se trouvent ainsi satisfaites.

. St dans les formules cr), on donne i 7 une valeur fixe, onobtient

(1) Foir 'Oavrage cité plus hauat, n* 30,
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unc courbe pour laquelle les coordonuées v, y d'un point variable
sont fonctions de 0; inversement, si I'on donne i 0 une valeur lixe, on
obtient une courbe ot les coordonnées d’un point variable sont fone-
tions de r.

Cela étant :

1o La famille » = const. se compose de courbes fermées dont cha-
cune s’obtient tout enticre en faisant varier 0 de o i 2%, en vertu de la
périodicité des fonctions K(r, 0), F(r, 0) relativement a lTa variable 0.
Pour la méme raison, la famille 0 == const. s’obtient toul entiére en
égalant 0 aux diverses valeurs de ce méme intervalle.

2° Aucune courbe des deux familles ne présente de point singulier,
et deux courbes, r = r,, 0 == 0,, appartenant respectivement aux deux
familles, ne peuvent étre tangentes au point commun, M, fourni par
(r, 0, )

Effectivement, pour constater existence de la tangente en M a la
courbe r=r et avoir ses paramdtres divecteurs, il faut successive-
ment introduire Uhypothése numérique » == ry dans les seconds mem-
bres de (1), prendre les dérivées premiéres des résultats (par rapport
a0), et yfaire 0 =10,; ou, ce qui revient au méme, former d’abord les
deux dérivées

AE(r, 0y JF(r,0)
29 a9

et y faire ensuite r =r,, 0 == 0,. D’un autre ¢oté, pour constater, en ce
méme point M, Uexistence de la tangente i la courbe 0 == 0, et avoir
ses paramétres directeurs, il faut introduire Phypothése numérique
) =6, dans les seconds membres de (1), prendre les dérivées premicres
des résultats (par rapport a r), et y faire » = r,; ou, ce qui revient au
méme, former d’abord les deux dérivées
OE(r, 0y  oOF(r,0)
ar Jar

et y faire ensuite r =r,, 0 = 0,. En résum¢ donc, pour constater, au
point M, existence des tangentes aux deux courbes considérées ot
avolr les paramétres directeurs de ces tangentes, il suflit de donner i
ret O les valeurs numériques 7, et 0, dans les deux colonnes respec-
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tives du déterminant
JE OB

ar 9o |
JIF i)_ll ’
ar  J0

ce dernier étant différent de zéro, le point M n’est un point singulier
pour aucune des deux courbes, et ces derniéres s’y coupent sans
contact.

30 Si, dans une courbe r=const., on fait varier 0 de o a4 2=
(o=0Z2m), on n’obtient chaque point (2, y) qu'une seule fois (4 'ex-
ception du pointfinal, qui, en vertu de la périodicité supposée, coincide
avec le point initial ). De méme, si, dans une courbe 0 == const., on
[ait varier rentre ry et R(r, << < R), on n’obtient chaque point (a:, y)
quiune seuale fois.

4" En supposant r-= r, différent de zéro, les deux courbes r=—r,,

020y, 0=0,,s10, -0, n’est pas un multiple entier de 2w,

Dans ce qui suil, nous nommerons couronne la région (normale ) de
Pespace [, y || comprise entre deux courbes de Tafamille 7 — const.
(on doit faire abstraction des deux courbes frontieres).

50 Silon considére une courbe déterminée de la famille 7 = const.,
par exemple 7 ==r', on peut assigner une constante positive, o, indé-
pendante du point choisi sur la courbe, et telle que le cercle de
rayon = déerit de ce point comme centre soil tout entier intéricur i la

région R, .

Effectivement, tous les points de la courbe considérée s’obtiennent,
en introduisanthypothése numérique 7 ==r"dans les seconds membres
des formules (1), et faisant varier 0 dans Pintervalle [limité et com-
plet ()]

o 0 ar.
Puisque la courbe fait partie de la région R, et que cette derniére est
normale (1), il existe, pour une valeur déterminée, 0, du paramétre 0,
quelque constante positive, z,, telle que le cercle de rayon o, décrit

(1) Foir POuvrage cité, Chap, L
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du pownt correspondant de Ta courbe comme centre soil tout entier
intérieur & R,,. Pour une autre valeur, 0, du paramétre, il existe
quelque constante positive analogue, o, 11 est visible dailleurs que,
si 0, est suffisamment voisin de 0,, on peut choisir o, de maniére
que sa différence b e, soit moindre que toute quantité donnée. [existe
des lors, en vertu de propositions générales relatives aux régions i la
fois limitées et completes, quelque constante positive, =z, possédant
dans toute I'étendue de Pintervalle la propricté requise.

6o Silon considere, comme ci-dessus (5), une courbe déterminée,
r=1r" de la famille r == const., on peatl, une constante positive, ¢,
étant donnée, assigner une constante positive, &, telle que, dans I'in-
térieur de la couronne comprise entre les deux courbes

1 e Gy 7ot e (j,
la distance d'un point quelconque & un point convenablement choisi
de la courbe r = " tombe au-dessous de e.

Désignant, en effet, par #, r, deux valeurs numériques telles que
Pon ait

ro<l ry e rles ryT R,
considérons, dans la région R,y de Pespace [[ 7, 0][, Ie fragment limite
et complet défini par les relations
‘ meroor,
(2) k 1 2
| o 0 o,
Les fonctions E(r, 0), F(r, 0)y étant continues, on peut assigner une
constante positive, v, telle que, deux points étant arbitrairement
choisis dans le fragment sous la seule condition d'¢tre i une distance
mutuelle moindre que v, la différence des valeurs correspondantes de
E(r, 0) présente un module moindre que -j«;, etde meéme Ta difference
2
des valeurs correspondantes de F(r, 0): les deux points COPIespon-
dantsde larégion R, seront des lorsdune distanee mutuelle mojindre
que . Cela étant, si, dans le fragment, (2)dela région R,,, ef de part
’ b ey ) ‘ eyt [T y . “ ' .

et d'autre de la droite » == r', on (race deux paralleles & cette droite

qui en solent & une distance § égale ou inféricure i v, lout point
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compris entre ces deux paralléles sera & une distance de quelque
point de la droite moindre que vy, et la couronne correspondante de
la région R, , jouira bien, des lors, de la propriété énoncée.

2. Désignant par r, g, 0 trois paramétres arbitraires, considérons
actuellement les deux systémes de formules

a-—E(r,n),
==K, 0).
(o= Mip, 7,
Ly = Ko, 9),

N .,<

dont les seconds membres sont supposes satisfaire aux conditions sui-
vanles :

12 Dans la région R, de Pespace H/ ()H définie par la double iné-
galité

() ro<" - R (7 quelecongue ),

les fonctions 1(r, 0), F(r, 0) jouissent des diverses propri¢(és speei-
fices au début du numéro précedent, ¢'est=a-dire qu’elles sontolotropes,
admettent par rapport i 0 la période 2w, posseédent un déterminant
differentiel constamment différent de zéro, el qu’enlin les relations
numériques

E(r, 0 E(r,. 0,),

F(ry, 0y =¥ (r.,7,).

lorsqu’on les suppose simultanément vérifices, entrainent de toute
nécessile
Iy Iy 0, (/l - //:', "'/'7:'

ot p désigne quelque entier.
2% Semblablement, dans la région '{l(,,(, de Tespace “p, ()H définie
par la double incgalite
(6) po-Tp< I (0 queleconque ),
les fonetions H(p, 0), K(g, 0) sont olotropes, admettent par rappor

a0 la période 2w, possedent un déterminant différentiel constamment
Ann. Lo, Norm., (3), XXX. — Jaxvinn 110, 3
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différent de zéro, et les relations numériques

H(p, 00) = H(ps ),
K (pi, Op) == K (pa, 0.,

lorsqu’on les suppose simultanément véritices, entrainent de toute
nécessite
p1— P2 0, Oy~ Oy==apm.

’

30 Si Pon désigne par 7, o' certaines valeurs numériques déter-
minées vériliant respectivement les relations

ro< <2 R, Po-< (1/"’: I,

Ihypothése numérique 7 =/, introduite dans les seconds membres
de (3), fournit Ies deux mémes fonctions de O que hypothése numé-
rique ¢ = ¢, introduite dans les scconds membres de (4), en sorte
que les deux systemes de formules représentent alors le meme con-
tour.

Désignons maintenant par «(, y) une fonction de et de y qui, si
Pon considere la région définie par (3) et (5), soit olotrope dans une
couronne suffisamment mince renfermant le contour 727, et qui, S
Pon considere Ta région délinie par (4) et (6), le soit dans une cou-
ronne suflisamment mince renfermant le contour g = ¢g" : comme, par
hypotheése, les deux contours coincident, il résulte de diverses
remarques présentées plus haat (n® 1,11, 50 el 6°) que 'un queleonque
de ces deux derniers faits est une consé¢quence de autee. Silon forme
alors les denx fonctions composées

(7) w|E(r,0), F(r,0)],
(8) w[W(p, 0y, Kp, 0],

Phypothése numérique 7 == 77, introduite dans la fonetion (7) el ses
derivées de tous ordres relatives a r, les reduit & des fonetions olo-
tropes de 0 admettant la période 275 et la méme chose a lieu pour la
fonction (8) et ses dérivées de tous ordres relatives i p dans I'hypothése

numeérique p=¢.

I

Cela étant, pour que la fonction composée (7) et ses n — 1 premicres
derivées relatives a r se réduisent, pour r=r, a n fonctions olotropes
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donndes de ) (admetiant la période 2,
(9) v(0), vi(9), v.(9), ... va(9),

i faut et il suffit que la fonction composée (8) et ses n — 1 premicres

dérivées relatives a g se réduisent, pour o =¢', & n autres fonctions olo-
tropes de ) (admettant la méme période),

(10) u(0), o (9). @ (0), .., Gul(0).

Pour calculer ces dernieres, (10), quand on se donne les premicres, (),
ou tnyersement, il suffit de connaitre les fonctions K(r, 0), F(r,0),
H(e, 0), K(g, 0), exclusion faite de la composante u(x, y), dont Uexts-
lence est simplement admise.

I. Désignons par a, vy, ... des variables en nombre quelconque g5
par 0, ... d’autres variables en nombre quelconque /5 par

P/ T X /A IR
g fonctions connues de 0, ... (elles sont en méme nombre que les
ariables a, y, ..0)5 par w une fonetion non connue de a, ¥y, .o
nar
(11) U, Us Uy oo Upn Uy, U,
les fonctions composées de 0, ... auxquelles se réduisent respective-
ment
du du *u AN J*u
w, o2, L, cn) e 2y
Yoo Jy oot o 4).)" dyt’ ’

quand on y fait i la fois
= (0, ), Yo Pl ),

Désignant ensuite par A, B, G, D, ..., K, I, G, ..., diverses fonetions
connues de 0, ..., considérons Pexpression

(12) A+ BU = CUp ot DUy o BUe - FU Ly GUY b

lin¢aire par rapport & quelques-unes des quantités (11).
Cela étant, une différentiation d’ordre quelconque par rapport au
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groupe des variables 0, ..., exéeatée sur (12), donne une nouselle expres-
ston linéaire, comme (12), par rapport au groupe des quantités (11)
car une différentiation d’ordre 1, relative & 0 par exemple, donne pour
résultat expression

oA JB o oD
a7 Fag Uy e g e e
%';j-u %U,; (()7(0”
—s—l%([lx %ﬁ)u, ‘j’; ) (U, 32 U, :j’,j 4)
+ n( %;) 4 U, Z’,’ )
+ |<:<U_,, o Uy O > l‘( Usry 22 4 Uy 5 )

A ) 2
~|--(}<U”, ’j,/ AUy :j(; y ) o

de méme forme que (12), et la méme chose a liew, des lors, quel que
soit Pordre de la différentiation.

[I. Etant donnés deux systemes de relations (en nombre limité),
linéaires par rapport & quelques-unes des quantités (11) avee des coef-
ficients fonctions de 0, ..., nous dirons que le second est une combi-
naison multiplicatotre du premier, si, les seconds membres des deux
systemes ayant ét¢ réduits & zéro par la simple transposition de leurs
termes dans les premiers membres, chacune des équations du second
systéme peut s’obteniv en multipliantles diverses ¢quations du premier
par des factears convenablement choisis | fonctions de 0, ... et inde-
pendants des quantités (171)], et ajoutant les produits membre i
membre.

Si chacun des deux systeémes proposes est une combinaison multi-
plicatoire de Pautre, nous dirons que les deux systémes sont en
corrélation multiplicaloire.

Par exemple, st un systéme de m équations, linéaire par rapport i
quelques-unes des quantités (11) Javee des coeflicients fonetions de
O,...] est résoluble par rapport & m d’entre elles conformément i
Palgorithme de Cramer, il est en corrélation multiplicatoire avee le
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systéme constitué par les ze formules de résolution = il sullit, pour s’en
convaincre, de se reporter au calcul élémentaire & Paide duquel on
passe du systeme donné aux formules de résolution, et inversement.

Ftant donnés trois systémes, si le dernier est une combinaison
multiplicatoire du second, et le second une combinaison multipli-
catoire du premier, le dernier est aussi, comme on le voil sans peine,
une combinaison multiplicatoire du premier. On endéduit que si deux
systémes, comparés a un méme troisicme, sont avee lut en corrclation
multiplicatoire, ils jouissentCaussi, l'un par rapport a 'autre, de cette
méme propriété.

. S deux systémes, S, T, ayant la _forme ci-dessus spécifice, sont en
corrélation multiplicatoire (11), les deux systémes qui s'en deéduisent
respectivement par loutes les differentiations possibles des ordres o, 1,
%y <., m(relatives au groupe des variables 0, .. .) jouissent de la méme
proprieié.

Notre proposition étant vreaie d’elle-méme pour m = o (puisque la
conclusion est alors identique i Phypothese), il soflic de faire voir
qu'en la supposant vraie pour une valeur quelconque m, elle Pest
encore pour la valeur suivante m —+ 1.

A cet effet, nommons 8" et 1" les groupes respectivement déduits
de S et T par toutes les dillérentiations possibles du premier ordre ;
S” et T les groupes respectivement déduits de S et T par toutes les
différentiations possibles du second ordre; etainsi de suite. On sup-
pose que chacun des deux systemes

(13) (8, 8, ..., Stm),
(14) (1,17, L, Tem)

estune combinaison multiplicatoire de Pautre, et il s’agit de prouver
que la méme chose a licu pour les deux systémes

(15) (S, 8/, ..., 8w Sy
(16) (P, 1. o Tl P ame bty

que le systéme (16), par exemple, est une combinaison multiplicatoire
du systeme (15).

Effectivement, le systeme (16) se compose du systéme (14) et du
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groupe T"+9. Or, (oute équation du systeme (1/4), étant, dapres
Phypothése, une combinaison multiplicatoire de (13), est, par la
méme, une combinaison multiplicatoire de (15).

Considérons maintenant une équation quelconque du groupe T+,
ou, ce qui revient au méme, une équation queleconque déduite del """
par différentiation premicre. En désignant par

[L,=—o, Ly o0, ce I,=o0
les équations du systeme (173), et par
VAR LY

des multiplicateurs convenablement choisis |indépendants des quan-
tités (11)], toute équation du groupe T est de la forme

/1 L+ /2 Ly ... '/’/;L/, == 0.

Si on la différentic par rapport & une variable quelconque, 0, du
groupe 0, ..., I'équation résultante peuat s’éerire sous la forme

()/1[ ‘)/z] //.
/A

00 . "0 L1 /1—-{)([‘1} 2(0y) -t ... '/J,S-’J;([./,) o,

ot le symbole g désigne une dérivation premiére relative iy 0, effectuée
suivantla regle des fonctions composées. Gela étant, il suffit d’observer
que les ¢équations

Ly==o0, L,=o, ce L= 0,

(L)) == o0, y(L,) = o, R QL) o

apparticnnent toutes au systéme (15).

IV. Supposons, pour fixer les idées et simplifier Péeriture, que la
fonetion (non connue) « dont il est question & alinéa I dépende des
trois variables x, y, =, et soient

(17) x=2(0,...), y=u(0,...), z=v(0,..))

les trois fonctions connues de 0, ... qu’on substitue respectivement i
ces variables. Considérant alors une expression linéaire par apport
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aux  quantités U,«,z.v, nous nommerons partie principale de celte
expression I'ensemble des termes ou la somme o + 8 + v est la plus
forte : dans Pexpression considérée, et notamment dans sa partie prin-
cipale, il y a avantage, comme nous le ferons plus loin, 4 désigner
symboliquement par la notation X*YPZY ce que nous avons désigné
jusquict par la notation Uge,s.r, ¢’est-a-dire la fonction composée de
. , . g*+Bvy s . .
O, ... alaquelle se réduit ~—=——= lorsqu’on y effectue les substitu-
D.r*Jyh st J

tions (17). Par exemple, Uexpression

AU+ AU+ A"Us - o BUy . 4+ 2B U+ 2 B" U,
+ 20U, +2C Uy, +2C"U; + DU + E

(ouw A, A, A", B, B, B, C, ¢, 0", D, & désignent des fonctions connues
de 0, ...) sera représentée par le polynome

AXE 4= A Y24 A7 4 2 BYZ -+ 2 B'ZX - 2B XY
4 2CX 4= 20Y 4+ 207+ DU - K,

el sa partie principale

AU+ A Uys ot A"Ugs - 2 BU o4 2B/ Usy 1 2B Uy,
par la forme quadratique

AX2 - ATY2 - A2 - 2 BYZ - 2 B'ZX + 2 B"XY,

Il est bon de noter ici le point suivant.

Considérons une expression linéaire par rapport 4 quelques-unes
des quantites (rr), et effectuons sur elle une différentiation relative a
une variable quelconque, 0, du groupe 0, ..., ce qui nous donnera une
deuxicme expression de méme natare (1) 5 puis, dans Pune et Pautre
expression, représentons symboliquement la partie principale par une
forme algébrique en X, Y, Z. Cela étant, il est tres facile de voir que
la deuwxiéme forme algébrique se déduit de la premicre en la multipliant

parla forme linéaire
24X - P4 Y ==yl

0 = ! ! . . O . » L) -
olt Ay, gy vy désignent les derivees premicres de A, u, v par rapport
al).
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V. Considérons actuellement des formes linéaires en nombre ¢gal
4 celui des indéterminées X, Y, Z,

N Y 4o X,
(18) © oy X /)nY‘} e, Y,
ay X by Y vl o T
. . . R
el construisons avec ullcx‘ les diverses expressions N”Y7PZ7, en

(m A1) (m )

2

nombre ), pour lesquelles la somme o+ B ¢y est égale

am : chacune de ces expressions est une forme algébrique de degré m
en X, Y, Z, ot les coeflicients (fonction des @, des & et des e) sont en
(m -+=1)(m 4 2)

nombre - Cela clant, si le déterminant qui a pour ¢lé-

mends les coefficients des formes lindaires (18) est différent de séro, celui
qui a pour éléments les coefficients des formes d ordre m ainsi construites
Jouil de la méme propriéte.

Posons en ellet, pour abréger, (ot 1) Lot ) M et, dans les M
expressions X*YBZY considérons X, Y, Z° comme (rois variables
indépendantes @ nous aurons ainsi M formes algebriques de degré m
en N5, Y, 77 se reduisant chacane & un terme unique dont le coeffi-
cient est 1, el il est claic qu’en multipliant ees M formes algébriques
(respectivement identiques & M termes  dissemblables ayant pour
coefficient lunité) par les constantes indéterminées 2, Sy, ..., oy, ¢l
ajoutant les produits, Ta (M +4 )= forme algébrique qui en résulte
ne peat étre identiquement nulle en X Y, 27 que si lon aca la fois

o

0= 0, Gyt 0, e Oy o O,

Dans les M == 1 formes de degré m que nous venons de considérer,
remplagons maintenant X', Y, 77 par les formes Tincaires (18) @ nous
obtiendrons ainsi M 41 {ormes algéhriques de degré m en X, Y, Z,
dont la derniere est la somme des M premicres respectivement multi-
pliées par ¢, 24, ..., oy. Pour quelle soit identiquement nulle en
X, Y, Zil faut et il suftit, puisque les coefficients des formes (18) sont
les éléments d’un déterminant différent de zéro, quelle le soit en X/,
Y, % chlll[ la substitution, et, par suite, que les multiplicateurs 2.,
Say - Sy sOLCNL tous nuls : si done, une fois la substitution npéree,
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on égale a zéro ses divers coefficients, le systeme ainsi obtenu, compos¢
de M équations linc¢aires et homogeénes par rapport aux M multiplica-
teurs, admet la solution unique

N
d,=o, g, =0, RN Oy = 0,

et présente, par suite, un déterminant différent de zéro. Or, en per-
mutant dans celui-ci les lignes avec les colonnes, on tombe précisé-
ment sur celui qui a pour ¢léments les coeflicients des M premicres
formes.

VI. Revenons & notre énoncé géncéral, et reportons-nous au début
du présent numéro 2.

En développant E(r, 0), F(r,0), seconds membres des formules (3),
suivant les puissances de » — r/, il vient
7—! (,. . ,.' )'»

e (0) -+ ey (0) A,

1 1.2

x=k(0) 4+

r—r

¥y = p(0)+ /',(//)—F(‘i—l‘_—‘:——):/r(o)“:

1

dans ces formules,
)’(0)1 (}1(0), (32(0)7 st

p(0), fi(9), S2(0), ...

sont les fonctions olotropes (connues) de 0, i la période 27, auxquelles
seréduisent, pour r=r’, lesfonctions K(r,0), F(r,0), et leurs dérivées
de tous ordres relatives a r; les premicres d’entre ces fonctions satis-
font, quel que soit 0, a 'incgalité

3

e(0)y W),
o
S0y w70
qui se déduit de I'inégalité supposée
dE ol
ar 90|
Ll O
ok oF |7
dr dG

par introduction de I’hypothése numérique » = .
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — JANVIER 1913. ]
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Il importe de noter ce qui suit:

Désignons par
U, U, U, Uz

ce que deviennent respectivement,
u du J*u

quand on y remplace les variables @, y respectivement par2(0), p.(0)
si Pon prend la dérivée d’ordre m par rapport i r de lTa fonction com-
posée

W[ B(r, 0), K(r, 0)],
et quon fasse dans celte dérivée r==7', on obtient visiblement une
xpression linéaire ¢t homogene par rapport aux quantités

Uy yt (a4=p=c1,92, o,m),

avec des coefficients connus, fonctions périodiques de 0 dlapériode 2w,
Or, la partie principale (IV) de Pexpression dont il s"agit est, comme
nous allons le voir, susceptible d’une représentation symbolique fort
simple.

Effectivement, dans la dérivée d'ordre me relative a4 r de la foncetion
composée u(ax, y), la partie linéaire ¢t homogtne par rapport aux
diverses dérivies d'ordre m de la composante peat se représenter

symboliquement par
J" () { , () \om "
Grriad ()y) ’

ol @, y, désignent les dérivées premicres relatives i r de
x=RB(r,0), y=1(r0).
Or, dans I'hypothése numérique r ==/,
z, Y, &, ¥

se réduisent respectivement i

)(0)1 11(0)7 (*‘1(0)’ ./1(0)7
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et il en résulte, pour la partie principale dont nous nous occupons, la
représentation symbolique

(e X+ [1Y)m

Semblablement, sil'on développe H (g, 0), K(p, 0), seconds membres

4

des formules (4), suivant les puissances de g — ¢/, il vient
i f— )2
x_—:).(f))+P—T[J—/1,(0)-I—(L]—“:——)—-hz(0)—l—...,
- JI 2
¥ =(0) + p—j—f—/{l(m -+ E—E—T—?—)— Lea(O) .. o3

dans ces formules,
)~(0)7 /11(0)1 /"2(0)5 M}
{"‘(0)1 /‘1(0)1 /‘2<0)7

sontles fonctions olotropes (connues) de 0, d la période 2w, auxquelles
se réduisent, pour g =¢’, les fonctions (g, 0), K(g, 0), et leurs
dérivées de tous ordres relatives i g. L'inégalité supposée

Jll - ol
dp DU

L0
dK oK |7
7{7 o

’

donne, pour g == ¢/,

L0y 2 (0) ( ,
/";()

Ly (0) p/(0)
Enfin, si Pon prend la dérivée dCordre m relative 4 g de la fonction
composée
wlW(p, 0), K(p, 0)],

et qu'on fasse dans cette dérivée p=1¢’, on obtient une expression

lin¢aire et homogene par rapport aux diverses quantités
Uyt (z =pB=1,2,...,m),
dont la partie principale se trouve symboliquement représentée par
(hy X =+ Ly Yy,

VII. Dans la démonstration de notre énoncé général, nous exami-
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nerons successivement les hypothéses =1, 2, 3, 4; le lecteur géné-
ralisera sans peine.

A. La proposition est vraie d’elle-méme pour n ==1.

B. La proposition est vraie pour n .= 2.

Pour que la fonction u[E(r,0), F(r,0)] el sa dérivée premiire
relative & » se réduisent, pour 7= r, & des fonctions données, v, v,
(ala période 2m), de la variable 0, il faut et il suffit que I'on ait, quel

que soit 0,
(U=,

(19) 1‘ elx »}—le:‘,:‘J[-

Semblablement, les identités qui expriment que la fonetion
u|H(p,0), K(g,0)] et sa dérivée premiére relative i o se réduisent,
pour g = ¢', & des fonctions données de la variable 0, ont pour premiers

membres
[,

(20) | /X b dy Y.

Or, la premiere des identités (19) entraine comme conséquence
nécessaire Pidentité
(21) WX b plY =0

et comme, en vertu de nos hypothéses, le déterminant

‘ e Sy

.,sl IJ./

(22)

est différent de zéro, on peut, de la deuxieme relation (1g) et de la
relation (21), tirer en fonctions connues de 0 les quantités symboli-
quement représentés par X, Y @ on connait ainsi, par la méme, la
seconde des fonctions (20), que nous désignerons par o,. Si I'on
considére alors les deux systémes

S U=v,

(23) WX+ plY =,
e X + f,Y==u,,

( U=,
(24) HVAD A

/L1X+ /('1Y2”.': Ty
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on voit qu’ils sont en corrélation multiplicatoire (II) : car, le détermi-
nant

Y/

)\I IJJ

¢tant, comme (22), différent de zéro, les deux systemes sont réduits
(parrapport a U, X, Y), et il résulte d’ailleurs de la définition de g,
que le second est une conséquence numérique du premier; les for-
mules de résolution sont donc de part et d’autre identiques, et les
systémes (23), (24), dont chacun est en corrélation multiplicatoire
avec elles, jouissent vis-a-vis 'un de autre de celte méme propriété.

Cela étant, pour que les identités (19) soient satisfaites, il faut et il
suffit que les identités
(25) S U=y,

{ X 4k Y = oy

le soient elles-mémes : car les identités (19), supposées vérifices,
entrainent (23), par conséquent (24), et en particulier (25); inverse-
ment, les identités (25), supposces vérifiées, entrainent (24), par
conséquent (23), et en particulier (19).

On voit en méme temps (que la connaissance des fonctions v, v,
entraine celle des fonctions v, 5, et réciproquement, sans qu'il soil
besoin de connaitre u(x,y).

C. La proposilion est vraie pour n = 3.

Pour que la fonction «[E(r, 0), F(r, 0)] et ses dérivées premiére et
seconde relatives a r se réduisent, pour r=r", ades fonctions données,
v, uy, v, (A la période 2am), de la variable 0, il faut et il suffit que 'on
ait, quel que soit 0 (VI),

U=wv,
(:’.(5) (,f’X.*_/'IY-_:U“
(ey X = /1Y )2 = v,

Semblablement, les identités qui expriment que la fonction
u|H(p, 0), K(p, 0)] et ses dérivées premicre et seconde relatives a P se
réduisent, pour p = ¢’, & des fonctions données de la variable 0, ont
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pour premiers membres
U,
(27) Iy X kY,
(M X =k YY) e e

Or (IV), la premitre identite (26) entraine

(28) WX - plY
(29) (MX - YY) e ==,

et la deuxitme entraine
(30) (e X+ 1Y) (WX A Y) oo 0
D’autre part, le déterminant des formes linéaires

[ X ’“I"fi \’,
WX oY

étant différent de zéro, celui des formes quadratiques

(e X+ /1 Y)%
(er X = /1Y) (X - YD),
(WX 4 plY):

jouit de la méme propriété (V) : on peut done, apres avoir tire de la
deuxieme relation (26) et de (28), en fonctions connues de 0, les
quantités symboliquement représentées par X, Y, tirer semblablement
de la troisi¢me relation (26), de (29) et de (30) les quantités symbo-
liquement représentées par X2, XY, Y2 Et I'on connait ainsi, par la
méme, les deux dernicres des fonctions (27), que nous représenterons
respectivement par o, et o,.
Si l'on considére alors les deux systémes

U=vy,
WX A p Y ==,
e X+ f1Y = vy,
(WX o+ g Y ).z 0,
(er X+ /1Y) (7\/X SR OF v,
(a1 X+ fiYX)2 .. =,

(31)
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et

U=v,

MX +p'Y=v,
(32) mX+ kY=o,

(X + 'Y )2+ =0
(X 4+ Y)Y(NX +p'Y)4...=0a),
("X + 5 Y24 . =0y,

on voit aisément qu’ils sont en corrélation multiplicatoire. Effective-
ment, les systemes (23) et (24) jouissant, comme nous Pavons ¢tabli,
de cette propriéte, il en sera de méme (11) de ceux qu'on en déduit
respectivenent par les différentiations des ordres o, 1, ¢’est-a-dire des
systemes respectivement formés par les cing premieres ¢quations (31)
et par les cing premicres ¢quations (32). D’autre part, il résulte de la
définition de o, que la derniere ¢quation (32) est une conséquence du
systtme (31). Enlin, le déterminant des formes linéaires

g X =Ky Y,
WX 4 p'Y

¢lant différent de zéro, et par suite aussi celui des formes quadra-

tiques
(X -k, Y2,

(X = kY)W X 4 p'Y),
(2" X == Y)"

le systeme (32) posside, comme (31), la propriété d’étre réduit (par
rapport aux quantités U, X, Y, X*, XY, Y*). Puisque (32) est une
conséquence de (31), les formules de résolution sont done de part et
dautre identiques, et les deux systémes, dont chacun se trouve en
corrclation multiplicatoire avee elles, jouissent vis-a-vis 'un de 'autre
de cette méme propriéteé.

Cela ¢tant, pour que les identités (26) soient satisfaites, il faut et il
sulfit que les identités

S U-=u,
(33) Iy X Y = oy,
' (X =1 YY) ooy,

Ie soient clles-memes @ car les identités (26), supposées vérilices,
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entrainent (31), par conséquent (32), et en particulier (33); inver-
sement, les identités (33), supposées vérifices, entrainent (32), par
conséquent (31), et en particulier (26).

On voit en méme temps que la connaissance des fonctions v, vy, v,
entraine celle des fonctions v, 5, o,, et réciproquement, sans qu’il
soit besoin de connaitre u(z, y).

D. La proposition est vraie pour n = /.

Pour que la fonction w|E(r,0), F(r, 0)] et ses dérivées premicre,
seconde et troisitme relatives & r se réduisent, pour r =7/, 4 des fone-
tions données, v, v, u,, uy (a la période 2w), de la variable 0,11 faut
ctil suffit que I'on ait, quel que soit 0,

U:=u,

(36) S e X -{wj:lY).,;;ul,
a (e Xt /1Y)2 ooy,
(er X - f1Y )Pt ooy

Semblablement, les identités qui expriment que la fonetion
ulH(p, 0), K(p, 0)] et ses dérivées premibtre, seconde et troisitme
relatives a p se réduisent, pour g == ¢’, & des fonctions données de la
variable 0, ont pour premicrs membres

u,
fy X 4= Ay Y,
' (L X 4= £ Y )2 L
V(L X A A Y e

(35)

Or, la premiere identité (34) entraine

(36) 30 SESET =N

(37) (WX ot Y )2 0

(38) ‘ (MX 4 Y ) e om0

la deuxiéme entraine

(39) (erX -+ /1Y) (WX 4=/ Y)
(40) (X 4+ fiY) (WX 4 /Y ) ehe ol

et la troisieme entraine

(41) (XY WX+ Y) oo
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D’autre part, le déterminant des formes lincaires

ey X+ 1Y,
WX - 'Y

étant différent de zéro, celui des formes quadratiques

(e X+ [1Y)%,
(e X =+ /1Y) (X -+ 1Y),
(WX 4 p'Y)2

et celui des formes cubiques

(e, X -+ /1Y),

(e X = /1Y )22 (X - p'Y ),
(ey X = 1Y) (X 'Y )2,
(KX +p[Y)?

jouissentde la méme propricte @ on peat done, apres avoir tire de la
deuxicme ¢quation (34) et de (36), en fonctions connues de 0, les
quantités symboliquement représer tees par X, Y, tirer semblablement
de la troisicme équation (34), de (3%) et de (3g) les quantités symhbo-
liquement représentées par X*, XY, Y*, puis de la quatricme équa-
tion (34), de (38), de (4o) et de (41) les quantités symboliquement
representées par X2 N*Y, XY2 Y2 K Pon connait ainsi, par i méme,
les (rois dernieres des fonctions (35), que nous représenterons respec-
(ivement par s, 5,4, 7,.
Si 'on considere alors les deux systemes

U=—wv,

VX 4 p'Y =,

X - NY Ui,

(WX e Y ) e =
(ey Xt AY) (WX b /Y ) e,

(h2) . .

(ex X b 1Y ) e Uy,
(WX o= Y o =,
(ern X= /1Y) (KX Y )=l
(e, X+ SLY )X b Y ) o=,
(e X 4= 1Y) 4o S Uy

Ann. Fe. Norm., (3), XXX, — JANVIER 1910, )
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et
I U=,
)‘I X . {J-,Y UI.
X 40 Y =0,
(WX A=Y e =",
) (X =L Y)Yy (WX 4=/ Y ) oy,
(43) , \
Xl YY) Ty,
(MX ! Y )P e — ",
(X by Y) (WX - /YY)
(X =M Y)Y (MK /YY) oo dly,

(X = Ay Y )P e Gy,

on voit ais¢ment qu'ils sont en corrélation multiplicatoire. Effective-
ment, les systémes (31) el (32) jouissant, comme nous Pavons établi,
de cette propriété, il en sera de méme de ceux qu'on en déduit respee-
tivement par les differentiations dCordres o, 1, ¢’est-i-dire des sys-
temes respectivement formaés par les neaf premicres ¢quations (42) ef
par les neuf premicres ¢quations (43). D’autre part, il résulte de la
délinition de oy que la derniere équation (43) est une conséquence du
systeme (42). Enfin, le déterminant des formes lincaires

Iy X - 1Y,
WX Y

étant différent de zéro, et par suite aussi celui des formes quadra-
tiques

(/’1 X = /‘Aly)ga

(X A=Ky Y)Y (WX - ' Y),

(W X+ pl Y3,

et celul des formes cubiques

(Mg X = £y Y8,
(M X = Ly YO X 'Yy,
(A X -4 Fey YY) (WK == 2" Y )2,
(WX [ Y )3,

le systeme (43) possede, comme (42), la propriété d’étee réduit (par
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rapport aux quantités U, X, Y, X* XY, Y?, X X*Y, XY2, Y?).
Puisque (43) est une cons¢quence de (42), les formules de résolution
sont done de part et d’autre identiques, et les deux systémes, dont
chacun se trouve en corrélation multiplicatoire avee clles, jouissent
vis-i-vis ['un de I'autre de cette méme propric¢té.

Cela étant, pour que les identités (34) soient satisfaites, il faut et il
suffit que les identités

U=,
X+ Y=
o XY
(I, X 4+ Y)Y - == g,
| (/'|X’F‘/|'1Y)""+—..."' Ty

le soient elles-mémes @ car les identités (34), supposées verifices,
entrainent (42), par conséquent (43), et en particulier (44); mverse-
ment, les identités (44), supposées veértlices, entrainent (43), par
conséquent (42) et en particulier (34).

On voit en méme temps que fa connaissance des fonctions v, vy, v,
v, entraine celle des fonctions v, 5,, 5., 5,, ¢l réciproquement, sans
qu’il soit besoin de connaitre «(x, y).

E. Ce mode de raisonnement peut élee indéliniment poursuivi, et
Pon verra sans peine que, si la proposition & élablir est vraie jusqu’a
ane certaine valeur ny elle Pest pour la valeur suivante n + 1.

3. L’¢énoncé formulé au début du numéro précédent est susceptible
d'une forme géométrique intéressante que nous allons indiquer (n°5).
Nous poscrons i cet elfet la définition suivante :

Soient &, y deux variables indépendantes (réelles); w(a,y) une
fonction de ces deux variables, olotrope dans une certaine région;
Gune courbe de la région, représentée par les formules
(45) a = E(r), o),
ot rdésigne un paramétre arbitraire @ on ne considere cetle courbe
que dans une portion dépourvue de pointsingulier, et ot chaque point
ne soit obtenu qu'une seule fois. Un sens positifayant ¢té adopté pour
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les arcs sur la courbe G, supposons que les coordonnées a, y d'un
point variable de la courbe aient ¢1é exprimées en fonctions de lares ;
en les remplacant par ces nouvelles valeurs dans la fonction w(a,y),
on obtiendra une fonction composée, e, ne dépendant que de Ta seule
variable s. Cela ¢tant, nous nommerons deérivée d’ordre n de u(x,y)
prise suivant la courbe G la dérivée d'ordre n (par rapport i s) de la
fonetion composée u,. Cette définition est visiblement indépendante
de I'origine choisie sur la courbe pour compter les ares; les dérivées
des ordres impairs changent’simplement de signe lorsqu’on change Je
sens positif.
Si l'on considere, au lieu de «y, la fonction composée

== [ ECr), n (),

ses dérivées de tous ordres jouissent, par rapport i celles de w,, de la
propriété suivante :

Pour que la fonction composée ug et ses dérivies des ordres 1, 2, ...,
n — 1 prennent, en un point donné de la courbe (45), des valeurs
numériques données, il faut et il suffic que la fonetion composée «, et
ses dérivées des mémes ordres prennent, au point dont il s’agit, cer-
taines aulres valeurs numériques @ pour caleuler ces derniéres lors-
qu'on se donne les premieres, ou inversement, il suffit de connaitre
les fonctions £(r), n(r), exclusion faite de la composante w(a,y),
dont Iexistence est simplement admise.

Effectivement, si Pon considére sur la courbe une région dépourvae
de point singulier, 'arc s est une fonction olotrope (connue) de r
ayant pour dérivée premiére la quantité essenticllement différente de
zéro

AR b \*
@) V&

en sorte que, inversement, 2 peut s’exprimer en fonction olotrope
de s : la fonction u, peut done se déduire de w, en y remplacant 7 par
sa valeur en fonction des. Les valeurs correspondantes de w,., u, sont
naturellement les mémes ; quant a leurs dérivees des ordres I, 2y cuuy
n —1, elles satisfont, en vertu de la rogle des fonetions composées,

o
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aux relations suivantes :

du, du, dr

ds T dr ds’

A*uy  dPug fdrN\? o du, dPr

drug AP, (drNP o P de o dPr i, *r

dst v T dret \ds

AV, d" 1w, <zlr)"' 1

. dr . . . . , e, ,
Comme —=> nverse arithmétique du radical (46), est dillérent de zéro,

les coefflicients de

du, d*u, d*u, dm tu,
e | 0 - " 2 R ] e
dr dr or? oprn 1

dans ces ¢quations successives le sont également : en sorle que ces
tquations, résolues en fait par rapportaux 2 — 1 premicres dérivéees
de ag, peuvent Potre toul aussi bien par vapport aux 7 — 1 premicres
dérivees de w,. On en déduit immédiatement le point & établir.

1. Revenons actuellement aux formules (3) posées au début du
ne 2,

= KB(r,0), = K (e, 0),

et faisons sur leurs seconds membres, K(r, 0), F(r,0), les diverses
hypothtses qui 8’y trouvent énumérces. Si Pon considére le contour
fermda

(47) x ==2(0), y = (7)),

fourni par les formules (3) dans Phypothése numérique 7 == ', et dont
un point variable dépend de 0, on peul dire qu’a toul point de ce con-
tour correspond, d’apres les mémes formules (3), une courbe dontun
point variable dépend de r.

Cela ¢tant, pour qu'une fonction u(x,y) et ses dérivées des ordres 1,
2, weey 10— 1, prises suivant les courbes O == const. de la famidle (3), se
réduisent, sur Iz contour (47), @ des fonctions olotropes données de )
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(aa’meuant nécessairement, comme onva le voir, la periode 27:), i faut
et il suffit que la fonction composce

w[B(r,0), F(r,0)]

et ses dérivées des ordres 1,2, ..., n— 1 parrapport « r se rédutsent, pour
r=r', a certaines autres fonctions olotropes de O (admettant la mdéme
période). Pour calculer ces dernicres lorsqi’on se donne les premicres, ou
inversement, Ul suffit de connaitre les fonctions V(r,0), F(r,0),
exclusion faite de la composante u(x,y), dont lexistence est simple-
ment admise.

Elfectivement, si 'on convient, comme il est naturel de le faire, de
compter I'arc d'une courbe quelconque 0 = const. de la famille (3) &
partir de son point ’intersection avee le contour (47), cet are s est
une fonction de r et O vérifiant Péquation aux dérivées partielles

i)"’ r)l‘ / 7) l~ OV (r, 0)
or - T Tor |

avee la condition initiale

$20 pour r "

Inversement, le radical ¢tant (en vertu” de nos hypothéses) différent
de zéro, rest une fonction olotrope de s el 0 ayant pour dérivée par
rapport s Uinverse arithmétique du radical. Cela étant, si, dans Pex-
pression w|B(r, 0), F(r,0)], que nous désignerons plus simplement
par «,, on remplace r par sa valeur en fonction deset0, Vexpression w,
ainsi obtenue nous fournira, par des différentiations relatives i s, les
dérivées de la fonction w(,y) prises suivant une courbe quelconque
0 = const. de la famille (3). Or, il vient, en différentiant 7 — 1 fois :

dug  Qu, dr

Jds dr 0s’
Vug  Qu,(dr du, J*r
Tost T Tart (1)5 ) O ost’
Pus PP u,.(()/' 4 , 0%, dr g*r du, J5r
=) I e
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En introduisant, dans les premiers et les scconds membres de
ces formules, les hypothéses numériques initiales r=1", s = o, les
diverses quantités qui y ligurent se réduisent & de simples fonctions
de 0; celles d’entre ces fonctions qui figurent dans les scconds
membres admettant (toujours en vertude nos hypotheses) lapério de aw,

: . A . ) ] i or

il en sera de méme des premiers membres; comme enfin = ost
essenticllement différent de zéro, les formules, résolues en fait par
rapport aux déterminations initiales de

dug  Qruy Pug LTI
- o) el MR | T
Js Js® ds? Jstt 1

peuvent Pétre tout aussi bien par rapport aux déterminations initiales
de

e, D, DPu, o,
- gt

ar’ ot o
5. Le simple rapprochement des n® 2 et 4 fournit immdaédiatement

énonce auquel nous avons fait allusion plus haut (n° 3).
Considérant les formules (3) et (4),

x = K(r,0), a == W(p, 0),
y==F(r0), y = K(p, 0),

posées au debut du n® 25 faisons sur leurs seconds membres, E(r, 0),
F(r,0), H(p,0), K(p,0), les diverses hypothéses qui s’y trouvent ¢nu-
mérées, el soit

(AH) a /(r/)1 y = [}(0)

le contour fermé que fournissent concurremment, d’une part, les for-
mules (3) dans I’hypnlh(-,s'u numdérique r==r', d’autre part, les for-
mules (4) dans hypothése numérique p == g

Cela évant, pour qu'une fonction u(x,y ) el ses deripées des ordres 1,
Dy ey 12 1, prises suivand les courbes O - const. de la famille (3), se
rédursent, sur le contowr fermé (48), a des fonctions olotropes données
de) (admettant la période aw ), il faut et il suffit que la fonction u(z,y)
dont il s’ agit et ses derivées des ordres 1, 2, ..., n— 1, prises sutvant les
courbes ) = const. de la famdle (4), se rédusent, sur le méme con-
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tour (48), @ certaines autres fonctions ololropes de O (admettant la
méme période). Pour calculer ces derniéres lorsqu’on se donne les pre-
miéres, ou inversement, il suffit de connailre les fonctions 1(r, 0), F(r,0),
H(p,0), K(p,0), exclusion faite de la fonctionu(x, y), dontlexistence

est sumplement admise.

6. Nous terminerons cette premicre Partie par 'observation sui-
vante :

Ltant donné un contour analytique régulier quelconque, dont un
point variable dépend du paramdtre arbitraive O Cavee une période
qu’on peul toujours supposer égale & aw), les équations de Ta normale
au contour renferment, avee 0, un deuxicme parmmétre arbitraire r:
or, il est ais¢ de voir que, pour le voisinage du contour, les seconds
membres (fonctions de » et 0) de ces dernieres équations remplissent
les diverses conditions spéciliées au début du n® 1.

Effectivement, soient

(49) w0 (D), yeop(h)

les formules qui représentent e contour analytique regulier donné :
les fonctions A(0), #(0) qui y figurent sont olotropes dans tout I'in-
tervalle de — & + =%, sans que lears dérivees premicres27(0), ' (0)
sannulent jamais en méme temps; elles admettent en outre a
période 2m; enfin, les relations numériques

201y = 0(0,), p0r) = (D)
ne peuvent avoir licu 4 la fois que si P'on a
Oy == Oy =0 p,

ol p désigne quelque entier.
En un point quelconque du contour, la normale est représentée par
les formules
= W0 - (1)
(50) f () bl (D),

[y = POy —r21(0),

ou rdésigne une deuxi¢me variable indépendante ; ces dernitres for-
mules se réduisent 4 (49) dans Ihypothése numérique 7 = o, ef nous
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avons i ctabliv qu’en désignant par e un nombre positif suflisamment
petit, leurs seconds membres remplissent, dans la région

ewlrle (0 quelcongue),

les quatre conditions ¢numérces au début du ne 1.
On voit immédiatement que les seconds membres dont il s agit sont
olotropes dans la région indéfinie

r quelconque, 7 queleonque,

etquiils admettent par rapporth Oda période 2w s ont d’ailleurs pour
déterminant différentiel
[ A A

H1) . .
( vt et

quantité dont le module est supérieur i
A modrmod (A pt o "0y

or, dans Pintervalle o 07 o5, el par suite pour toutes les valeurs
reclles de 0, Ta somme 27% 1 p/%, qui ne s"annuale jamais, reste constam-
ment supéricure i oquelque nombre positif lixe, £, convenablement
choisi, tandis que, d'autee part, le module de 27" w27 reste
constamment inféricur i un autre nombre positif fixe, L.(') @1l vient
done

wod | 25 p e s p e 0y s L mod L,

d’ou résulte que, pour r suftisamment petit, le premier membre ef,
par suite, le déterminant différentiel (5 1) sont constamment différents
de zoro.

Reste a faire voir que, dans Pintérienr d'une bande indéfinie suffi-
samment minee ayant pour mediane £ o, les relations numériques

() v p () o b (D) iy 120 0,y,
L0y e g B0 ) gDy 1 0 ()

(D)

(1) Cola en vertn des propositions céndrales relatives anx régions a la fois limitées el
complotes Coodr 'Ouvrage eité, Chap. 1),

Ann. Feo Norme, (3), XXX, o Janvien tgel, 6
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ne peuvent étre vérifiées en méme temps que si 'on a a la fois
1y — ry== 0, 0,—Uy=12apm,

ou p désigne quelque entier; ou, ce qui revient au méme, que, dans
une bande suffisamment mince, limitée aux deux valeurs 0= o,
0=-2w (et les comprenaunt), les velations dont il s’agit ne peuvent
otre vérifiées en méme temps que si 'on a i la fois

'y~ 1"y== 0,

0, — 0,=1unc des trois valeurs o, 2w, - 2.

Tout d’abord, si Uon désigne par 0, une valeur quelconque de 0, et
que I'on pose .
@y == h(0,), Yo P(04),
le systeme (50) admet la solution numérigque

P’ o, O-==0, &I Ay, Y Yo

et peut etre résolu par rapport 4 et 0, conformément au principe
général des fonctions implicites, & partirde cetle solution numérique.
Si done on note graphiquement les variables r, 0 4 I'aide de deux axes
rectangulaires, Or, O0, tracés dans un plan, et que, du point 7 o,
0 =10, comme cen tre, on (race un carrd suffisamment [ml,it, ayanl ses
cotés paralleles aux axes, il y aura, comme on sait, une correspon-
dance point par point entre intéricur de ce carré et la région de
Pespace [[w,y]] déterminée par les formules (50) pour les valears de
(r, 0) intérieures au carré. Bn s’astreignant alors & ne faire varier
(r, 0) que dans ces limites, il est manileste que les relations (52),
supposées vérifiées en méme temps, entrainent de toute nécessité

LT ™ 01 == 02.

Ainsi done, si P'on considére sur la droite r== o un point quel-
conque, 0y, il existe quelque constante positive, g,, telle que, dans
Uintéricur d’un carré paralléle aux axes ayant son centre au point 0,
et ses cotés égaux en longueur 4 2,, les relations (h2), supposées
vérifices en méme temps, entrainent comme conséquences nécessaires

Iy ==y, Oy20,.
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Si I'on considére un autre point, 07, de Ta droite, il existe quelque
constante positive analogue, ¢, 11 est visible d’ailleurs que si le
point 0, est suffisammentvoisin de 0., on peat choisir 8 de manitre
que sa différence & g, soit moindre que toute quantité donnée. 11
existe des lors quelque constante positive, 2, possedant la propricté
dont il s’agit en tout point de Pintervalle o 07 2w (*) el, par suite,
sur étendue mdéfinie de la droite r == o.

Cela étant, partageons Pintervalle de o & 27 en intervalles dont

-

. . . f) .
Pamplitude soit moindre que = el soient

o, 00T 0" 0w, o

les valeurs de 0 qui limitent Tes intervalles particls suceessifs.

Tout ’abord, si on fait varier respectivement 0, et 0, dans deux
intervalles partiels qui ne soient pas o la fois les deux intervalles
extrémes, ot qui soient séparés un de Pautre par un mtervalle au
moins, il est impossible que, dans deax rectangles avant pour médianes
respectives ces deux intervalles partiels, pourva que lear hauteur soit,
suffisamment petite, les relations (52) soient simultanément vériliées,

ou, en d’autres (ermes, que lexpression
(h3) [ 2005y~ 2 () by /(0 ) g 2 () |
P (0y) == () o rg 2 (00) = g 27 (0y) |
puisse sannuler @ car, dans les limites ot nous faisons varier 0, et 0,,
la partie indépendante de ry et r,, savoir
[ 2000y~ DD |4 [ (O ) — pl O 5,

positive fixe convenablement choisies il en sera done évidemment de
méme pour 'expression (53), si Pon suppose ry et r, numdériquement

ne sannule jamais el reste constamment supérieure & une quantité

assez pelits. 11’y a ainsi que trois cas i considérer, suivant que 0,
et 0, vartent respectivement @ 12 dans deux intervalles partiels iden-
tiques; 22 dans deux intervalles contigus; 32 dans Tes deux intervalles
extrémes.

(1) Cela Loujours en vertu des propositions générales dont il a déja 616 question,
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Si les deux\ intervalles partiels sont i(l(mli(.{ll(‘«.q, leur amplitude,
moindre que—g, est, & plus forte raison, moindre que o, et il résulte
de ce quia été dit plus haut qu’en supposant r, ¢t r, numérique-
ment assez petits, les relations (52), supposées vérilices en méme
temps, entrainent comme conséquences nécessaires

Py 0=l

Siles deux intervalles particls sont contigus, leur réunion forme
un intervalle partiel d’amplitude moindre que ¢, et la conclusion
précédente subsiste.

Enfin, si les deux intervalles partiels coincident respectivement
avec les deux extrémes,

(54) o a 0, 0w a o,
on observera qu'en substituanti ces derniers les intervalles respectifls

am A om0, 0w a o oam,
WH . ) . , s . ER
on obtient deux intervalles contigus ("amplitude moindre que - ):
: "
en vertu de ce quiprécede, les relations (52), simullanémentvérifiées,
entrainent comme conséquences nécessaires, si 7, et ry, sont numeéri-

quement assez pelits,
Py 1y T O, Oy Oy== 03
si donc on revient aux intervalles (54), elles entraineront
rye— Iy o,
01_—~ Oyr=om ou — 1.

En conséquence, dans Uintérieur d’une bande indéfinie suffisam-
ment mince, ayant pour médiane la droite 7 = o, les relations (52),
supposées vérifices en méme temps, entrainent bien comme consé-
quences nécessaires

Iy I'y== 0, Oy~ Oy==2pm,

ol p désigne quelque entier. Cest ce qui nous restait i établir.
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SECONDE PARTIE.

7. Considérant, comme au n® 1, les formules

(x=E(r0),
[ y = F(r, 0y,

supposons que, dans la bande indélinie

ro<<r-7-R (0 quelconque)

de Pespace “/', 0”, leurs seconds membres, B(r, 0), ¥(r, 0), soient
olotropes, admettent par rapport & la variable 0 la période 2w, pos-
stdent un déterminant diflérenticl constamment dilférent de zéro, el
qu’enfin les relations numériques

E(’.lv 01) = ":(,-Zv 0)5)1
1(ry, ) F(ry, 0),

lorsqu’elles sont simultanément vérifices, entrainent comme consé-
quences nécessaires

ry— 1y 0, Oy — Oy ==z 2 p,

olt p désigne quelque entier. A cette hande indéfinie correspond, dans
Pespace [| x, y||, ce que nous avons appelé une couronne (n° 1, 11,4),
et il est clair que, si une fonction /(x, ¥) est olotrope & Uintéricur de
la couronne, la fonction

SUECr 0), F(r, 0)]

est olotrope & Pintérieur de la bande et admet par rapport & 0 la
période 2 .

Réciproquement, toute fonction de 7 ¢t 0 olotrope & Pintérieur de la
bande et admettant par rapport & 0 la période 2= devient, par le chan-
gement de variables que définissent les formuales (55), une fonction
de @, y olotrope a Pintéricur de la couronne. En premier lieu, la
fonction donndée de ret 0 se transforme en une fonction bien défince
de a, y + cara toul point (2, y) de la couronne correspondent, il est,
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vrai, une infinité de points (r, 0) de la bande, mais, en verta de nos
hypothéses, ces points sont tous situés sur une méme paralléle &
I'axe 00, et leurs coordonnées 0 forment une progression arithmétique
de raison 27 (indélinie dans les deux sens), en sorte que la fonction
donnée de r et 0 prend en ces divers points wne seale et méme valewr.
La fonction (bien délinie) de a, y oblenue par le changement de
variables est d’ailleurs olotrope dans la couronne. Effectivement, pour
avoir la valeur de cette fonction dans le voisinage d’un point choisi
comme on voudra a I'intéricur de la couronne, il sullit de considérer
le développement taylorien de la fonction donnée (de ret 0) & partir
de I'un des points correspondants de la bande, et d'y remplacer les
accroissements de 7 et 0 par les valeurs qu’en fournissentles formules
de transformation résolues par rapport & r et 0 conformément au
principe général des fonctions implicites : or, on obliendra ainsi, en
vertu du principe général des fonctions composées, un développement
entier par rapport aux aceroissements des variables a, y.

8. Considérens maintenant un systeme différentiel partiel, com-
prenant, pour fixer les idées, trois ¢quations, el impliquant un nombre
égal de fonctions inconnues, u, ¢, &, des deux variables indépen-
dantes réelles z et y. Nous supposerons que le systéme est linéaire
par rapport & I'ensemble des fonctions inconnues et de lears dérivies,
et, désignant par m, n, p scs ordres respectifs relativement & w, o, o,
nous meltrons en évidence, dans chaque équation, trois groupes
linéaires et homogenes, le premier par rapport aux dérivées d’ordre m
de u, le second par rapport aux dérivées dordre 2 de ¢, le troisiéme
par rapport aux dérivées d’ordre p de w; nous aurons dinsi les
relations

o= m ) B=n ) (==p
aMmu LY ~ ar sy
A —— \ e e
Z N 0LmE g% 2‘] Bz gyB Coy G Tayr Foe O
L_o ~(:~.o
o= )m -n ) T==p
N % 1o e
56 A, Z Z S AT
(56) ¢ Z % - a()y ]2 B ()I" f‘()‘},('i -+ ‘u/).’l.'/' Y'))’Y oo oo,
o=0
o=m ﬁ"n Y “p
N\ 0" ()" v orsy
A “+ z 4 .
30— 0 ) 3 Jdam— ad e ZJ ()}/[ - B ()L" Y()yY o0,

=0
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ot les lettres A, B, €, alfectées d'indices, déstgnent des fonctions
(réelles) données de a, y. Des termes éerits ci-dessuas nous déduisons,
par un mécanisme ¢vident, le déterminant du troisicme ordre

% m {'} n rop
hl , . . al . Y N
NoAXm 2y: N X 5y N e X vy
%0 b0 e
o m [ Yp
-~ 3 . , 3 . ; AR g v
(3)7) \ '\:g‘r/. X %y \ “2‘{.5\“ B\lﬂ' > ‘,2‘.{\/‘ YTYY R
70 oo T o0
o m {" n Y
3 . . A . , A ; v VY
\ A::,,'/,\”' %Y }-‘ ”:‘.{.‘Xn 1"»\;"' \ (l:;_.‘, XY YY
w0 Bow 0

forme algehrique de degre pe b - poaux indélerminées X, Y, ayant
pour coefficients certaines fonctions connues de 2, y.

Posons maintenant
(H8) (- l‘,'(/'. R
{ v (e, 0y,
fes fonctions K(r, 0), 1(r, 0) jouissant des diverses propri¢tés, spéei-
fices au n® 1 et rappelées au numéro précedent. A Lo bande indéfinie
de Pespace “r, 0 ” comprise entre les deux droites r,, R, correspond
ainsi, dans 'espace “.r, y”, une couronne comprise entre les deux
contours fermés r,, R. Nous supposerons @ 1 qu'a intérieur de la
couronne, les divers coellicien(s du systeme proposé (les A, les B,
les CGoet tons les autres) sont des fonetions olotropes de @, y; 2° que,
pour toul point (&, y) intéricura Ta couronne, le faisceau obtenu en
Gealant i zéro la forme algebrique (57) aux indéterminées X, Y ne
contient que des droites imaginaires (le nombre m ~+rn -+ p est alors
nécessairement pair).

Cela étant, et en désignant par 7 une valear numérique arbitraire-
ment choisie entre 7, et R, le systéme proposé (56) admet un et un seul
groupe d'intégrales, w, ¢, w, olotropes dans le voisinage du contour
Sermé r oo (¢est-a-dire & Pintérieur d’une couronne suffisamment
mince s'¢tendant de part et dCautre de cette ligne), et telles qu'en
adjoignant ¢ w, v, s respectivement lears m - 1, n - 1, p - 1 premieres
derivées prises suivant la normale aw contour, ces m - n -+ p fonclions
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se réduisent, sur le contour, & des fonctions olotropes données de
(admettant la période 27).

[. Si lon effectue dans le systéme proposé (56) le changement de
variables défint par les formules (58), le systéme résullant est, en vertu
de U liypothese faite sur le déterminant (57), résoluble par rapport awx
trots dérioées

(59) Jd"u e Dl
ey ey e
9 armn Jdrnt are

dans toute Uétendue de la bande indéfinic comprise entre les deux:
drottes rq, R.

En désignant par f une fonction quelconque de , y, I'expression
générale de ses dérivées anciennes (relatives 4 2, y) & aide de ses
dérivées nouvelles (relatives a », 0) est, comme le montre un caleul
facile, donnée par la formule

¢ o NGO S
N Yy
Dt Jy! A7 L d0 ) ort

ou A désigne 'inverse arithmdétique du déterminant différentiel de
E(r, 0), F(r,0) par rapport i r et 0, ¢’est-d-dire une quantité qui, en
vertu de nos hypothéses sur les seconds membres de (58), reste finie
et différente de zéro dans toute 'étendue de la bande indéfinie
comprise entre les deux droites r,, R.

D’aprés cela, on voit immédiatement que pour avoir, au facteur
pres A™+r (different de zéro), le déterminant du systéme transformé
par rapport aux trois dérivées (59), il suffit de faive, dans le déter-
minant (57),

x=RK(r0), yoo= 0y,
_IF _JE
S0 0

Or, le résultat de cette substitution est forecément différent de zéro :
car, quels que soient @, y dans la couronne, ou, ce qui revient au
méme, quels que soient , 0 dans la bande, le déterminant (57) ne
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peut s’annuler que si Pon a i lafois X=o0, Y==0, et I'on sait que
JE oF

;)—0—> ;)—6 ne [)CllV(‘“l ¢lre nuls en méme tem ps.

I. Si, conformément & la conclusion de Palinéa précédent I, on
eflectue la résolution du systeme transformé par rapport aux trois
dérivées (5q), le systéme résultant, lincaire, comme le proposé, par
apport a lensemble des fonctions inconnues et de leurs dérivées, esl
visiblement orthonome (*) (car ¢’est un systéme kowalevskien); de
plus, les fonctions de r et O qui jouent le role de coefficients dans les
seconds membres sont olotropes dans la bande indéfinie comprise
entre les deux droites ry, R, et admettent, par rapport a la variable 0,
la période am.

in vertu des n™ 6, 5, 4 ¢t 7, la proposition qu’il s’agit d’établiv
actuellement revient a la suivante :

Il existe, pour le systéme trans formé, un et un seul groupe d’intégrales
olotropes dans wne bande suffisamment mince située de part el d’autre
de la droite r', admettant par rapport a la variable O la pértode o, e
telles que

du Jdm-tu
i, ;)’/—1 RS —’)—/-TIT—T ?
(60) } <N i).‘_t, . g w,
ar drret
. dw Jar -ty
", 7)—;: L) —_—()/'I’ T

se réduisent, pour r = r', a des fonctions olotropes données de ) (admet-
tant la période 27).

(Vest ce que nous allons prouver dans ce qui suit.
HI. 1 ne peat y avoir, pour le sysiéme transformé, qu'un seul groupe
d’intégrales satis faisant aux diverses conditions requises par 'énonce de

Ualinéa précédent 11.

Car, & cause de Porthonomie du systéme, les développements taylo-

(V) Foir 'Oavrage cité, Chap. VIL
Ann. Fe. Norm., (3), X$X. - FEvRieg 113, 7
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riens des intégrales & partic d’'un point déterminé de la droite " sont
eux-mémes enticcement déterminés dés qu'on se donne les fonctions
de 0 auxquelles doivent se réduire respectivement, pour r=7", les
diverses quantités (60).

IV. Sur la droite  de la bande indétinie, considérons un point
quelconque, et intégrons le systéme transformé & partir de ce point,
en prenant comme données initiales celles qui figurent dans 'énoncé
de D'alinéa II relativement aux diverses quantités (60). Je dis que,
quel que sout le point choisi sur la droite, les développements tayloriens
ainst obtenus pour les intégrales admettent des rayons de convergence
(au moins) égaux & une quantité positive fixe, o, convenablement
chotste.

Observons tout d’abord que si'on choisit sur ladroite 7 deux points
mutuellement distants de 2w, les développements tayloriens qui en
résultent pour les intégrales ont de part et d’autre les mémes coeffi-
cients. Effectivement, pour obtenir, aux facteurs numériques connus
pres, ceux d’entre les coefficients dont la donnée ne se trouve pas con-
tenue dans les données relatives aux quantités (6o ), il suffit, comme
on sait, d’adjoindre aux équations du systeme toutes celles qui s'en
déduisent par différentiations; d’attribuer, dans le groupe illimité ré-
sultant, aux variables, aux inconnues et aux dérivées paramétriques,
leurs valeurs initiales (données), et d’en déduire par résolutions suc-
cessives les valeurs initiales des dérivées principales. Or, de part et
d’autre, la variable » a la méme valeur initiale #/, ot la variable 0 a des
valeurs initiales dont la différence est 27 = si donc on observe que les
coefficients du systeme admettent par rapport a0 la période 2w, et que
les données relatives aux quantités (Go) Padmettent aussi, on voit
immeédiatement, d’abord, que les inconnues et leurs dérivées paramé-
triques ont de part et d’autre les mémes valeurs initiales et, ensuite,
que leurs dérivées principales jouissent de la méme propriéts. On
obtient donc bien, de¢ part et d’autre, les mémes développements
tayloriens. En conséquence, il suffit, pour établir le point que nous
avons en vue, de considérer, sur la droite 7, le fragment limité et

complet
0_0am.
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Or, si on integre & partir d’un point, 0,, du fragment, il existe
quelque constante positive, 8,, que les développements tayloriens ainsi
obtenus pour les intégrales admettent comme rayon de convergence
relativement aux deux variables 7, 05 si 'on intégre & partir d’un
autre point, 0,, il existe quelque constante positive analogue, g,. Il est
visible d’ailleurs que, si le point §, est suflisamment voisin de 0, on
peut choisir ¢, de maniére que sa différence a ¢, soit moindre que
toute quantité donnée. Il existe dés lors, en vertu des propositions
générales relatives aux régions a la fois limitées et completes ('),
quelque constante positive, ¢, possédant la propriété requise sur
toute I'étendue du fragment, et, par suite, sur '¢tendue indéfinie de
la droite »'.

V. Silon intégre & partir d’un point déterminé (quelconque) de la
droite r avee les données initiales indiquées, il résulte de Palinéa pre-
cédent (1V) que le groupe de pseudo-fonctions, «, ¢, o, ainsi obtenu
est calculable par cheminement avee le rayon ¢ tout le long de cetle
droite. Bn désignant alors par & une constante positive arbitraivement
choisie au-dessous de g, et considérant une bande d’¢paisseur 20" qui
ait pour médiane la droite 7, il est visible que tous les chemins brisés
tracés dans cette région avee des écarts maxima moindres que 6 — ¢,
et en faisant varier les deux variables r, 0 séparément et successivement
dans Uordre 0, r, sont praticables pour nos trois pscudo-fonctions et
conduisent & des développements successifs admettant des rayons de
convergence égaux i o — ¢'. Cela étant, il résulte d’une proposition
que nous avons ¢tablie ailleurs (*) que, dans la bande d’épaisseur 22
spéciliée ci-dessus, nos pseudo-fonctions sont calculables par chemi-
nement avee des rayons ¢gaux i o — o' elles y sont de plus mono-
dromes, & cause de la forme convexe de la bande. Elles sont des lors
assimilables & des fonctions olotropes bien ddélinies dans Pintérieur
de cette bande et, par suite, dans Pintérieur de la bande d’épais-

N
seur 20.

(1) Voir I'Ouvrage cité, Chap. I.
(2) Sur quelques principes généraun relatifs @ la théorie des fonctions d’un nombre
quelconque de variables ( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1907, p. 138

et suiv.).
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_Enfin, les intégrales ainsi obtenues ne peuvent manquer d’admettre,
par rapport 4 la variable 6, la période 2. En effet, si, sur la droite 7/,
on considére deux points situés a une distance mutuelle égale & 2, il
résulte d’un raisonnement fait plus haut (I1V) que les développements
tayloriens de nos intégrales, construits successivement & partir de ces
deux points, ont de part et d’autre les meémes coefficients. Les inté-
grales admettent donc par rapport a 0 la période 27 a I'intérieur d’une
bande suffisamment mince s’¢tendant de part et d’autre de la droite 7
et, par suite, & I'intérieur de toute bande plus large ot elles seraient
olotropes.

Ainsi se trouve achevée notre démonstration.

9. Nous arrivons enfin & la proposition qui fait Uobjet principal du
présent Mémoire.

Etant donné un contour analytique régulier quelconque, si, @ Uinté-
rieur d’une sone s’clendant de part et d’autre de cette ligne, les cocf-
Jievents du systéme linéaire (56) sont des fonctions olotropes de x, vy, et
que, pour tout point (x, y) de celle sone, le faisceauw obtenu en dgalunt
a zéro la forme algébrigue (57) aux indéterminées X, Y ne conticnne
que des droites imaginaires, le systeme (56) admet un et un seul groupe
d’intégrales, u, ¢, w, olotropes a Uintérieur d’une zone suffisamment
mince s'élendant de part et d’autre du contour, et telles qu'en adjoi-
gnant a u, v, w respectivenent leurs m — 1, n — 1, P == 1 premiéres
deérivées prises suivant la normale au contour, ces m -+ n -+ p fonctions
se réduwisent sur le contowr a des fonctions olotropes (périodiques)
données.

Cette proposition résulte du simple rapprochement des n* 6 et 8.



