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SUR CERTAINES PROPRIETES

DES

SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES,

Psr M. H. VERGNE.

litant donné un systéme d’équations différentielles, Ia connaissance
d’une ou de plusieurs intégrales ne permet pas, en général, d’écrire
une nouvelle intégrale distincte des premitres; toutefois, cela est
possible dans certains cas : par exemple, si les équations sont
canoniques, on sait que la connaissance de deux intégrales dis-
tinctes permet d’en écrire immédiatement une troisieme (théoreme de
Poisson).

Ce sont ces propriétés, et d’autres analogues, qui font I'objet de
cette étude. Dans un premier paragraphe, j’étudierai spécialement les
équations canoniques; dans un second paragraphe, il sera question
d’un systeme quelconque d’équations différentielles du premier ordre.
Plusieurs des résultats établis directement pour les systémes cano-
niques se retrouveront d’ailleurs comme cas particuliers de ceux éta-
blis pour les systémes généraux.

I. — Equations canoniques. Changements canoniques de variables.

1. Considéronsune fonction S(&, @, ..., &,, @, oy, ..., %,) dépen-
dant de deux séries de »n variables; et posons
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1° Ces 2n équations (a), () permettent d’exprimer z,, x,, .

. ; 0 .
Ty Vs Vas « s Vo 0D fonction de oy, %y, «oey % Bis Bar - Bu il en
B , ey, . 2 ) .
résultera des dérivées partielles, au nombre de 477 de 'une des

formes

(¢)

*

doc/..’ 0;3/.-, 011.-, ()ksl.-

2 Les mémes 2n équations (@), (&) permettent d’exprimer o,
Loy voes %ps Byy Bay oo vy By €0 fonction de @y, @y, ooy Ty YVis Yor ooy
Ya ¢ il en résultera un second groupe de 4n* dérivées partielles de
I'une des formes
0z dux 0Bk OB

((1) -()?i’ 'duTz’ ().Z‘, I d)’z

Les relations suivantes, dues & Jacobi, permettent d’exprimer (')
I'une quelconque des dérivées (c) au moyen d’une des dérivées () :

0}’1‘ - 0(3/.-
(e) da = Oz
Iy: __ 9%
(f) —0—‘5; — ()xi’
(2) 9z _ 9%
' 08r — dy: ’
. dx; OB
(/7) dor = ()_3/7

Nous aurons & faire usage de ces formules.
Les formules («), (b) expriment que les expressions suivantes

D yidei+ Y Biday=dS,

E B da _2 @ dy; = d<s _Z*Et%)

i i

sont des differenticlles exactes.

2. Je suppose que les x; et les y, soient assujettis 4 satisfaire & un

(1) Tisserano, Traité de Mécanique céleste, t.1, p. 20.
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systtme de 272 équations canoniques (au sens de Hamilton)

da;  OF dy; oF

72-_,_:)-:};, P 7a oy (i=1,2,...,n),

(1)
F désignant une fonction des a; et des v, pouvant dépendre aussi de ¢
explicitement.

Faisons le changement de variables indiqué par les formules (@),
(), changement de variables que je désigneral par la notation

(‘t’y) — (Baa);

tes relations de Jacobi(e), (/),(g), (A) montrentimmédiatement que
les nouvelles variables 3, «, satisfont aux équations

dB, _ OF do, oF
(2) few 02, R T,
dt oty dt 0B
c¢’est-a-dire que le changement de variables (x,y)— (8, %) n’a pas
altéré la forme canonique des équations différentielles ().
Nous dirons, avec M. Poincaré, qu'un tel changement de variables
est canonique.

3. Une fonction arbitraire S(x,, Z,, ..., Ty, %, %9, ..., %,) permet
donc d’elfectuer un changement canonique de variables (2, y) - (3, ).
Prenons, en particulier, pour S, la fonction

S:al(/l“'aZ(]? .. -+an(]ln

linéaire par rapport aux «, les ¢ étant des fonctions quelconques
distinctes des a.
Les formules (@), (4), devenues

L d(/l ()[/2 ()(/n
(ay) «“—a‘m+azd—;r—[+"'+“'1’)7i

(by) Bi=q:

nous définissentun changement canonique de variables (x,y)— (B, %),

(i=1,2,...,n),

(1) H. PoiNcarg, Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, Chap. 1;

Lecons de Mécanique céleste, L. 1, p. 3.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVIl. — DiceMBRE 1910. 69
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pour lequel les 8 sont des fonctions arbitraires des @, les o étant
donnés par les n équations linéaires («,). Dans le cas de la Dynamique,
les @; représentent les coordonnées de ;—l points malériels, les y, les
composantes de leurs quantités de mouvement, I I'énergie totale; et
fes équations (1) sont les équations du mouvement.

Le changement de variables défini par les formules (a,), (b,) n’est
autre alors que le changement classique de Poisson-Hamilton, pour
le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées curvi-
lignes.

4. Revenons aux changements canoniques en général. Et tout
d’abord écrivons les conditions pour que

(3) Eﬁ'idfi‘"Zﬁk doy,
A

13

soit une différentielle exacte dS : prenant pour variables indépendantes
les « et les 8, nous aurons

) 0x;
‘ 0*_,—/ ———ﬁ/c‘l"z‘yimi

) i
" S o
(){3/; - ‘/.d"’)l()i?)/f

1

Nous écrirons que (3) est une différentielle exacte dS en égalant

les deux valeurs diflérentes que (4) donne pour les dérivées secondes
J*8 J*8 0% J*8

ol‘)l.u;[ues Do 000 Jands; Jundey’ 3BedBn Nous obtenons ainsi les con-
ditions
9z dy: 0z dyi\ _
2 (5 S~ ) =
(S e 0 o)
" dﬁlz ()OC/, ()a/u ()]elz =%
(5) ’

(G on 0w Oyiy
e day, 50(_/L =

> <@_ Api 92t fﬁ) _
OB 0Br OBk 9Bi) T
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conditions qui peuvent s’écrire, en employant les notations des cro-
chets de Lagrange ('),

[6:’»‘3 a/-'] =1,
(5 bl’s) [ﬁk? a/-'] =0,

[a;,, 0!]‘-] = 0,

[Bn Brl=o.

Mais le fait que (3) est une différentielle exacte entraine, entre les
dérivées partielles des (=, y;) par rapport aux (o, B;) et celles
des (o, B) par rapport aux (a;,y;), les relations de Jacobi (&), (/).

ol
-————) leurs eurs
I )1ar urs valeu

tirées de ces relations, ces conditions (5) preunent la forme nouvelle

(8)> (£). Remplacant dans (5) les dérivées

(6)

/Doty Dy, deey. doy,
E _——— — — —— )} =0}
Q().z-,- dy; dy; dx;

ces conditions peuvent s’écrire, en employant la notation bien connue
des parenthéses de Poisson (appelées aussi crochets de Jacobr) :

([6151 a/i):17
(Bkﬂ OC/,):O,
(Bx, Ba) =o,

(O(k, OC/,) == 0.

(6 bis)

|Bien entendu, dans tout ceci, rien ne distingue le role des (x,y) de
celui des (B, «) : on pourra faire jouer aux (a,y) le role des (8, «) et
inversement; car, si le changement (xz,y)—((3, ) est canonique, le
changement (3, a)—(z,y) I'est aussi. ]

(%) H. PoINcaRE, Lecons de Mécanique céleste, t. T, p. 18 : dans la définition de
M. Poincaré, les (83, =) désigneraient des constantes d’intégration; mais on peut aussi
bien supposer que ee sont de nouvelles variables.
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5. Reprenons les équations canoniques (1), dans lesquelles nous
supposons maintenant que la fonction F ne dépend pas de z. Effectuons
un changement de variables canonique

(z,0) = (B2,

et supposons que I'une des nouvelles variables, o, par exemple, soit
la fonction F elle-méme (') : F=«,. Alors les nouvelles équations
canoniques (2) seront

a5, _,
dt — 7

d@,.:—— A
—(7’:——-0 (A#I),
(Z’Ol/‘-___ .

ar %

si bien que les 2n intégrales des équations (1) seront

At ~ o
al:(‘h aﬂzbzs MR ] e lJnv

e e Y —_ —_
P = (‘!l-kh B:! - (‘/1+2w LR ] ﬁ'n ----- h:’.na

les C étant des constantes d’intégration (*).

Pour qu’une fonction o (;, y;, t) soitune intégrale des équations (1),
il faut et il suffit qu’exprimée au moyen des variables («, fr, £), elle ne
dépende que de

%1y Gag  eeey Oy
2
ﬁl— 4 Paoy ooy ﬁn'

6. Soient 9,, 9., ... des intégrales des équations (1). Je considére
une expression

= do, 0 00, Jo,
(7) »$‘<Q[,Cp2,...,bi;a%;7"';£§: (.)—j’—:',“->,

(1) Cela est toujours possible; il suffit de prendre pour la fonction S de tout a I'heure
une intégrale compléte de I'équation aux dérivées partielles de Jacobi

oS
F <xi, 5‘;;) =dy,

conlenant, outre la constante aq, (n— I) autres constantes as, oj, .. ., &, dont aucune
n’est additive.

(*) Ce changement de variables est & comparer avec celui que fait M. Poincaré a la
page 7 du Tome Ill des dZéthodes nouvelles de la Mécanique céleste.
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dépendant de o,, 9,, ... et de leurs dérivées partielles (d'un ordre
quelconque); je suppose que cette expression reste invariante par tout
changement de variables canonique, c¢’est-a-dire que le changement
canonique (z, y)— (8, «) transforme cette expression en

/ ¢ do ()O ()us
(®) c’(ol"aﬂ’””d@i,()ai, 03 ’01,, >’
ol les — 0 — remplacent simplement les—0~, 3 qul figurentdans (7).
dp, P P 0w ansiy

Je dis que dans ces conditions I’ e.xpressxon (7) est une intégrale des
équations (1).

Supposons, en effet, que les nouvelles variables (3, &) soient préci-
sément celles du numéro précédent : alors o,, 7., ... ne dépendent
que de

Oy Cloy  weny Cpy
.Bl_zw ﬁ‘lw R ] ;Bn;
il en est évidemment de méme des dérivées 22, 2%, ..., 9%z, 09
0B do; 0By 0
et par suite de 'expression (8) : donc (8), c’est-a-dire (7), est une
intégrale. Nous énoncons donc la proposition suivante :

o

Toute expression dependant des intégrales des équations (1), et de leurs
dérivées partielles, et qui reste invariante par un changement canonigue
de variables, est elle-méme une intégrale (').

7. 11 est facile maintenant de retrouver (et de généraliser) le
théoréme de Poisson : Si 9, et o, sont deux intégrales des équa-
tions (1), la parenthése de Poisson (9,,¢,) en est une troisiéme.
Il suffira de montrer que ’expression (¢,, ¢,) est invariante par un
changement de variables canonique (@, y)—(f,«); oron a

(o) = S (Baan) 202) L N (g, 4, Dlons)
D(ﬁ CZ) D(Blvdlz

D 19 Y2 D Ll
+2 (@lx»@h)D((fc‘P Cgl) +2 (a/»'/“/z)])((;DA 2h),

kh

(1) H. VereNE, Sur les changements canoniques de wariables (Comptes rendus,
25 avril 1g10).
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ce qui, en vertu des conditions (6) bis, se réduit &

? “(f;)h ?2)
el “(k’a)ln “/i)’

c’est-i-dire & la parenthése (o, 0,) exprimée avec les variables nou-

velles (B, «) (*).

8. M. Poincaré a donné, du théoréme de Poisson, la généralisation
suivante (*): Soient o, 9., o;, 9, quatre intégrales des équations (1);
soit A, leur jacobien par rapport & @, v, Tp Vi

D (o4, 95, 93, 93)
A = 2 20—
D (g 3oy s ya)

Z Aik
w
est encore une intégrale.
Ge théoréme résulte, dans notre ordre d’idées, de ce que cette
expression est invariante par un changement canonique de variables
(w,y)— (B, ) :les relations (6 bis) montrent, en effet, qu'un tel chan-

L’expression

gement transforme 'expression EA;,‘ en la suivante :
ik
? D(o,. Da. 03, 9)
e

D (B, o0 Bryon)
o

De méme, si 9., 9., 9y, @4, 25, §¢ sONt six intégrales des équa-
tions (1), 'expression

2 D((?h <P'2w D3, (}3-’«3 CP:'ia Cf’)(i)
D(

ot Liy Yis Lhey Yy ity ..)'/)
ik

est encore une intégrale. Et ainsi de suite. De telles expressions
restent, en effet, invariantes par un changement canonique de va-
riables.

9. Supposons que les équations (1) ayant été intégrées, les x; et

(') Au sujet de I'invariance des parenthéses de Poisson, et sur le théoréme de Poisson
généralisé, voir deux Noles de M. De Donder (Comptes rendus, 8 mars 1gog et 1°" aodt 1910).
(2) H. PorxcsrE, Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, p. 43.
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les y; se trouvent exprimés en fonction de 7 et de 22 constantes d’inté-
gration a,, a,, ..., a,,. Gonsidérons une expression
<) - -

~/dx; dx; dv; vy
(9) .(_____',_L,_‘,

Lday day da;  Oda,

dépendantdes dérivées partielles (d'un ordre quelconque), des (x;00)
par rapport aux constantes d’intégration, et supposons que tout chan-
gement canonique (x,y)— (B, o), eflectué sur les (x;, v;), transforme
cette expression identiquement en

(IO) j<d_g_, ()B[ . dz,~ dS(,' >’

> YT A B
da,’ da, da, " da,

ou les 3;, ; remplacent simplement les z;, y; qui figurent dans (9).Je
dis que, dans ces conditions, l’expression (g) est une integrale des équa-
tions (1).

Supposons, en effet, que les nouvelles variables (§, «) soient préci-
sément celles du n° 5 : alors

Gy, %o, v Op,

Bi—¢, Bay ... Ba

étant des constantes, ne d('-,p(,‘n(h'ont. que de a,, a,, ..., a,,, et pas
de ¢; 1l en sera évidemment de méme de

dB:  IB: Doty Dot

9 i) MR ] =" e
da, da, da, da,

et par suite de 'expression (10) : done (10), ¢’est-a-dire (g), est une
intégrale.

10. Considérons le crochet de Lagrange

) () 7 0 ‘i d ; ) iy
[az, a,]:z <_l_ oYe 0% O >

day, da; Qda, day )’

z

c¢’est une expression de la forme () : d'ailleurs, un changement cano-
nique (x,y)— (B, «) la transforme en

3, (28 03 _ 082 )
dilh ()a[ ()‘d/ dah ’

) "
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awsi qu'il resulte des formules (5 bis). Done [ay, a,] est une intégrale
des ¢quations (1) (').

On peut donner de ce théoreme des généralisations analogues &
celles que M. Poincaré a données du théoréme de Poisson, et que nous
avons rappelées au n® 8. Appelons Dy le jacobien de a;, ¥; 2z, ¥y par
rapport A quatre de nos constantes d’intégration, par rapport a a,, a,,
a4, a;, par exemple

_ D(anyn i ye).
Dilu—— Y YN
D(f.\“ Qg, A3, 34)

> i
ik

est une intégrale des équations (1). Et ainsi de suite. De telles expres-
sions restent en effet invariantes par un changement canonique de
variables; cela résulte toujours des formules (5 bis).

I'expression

[1. On pourraitaussise proposer de former des expressions dépen-
dant i la fois des dérivées

091, 99 9, 09
().L‘l', oy ’ ’ dx; ’ dyi ’

[ dérivées des intégrales du systéme (1) par rapport aux variables], et
des dérivées

dx;  dr; dy; Oy

da, dag * Da, day

(dérivées des variables par rapport aux constantes d’intégration), et
qui resteraient invariantes par un changement canonique. De telles
expressions seraient encore des intégrales du systéme (1). Par
exemple

o dx; 0ay, d)’, da,

i

est une intégrale; mais elle n’est autre que I'intégrale évidente ——31‘ .
an

(') H. Poixcarg, Lecons de Mécanique céleste, t. 1, p. 18.



CERTAINES PROPRIETES DES SYSTEMES D EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 553

Nous pouvons dire, de méme, que des expressions telles que les sui-
vantes sont des intégrales :

do, do, do,  0J9, do, vy, doy, oy
O Oy w0y Oz &y e Oy
do, do, 0o, Jo, do, 09, do,  Jdo,

S oy 0w _ow om| & 0m de dg de |
' da, da, da, da, ! dx; 9dv, dx; Oy
dy; Ox; oy Oxy dv; O, dyr Oz
T oa; da, ~ da, Oa ~da; da;  da, dag

Pour établir 'invariance de ces expressions, dans un changement
canonique de variables, il faudrait faire usage des deux groupes de
formules (5 bis) et (6 bis), ou de I'un de ces deux groupes combiné
avec les relations de Jacobi (e), ( /), (g), ().

Il est & remarquer que, de méme que les diverses généralisations du
théoréme de Poisson ne sont pas effectivement distinctes de ce
théoréme, de méme les intégrales que je viens de signaler auraient pu
se déduire de 'emploi combiné du théoréme de Poisson et du théoreme
sur les crochets de Lagrange.

[2. La méme considération d’'invariance par changement canonique
de variables va nous permettre de retrouver les divers invariants
intégraux que M. Poincaré a donnés (') pour les équations cano-
niques (1).

L'expression différentielle

L
A l:E (Baer & yo— 8y 3 0)

»
sl | 0 ;@)

i i

(dans laquelle ¢ et & représentent deux systémes différents de diffé-
rentielles) est invariante par un changement canonique [d'aprés les
formules (5 bis)]; il en resulte, toujours par le méme raisonnement,
que ¢’est une intégrale dépendant de trois solutions infinimentvoisines

(1) H. PoiNcang, Les Mdéthodes nouvelles de la Mécanique céleste, 1. 111, Chap. II.
Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — DicruBRE 1910. 70



54 I. VERGNE.

des équations (1), autrement dit, que U'intégrale double

est un invariant intégral des équations (1).
De méme, 'expression

[ 4

1 a.L'l' 0 Vi al'/l B_y;,

Z | 0 €2 o) Vi o Zy: (‘J\"}’],
o'ax; o'y, &ar oy

o)
’/l o N\ '\IV ’\”,
o"a; A"y, o"ap A"y

est invariante par un changement canonique. Nous en déduisons I'in-
variant intégral du quatriéme ordre

[ [ [ Zazariazan,
ik

et ainsi de suile jusqu’a I'invariant d’ordre 2n
fff‘“’i 8710238y . . 820 Sy -

II. — Systémes généraux d'équations différentielles.
Invariants intégraux.

3. Abandonnons maintenant les équations canoniques, pour nous
occuper d'un systéme général d’équations différentielles; et tout
d’abord établissons un lemme préliminaire.

Considérons n variables

et posons

(“) al':c?i('liivx‘.’.w'~"‘zll) (i:l,f},...,'l),

les o étant ~ fonctions distinctes des x; nous définissons ainsi un
changement de variables effectué sur les 2 :

1° Nous pouvons regarder les £ comme fonctions des « ; il en résul-
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Tt
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tera des dérivées partielles, au nombre de n?, de la forme
9%
dx;’
2° Nous pouvons regarder les x comme fonctions des Z: 1l en résul-
tera un second groupe de rn* dérivées partielles de la forme
()-.l‘];
0%
J'écrirai tout d’abord certaines relations qui existent entre ces deux
sortes de dérivées partielles. Je désignerai par A lejacobien (noniden-
tiquement nul par hypothése) des £ par rapport aux  :

A: l)(;-lw::lw --'agn) .
Dy, 2ay ooy xy)

Les relations que j’ai en vue, entre les deux sortes de dérivies, sont
les suivantes :

| i‘*ﬂg__(—l)h_‘-[ D(ilvem -~-»Ef-—1,'5.i+u '--qin)
de; A R T T
D("Z'/h wl) — (‘_' ')h+i+k+/ D (ilw :C:-h Seen 'C:[«la Ei-Ha seey 2/;-—1» i/v—#—la k) Eu)
(B) D(yin) A D (&1, T2y cees Tty ity ooey Ty ~"1"I+17---a'l’rz)’
D(@y, oy ooy @yt Zpaegy ooy Zy) _ (— 1) &:’_‘_
D& &y o n &ty Eortr oo 0v ) A dz,

La premiére de ces relations est immédiate : si 'on différentie les n
équations (a) par rapport a £;, on obtient

T day l)il da, f)C’z T dxy, ()él ’
_ 0% dxy 9% Oy 0ek 9%n

T 0z, 0% DTT—ZFZT++0_~Z',—1 0&;

(k=o,1,2, ..., 0—1,0+1,...,n),

\ . . s dx
et ce systéme de n équations linéaires par rapport aux —~ donne

. . dgl
immeédiatement

dz, 1 O0A

—_ = T T

% A, 04

) (.);Z‘/L
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qui n’est autre que la premiére (8). On a ensuite, d’aprés cette for-
mule méme,

) day day  Qxy, dxy 1 JA  0A _ 0A  OA 7.
R R TR 0E N[0 0 0k 0 |

—_— — 00— —_—
ox, Oxy dx, ~ day
or ce dernier crochet, d’aprés une formule bien connue relative aux
déterminants, est égal a
< 3
J*A
0 =L g =
dxl'/, ()J.’[

A

si bien que la formule (v) n'est autre que la seconde (§). Toutes les
formules (8) s’établissent ainsi de proche en proche, comme consé-
quence de la premiére.

4. Prenons maintenant le systéme de » équations différentielles
du premier ordre

dx dx, dx
! = —— = —n st [lt

(ro N, % T, =%

les X étant des fonctions données de x,, @, ..., 2,, (. Et supposons
que, ces ¢quations ayant été résolues, on ait écrit les 7 intégrales de ce
systéme :

O ( &1y Zay oo vy Ty, L) == Ey,

ﬁz('l‘la Lay v ooy Ty, t) - a_‘h
fp,,(l‘h Zay ooy Ty ) =0Cp,

7o . , A .
les £ étant des constantes d’intégration. Si nous regardons ¢ comme
0,

et n®
()x'k ’

fixe, ces n derniéres équations nous définissent »* dérivées

.-, Oy . .
dérivées —= entre lesquelles existent les relations (B).
=

Je dis tout d’abord que le jacobien

A: D(zhgﬂa ---,En)

D(.Z‘,,.‘Z\_,, "'7‘1'.11)

est un muluplicateur (au sens de Jacobi), pour les équations (11) : il
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suffira de faire voir, d’apres un théoréeme de M. Poincaré ('), que

Pintégrale d’ordre »
n
f [ .- /A dx, 0x, .. .0z,

est un invariant intégral : or cela est évident, puisque I’élément placé
sous le signe / n’est autre que
8%, 8%, .. . 0.,
et que les Z sont des constantes.
[5. Supposons maintenant que les équations (11) admettent un
invariant intégral d’ordre n —1

n—1

¥ ~ \ ~ ~ N
L/J .- / N oy Oy oo O Bpys .. Oy
i

(les M; étant des fonctions de x,, x,, ..., x,, £) : cela signifie que
expression

N N N N . N S N
Oy Oy ... 0y Liyq 01 Tj4q 0y
AN 0, Oy 0y 0,

2L ceee a— gl PRV} LY 24
(12) I\ll ! 1 n .

el e e e e
‘ Y ~ . ~ ) N .
Opei @y weee  wenw Onq&iq Opq®ipy ... 0, 4T,

0l 3, Gy, «.vy Oy, sOnt 7 — 1 symboles différents de différentielles,
est une intégrale dépendant de n solutions voisines. Les différen-
tielles & devant étre prises sans faire varier ¢, nous pouvons prendre

é‘u:cg = (()_)i,f 0%y

alors I’expression (12) devient

y M_ﬁl)(xh Loy v ooy Lity Litgy «onnyLn) 5%, 8 e
i == = Ce
"." D(Qh Ca, "-7C_n~—1)

1

(') H. PoiNcARrE, Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, (. 111, Chap. II. —
P. AveiuL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 1t, p. 462.
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supprimant le facteur constant 3%,¢%,...c%, |, et tenant compte des

lL‘thlOllb (p), nous V()_\'Ollb un
(_' ’) ‘)Sn
2 A Mo, ox;

est une intégrale des équations (1r1). Puisque A est un multiplicateur,
et que le produit d’'une intégrale par un multiplicateur est encore un
multiplicateur, nous voyons que 'expression

[dans laquelle £, = 9,(x,,x,, ..,,x,,¢) représente une intégrale
quelconque du systéme (11)] est un multiplicateur. Ce théoréme est di
a M. Keenigs ('), qui I'a établi en supposant que les M, et les X, sont
indépendants de ¢.

Sil'on pose

<9>—Z<—‘>‘M o

on peut en déduire, avec M. Keenigs, que, si o et § sont deux inté-
grales de (11) n’annulant pas B(0), la fonction

B(8)

B(«

est encore une intégrale : c’est, en effet, le quotient de deux multipli-
cateurs.

16. Supposons maintenant que l'on connaisse, pour les équa-
tions (11), un invariant intégral d’ordre » — 2

n—2
et
f f f S My 02, 0 ... 321y O . 304 Ot - . Oy
ik

un raisonnement, en tout semblable au précédent, montrera que

(') G. Koexies, Sur les invariants intégraux (Comptes rendus, 6 janvier 1896).
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I’expression
3 \ —_— i+LEN\] . D(i’l“"l’ili)
v ) 2-!( I) M D(x;, xp)
ik

[dans laquelle %, , et £, sont deux intégrales quelconques du sys-
teme (11)], est un multiplicateur. Si I'on posséde trois intégrales, on
pourra ainsi former deux multiplicateurs distincts, dont le quotient
donnera une nouvelle intégrale.

La généralisation de ce théoréme saute aux yeux : si I'on posséde,
pour les équations (11), un invariant intégral d’ordre n —p, et p
intégrales, on saura former un multiplicateur. Ce théoréme a été
démontré, par une auatre voie, par M. De Donder (Circolo di Palermo,
t. XV, 1901).

17. Je suppose maintenant que, dans les équations (11), les X e
dépendent pas de t, et que I'intégrale simple

f[J.x Oy = [y Oy . o [ Oy

soit un invariant intégral du premier ordre : cela signifie que la

somime
g O [y Oy —+ o o o [L, 0.2

. . N 2 M "
est une intégrale quand les cx;sont un systéme de solutions des équa-
tions aux variations (') du systéme (11); or les X ne dépendant pas
de ¢ constituent un tel systéme de solutions; donc

Pa Xy 4+ X4+ 1 Xy

st une intégrale des équations (1) (*).
St o(x, 2, ..., 2, ¢) cst une intégrale, nous aurons 'invariant du
premier ordre

™ T N
Ly 4 = 0x, 4. ..+ —L Or,,
dx, o, ox,

/‘ do . Jo . do

(1) H. PoINCARE, Les Mcthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, p. 162.
(2) Ibid., t. I, Chap. I
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et par suite Uintégrale
Jdo 00 Jo

- Xl—l—‘_':—x»“}’

- e =\
o, durs 0 dr, "

mais, o étant une intégrale, on a identiquement

. ) do do . dJdo .
(1.)[)1.5) ;)—[—I—L}T\ —!—’)t )\ .- ()7"'-\#—'01

Jdo.
Jt
Done, lorsque les X ne dépendent pas de ¢, si g est uncintégrale

d*o Jd’o

Jdo
&N
5B ga o sont des intégrales. (Cf. P.

AveeLL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 11, p. 419.)

par suite, I'intégrale précédente n’estautre que —
en

est une awdre (). De méme

[S. Nous appliquerons les résultats qui précedent 2 un systéme
d’équations canoniques

, dr;  dyi .
(th) = T F =dl (i=1,2,...,n),
dy,  dx;

ot la fonetion T dépend des v, des v et de ¢. Pour ces équations, on

(1) Cette remarque est d'ailleurs tout a fait ¢évidente; diflérentiant ¢n effet identité
(13 bis) par rapport a ¢, il vient

d*y Jo . 2o J%0
o Nz dt:kt 05‘2()tx2+"'+c)1:,, Xu=o,

. 09 c .
ce qui prouve que ?;%est une intégrale.

Plus généralement, je suppose que les X dépendent des x et de ¢, mais que tous les X

salisfassent & une méme équalion aux dérivées parlielles linéaire el homogene du premier
ovdre & coefficients constants,

2w oX; oX; 0X; oX;
F(X;) = == + @y —= 4 @y —2% ey —Lt =0 [ = 2y ey )y
(Xi) ot 10‘1:1 ldxg -+ n()):',z ( I, 2, N OK
alors, si » = const. est une intégrale du systeme (1), Sf(u) const. ¢n esl une aulre.
De méme, si tous les X, sauf X, satisfont & & (X:)=o0, ¢t si l'on a une intégrale o ne

dépendanl pas de .z, on aura encore l'intégrale F (¢)-
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connait @ priors un invariant intégral I, de chaque ordre pair 24 : ces
invariants sont

I, — f /Z 81 8y,

L’invariant I,, nous apprend que 1 est un multiplicateur pour les
équations (14), ce qui est bien connu. L’invariant 1,,_,, auquel
on applique le théoréme du n° 16, nous donne l'intégrale (13) qui
est ici

D (@4, 9,)
=D (i y0)
dans laquelle o, et o, désignent deux intégrales quelconques du
systeme (14) : ¢’est le théoréme de Poisson. L’invariant I,,_, nous
apprendrait de méme que, si 2,, ., ©,, ¢, sont quatre intégrales,
I'expression
O D (91, 99, 05, 9,)
D (s yis @i yie)

ik

est encore une intégrale; et ainsi de suite : ¢’est la généralisation du
théoréme de Poisson donnée par M. Poincaré (Methodes nouvelles,
t. I1L, p. 43), et que nous avons rappelée plus haut.

Supposons maintenant que, les équations (14) ayant été intégrées,
les x; et les y; se trouvent exprimés en fonction de ¢ et de 272 con-
stantes d’intégration a,, a,, a,, ..., a,,. L’invariant 1, nous apprend
que la somme

E (B 0y, — &' x;0y;)
i

st une intégral and les sa;, 0y, et les &', &' t deux syste

est une intégrale quand les ox;, oy, et les o’ x;, "y, sont deux systemes

de solutions des ¢quations aux variations du systéme (14); si nous
Ann. Ee. Norm., (3), XXVIl. — DECEMBRE 1910, 71
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prenons, par exemple,

ox AT
S, = — da dy,— —— da
7 ()31 @1y I3 ()31 1y
ox Ay,
o L‘i:d‘llaaz’ o = (7‘51832,
da 2

nous pourrons dire que I'expression
_ dx; dy; ox; dy;
[a1, a,] —Z (5;17 da,  Ja. 0_811>

est une intégrale : c’est le théoréme sur les crochets de Lagrange
(Cf.n" 10).

L’invariant I, nous apprendrait de méme que

z D(xyynzi, yi)
l)(ﬂlw a,, 43, a)
ik

est une intégrale; et ainsi de suite.

[9. Vindiquerai encore une propriété du systéme canonique (14) :
je suppose que ce systéme admette I'invariant intégral du premier
ordre

(13) /21\1,»61[-% N; 0y

on peut démontrer que I'intégrale (n — 1)-uple

n—1
oA N
//'”./ZN"O“’—”«"}'MiO“’J'.-
[V
i

est aussi un invariant intégral : Sw, représente le produit des différen-

tielles
02y 0Y, 02501y .. . 02, OYp,

dans lequel on a supprimé le facteur Sx;; Sw,, représente le méme
produit, mais ou manque le facteur dy;.
Appliquons a ce dernier invariant d’ordre n — 1 le théoreme de
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M. Keenigs (n° 15). Si o est une intégrale, l'expression

Jo
(16) Z—-N,--g%—ml,-a?;
,
est un multiplicateur, et par suite c’est une intégrale (puisque son
(uotient par le multiplicateur 1 est une intégrale). Donc, dans le
cas des équations canoniques, la connaissance d'un invariant du pre-
mier ordre et d'une intégrale permet d'éerire une nouvelle inté-
grale.
Supposons que, 9, étant une intégrale autre que 7, 'invariant du
premier ordre (15) dont nous partons soit

do Jo
f E ‘ 7 6w,~+ “'L'l'a)'i;
: ()Ll )f[.

t
alors I'intégrale (16) devient

Ja; dy;  dy: ox)’

i

nous retrouvons encore le théoréme de Poisson.



