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SUR CERTAINES PROPRIÉTÉS

DES

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES,
PAR M. H. VERGNE.

Etant donné un système d'équations différentielles, la connaissance
d'une ou de plusieurs intégrales ne permet pas, en général, d'écrire
une nouvelle intégrale distincte des premières; toutefois, cela est
possible dans certains cas : par exemple, si, les équations sont
canoniques, on sait que la connaissance de deux intégrales dis-
tinctes permet d'en écrire immédiatement une t ro i s ième (théorème de
Poisson).

Ce sont ces propriétés, et d'autres analogues, qui font l 'objet de
cette étude. Dans un premier paragraphe, j 'étudierai spécialement les
équations canoniques; dans un second paragraphe, il sera ques t ion
d 'un système quelconque d'équations différentielles du premier ordre.
Plusieurs des résultats établis directement pour les systèmes cano-
n iques se retrouveront d'ailleurs comme cas particuliers de ceux éta-
blis pour les systèmes généraux.

I. — Équations canoniques. Changements canoniques de variables.

I . Considérons une fonction SÇx^x^, ...,^, oc , , ^ , . . . , a/,) dépen-
dant de deux séries de n variables; et posons

âS àS ()S
( a ) y,-=: -— •, y.-, z= -— 5 • • < >'„, '==• -.— ?v / J c^'i l/' àx^ > à^n

, àS . àS . àS
(,) ^^ ^^ ... P^^.
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i° Ces 2n équations (a), (A) permettent d'exprimer ̂  ̂ , -.,
.r^r^j^ — ^ Y n en fonction de a,, a^, ..., a^, R i , p^ . . . ? p/< : il en
résultera des dérivées partielles, au nombre de 4/r? ^ l 'une des
formes

à^f 6 ,̂ c)Y, ày/
{cî à^/ J^^ à^ à^

2° Les mêmes 272 équations (a), (&) permettent d'exprimer a^
a^, , . . , a,,, p,,, p^, ..., |S^ en fonc t ion de ^,1, ^, .. - y ̂  Ji ? y2. • - •?
y,, : il en résultera un second groupe clé 4^2 dérivées partielles de
rime des formes

(d) àa^ â(Xk àÇik à^k
à x i 5 àfi àxi àj'i

Les relations suivantes^ dues à Jacobi, permettent d'exprimer (1)
l'une quelconque des dérivées (c) au moyen d'une des dérivées (^/) :

àyi ^ à^i,
(€}

(/)

à oc/, ().TI
àyi ____ rja/,
d^,"" ^/

(o.) à^_à^
^ ) ^?A. ~ àf,

^ï^_^.
^a/, ' ^y,

Nous aurons à faire usage de ces formules.
Les formules (^), (6) expriment que les expressions suivantes

s^-^-^z^^^^
/' i

^ (3, ^/a, —^ .r, dyi = d ̂  S —^ ̂ .y.)
/: Z \ Ï /

sont des d[ffere.nlieUes exactes.

2. Je suppose que les x^ et lesr^ soient assujettis à satisfaire à un

(!) TISSERAND, Traité de Mécanique céleste^ 1 .1 , p. 20.
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système de 2/z équations canoniques (au sens de Hami l ton )

/ , ^v, à¥ dr, ÔF . . ,
( ï ) -^"d^ 77———^ (,..=i,^..,.),

F désignant une f o n c t i o n des .r,et desy/, pouvant dépendre aussi de /
explici tement.

Faisons le changement de variables indiqué par les formules (a),
(&), changement de variables que je désignerai par la notation

(.^y) -> (p,a);

les relations de Jacobi ( e ) y ( /*), ( g ) y (À) montrentimmédiatement que
les nouvelles variables ?/,., a/, satisfont aux équations

/ . d^, _ à¥ d^ _ âF
{ 2 ) ~dT~~J^/ ~dr~~~~J^.5

c'est-à-dire que le changement de variables ( ^ , r ) — > ( p , a ) n'a pas
altéré la forme canonique des équations différentielles ('').

Nous dirons, avec M. Poincaré, cp/un tel changement de variables
est canonique,

3. Une fonction arbitraire S (.2^, .Ta, ..., x^y a^ a^, .. - ? ff'n) perriKît
donc d'efrectner un changement canonique de variables (^».y) -^ (?, a ).
Prenons, en particulier, pour S, la fonction

S ==oi^/i 4- ff^cf^ 4-. . .4- a,,<7/,,

linéaire par rapport aux oc, les q étant des fonct ions quelconques
distinctes des a".

Les formules (a), (6)^ devenues

, , àq\ àc/^ àqn
( ai ) •)•/ = ai -~- -+- as —^ -+-. . . -4- a,, -^l ^^/ /•te^- àXi ( ̂  == i, 2, , . ., n ),

(^ i ) P/==^-

nous clétinissent un changement canonique de variables (.r,y)—>- ( p, a),

(r) ï-I. POINCARÉ, Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, Chai), i;
Leçons clé Mécanique céleste, t. 1, p. 3.

Ânn. Éc. Norm., (3), XXVIl. — DECEMBRE 1910 . 69
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pour lequel les ^ sont des fonctions arbitraires des x, les a étant
donnés par les/?, équations linéaires {a,). Dans le cas de la Dynamique,
les x^ représentent les coordonnées de ^ points matériels, les y , les
composantes de leurs quant i tés de mouvement, F l'énergie to ta le^ et
les équat ions (i) sont les équations du mouvement.

Le changement, de variables défini par les formules (a,,), Çb,} n'est
autre alors que le changement classique de Poisson-Hamilton, pour
le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées curvi-
lignes.

4. Revenons aux changements canoniques en général. Et tout
d'abord écrivons les conditions pour que

(3) ^r/^ï/-+^(W^^
soit une différentielle exacte dS : prenant pour variables indépendantes
les a et les p, nous aurons

l àS o ^ àxi
^-P^Z^^3

(4) v î.^Jl^,
ôS

Wi.

Nous écrirons que (3) est une différentielle exacte dS en égalant
les deux valeurs différentes que (4) donne pour les dérivées secondes

î r (PS ( P S c^S à'2 S ,r , . - iconques -.—.—? "-—_—•> ~—.—, ^-5——. Nous obtenons ainsi les con-1 àû^f,à§/c ô^hûfth àakà^k ^p/,^(3/,
di lions

_V^ /à Xi û y i _ à ^ i àYi \_
~2^\à^, ^""^1. ̂ J-01

i

v ( ^ x i ()Yi _ ^xi àyî \ —
^ \à^k ôa, àa, ̂ ) ~ oî

v ( à x t àyi —àx- àyi\ —
^ \à<x^ àa/, à ai, àa/J ~ 0'

V ( à x i àlL. --. àxi ^ \ —,
^^P/. à^, à^ (^J-0'
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conditions qui peuvent s'écrire, en employant les notations des cro-
chets de La g range ( i ),

[(3;,, a/,]=-=î,
[P/,, a/,] ̂ o,
[a;,, a/,] = o,

[^,P,]-=o,.

(5 bis)

Mais le fait que (3) est une ditrérentielle exacte entraîne, entre les
dérivées partielles des (^,,y,) par rapport aux (a/,, (^) et celles
des (a/,, p^) par rapport aux (^-,j/), les relations de Jacobi (0), (/),
(g-), (À). Remplaçant dans (5) les dérivées <-^-—par leurs valeurso\'\j, <y.)(11 l'b U.tl.il

ons, ces

-2
;

2
/'

2
;

2

o \ '-' y lt-0 U <-

conditions

/ <)p/, à^
\^ ^r,

/^A- àa^
\àxi àyi

( <.)p/. ̂
', ^^l/ ^^

/ ôa/, ùaf,
\ôxf àvi

ïi 1 V L

(5)

à^
àyi

âÇ>i.
ày,

l^/.-
àY,

àv.i,
(h-/

•"^(p,^)
prennent

àx/,\
Ù.Ki ) ~

ày.i.\
Û.Ci )

^u\
<),rJ ~ "

<^.h\
à Xi )

0,

<^

0,

0 ;

tirées de ces relations, ces conditions (5) prennent la forme nouvel le

(6)

ces conditions peuvent s'écrire, en employant la notation bien connue
des parenthèses de Poisson (appelées aussi crochets de Jacobi) :

(6 bu)

(P/.:,a,.):
(PÂ-,^)

(P^P/J
(a^ a/,)

' - ï - ,
:o,
:o,
: 0.

[Bien entendu, dans tout ceci, r ien ne distingue le rôle des (^,y) de
celui des (p, a) : on pourra faire jouer aux (<^*,j) le rôle des ({3, a) et
inversement; car, si le changement (^y)—^?, a) est canonique, le
changement (?, a)~^(^,y) l'est aussi, j

( 1) H. POINCARE, Leçons de Mécanique céleste^ t. ï, p. 18 : dans la définition de
M. Poincaré, les (p, a) désigneraient des conslanLes d'intégration; mais on peut aussi
bien supposer que ce sont de nouvelles variables.
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5. Reprenons les équations canoniques (i), dans lesquelles nous

supposons main tenant que la fonction F ne dépend pas de ^.Effectuons
un changement, de variables canonique

(^,7) -^ (î3,a),

et supposons que l'une des nouvelles variables, a^ par exemple, soit
la fonction F elle-même (1) : F = = a i . Alors les nouvelles équations
canoniques (2) seront

d^
~dt ~~ f

d^
cil

doï.k
dt

:o (A^i),

:o;

si bien que les 2/1 intégrales des équations (i) seront
ai=: Ci, 03:== C^ • • • i a^==L^,

^ — t -==. C/z+.i, (3â "̂  C/^^, ..., (3// "̂  Ca/^

les C étant des constantes d'intégration (2).
Pour qu'une fonction y (^,j^, <?) soit une intégrale des équations (i),

il faut et il suffit qu'exprimée an moyen des variables (oc/^ p/^ i), elle ne
dépende qae de

a^ ^2, ..., a/^

3,-^ ?„ ..., p,,.

6. Soient 91, ©2, ... des intégrales des équations (i). Je considère
une expression
/ s ^ l <^t à^v ào^ àcû^ \^ ^ 1 1 (0 1 1^•-•^^ ' • ••1^^•••) ^

( 1 ) Cela est toujours possible; il suffît de prendre pour la fonction S de tout à l'heure
une intégrale complète de l'équation aux dérivées partielles de Jacobi

.̂.̂ i"..•r"to/1- "
contenant, outre la constante ai, {n— i) autres constantes ocg, 03, ..., a^, dont aucune
n'est additive.

(2) Ce changement de variables est à comparer avec celui que fait M. Poincaré à la
page 7 du Tome IIÏ des Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste.
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dépendant de 0,1, ^, ... et de leurs dérivées partielles (d'un ordre
quelconque); je suppose que cette expression reste invariante par tout
changement de variables canonique^ c'est-à-dire que le changement
canonique Çx,y}—>Ç^y a) transforme cette expression en

/ o \ ^/ àoi Ô(QI ()c?2 ^92 \
{0 } ^ ^ 1 , 9 - ) , . , . , —3- î ———- 5 • • • 5 -T^" ? "1—— 5 ' * ' P\ ' ' ' "' ' ^(3/ c^a/ ^(3, c?a^ /

où les -^-, — remplacent simplement les-y—î — q u i figurentdans(7).
Je dis que dans ces conditions l'expression (7) est une intégrale des
équations (i).

Supposons, en effet, que les nouvelles variables (•?, a) soient préci-
sément celles du numéro précédent : alors c p i , ç^ ... ne dépendent
que de

a,, a^ ..., a/,,

Ç>,—t, ^ ..., (3/,;

• i , , . i , 1 . i i , • / Ô^i Ô^i (:)c&o (}©.)il en est évidemment de même des dérivées —-î —? • • • ? -T^Î —5 • • ' • >dp/ da/- api ày.i
et par suite de l'expression (8) : donc (8), c'est-à-dire (7), est une
intégrale. Nous énonçons donc la proposition suivante :

Toute expression dépendant des intégrales des équations (i), et de leurs
dérivées partielles y et qui reste invariante par un changement canonique
de variables^ est elle-même une intégrale (1).

7. Il est facile maintenant de retrouver (et de généraliser) le
théorème de Poisson : Si y^ et cpa so11^ deux intégrales des équa-
tions (i), la parenthèse de Poisson (cp^cpa) en est une troisième.
Il suffira de montrer que l'expression ( 9 ^ , 9 2 ) ^st invariante par un
changement de variables canonique Çx, y )->•((?, a); or on a

/ \ ^ / a . .D(œi iŒ'â) ^ , r, . I ) (cp i ,®.>)(o,,o,)= ^(p/^/,,)^^+^(^.,)^^
k îîh

V / ^ p, ^P (9 i ,92 ) , V . . - ^ P(?i.92)
-2. ̂  ̂ DC^P,.) ̂  ̂  aA) D(a,,a,)5

.?/oPA
A-Â /CÀ

( 1 ) H. VKRGNE, À^/' ^ changements canoniques clé variables {Comptes rendus,
25 avril 1 9 1 0 ) .



55û H. VERGNE.

ce qui, en vertu des conditions (6) bis, se réduit à

2 Ï ) ( 9 t , 9 , > )
IH^a,) 7

A-

c'est-à-dire à la parenthèse (o^ Oo) exprimée avec les variables nou-
velles (p, a) (\).

<S. M. Poincaré a donné, du théorème de Poisson, la généralisation
suivante (2) : Soient ç,, ç^, cpa, ç,, quatre intégrales des équations (i);
soil A//, leur jacobien par rapport à x,, r/, a^ y h '-

L'expression

A. == ^(Pi^pâ^s. 94)
'/l '" .D(.;r/-,j,,.r/,.j7,}

2A-
est encore une intégrale.

Ce théorème résulte, dans notre ordre d'idées, de ce que cette
expression est invariante par un chang-ement canon ique de variables
(/r^y)--^^, a) : les relations ÇGbù) montrent,en effet, qu'un tel chan-
gement transforme l'expression VA^ en la suivante :

/À-

^ D(o. i . <?o. (ps, o,,)2l)(j3/,a,,P^a/J

De même, si ç,, çû^ çg, 'p,^ 05, ^ sont six intégrales des équa-
tions (i), l'expression

V Pt0!^?^ ?^ ?5, ?6)

^ -D (^ j/, ;r/,, j/,, .̂ , )- / )
/A-/

est encore une intégrale. Et ainsi de suite. De telles expressions
restent, en effet, invariantes par un changement canonique de va-
riables.

9. Supposons que les équations (i) ayant été intégrées, les x^ et

( 1 ) Au sujet de l'invariance des parenthèses de Poisson, et sur le théorème de Poisson
généralisé, w^r deux Noies de M. DôDonder (Compîe.'î rendus^ 8 mars 1909 et Ier août 1910).

(2) H. POINCARÉ, Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste^ t. ïïl, p. 43.
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les Yi se t rouvent exprimés en fonct ion de / et de 2// constantes d ' inté-
gration a , , a^, ..., a^. Considérons une expression

( a } î f^ , â^1 .. ()r/, ̂  ...^V 9 j \ï)a7 iîaT ^ (h, }

d é p e n d a n t , des dérivées partielles (d 'un ordre quelconque'), des (.r/^r/)
par rapport aux constantes d ' intégration, et supposons que tout chan-
gement canonique (.•r,j)—^(p, a), efïectué sur les (^?y/)? transforme
cette expression identiquement en

.fà^ à^ à^ à^ \
( 10 ) rf ( ——- ? ——— 5 • • " 5 -;—— ? ——— 5 • • • 5\à^i àîï^ oï\i oa^ /

où les ^ t , a, remplacent simplement les x ^ y ^ qui figurent dans (9). Je
dis que, dans ces conditions, F expression Çq)est une intégrale des équa-
tions (i).

Supposons, en effet, que les nouvelles variables (^, a) soient préci-
sément celles du n° 5 : alors

ai, a^, . . ., a,,,
(3,—^ ^, . . . , ^

étant des constantes, ne dépendront que de a,, a^, . . . y a^, et pas
de t: il en sera év idemment de même de

Ô^i. à^f Ôff.i Ùy.i
————————— , ___—————— ^ . » . ^ ——————. . y «————————

Ôiil <7B2 ()iïi (rà^

et par suite de l'expression (10) : donc (10), c'est-à-dire (9), est une
intégrale.

10. Considérons le crochet de Lagrange

i. a i—V ( à x t àYi àxf d>^^.
^ ̂  -Z [^ ̂  - da; ̂ ^

i

c'est une expression de la forme (9) : d 'ai l leurs, un changement cano-
nique (^*?y)-^(p? a) la transforme en

y (à^k à^ _â^ <ja/,\ ^
^ V ^ B A ^a/ <^a/ da/^/
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ainsi qu' i l résulte des ionmîles (5 bis). Donc [a^ a^] est une intégrale
des équat ions ( i ) ( 1) .

On peut donner de ce théorème des généralisations analogues à
celles que M. Poincaré a données du théorème de Poisson, et. que nous
avons rappelées au n° 8. Appelons D,/, le jacobien de oc,, y^ ^.y/c p^r
rapport à quatre de nos constantes d ' intégrat ion, par rapport à a , , a^,
a 3, a,,, par exemple

n ^ ̂ ^J^^y^L
ik~w~ D ( a ^ , a 2 , a 3 , a 4 ) 3

2D^
l'expression

est une intégrale des équations (i). Et ainsi de suite. De telles expres-
sions restent en effet invariantes par un changement canonique de
variables; cela résulte toujours des formules (5 bis),

il. On pourrait aussi se proposer de former des expressions dépen-
dant à la fois des dérivées

â^i dcpi ào^ ào^
~ ~ . 5 ~~—— 5 • " * ,5 "•"•—— 5 """'—— ? • • •
ô^i ôyi àxf df,

[dérivées des intégrales du système (i) par rapport aux variables], et
des dérivées

à.v/ ().r/- àyi âv/
———, , _—— J . , . y _—— y —— , , . .
dâi od^ à'ài à'à^

(dérivées des variables par rapport aux constantes d'intégration), et
qui resteraient invariantes par un changement canonique. De telles
expressions seraient encore des intégrales du système (i). Par
exemple

V / ̂  àxi , É2l ^2\
^ \àxi àa/t ày, à'àk)

i

est, une intégrale; mais elle n'est autre que l 'intégrale évidente ̂ 1-1 D au/,

( 1 ) H. POI^CAUÉ, Leçons de Mécanique céleste^ t. Ï, p. 18.
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Nous pouvons dire, de même, que des expressions telles que les sui-
vantes sont des intégrales :

2

^?1

à.Vf
f)o.3

à.Vi

î
à'à/,

àyi
^a /

c)0iw.
ào,

W.
à X i
à'à/i

à^i
à^i

à(p i
^

â^ï
àx/,.

à^
ââ/t

àyi,
à^i

()0l
ày,.
ÔQ^

^
à.r,,
à»h

^

da/

2
/•A-

da/

àQ,
à.T,

â^
(')..2>/

^?3

â^'i

an

à^t
^
JîO^

Wi
à'siy,
w,
à.T,
^

âo,
à.r,,

â^
à.v/,

^9.3

àx/,

àr,,
àiï/

ô^,
^y/,,-
<^o^
^
^3

^r/.
.̂"y/,

£?;»/

Pour établir l ' invariance de ces expressions, dans un changement
canonique de variables, il faudrai t faire usage des deux groupes de
formules (5 bis') et (6 bu), ou de l 'un de ces deux groupes combiné
avec les relations de Jacobi Ce), (/), ( g ) , (A).

Il est à remarquer que, de même que les diverses généralisations du
théorème de Poisson ne sont pas effectivement distinctes de ce
théorème, de même les intégrales que je viens de signaler auraient pu
se déduire de l'emploi combiné du théorème de Poisson et du théorème
sur les crochets de Lagrangc.

1,2. La même considérat ion d'invariance par changement canonique
de variables va nous permettre de retrouver les divers invar iants
intégraux que M'. Poincaré a donnés (1) pour les équat ions cano-
niques (i).

L'expressio n clifïe ren l ie 1 le

2 0 Xi

dy,

<)•/
== ̂  ( ô ̂ , o' Vf — oy'i à1 X i )

(dans laquelle S et o' représentent deux systèmes différents de diffé-
rentielles) est invariante par un changement canonique [diaprés les
formules (5 bis')] ; il en resuite, toujours par le même raisonnement,
que c'est u n e intégrale dépendant de trois solutions i n f i n i m e n t voisines

( 1 ) il. POINCUŒ, Les Mât/iodes nou^eUes de la Mécanique céleste, l. US, Cliap. Iî.
Ann. Éi', Norm., (3) , XX VU. —- DÉCEMBRE 1910 . 7°
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des équations ('i\ autrement dit, que l'intégrale double

//2^°>ô.y/ oy;

est un invariant intégral des équations (i).
De même, l'expression

2
ùjCt ô r , ô^ oyk

^.T, S ' y , S'a;/, c^y/,

ô^r/ ô'" r, y.̂  y Vf,

ô^.r/ ^v, S'^v/, ô^y/,

est invariante par un changement canonique. Nous en déduisons l'in-
variant intégral du quatrième ordre

ffffï^8^'^^
l'A-

et ainsi de suite jusqu'à l'invariant d'ordre 2.71

j j .. • j &^ â/i &^ §y^ .. . &y^ (5j/,.

II. — Systèmes généraux d'équations différentielles.
Invariants intégraux.

13. Abandonnons mainlenant les équations canoniques, pour nous
occuper d 'un système g'énéral d'équations différentielles; et tout
(rabord établissons un lemme préliminaire.

Considérons n variables

et posons

( a ) ^=cp,(^,A\,, ., .,^) {i=ï, 2, . .., n),

les 9 étant n fonctions distinctes des x; nous définissons ainsi un
changement de variables effectué sur les x :

i° Nous pouvons regarder les ^ comme fonctions des.^; il en résul-
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fera des dérivées partielles, au nombre de n2, de la forme

ÎL.
àx^

2° Nous pouvons regarder les x comme fonctions des ^ ; il en résul-
tera un second groupe de n'2 dérivées partielles de la forme

àx/,"̂ r
J'écrirai tout d'abord certaines relations qui existent entre ces deux

sortes de dérivées partielles. Je désignerai par A lejacobien (non iden-
t i q u e m e n t nul par hypothèse) des Ç par rapport aux oc :^

D^i,^ • - -^)A -==.
!)(.:ri,.r^ • . ., ^'n)

Les relations que j'ai en vue, entre les deux sortes de dérivées, sont
les suivantes :

(P)

à-^h _ (—i)^^' D(^,^ , . . . ,£/^t ,g/^-^ .. . ,^)
ad A A)(.ri, <z\i, . . ., ^7/_i, ^/,4_i, .. ., x,^)?

D(^/,, ̂ ) ̂  (— i^+H^ 1) (•^ ̂  ..., t^, ̂ ^ ..., ̂ ...̂  £^,, ,.., ç,)
D(i;/, ^/,) A l)(^.r2, ...,.z-/^i,^A-i-i, ..., ^/^i, .z-/^i, ..., .r/,)3

!) (.-gt, ̂ , . . . , X,^, X^j, . . . , Xn ) _ (—I)7^' àts

^ ( El. 4"2, • . . , ts~i, ̂ -M , . . . , Ïn) ~" A ÔXr

La première de ces relations est immédiate : si l'on différentie les n
équations (a) par rapport à Ç/, on obtient

à'Cf à.Vi à^ (h^ à^i Qxn
àoc^ à'Ei à^î r)^ ' ' ' àxn à'E,i 1à^i à'Ei à^î r)^ ' ' ' àxn à'^'9

^ ̂  4-d^ ^Ï2 _,_ (yh' àxrlp

à^'i à'Ei àx^ àî,i ' ' ' à^n à'^f
(A'==o, r ,2, .. ., i— î,t -+-1, . . ., n),

<)jb\ à'Ei àx^ àî,i ' ' ' à^n à'^f

et ce système de n équations linéaires par rapport aux —^ donne
immédiatement

àx^ _ i ôA
à^- -A ^ à^

Ô3C/,
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qui n'est autre que la première (jî). On a ensuite, d'après cette for-
mule même,

à^à^_à^ à^___ ̂  r àà ^A _ (M dA •I ^
(7) ^ àî, ~ àh àa "" ^ . àÏf à^ à^ à^ Fî (j • „,.„„ (j ——— <_/ •——— (j ———. s

L àxf, àx^ à^f, àa^J

or ce dernier crochet, d'après une formule bien connue relative aux
déterminants, est éffâl à

A——^———
, ai, ,ô^() —— à ——ô.v/t à x^

si bien que la formule (y) n'est autre que la seconde (•^). Toutes les
formules (? ) s 'é tabl issent ainsi de proche en proche, comme consé-
quence de la première.

14, Prenons m a i n t e n a n t le système de // équations différentielles
du premier ordre
/ , clx. c(x^ dxn .,[T[ \\ __i --— __~ —— — __î;, — /-//

X; Kg X/^

les X é tan t des fonct ions données de x\, x^, ..., x^ t. Et supposons
que, ces équations ayant été résolues, on ait écrit les n intégrales de ce
système :

cpi(^i,.^ .. .1^, Q^n
Q^X^X^ . . . , X n , È)=^

" ' * * • • * " ' ' • • • • • • • • . . . . ^
Q,,(^l,.^, . ..,^,,, 1)='^

les $ étant des constantes d'intégration. Si nous regardons t comme
fixe, ces n dernières équations nous définissent rr dérivées à5L^ et /rôxk

dérivées —^ entre lesquelles existent les relations (p).
Je dis t ou t d'abord que lejacobien

^ i)ai^..^)
D(^i ,^2 , ...,^,J

est unmultiplicateur (au sens de Jacobi), pour les équations (n) : il
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suffira de faire voir, d'après un théorème de M. Poincaré ( ' ) , que
'intégrale d'ordre n

f f - ' • f À ô;z^ âa'2 .. . S^n

est un invariant intégral : or cela est évident, puisque l 'élément placé
sous le signe f n'est autre que

et que les ^ sont des constantes.

15. Supposons m a i n t e n a n t que les équat ions (i i) admet ten t im
inva r i an t intégral d'ordre // — i

i ^f \ i "s "'' "k "'s "̂• • • f ^ M/ cu'i o.r._). . . o.r/-_.i o;r/,41 . . cu\I I ' * • I •' M/ ^''i ^ ^ ' - i • - ' o-y/-—

(les Mt étant des fonctions de',r^ x^, . . . ^ .z^, /) : cela signifie que
l'expression

OI-TI 0.1^2 ... OiJ-^i ôi.r/4-i ... Oi^,-/

02 ̂ /-ï Oâ^/'H • • • oîa'^
( 1 2 ) VM/

o^ri
^ •

ô/,_-.i ̂ 1 .... ... a, „! .r̂ i ô^^i ̂ ^t . . . ^/,_i ̂ /t

où 0 , , o^, ..,, â^._i sont n — i symboles différents de différentielles,
est une intégrale dépendant de n solutions voisines. Les différen-
tielles S devant être prises sans faire varier ï , nous pouvons prendre

^ ^*p ̂Ôa^'p= --F- OZa;
<^a

alors l'expression (12) devient

'̂ ! TIT •^(•^li ^âi • • • - } -^'/.—l-, •^•'/4-l<> • • • ., ^/i.) (s-- ^•- -v-
^ M, ————gTTT-T————^——^———— °^ ^2 • • • °^-i;
<<18a— ^ ' s ^ l ^ ' - â l • - • • } C ^ — l ;

( 1 ) H. PomcABÉ, Les Méthodes nouvelles clé la Mécanique céleste, t. IIÎ, Chap. î î .
P. APPKLL, Treille de Mécanique rationnelle^ t. Ïi, p. 4^°-
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suppr iman t le facteur co/isicint â^ o E ^ . . . S^i, et tenant compte des
relations (p), nous voyons que

VirAi <^^-^_M,^
/

est une intégrale des équations (n). Puisque A est un multiplicateur,
et que le produi t d'une intégrale par un multiplicateur est encore un
multiplicateur, nous voyons que l'expression

l;(-"'M-fe
i

[dans laquelle ^ == ^nÇX\ ? ^29 • • ?? t r / /? Q représente une intégrale
quelconque du système (n)] est un multiplicateur. Ce théorème est dû
à M. Kœnigs (!1), qu i l'a établi en supposant que les 'M^-et les X; sont
indépendants de l.

Si l'on pose
B(0)=^(-i)-X-^,

i

on peut en déduire, avec M. Kœnigs, que, si a et ^ sont deux inté-
grales de (il) n 'annulant pas B(6), la fonction

-B(.3)
B(a)

est encore une intégrale : c'est, en efïet, le quotient de deux multipli-
cateurs.

16. Supposons maintenant que l'on connaisse, pour les équa-
tions (ïi), un invariant intégral d'ordre n — 2

n—2

/ / " ' / 2 Mik ̂  sxî ' ' l sxt^ â^l~i•i ' ' ' s^/l'-i <5^Â'4-1 • • • sxn;

iA-

un raisonnement, en tout semblable au précédent, montrera que

( 1 ) G. KOENÎGS, Sur les invariants intégraux (^Comptes rendusy 6 janvier 1896).
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l'expression
( 1 3 ) S^-^^^fe^

tA-

[dans laquelle i;/^ et ^ sont deux intégrales quelconques du sys-
tème (il)], est un multiplicateur. Si l'on possède trois intégrales, on
pourra ainsi former deux multiplicateurs distincts, dont le quotient
donnera une nouvelle intégrale.

La généralisation de ce théorème saute aux yeux : si l'on possède,
pour les équations (n), un invariant intégral d'ordre n — p , et p
intégrales, on saura former un mult ipl icateur. Ce théorème a été
démontré, par une autre voie, par M. De Donder (Circula di Palermo,
t. XV, 1901^.

17. Je suppose main tenan t que, dans les équations (11), les X fie
dépendent pas de t, et que l 'intégrale s imple

/-p.i o.:ri -4- p.î o.̂  -4- . . . -h ̂  ô,r»

soit un invariant intégral du premier ordre : cela signifie que la
somme

P-l Ô.Z-i 4- P. 2 Ô.Z'2 -+-...-+- ^n O--2"».

est une intégrale quand les ar /sont un système de solutions des équa-
tions aux variations ( 1 ) du système ( i l ) ; or les X ne dépendant pas
de t constituent un tel système de solut ions; donc

/Xl Xi -r- ^2 X.2 -+- . . . -4- p./, X/,

est une intégrale des équa t ions (11) (2) .
Si 9(^'n .y^, • . . , ^'rt, t} est une intégrale, nous aurons l ' invariant du

premier ordre
/'* àv) ^ ÔQ ^ <)co ^f —- 0.2:1 -t- —-- ti.z-2 -4- ... -+- ——- ô.-r/,,

J à^i <).z'a àx^

( 1 ) H. POINCARÉ, Les Méthodes nouvelles de la MécanùfiiG céleste^ t. I, p. 162.
(2 ) Ibid., l. 111, Cliap. I.
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et par suite F in té^ra le

^x,-+--^x.4-...+-^
(ÀTi 1 ^-3 " ^r/,

niais, 9 étant une intégrale, on a iden t iquemen t

(}© ^Q ^ ^© ,. à^ ^
{ 1 3 bis} — -4- -— \i -4- —— Xa -f~ . .. -h —— X/, ••== o ;

(J^ (:)xi à^î o^n

par suite, l'intégrale précédente n'est autre que — — •

Donc, lorsque les X ne dépendent pas de t, si^ est une intégrale, — en

est une autre (1) . De même —? —•? ' • • sont des intégrales. (G/. P.
APPELÏ..^ Traité de Mécanique rationnelle, t. II, p. ^^Q-)

18. Nous appliquerons les résultc'its qui précèdent à un système
d'équations canoniques

( x 4 ) ^=^W=dlt (^^.••--)-
ày, àxi

où la tonc t ion F dépend des a"., des y et de ( . Pour ces équations, on

( 1 ) Cettû l'emarque est d'ailleurs tout à fait évidente; dilîel'enluniL en eiïet l'identité
(i3 biif} par rapport à t, il vi(?nt

c)2» à11^ à^o .y à2^ -,.
ï72 ̂ j^^^^ài^2 -i- • • • -+- s^rr^""oî

ÔQ

ce qui prouve que -Lest une intégrale.ot
Plus généralement, je suppose que les X dépencleni des x et de ?, mais que tous les X

satisfassent à une même équation aux dérivées partielles linéaire et homogène du premier
ordre à coefficients constants^

^.^ , àXf àX, àX, <)X/
^X.}=^+^+a^+... +^^=o (^i,2,...^);

alors, si ^===eons l . est une in té^ra ie du système (n), c T ( 9 ) = = c o n s l . en est une autre.
Do même, si tous les X, s a u f X i , satisfont à ^ ( X / : ) = = o , et si l'on a une intégrale cp ne

dépendant pas de .ri, on aura encore l'intégrale ^(<?).
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connaît a priori un invariant intégral L/, de chaque ordre pair si- : ces
invariants sont

12 =] f 2 ô"vi ̂;
i. •==- f j j I ^ô'^•'làylo•r^ôy/^?'<-

Î2/Î ̂  | | • • ' f <^i o/i ̂ 2 ors . . . ôjTra Qy^.

L'invariant L^ nous apprend que i est un multiplicateur pour les
équations (ï4). ce qui est bien connu. L'invariant L^-a? auquel
on applique le théorème du n0 16, nous donne l'intégrale (i3) qui
est ici

V ^P'^ ?2)
ZriD(,^.,y,)5

dans laquelle © < et ç^ désignent deux intégrales quelconques du
système (ï4) : c'est le théorème de Poisson. L'invariant l^n-^ nous
apprendrait de même que, si ç.i, epa, ^3, <p... sont quatre intégrales,
l'expression

V ^P^ ?^ (û^ 94)
M ^(^^J/7 -^J/.,-)

/À'

est encore u n e intégrale; et ainsi de suite : c'est la généralisation du
théorème de Poisson donnée par Aï. Poincaré (Méthodes nouvelles,
t. III, p. 4^)» et que nous avons rappelée plus haut.

Supposons maintenant que, les équations ( ï 4 ) ayant été intégrées,
les Xi et les y^ se trouvent exprimés en fonction de t et de 2/2 con-
stantes d'intégration a,,, a^, a;^ . . . » a^. L'invariant L nous apprend
que la somme

^(ô.r/ô7^- ô^r,^)
/'

est une intégrale quand les o.r,, oy<et les S^-, S'y^- sont deux systèmes
de solutions des équations aux variations du système ( ï4)? sl nous

^rw. Éc. Norm-, (3), XXVn. — DECEMBRE 1910. 7l
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prenons, par exemple,
à^i ^ ^ ày^^ul=^^ ûft=^à<àl-

àsci . ^ an ^
^^ O^^ôa,

v\t -"•^'t f; ^f '- ' / / S>o',,,=.^âa, o'y,=^6a,

nous pourrons dire que l'expression

ra . i -V ( à x i àZl-àîi ()ïALai, ad -^^^ ^2 ()aJ
^

est une intégrale : c'est le théorème sur les crochets de Lagrange
{Cf. n° 10).

I/invariant I,, nous apprendrait de même que

v ^^^^y^ ^f^y^
2^ D ( a i , aa, ag, a^,)
;Â-

est une intégrale; et ainsi de suite.

19. J ' indiquerai encore une propriété du système canonique (i4) '-
je suppose que ce système admette l 'invariant intégral du premier
ordre

( i 3 ) /^ M, 0^4- N/ 07,;
i

on peut démontrer que l ' intégrale ( ' n — i)-uple

/ / " ' / 2 N/ (î^."4" M/ 0&)^
/'

est aussi un invariant intégral : §0-»^ représente le produit des différen-
tielles

ôj?i 0/1 ara ô » - 2 .. . Sx,, Syn,

dans lequel on a supprimé le facteur â^-; 5co^, représente le même
produit , mais où manque le facteur §y^.

Appliquons à ce dernier invariant d'ordre n — i le théorème de
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M. Kœnigs (n° 15). Si s est une intégrale, l'expression

^) V-N^+M,^— àxi àvi
l

est un multiplicateur, et par suite c'est une intégrale (puisque son
quotient par le multiplicateur i est une intégrale). Donc, dans le
cas des équations canoniques, la connaissance d'un invariant du pre-
mier ordre et d'une intégrale permet d'écrire une nouvelle inté-
grale.

Supposons que, 9, étant une intégrale autre que ç, l'invariant du
premier ordre (i5) dont nous partons soit

^^?i •* , ^i ^
•——00;, + -—" l /••
àï'i ày,

ô^.+—o^.;

alors l'intégrale (16) devient

Y1 09 ÔVi à'9 Ô^i _

^ôxi àyi ôyi (Ixi'

nous retrouvons encore le théorème de Poisson.


