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SUR LES

TRANSFORMATIONS D'UNE CLASSE D'EQUATIONS

' AUX
DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE,

Par M. J. CLAJRIN,

Professeur a I'Université de Lille.

Introduction.

Ce travail est consacré & I'étude de transformations qui permettent
de remplacer, par une équation de Monge-Ampére, une équation aux
dérivées partielles du second ordre a deux variables indépendantes si
cette équation admet un groupe de transformations de contact dépen-
dant de deux parametres aumoins : les principaux résultats démontrés
dans la premiére Partie ont été indiqués dans deux Notes commu-
niquées a ’Académie des Sciences (').

Nous ferons usage des notations généralement adoptées; x et y
désignant deux variables indépendantes, nous représenterons par z
une fonction de ces deux variables et nous poserons

__0s __0s

P= a7 f]—gy?
N N )
T oz’ T dxdy 9y

Pour les dérivées d’ordre supérieur nous emploierons la lettre p
affectée de deux indices; nous écrirons

()H-j:
Pii= Gz (}‘}’f;

{ et j, comme toutes les lettres écrites en indice, désignent des

(1) Comptes rendus, novembre el décembre 14o6.
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nombres entiers positifs, la somme ¢+ ; est égale ou supérieure 2
trois ; quelquefois nous nous servirons de notations semblables pour
les dérivées secondes, que nous représenterons par p, ., p.,, Po,» al
lieu de r, s, 2.

Nous aurons A considérer simultanément plusieurs systémes con-
stitués d'une maniére analogue par deuxvariables indépendantes, une
fonction et les dérivées partielles de cette fonction ; nous emploierons
toujours les lettres qui viennent d’étre indiquées, en ajoutant, s’il y a
lieu, un signe distinctif.

Désignons par F(x, ¥, 5, p, ¢, - .y Pra—is Pon) une fonction conte-
nant, outre les variables indépendantes, = et ses dérivées d’ordre

-

9B AP eront les dérivées de F pri ot
' (-'{—’V seront les dérivees de prises par rappm

axetayenappliquant le théoreme des fonctions composées :

inférieur ou égal a n

dF  JF oF OF JF . JF JdF
(—[;:5.—1-_—i—p-d—:+l'0—P—%—S-ﬁ-‘r‘...—r—pg’,‘_lm—i—Phn m’
dF _ oF oF aF JF JF JoF
El?_;ﬁ—ﬁ—f/d—;—f—.f-z)—]-;—'f*t'd_q"f‘..“l‘/)l,u m+pg,/L+1‘7“:;'

Nous ferons de méme pour toutes les dérivées de F: si £ est un
drF dtF

N il seront les différentes dé-

entier supérieur a l'unité
rivées d’ordre £ de F.

1. L’équation
(E) l'+f(l’,)’,5,1),f],$,t):0 (1)

ct celles qu'on en déduit par des dérivations successives permettent
de calculer en fonction de @, v, 2, p, ¢, $, ¢, Py sy Poss -+ +s Pin—1s Pon
toutes les dérivées d’une intégrale s jusqu'a I'ordre » inclusivement,
quel que soit »; nous supposerons toujours que cette opération ait été
effectuée et qu’on ait seulement laissé subsister dans les formules les
2n + 3 quantités qui viennent d’étre énumérées. Ces quantités, qui

(*) Un changement de variables permet toujours de remplacer une équation aux dé-
rivées partielles du second ordre par une équation ol figure r; on peut alors imaginer
que cette derniére équation soit résolue par rapport a r.

Pour la théorie générale de ces équations, woir Goursat, Legons sur les équations aux
dérivées partielles du second ordre.
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définissent analytiquement la position d'un élément d’ordre n apparte-
nant & une intégrale de (=) — ou, comme nous dirons pour abréger,
appartenant & (e¢) — peuvent étre appelées les coordonnées de cet ele-

ment.
d*F d*F
c{.‘r/‘" da=Tely’
coordonnées sont des fonctions des coordonnées des ¢léments d’ordre
n+kde (z); aprés que r, pu, ..., Panei_ AUront été remplacées par
leurs valeurs, en y supprimant les termes qui contiennent les déri-
vées (n—+ k)emede z, il reste des expressionsque nous représenterons
ar (), (4T
pe \dz* ’ <(/~l'/"“‘dy /) ’

Nous ne considérerons que le cas ou I'équation en 2

af s . 9 _
—5;/.-.--()7.._0

3

Les dérivées Aiemes «.. d’une fonction F de ces 2n + 3

12

a deux racines distinctes m et u.; (¢) possede alors deux systemes de
caractéristiques (C) et (T') ; les caractéristiques d’ordre » du systeme (T)
sontdes multiplicités desc! éléments appartenanta (), dontles2rn + 3
coordonnées satisfont aux équations différentielles

dy = p dz, ds=pdxr -+ qgdy.

jn—2
dp =— fdx +sdy, ceey dj)‘"“ﬂ:*g‘,T—‘-{z‘“ “+ Proas dy,
(1) ’ dg= sdz+tdy, cevr dponay = praade—py.  dy,
dnr—1 /M
<d),u...ff) dr + dp:,n—l -+ m dIJO,": 0;

en permutant 7z et u. on aurait les équations des caractéristiques du
systeme (C).

Les fonctions F(x, v, 5, Py 45 S, Ly <o oy Pra—is Pon)s telles que dF soit
nulle quand dwx, dy, dz, dp, dq, ..., dp, ,_,, dp,, satisfont aux équa-
tions (1) ('), sont les intégrales communes aux équations

oF

(2) dPon - Op1,n— =
) Y () (L)
: dx “\dy dy™"' ) Opip—

(1) On dit alors que F est un invariant du systéme (I') de caractéristiques. Le mot
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L’effet d’une transformation de contact telle que (¢) devienne

() P 7y g s =0

est évidemment de remplacer le systeme des équations (2) et (3) par

(2) ()_F._ —m f_ =o,
0]‘0,/1 ()P'l./z~l
;IR 7 Con—1 ¢
(3) (i{;)—l—‘u(-{-{g)-—( VAN D) S = o0;
dx \dy d)’ CNY)

pour calculer ., par exemple, on chercherait la transformée de
dy = p. dx,

et ’on remarquerait qu’elle doit se réduire a
d; ::F.d:z.:;

d’ailleurs 7 et  sont liées par les relations

— - _oF — 0
m—&-lu.‘_: —1!_;, IH"J.:—‘—é
ds ot

es ¢équations (2) et (2) sont transformées I'une de 1’autre. Si, en
Les équat )et (2) sont transf I'une de ’autre. S
effet, on imagine écrites les 222 + 3 formules qui définissent la trans-
formation de contact pour les éléments d’ordre n de () et de (<),
parmi les coordonnées des ¢léments de (¢) seules p, ,_, et p, , dé-
pendent de p, ., et p,, ('), la transformation de I’équation (2) ne
. e JF JF . .
pourra contenir que les dérivées ———, ——— et sera nécessairement
., . Prin—1 9Pon
I'équation (2.

Supposonsque (e)admette un groupecontinu(G) de transformations
de contact, appelons (G™) le groupe obtenu en prolongeant (G) jusqu’a
I'ordre n et en ne considérant que les 272+ 3 coordonnées des élé-
ments de (&), ce qui est possible puisque ces é¢léments forment un

inpariant a dans plusieurs passages deux sens différents; j’ai taché d’étre assez préeis pour
éviter Loute confusion.
(1) Ce raisonnement ne s'applique pas lorsque n est égal a ’unité.
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ensemble invariant relativement au groupe; il résulte des considé-
rations précédentes que P'équation (2) ct le systeme formé par (2)
et (3) sont invariants relativement & (G"), ¢’est-i-dire relativement i
toute transformation finie ou infinitesimale de ce groupe.

2. Supposons que le groupe continu (G) des transformations de
contact qui laissent (<) invariante ait pour ordre un nombre pair 27 et
soit engendré par les transformations infinitésimales

XoFo XoF, .., Xy, F;

les transformations
XU F, XWF. ..., X®OF.

qui engendrent (G'), se déduisent des précédentes en prolongeant
jusqu’a Uordre n, 4 condition de supposer que F contienne seulement
les coordonnées des éléments de (¢) et d’exprimer en fonction de ces
coordonnées les coefficients de

oOF oF  OF oF
()S ’ dt ’ ’ ()])1,12-—1 ' 01)0:-"

Les invariants de (G™) satisfont au systéeme d’équations
X" F=o, XF=o0, ..., X{WF=o,

qui posséde toujours au moins trois intégrales distinctes o,, ¢,, ¢4 il
n’en posséde d’ailleurs pas un plus grand nombre si X\"F, X{"F, ...,
X VF ne sont liées par aucune relation linéaire; admettons d’abord
qu’il en soit ainsi.

Considérons une surface intégrale quelconque (X) de (¢); les coor-
données des éléments de (¢) qui engendrent cette intégrale dépendent
de deux variables; en remplacant ces coordonnées par leurs expres-
sions dans g,, @,, o,, et en éliminant ces deux variables, il vient une
équalion que nous écrirons

(4) 3= (9, 92)-

En général, 'équation précédente et (¢) admettent *" intégrales
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communes déduites de (X) al'aide des transformations du groupe (G);
la fonction ©(2,, 9.) dépend ’une infinité de constantes arbitraires.

Les intégrales communes aux eéquations (4) et (¢) satisfont, en outre,
aux équations

day do doy | do do,
R L Mt & STt 4
de — Jv, dr 0o, dx
do, dw do, doy do,

dy ~ Jo, dy " Ugy dy’
qui donnent

doy do,  doy doy, do, do;  do, do,
-(7;-(—{—’-—_{7)—2}___()0) (!—IW_-ZJ_‘V?—Z: do
do, do, do, do, E’ do, do, do, do, R
Tz dy @y ds T T d dr

Les premiers membres de ces derniéres équations contiennent
Xy ¥y 5y Py s oovs Pigs Pogss €€ sont des invariants du groupe
(G"+") (*), puisque dans les seconds membres figurent seulement les
invariants ¢,, 9, de (G™).

Posons

Z' =0 (X, Yy 3 PGy Sy by ooy Pria—ts Pon )
(3) | .Tl: @2(~1'7,)" S P45 &oee 'ﬁpl,n-v—l:])ﬂ.n%

~l— P ~ ¢ . .
\ P ?:1(*17.7’7 "a[)y f/v 8y [w LIEAEN) [)1,11_1,1)0,11)7

a chaque intégrale de (<) les équations précédentes font correspondre
une surface; nous allons montrer que toutes les surfaces ainsi obtenues
sont, en général, les intégrales d’'une équation aux dérivées partielles
du second ordre. '

Les équations

d"?'& — p! d“.gl -+ (./d(Pi dﬁ% —p' dg 1 —+ (ld(?'l
de P de 71 Az’ dy =f dy 7 dy

donnent les dérivées de z" considérée comme fonction de =’ et y’; en

(1) D’'une maniére générale, (G#)) désigne le groupe formé de la méme maniére que
(G, en prolongeant (G) jusqu'a lordre / ; la signification de X F, X F, ... est aussi
évidente.
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résolvant, 1l vient

/ doy doy,  do, do,
’:lh dy dy de o Iy Sy by ey Jon+1)
r doy doy  doy do, (Y Z Pos S b P Pon)s

o | wma T Ay

e do, doy doy do,
q'= :1{[011 ;[I’;; ;lgl ;{;’ = (@, 0, 5 PG S s e s Pl Ponet)s

les derniers membres de ces ¢galités sont, nous 'avons vu, des inva-
riants de (G™+").
Les dérivées secondes de =z’ se calculent de la méme maniére :

7= : L = (2, ¥, 5, Py @y Sy by oo oy Prints Ponte)s

= (T, ) 5. 5 ¢S e Pl Penia)s

— w:,(-'l‘,}’,- Sy Py Sa e 7P!,n+h])u,n+2);

@, @,, &, sont des invariants du groupe (G*+*); on le démontrerait
en répétant le raisonnement indiqué plus haut.

Un invariant de (G™) ou de (G"*") est un invariant de (G"+2);
nous avons donce trouvé huit invariants de (G"**); mais ce groupe ne
peut admettre plus de sept invariants distincts, puisque ces invariants
sont les intégrales du systéme complet

XU F =0, X@F=o0, ..., X@F=—o,

qui contient 27+ 7 variables ('); il existe donc entre ces invariants

(') Les ¢quations précédentes sont indépendantes, puisque, par hypothése, X{¢ L,
NYOF, ..., X§") I ne sont liées par aucane relation linéaire et homogéne.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — Ocropre 1910. 58
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une relation

(8) "[(?h%s?z'&"n%v @y, Wi,y T, ) == 0,

¢’est-d-dire que 3'(2, ") satisfait & I'équation du second ordre
(g" H(z',v',s",pyq, ' s',t')y=o.

Cette équation est une équation de Monge-Ampere : il est évident que
les équations (5) et (6) font correspondre & toute multiplicité (M,,,)
formée de so' éléments unis du (z+ 1) ordre quiappartiennenti (<)
une multiplicité (M) d’éléments unis du premier ordre et qu'a une
intégrale de () contenant (M,+,) correspond une intégrale de la
transformée qui contient (M]). Si (M,,,) est une multiplicité caracté-
ristique de (), il existe une infinité d’intégrales de (¢) qui contiennent
(M,+.); & ces intégrales qui dépendent d’une infinité de constantes
arbitraires correspondont des intégrales de la transformee qm sont
tangentes tout le long de (M}); &’ ailleurs, & deux intégrales qui ont en
commun tous les éléments de (M, ,), mais non des éléments d’ordre
plus élevé, correspondentdeuxintégrales dontle contact lelong de (M)
est du premier ordre seulement puisque, d’aprés les formules (7), les
valeurs de ', s, ¢ dépendent de p, i Ponse (V)3 (M) est dans ce cas
une caractéristique du premier ordre de I'équation transformée. Cette
équaiion possede deux systémes de caractéristiques du premier ordre
qui correspondent aux deux systémes de caractéristiques de (¢); c’est
donc une équation de Monge-Ampére.

Nous allons d’ailleurs montrer qu’on peut diriger les calculs de
telle sorte que H contienne linéairement r/, s’, . Imaginons qu’on
¢limine d’abord p, .., et py ... entre les équations (7); =,, @, o,
étant des polynomes du premier degré en p, ., et p,,.., on trouve
une relation de la forme

(9) Ar'+Bs'+ G+ D =o;

(1) w1, &, w3 sont, en général, des fonctions indépendantes de pi, 1, Po,n+a; lors-
qu’il en est autrement, on ne peut plus raisonner comme nous venons de faire; supposons,
par exemple, qUC pP1,a+1 6t Po nre figurent seulement par la combinaison py g =+ mpo -2
dans @y, wa, @3, si (Mp4q) est une caractéristique du systémeé (C), 7/, s', ¢’ ont des valeurs
bien déterminées en chaque point de (M]).
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A, B, C, D désignent des fonctions de @, v, =, Py ¢s «ovy Py Ponsr-
Il reste & éliminer ces quantités entre les équations (5), (6) et (g); le

résultat sera nécessairement de la forme suivante :

G((.’l-‘/,)"’, ;/’ [)r? (/’)", -+ @(\L",y', :/’ /)/’ (]I)Sl

+ g2,y S ph ) U+ o(2 s plhg') =o,

ce que nous voulions établir (*).

Les raisonnements précédents sont en défaut si 7, 57, ¢/ ne sont pas
des fonctions indépendantes de p, .\, ponsa: un caleul qui n'offre
aucune dilficulté montre qu’il en est ainsi seulement lorsque ¥, et Y,
satisfont & I'équation
(10} OF o _

— prad
dpo,n-&—l ()I)I,n

ou & I’équation obtenue en remplacant 7z par w.. Dans ce cas, o, 9.,
oy, ¥y, . sont des intégrales du systeme formé par

Xy F=o, X@UF=o, ..., X@UF=o

et I'équation (10) ou I'équation analogue; ces 27+ 1 équations sont
indépendantes, puisque nousavons suppos¢ que X" F, X{F, ..., X]|'F
ne sont liées par aucune relation linéaire et homogene, il n’existe done
pas plus de quatre intégrales distinctes, et 'on peut déduire des sys-
téemes (5) et (6) une équation

(11) K2y, d,p',q")=0;

la transformation (5) fait alors correspondre a I'équation du second
ordre proposée une équation du premier ordre.

Avant d’examiner si cette circonstance peut se présenter, nous ferons
encore une remarque : nous avons admis que larelation entre ¢,, ¢,, ¢,
qui correspond a une intégrale de (&) peut étre écrite sous la forme (4);
il y a exception quand ¢, ne figure pas dans cette relation; g, et ¢,
sont alors nécessairement deux invariants de I'un des systémes de
caractéristiques de (&). D’ailleurs, un changement de notations trés

o8

(1) Une démonstration semblable & eclle qui est indiquée plus loin (n°” B) pourrait ére

faite ici également.
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simple — il suffit de permuter %, et 9;, par exemple — permet tou-
jours de revenir au cas général; I'équation (ransformée de (<) est alors

q'=o.

3. Observons d’abord que, 27 étant I'ordre du groupe (G), 'une an
moins des fonctions 2,, 2., 9, dépend effectivement des dérivées
d’ordre n de 5 : le raisonnement développé plus haut montre toujours
que ’

doy do,  do, do, do, doy  do, do,
do dy — dy dx de dy — dy de
doy do, do, d;’)g, doy do, doy do,
Zed Tdr 4z ds dr —dy Az

sont des invariants dont 'un au moins est distinct de 2,, 2., 2,
puisque la fonction o(sg,. 0,) renferme une infinité de constantes
arbitraires; ces expressions ne contiendraient aucune dérivée d’ordre
supérieur & n si les quantités x, y, 5, p, ¢, $, £, - ..y Pia-ss Pon—y ligu-
raient seules dans ¢, 9,, 2,3 le groupe (G™) posséderait donc plus de
trois invariants, ce que nous avons reconnu impossible.

Supposons que la transformation (5) fasse correspondre & (&) une
¢quation de Monge-Ampére et considérons une des intégrales

(%) =g(2,y")

de cette équation; les intégrales correspondantes de (¢) doivent satis-
faire a

il

(12) o5 = g(91, 02);

les équations déduites de cette derniére par dérivation sont équiva-
lentes aux équations
de Do
'3 b = 28 —t
(13) Y1 ()':{91’ 72 do ’

on le vérifie aisément d’aprés les expressions de ¢, b, [formules (6)].
Puisque ¢, et §, sont des fonctions indépendantes de p, ,, Poniis ON
peut calculer toutes les dérivéesde = d’ordre supérieur & 2 en fonction
des dérivées dont I'ordre ne dépasse pas n, celles-ci devant satisfaire
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a(12) et & (&) ainsi qu'aux équations obtenues en dérivant. Les inté-
grales communes a (<) et a (12) sont done les intégrales d’un systéme
de 2n équations aux différentielles totales ct ne peuvent dépendre de
plus de 2n constantes arbitraires. Elles dépendent d’ailleurs bien de
2n conslantes, le systéme est complétement intégrable : en effet, les
¢quations déduites de (13) en dérivant peuvent étre remplacées par

<

92 0 a5 Pl
- - o -
& 1]

b] Wy ==

»

I

] Wy — —»
J9:

o, =

L

-1

o]

el ces trois équations ne sont pas indépendantes, puisque 2,, 2., 9,
by, s, @y, @, @, satisfont & la condition (8) et que g représente une
intégrale de (¢'). Ainsi, & une intégrale quelconque de (=) corres-
pondent =c*” intégrales de I'équalion proposée; on peut évidemment
obtenir toutes ces intégrales en appliquant & 'une d’elles les transfor-
mations du groupe (G).

Au contraire, si les surfaces déduites des intégrales de (&) par la
transformation (5) satisfont & une ¢quation telle que (11), & chacune
d’elles correspondent des intégrales de (¢) dépendant d’une infinité
de constantes arbitraires. Conservons les mémes notations; supposons
que (X) soit une surface intégrale de (11), nous avons & chercher les
intégrales communes & (&) et & (12); en dérivant les deux membres
de (12), on trouve des ¢quations équivalentes 4 (13). Ces équations (13)
ne sont pas indépendantes, parce que ,, 2., 9,5, ¥, ¥, sont liées parla
relation

K(o1 93y 05, 41, $a) =0,
. . . s dg
et la méme relation existe entre o, 2., g(2, ¢2), (Tj/ D—(j—;; (e)et(12)

T
forment un systéme en involution, U'intégrale générale dépend d’une
fonction arbitraire. Toute intégrale de (<) satisfait done 4 une équation
telle que (4) qui a ==~ intégrales communes avec (&); cette dernicre
équation est alors intégrable par la méthode de M. Darboux, I'un des
systemes de caractéristiques, (C) ou (I'), posséde deux invariants qui
sont en méme temps des invariants de (G") ; nous avons déja vérifié
que, dans ce cas, la transformation étudiée permet de remplacer (¢) par
unc équation du premier ordre.

Il n’est pas évident que deux fonctions de &, ¥, 2, P, ¢5 «+oy Piu-1s
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Po.. puissent etre a la fois des invariants de (G™) et de 'un des sys-
temes de caractéristiques; aussi nous allons indiquer un exemple.
Considérons 'équation

r=+ f(s)=o;

elle admet le groupe des transformations ponctuelles
X =+ by, y:‘:;, :.:-:——i—?.i;:—}—).z:;-{—l,‘.

R \ - . 4. > ds
quidépendent des quatre parametres Ay, Ay, Ag, AL vel £+ //,—[(:—) sont

deux invariants de I'un des systémes de caractéristiques et du groupe
précédent prolongé jusqu’au second ordre. Si I'on définit une trans-
formation par les équations

x'=¢, Y=y, s=t+ f_'(%’
on trouve que z'(x', y') satisfait &
p'=o.
4. Nous avons supposé que les équations
X®F=o, X F =o, cey XPF=o

sont linéairement indépendantes; nous allons montrer que cette hypo-
thése esttoujours réalisée. Siles premiers membres de ces équations
étaientliés par des relations linéaires et homogenes, (G") posséderait
certainement quatre invariants distincts o,, ©,, 9,, 2,, puisque le
systtme précédent comprendrait moins de 27 équations indépen-
dantes; une intégrale quelconque de () et toutes lesintégrales déduites
de celle-ci 4 I'aide des transformations du groupe (G) satisferaient 2
deux équations de la forme

(14) 03— @; (91, P2) =0, 0, — w2 (9y, 95) == 0,

ol », et w, représenteraient des fonctions dépendant d’une infinité de
constantes. Les intégrales communes & (&) et & un systeme tel que (14)
ne contiennent jamais 2. parametres arbitraires, & moins que les deux
¢quations (14) ne soient en involution avec (&), leurs premiers
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membres étant des invariants de 'un des systémes de caractéristiques.
Trois invariants de (G”) seraient alors des invariants de ce systeme de
caractéristiques : supposons, pour fixer les idées, que 9., 2, 3, soient
des invariants de (I'). Il ne peut arriver que deux de ces fonctions —
¢, el o, par exemple — contiennentseulementles dérivées de s d’ordre
inférieur i 3 & une caractéristique d'ordre n — 1 du systeme (C) et &
toutes les caractéristiques homologues correspondrait, en effet, une
équation telle que

(r3) o, =w;(92),

qui aurait seulement oc*”~' caractéristiques communes avec (¢). Le
systéme (T') admettrait donc deux invariants d’ordre n; 2 ne pourrait
étre supérieur a deux.

Nous nous bornerons & I’étude du cas ot n est égal & deux (').

X, F,X,F, X, F, X, F sont lices par des relations linéaires et homo-
génes dontle nombre est au moins égal a celui des relations qui existent
entre X\WF, XJVF, X{VF, X{PF; en dehors des invariants de (G) le
groupe (G) ne posséde pas plus de deux invariants; il est permis de
supposer que %, est un invariant du premier ordre. Lorsque (I') admet
un tel invariant, il ne peut y avoir pour ce systéme de caractéristiques
deux invariants du second ordre ; imaginons donc que o, soit également
du premier ordre : (&) est une équation de Monge-Ampére avec l'in-
tégrale intermédiaire (15).

Par hypothése, o, et o, sont invariantes relativement & un groupe
d’ordre supérieur a I'unité; les équations

do,

[W, 0= W& =0, [W,] —Wf)(% —o,

ou Wreprésente une fonction de , v, z, p, ¢, admettent deux intégrales
A - : W, - po . . .
distinctes W,, W,. W, O(W) satisfait, quelle que soit la fonction 0,
1
aux équations précédentes. 11 existe un groupe d’ordre infini qui laisse

invariantes ¢,, o, et par conséquent 'équation (e).

(1) Le cas ol 2 est égal a Punité a déja é1é traité ( Comptes rendus, mai 19o2 ; Bulletin
de la Sociélé mathématique, t. XXX, 1902, p. 100); certains des raisonnements précé-
dents ne scraienl pas applicables dans ce cas particulier.
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5. Nous considérerons maintenant une équation
(¢) r+fla, 5 pg, s, L) =o,

qui admet un groupe continu () de transformations de contact dont
Pordre est un nombre impair 22 — 1 (2Z2), et nous démontrerons
quil est possible de faire correspondre & (¢) deux ¢équations de
Monge-Ampere.

Les notations seront tout a fait analogues 4 celles que nous avons

8 l

déja employées.

Représentons par

X, F, X,F, ..., X,,F
les transformations infinitésimales qui engendrent le groupe (G) et par
S 8 !
XWE, XUOF, ..., X% F

les transformations infinitésimales qui engendrent (G*), c’est-a-dire
les transformations infinitésimales précédentes prolongées jusqu’a
Pordre 7 et dans lesquelles on a seulement laissé subsister les coor-
données @, v, 2, Py ¢, S, Ly ovy Pyu-rs Pon des ¢léments d’ordre n
appartenant & ().

Nous avons vu (n° 1) que ’équation

oF oOF

A, F= - —m =
dj)o,u IPy

est invariante relativement au groupe (G,); elle est donc invariante
relativement aux transformations infinitésimales de ce groupe, et les
équations

(16) XPMF=o, XYF = o, Xy F=o, AF=o

forment un systéme complet qui posséde trois intégrales distinctes,
puisque les variables @, v, 2, p, ¢, ... Praeis Py SONt au nombre de
2n + 3; nous admettrons d’abord que les équations

X{""F=o, X{VF=o, ..., X{F=o,

et par conséquent les ¢quations (16), sont indépendantes.
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Désignons par ¢,, 0., 2, les trois intégrales distinctes du systéme
(16), et posons

(l Yiys P4 "'sl)l,ll—h])(),n)i
( N Yy Sy P s "~a[-’1.n—lv]—’0,n)1
03( 2, ¥y 3, Py Gy« oy Prin—ts Poyn )3

ll

o
i I

lI

4 chaque intégrale de (<) les équations précédentes font correspondre
une surface; nous voulons établir que ces surfaces sont, en général,
les intégrales d’une équation de Monge-Ampere.

Comme précédemment, on trouve

PI: ‘Pl(x’yvz)P’q’ e Py Pontt)s
q =02, ¥, 5, P2 Gs «+ - Prons Pontt)s
(l7)’ ’J:ml(x:.}/r 5,}’1% '-"pl,n+1apo,n+2)a
S,:w?.('l"ay: :71)7 9’ . ":pl,n+1yp0,n+2):
U =w3(2,¥,5, 2,4 -+, Pr,n+1s Po,n+a)s

by, 4, @y, @, @, étant toujours calculés de la méme maniére; ¢, et d,

sont des invariants de (G""), w,, @,, @, des invariants de (G"*+).

10‘ ‘—iﬁ dos ﬂ?, L‘o“, d—%]es termes qui
a’_y dx’ dy  dx’ dy

contiennent les dérivées (n -+ 1)‘“"“ de z; de remplacer p,,_, par la

valeur obtenue en dérivant (~ — 1) fois par rapport & y les deux

membres de (¢) et de tenir compte des relations

1l suffit de calculer dans ==

_9 _ A
772—%-[.1.-&1 mp = m)

. dao, doy , . N
pour voir que Z= .-, 7% et, par conséquent, ¢, et , satisfont &
I'équation

- JF JF
A F=———m =0

dpo,n+l ‘)/Jl,n
De méme, w,, @., &, satisfont &

JoF —m aF
()Po,n+-z IPins1

ApF=

= 0;

D1 Dar 935 Uiy Y, @, ©,, @, sont des intégrales du systéme

X+ F —=o, XP+HF —o, R X2 K == o, Ay F =05

dnn. Ee. Norm., (3), XXVII. — OCrosRE 1910, 39
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ce sont en effet des invariants de (G"+2)), c’est-d-dire des intégrales
des an — 1 premictres équations du systéme précédent; de plus, nous
venons de voir que @,, @,, &, satisfont & la derniére équation, il en est
ainsi également pour 9,, 9., o5 Y., Yu, qui ne contiennent pas les
dérivées d’ordre n + 2 de z. Ce systéme de 22 ¢quations indépendantes
out figurent 2n + 7 variables ne peut admettre plus de sept intégrales
distinctes; il existe donc une relation

H(?l; 02y 93 dHt) 4’:’.’ Wy, GSZ,G&,) =0

entre les huit intégrales que nous avons trouvées ou, ce qui revientau
méme, s'(2', y') satisfait & 'équation du second ordre

(¢") H(z', y', 5" p'sq'sr'y s’ ¢y =o.

C’est une équation de Monge-Ampére ; nous allons, en effet, montrer
qu’elle posséde deux systémes de caractéristiques du premier ordre,
que nous désignerons par (C') et (I"), et qui correspondentrespective-
ment aux deux systemes (C) et (I') de caractéristiques de ().

A une multiplicité (M,,,) composée de «' éléments unis d’ordre
n—+1 appartenant & (¢) correspond une multiplicit¢ (M) de «=' élé-
ments unis du premier ordre. Supposons que (M,.,) soit une multi-
plicité caractéristique du systéeme (I"); elle supporte une infinité de
multiplicités caractéristiques d’ordre n + 2, et & chacune de ces der-
niéres les équations (17), (17)" font correspondre une multiplicité
du second ordre qui est supportée par (M;) (*) et dont les ¢léments
appartiennent a I’équation (¢'). Cette équation admet, par conséquent,
une famille de caractéristiques du premier ordre qui sont les trans-
formées des caractéristiques d’ordre » + 1 du systéme (I').

Lorsqu’'un élément (, y, =, p, ¢4 « .y Piaeis Pon) cngendre une
multiplicité caractéristique (M,) d’ordre » du systéme (C), le point
(a’, ', =) correspondant déerit une courbe; en chaque point de cette
courbe les valeurs dep’, ¢’ sont déterminées, puisqu’elles ne dépendent

(*) Ces muliiplicités sont dislinctes, puisque my, m,, w3, qui dépendent de py p1, Po,n-r2,
contiennent seulement py 4. - mpo pas 1o long d'une caractéristique d'ordre n—+1 du
systeme (T'), ¢'est py p4y + (1o, n+2 qui @ en chaque point une valeur déterminée égale
y dromr

dx
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que des coordonnées des éléments de (M,) et de p,, + mpy ey,

expression qui en chaque point de (M,) est égale & % La multipli-

cité engendrée par I'élément &, y/, 5, p, ¢’ est une multiplicité carac-
téristique du premier ordre de (¢'); elle sert en effet de base & une
infinité de multiplicités composées d’éléments unis du second ordre
(¥ 5 p's ¢'s 1,8, ¢) qui appartiennent & I’équation ('), puisque
les fonctions @,, @,, @, contiennent, outre les coordonnées des élé-
ments de (M), P11 Ponsis Prowt & MPy nse- Aux caractéristiques du
systtme (C), comme & celles du systéme (I'), correspondent des
caractéristiques du premier ordre de (¢'), ce que nous voulions dé-
montrer.

L’équation transformée ne renferme pas de terme en »'¢' — s : les
caractéristiques (I') satisfont & I'équation différentielle

dy' = p da!,

w’ étant donné par I’égalité

do, do,

——  ——

, dx L dy
=
do, do,

dx e dy

le second membre contient x, y, = etlesdérivées de z jusqu’a Pordre n
— la vérification n’offre aucune difficulté —; de plus il est évidem-
ment invariant relativement aux transformations de (G™); il satisfait
donc aux équations

XV = o, XD = o, R Xy HF = o, A,afF=o

et peut s’exprimer en fonction des cing intégrales ¢, 2., @5, by, b, de
ce systéme. w’ dépend seulement de «', »', =/, p', ¢'; on en déduit
immeédiatement le résultat annoncé.

6. Avant de discuter les résultats précédents, observons que le
systétme (16) posséde toujours deux intégrales distinctes qui sont des
fonctions de z, y, s et des dérivées de s jusqu'a I'ordre » — 1 seule-
ment; il est permis de supposer que ces intégrales sont o, et 0,, tandis
que o, dépend des dérivées nitmes,

Le raisonnement qui a été fait pour établir qu’a une caractéristique
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d’ordre n + 1 du systéme (I') correspond une caractéristique du pre-
mier ordre de I'équation (&) se trouve en défaut quand w,, ©,, =,
sont indépendants de p, . + mp, 4. Ensereportantaux formules (7)
et en développant les calculs, on voit que cette quantité ne figure pas
dans @,, ©,, @, si §, et {, ne contiennent pas p, , + mp, ,, OU si o,
et o, satisfont aux égalités

do, doy _ dy, do,

T2

dz TPGy T e TPy =

Nous laisserons de coté cette derniére hypothése; en effet, dans ce
cas, 9, et o, seraient deux invariants du systéme (I') de caractéris-
tiques; & une intégrale de (¢) ne correspondrait pas une équation de
la forme (4), on aurait une relation entre ¢, et o, seulement. Nous
reviendrons sur ce point.

Lorsque les seules variables qui figurent dans ¢, et J, sont «, y, =,
Ps G +es Pints Pon» ces fonctions satisfont, comme ¢, ¢, ¢;, au sys-

teme
X"F =o, XMF —o, Xm_ F=o,

qui ne peut admettre plus de quatre intégrales distinctes; ¢,, 9., o,
¥y, Y. et par conséquent «', ¥/, 5', p’, ¢" sont liées par une relation; la
transformation (17) remplace (¢) par une équation du premier ordre.

Remarquons aussi que les coordonnées d’un élément d’ordre » + 2
d’une caractéristique (C) satisfont aux équations

d[)o, n

Az = Pi1,nt MPg pt1s

d*po.n dm dm ar
"g{f& =(m— ) (Prae1+ MPonie) + (;Z;" +=m ’@)])O,n-*i_ (W{);

s1 Wy Tyy Wy déPendent de Pins Pontis Piprs = MPy pia Par I'intermé-
diaire des seconds membres des équations précédentes, la démons-
tration de I'existence d’un systéme de caractéristiques du premier
ordre correspondant au systéme (C) est inapplicable; c¢’est le seul cas
d’exception.
Ecrivons I’équation
s=g (2’ y")

d’une surface (X') transformée d’une surface intégrale (X) de (¢); les
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équations () et
(18) 22 = £ (21, 92)
admettent «o**~* intégrales communes déduites de(X) par Papplication

des transformations du groupe (G). Les équations obtenues en déri-
vant les deux membres de (18) équivalent &

de
(19) by ===, by =

di.’)l

98
CID.

(o9

Supposons que 9,, ¥,, ¥, sont des fonctions indépendantes de p, ,—,,
Pons Pin—— Mpg ey s 1l est possible de calculer p, ,_,, p,y.» et par consé-
quent toutes les dérivées d’ordre supérieur, en fonction de celles dont
I'ordre ne dépasse pas n — 1 et de =, y, =. D’ailleurs le systéme (19)
donne par dérivation des équations équivalentes

%
RS

S

2 o No
ot By = —2—, W= —=
22

do, do 09%’

(20) =

(a9

o

[}
T

ces équations (19) et (20) sont donc résolubles par rapport & p,,,
Ponsi» C€ qui ne pourrait étre réalisé si o, @,, o, contenaient seule-
ment les deux fonctions de p, », Ponrs Pinst + MPopee U NOUS AVONS
indiquées.

Examinons le cas olt g,, ¢, J» ne sont pas des fonctions indépen-
dantes de p, o1, Pons Pin =+ MPoasi s elles satisfontalors a une équation

telle que
g OF_OF o 9F
()Px,n—i ()Po,n ()Pl,n -

olt u, v, w représentent des fonctions de «, y, = et des dérivées de z;
¢, et gy, qui ne contiennent pas de dérivées d’ordre supérieur 4 n — 1,
satisfont a la méme équation. ¢,, 9,, 95, ¥,, ¥, sont cinq intégrales du
systéme formé par cette équation et par

J(n+1) | — 1) J—
X{*DF =0, X{"'F=o, ..., X@&YF=o, A,,F=o;

les 27 + 1 équations de ce systéeme sont indépendantes, puisque les
équations

X{¢"HF=o, X{UF=o, ..., X@YF=o
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le sont; il existe une relation entre o,, 0., 25, b,, 1y la transformée
de (&) est une équation du premier ordre.

La transformation (t7) fait donc correspondre & (¢) une équation
de Monge-Ampere ou une équation du premier ordre : la discussion
qui précéde permet de distinguer les deux cas. Les équations (18)
et (19) peuvent étre résolues par rapport & p, ,—i, Pous P =+ MPyas
quand 2,, ¥,, ¥, sont des fonctions indépendantes de ces trois quan-
tités; la recherche des intégrales communes a (¢) et & (18) se trouve
ramenée 4 I'intégration d’un systéme de 2n — 1 équations aux diffé-
rentielles totales; ce systtme est complétement intégrable, car nous ne
trouvons que deux équations distinctes pour calculer p, ,, pg i :

puisque o, 9., 94, Yy, by @, @, w; sont lices par la méme relation
dg 0g g g

o, 0oy do?’ 09,00,
une conséquence des autres et doit otre supprimée; en éliminant
entre celles que 'on conserve p,,., +mp, ..., 1l reste une ¢quation
que I'on associe & celle qui a é¢té formée en tirant de (18) et (19) la
valeur de p,,+ mp, ... A une intégrale de I’équation de Monge-
Ampeére (¢’) correspondent «o*~* intégrales de I’équation donnée.

Au contraire, si la transformée est une équation du premi er ordre,
¢’est-a-dire 8'il existe une relation entre o,, ., o,, $,, $,, les équa-
tions (1g) déduites de (18) en dérivant se réduisent & une seule, (¢)
et (18) forment un systéme en involution; le groupe (G™) possede
alors deux invariants qui sont en méme temps des invariants de I'("),
cette condition nécessaire est suffisante; on s’en assure comme dans
le cas d’un groupe d’ordre pair.

Nous avons admis qu’a une intégrale arbitrairement choisie de ()
correspond une relation de la forme (4); une permutation d’indices
permet toujours de supposer cette hypothése réalisée.

En résumé, la transformée de () est une équation de Monge-
Ampere, & moins que le systéme (I') de caractéristiques ne posséde
deux invariants qui soient aussi des invariants de (G™).

que g, 95, g y’ I'une des équations (20) est

(1) La derniére équation (16) montre qu’une intégrale de ce systéme qui contient
effectivement les dérivées n'** de z n'est pas un invariant du systéme (C); on doit se
demauder s'il n’y a jamais deux invariants de (G*—1) qui soient des invariants de (C);
nous montrons dans le paragraphe suivant que deux lels invariants ne peuvent cxister,
sauf dans un cas tres particulier.
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Cette circonstance exceptionnelle peut se présenter; nous le mon-
trerons en considérant I'équation

Ir—qgs -+ pl=o,

qui admet le groupe & trois paramétres form¢ par toutes les transla-
tions; ¢ 4 Vg* — 4p et 25 — (¢ + Vg* — 4p)¢ sont deux invariants
d’un systeme de caractéristiques.

7. Le systéme
X((l—i)F:O’ X;Z"“”F:O, L K(._,”,,Z‘I)FIO

pesséde toujours deux intégrales distinctes — que nous continuerons
a désigner par ¢,, 2, —; nous allons rechercher s’il est possible
" que ces intégrales soient deux invariants de 'un des systemes de
caractéristiques, — de T" pour fixer les idées. Supposons qu’il en soit
ainsi; toute solution de (&) satisfait & ane ¢quation telle que

(21) 2= o

1)

-Q

qui a «**~! caractéristiques communes avec (&) ; ces caractéristiques
appartiennent au systéme (C), et ces caractéristiques peuvent étre dé-
duites de I'une d’entre elles 2 I'aide des transformations du groupe (G).
A chaque caractéristique de (C) correspond en effet une équation
entre @, et o, qu'on obtient en substituant aux coordonnées des
¢léments d’ordre n — 1 leurs expressions en fonction d’un paramétre
et en éliminant ce parametre; cette ¢quation ne change évidemment
pas quand on remplace la caractéristique par une de ses transfor-
mées.

Sur une intégrale quelconque du systéeme formé par (¢) et (21),
considérons deux caractéristiques d’ordre n du systéme (C) et une
caractéristique d’ordre n du systéme (I'); nous les désignerons res-
pectivement par les lettres (¢), (¢,), (v). La remarque qui vient d’étre
faitc montre qu’il existe une transformation de (G) qui change la
caractéristique d’ordre n — 1 contenue dans (¢,) en la caractéristique
du méme ordre contenue dans (¢); cette transformation change
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/

do,
.- , . dy .. ) o )
d’ailleurs (¢,) en (¢) puisque 25 esti la fois un invariant de (G") et
-(—t—_

du systéme (T'), et prend par conséquent la méme valear quand on
remplace &, ¥, 5, P, ¢, <« s Piau—is Pon Qabord par les coordonnées de
I’élément d’ordre n commun & (¢, ) et (y), puis par celles de 'élément
commun 4 (c¢) et (y). Nous n’avons fait aucune hypothése particu-
liere sur le choix de (¢), (¢,), (v); nous devons en conclure que deux
¢léments quelconques d’ordre » d’une caractéristique du systéme (I)
sont homologues.
Les équations

(22) XPF=0, X{F=o, cee Xy  F=o

admettent quatre intégrales distinctes qui sont les invariants de
do,
dy

(G™); o4, 94, oo sont trois d’entre elles; appelons o, la derniére;
dy

d’aprés ce qui précede, o, prend la méme valeur quand on y remplace
les variables par les coordonnées de deux éléments d’une caracté-
ristique (I'); o, est un invariant de ce systéme, qui ne peut d’ailleurs
posséder deux invariants d’ordre n, o, est un troisiéme invariant
d’ordre inférieur & n; signalons, en passant, que cela implique I'exis-
tence d’une relation linéaire entre X"""F, X{"""F, ..., X{*"VF.

Il 'y a donc trois invariants dont les ordres ne dépassent pas n — 1;
nous pouvons achever en faisant un raisonnement presque identique
a celui qui a déja été exposé (n° 4). Si n dépasse trois, I'existence de
deux invariants d’ordre n — 2 est impossible, — une caractéristique
d’ordre n—2 du systeme (C) n’aurait que +**~* transformées —;
d’autre part, la théorie générale nous apprend que (') ne saurait
admettre deux invariants d’ordre » — 1, & moins que n ne soit égal
4 deux ou a trois, on trouve les mémes équations que dans le para-
graphe déja cite. '

Pour terminer, nous montrerons que, exception faite pour les équa-
tions précédentes, le systéme

X F=o0, X VYF:=o0, ..., X®&UF=o
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est formé d’équations indépendantes. En effet, si ce systéme comprenait
moins de 22 — 1 équations distinctes, (G"~")) posséderait trois inva-
riants ¢,, 9., 9,; & chaque intégrale de (¢) correspondrait une relation
entre ces invariants & laquelle satisferaient également les «**~* inté-
grales homologues de I’intégrale considérée. Les intégrales communes
a (¢) et & une équation ol figurent seulement x, y, = et les dérivées
de z d’ordre inférieur & 7 ne peuvent dépendre de 27 — 1 paramétres
sans que les deux équations soient en involution; deux invariants de
(G- seraient alors des invariants de I'un des systémes de caracté-
ristiques; on retrouve la question qui vient d’étre étudiée.

8. Pour former le systéme (16), nous avons associé aux équations (22)
I’équation

A,F =o;

a la place de cette derniére nous aurions évidemment pu prendre
’équation
JF aF

23 B,F = -
( ) . ()[)0’" # d]’l,n——l

— 0.

Les équations (22) et (23) admettent trois intégrales distinctes @,
®,, ®,, en posant

z" = ‘I)l(xv Y5 Prqs - ~:P1.n-—hp0‘n)r
(24) )’”: ¢'2(‘Z’:yv 511)) Q7 '-~7P1,u—h_[)0.n)7
5= q’a(x,yaz,j-’ s - s Pra—1sPon)s

on fait correspondre i chaque intégrale de (¢) une intégrale d’une
équation de Monge-Ampére (¢”). Des équations (24) on déduit

PI=YW(x,¥,5,0,9, - s Pr,ns Pont1)s
q”: lF,(.n,y, 5,Py Gy - v os Plirs Ponr1)}

T, et W, ayant des expressions analogues a celles de ¢, et {,, il
suffirait de remplacer ¢,, ©,, ¢, par ®,, ®,, ¥;.
Les dix fonctions @,, ¢,, 94, ¥y, ba, ®,, ®,, O, ¥,, ¥, sont des

intégrales du systeme
XMF =0, X{*'F=o, o XPHUF =o;

ces 2, — 1 équations sont indépendantes et contiennent 27+ 5
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — OCTOBRE 1g10. 60
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variables, elles ne peuvent admettre plus de six intégrales distinectes;
parconséquent, les dix fonctions que nous avons énumeérées sont liées
par quatre relations. On peut donc établir, entre les éléments du
premier ordre de coordonnées (2, y", =, p', ¢'), (2", ¥", 5”5 p’s ¢"), une
correspondance définie analytiquement par quatre équations; (<) et (")
peuvent étre déduites U'une de autre & I'aide d’une transformation de
Bicklund. Cette transformation est de premiére espice; a une inté-
grale de (&) correspondent «**~' intégrales de (¢) qui forment un
ensemble invariant relativement au groupe (G); & ces intégrales de ()
il ne correspond qu’une intégrale de (¢"), les intégrales de (&) et (¢”)
se correspondent une & une.

I1.

9. Dans cette seconde Partie nous étudierons quelques propriétés
des transformations que nous venons de définir : pour abréger le
langage, quand il conviendra de préciser, nous appellerons ransfor-
mations de premiere classe celles qui correspondent un groupe d’ordre
pair, transformations de seconde classe celles qui correspondent &
un groupe d’ordre impair; dans ce dernier cas, nous devons distinguer
les transformations obtenues en associant au systéme (22) I'une des

équations
AnF =0, -BnF‘:O;

la premiére sera dite déduite du systéme de caractéristiques (C),
Pautre du systéme (T'). '

Nous avons déja indiqué (n® 2 et 5) que les multiplicités transfor-
mées des caractéristiques de 'équation donnée sontles caractéristiques
de la transformée; la démonstration de la proposition réciproque ne
présente aucune difficulté.

En opérant comme nous avons fait pour (rouver les expressions ¢,
$,, ®,, @, @, des dérivées premiéres et secondes de =" considérée
comme fonction de ', y’, nous pouvons calculer les dérivées d'ordre
plus élevé. Montrons que p' ,_,, p, . sont égales, quel que soit £, & des
fonctions de @, y, = et des dérivées de z jusqu’a 'ordre 2 + £; le
résultat a été vérifie pour les dérivées des deux premiers ordres;
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admettons qu’on ait une égalité telle que
[);),/.'——x = {J(J‘, Y B Pals o eos Pronid—as Pon+r—1 ‘\;

en différentiant, nous obtenons

P A+ po pdy' = (gl'o; dr + %d}’;
si nous remplacons dz’ et dy’ par do, et ds., il vient deux équations qui
donnent pour p),_,, p,, des expressions de la forme indiquée. Ces
expressions sont des invariants du groupe (G"*) formé en prolon-
geant (G) jusqu’a 'ordre » + £; on s’en assure en répétantla démon-
stration faite pour les dérivées des deux premiers ordres.

On vérifie également, en raisonnant de proche en proche, que les
dérivées (n + k)imes de s ne figurent dans les expressions de p', |,
[):),k que par la combinaison p, ., + mp, ,.x sila transformation con-
sidérée est une transformation deseconde classe déduite du systéme (C)
de caractéristiques.

Remarquonsencore que,sil’élément (x,y, 2, p, ¢, ooy Prasiets Ponsr)
décrit une caractéristique du systeme (T'), '¢lément correspondant
@,y = p'sqs s s o) décerit une caractéristique de (I); en
remplacant dans la derniére égalité dy et dy’ par p.dx et ./ dx’' ("), res-
pectivement il vient

o, do, , o dp >
("d_L" -+ F‘zy} (P + B Pos) = dr (JZ
Il suffit de développer le second membre pour voir que p| ,_, + v/'p, 4
s’exprime en fonction de z, y, =, des dérivées de =z dont ['ordre ne
dépasse pasn + &k — 1 et de p, ,px-y + U pynr; de plus, le coefficient
de cette derniere quantité est nul dans le cas d’une transformation de
seconde classe déduite du systeme (C).

(') " a toujours la valeur indiquée précédemment (n°3) :

d o, do,
e e A
, dv T dy
u = ———
doy o,
"y O

dr VU d)y
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Si l'une des équations (¢), (') est intégrable par la méthode de
M. Darboux, il en est de méme de ’autre.

Supposons d’abord qu’il s’agisse de la transformation de premiére
classe définie par les équations (5) et que I'un des systémes de carac-
téristiques de (¢'), par exemple le systéme (C’) qui correspond & (C),
posséde un invariant d’ordre £; en y substituant 4 «', v/, =/, p', ¢/, ...,
Piiey» Pos leurs expressions, on obtient évidemment une fonction de
Xy Yy 5y Py s+ ey Prinsi—ts Ponsr QUi ne change pas de valeur quand
on remplace successivement ces quantités parles coordonnées de deux
¢léments du systéme (C), cette fonction est uninvariant dusystéme (G)
de caractéristiques; l'ordre de cet invariant ne peut dépasser n + £; a
chaque invariant du systéme (C") correspond ainsi un invariantde (C).
Au contraire, si I’on sait seulement qu’il existe un invariant pour 'un
des systtmes de caractéristiques de (e), (C) pour fixer les idées, il
n’est pas permis d’en déduire Pexistence d’un invariant pour (C').
Supposons maintenant que (C) posséde deux invariants; uneintégrale
quelconque de () satisfait alors & une équation

(23) F(x,y,2,p, 9. «. o, Pr,1—1y Pot) = 0,

si [ désigne le plus élevé des ordres des deux invariants, le premier
membre de (25) est une fonction de ces invariants. L’intégrale consi-
dérée satisfait aussi aux équations obtenues en dérivant

dF ¥ AmF

— =0 - =0 .
dy ’ dy* ’ ’

(20) e =

En méme temps que les équations (25) et (26), imaginons écrites les
formules qui donnent ', y', &, p', ¢, ..., P 4rs-ss P'a.nses DOUS CONSEi-
tuons ainsi un systéme de 47 + 2/ + 4 équations entre lesquelles on
peut éliminer les quantités @, y, 5, p, ¢, -, Pisnsit> Po,anse QUI sSONE
au nombre de 47+ 27 + 3; nous obtenons ainsi unc équation d’ordre
n + [ au plus, 4 laquelle satisfont toutes les intégrales de (&) qui sont
les transformées des intégrales communes 2 (e) et & (25). On en
déduit que (C') posséde au moins deux invariants dont I'ordre ne
dépasse pas n + L.

Etudions la méme question dans le cas de la transformation de
scconde classe déduite du systeme (C), qui est définie par les équa-
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tions (17). A un invariant d’ordre £ du systéeme (C') correspond un
invariant de (C) dont I'ordre est » + 4 — 1 ou un nombre plus petit;
en effet, le raisonnement déja développé montre encore qu’il correspond
a I'invariant de (C’) un invariant de (C) d’ordre n + £ au plus; les
dérivés d’ordre n + £ disparaissent d’ailleurs, d’aprés la remarque
faite sur I'expression de p| ,_, + v’ p, ;. La fonction transformée d’un
invariant d’ordre 4 du systéme (I") est un invariant de (I') d’ordre
inférieur ou égal a n + £.

Comme dans le cas d’une transformation de premiére classe,
'existence d’un invariant pour I'un des systémes de caractéristiques
de (¢) n’entraine pas nécessairement I’existence d’un invariaat pour
le systéme correspondant de caractéristiques de (¢'). Si le systeme (C)
posséde deux invariants dont I'ordre ne dépasse pas /, en répétant le
raisonnement fait dans le cas d’une transformation de premiére classe,
on voit que (C’) admet deux invariants d’ordre n +/ ou d’ordre
moindre. Imaginons maintenant que le systeme (I') admette deux
invariants d’ordre /au plus; une intégrale quelconque de (&) satisfait
encore & une équation telle que (25). Dérivons 2n — 1 fois; il vient les
équations

dF ar A

—_ =0 —_— =0 co ——T — O
d.)‘ ) ‘[.)’2 ) ? dy-u—l ’

auxquelles satisfait I'intégrale de (¢) considérée; écrivons aussi les
formules qui donnent &', y', 5°, p', ¢’ - o .y Py nizoss Po.nse-y 3 DOUS AVONS
ainsi 4n + 2/—+ 1 équations, entre lesquelles on peut éliminer les
4n + 2f quantités

Xy Yy Sy Py gy -y Pransi—ss Porn+i—ay  Preasi—a Py apirqe

On en conclut qu’il existe au moins deux invariants de (I") dont les
ordres sont inférieurs ou égaux an +/ — 1.

10. Le théorcme que nous allons établir dans ce paragraphe nous
permettra de montrer la possibilité de décomposer dans certains cas
une transformation de premiére oude seconde classe et delaremplacer
par une suite de transformations plus simples.

Pour fixer les idées, considérons une transformation de premiére
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classe, désignons par ;j un nombre entier positif et supposons que le
groupe (G) engendré par les transformations infinitésimales

(27) X,F, X,F, ..., X,F
soit un sous-groupe invariant d'un groupe (Z) d’ordre 27 + ; pour
lequel (&) reste invariante. Appelons

(28) Y.F, Y.F, ..., Y,F

les transformations infinitésimales de contact qui, avec les transfor-
mations (27), engendrent (). Appliquons & lafonction 2, les transfor-
mations précédentes ou, plus exactement, les transformations préce-
dentes prolongées jusqu'a l'ordre 7; les transformations (27) ne

changent pas ¢, ; les résultats des transformations (28) peuvent étre

représentés par . " N
Y1 D1y Yg Oty o vy Yj Dy,

en employant toujours les mémes notations pour les transformations
infinitésimales prolongées. Considéronsparexemple Y," o,; puisque (G)
est un sous-groupe invariant de (&), il existe une relation
(29) X (Y 0) — Y (X)) =e; X o+ ey XY o 4. .. 290 SN
ol e,, e, ..., e, sont des constantes ; d’ailleurs, en tenant compte des
égalités

X{"o,=XPo,=...=X/,9,=o,

la relation (29) donne

et les égalités
XY (Y 0,)=...= X (Y 0,)=0

s’élablissent de la méme maniére. On en déduitqueY" 2, peuts’expri-
mer a I'aide de @,, 2,, 9, seulement; écrivons

Y or=241(91, 0, 9),
et les deux égalités analogues
Y 0= 0, (91, 94y 93), Yoy = 5 (91, 0as 93),

qu’on démontre par un raisonnement identique.
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Désignons par U une fonction quelconque de 2/, ', 5’ et posons

: § .. U Plij . ,0U
Y;U:::l(‘l"l1v'yl):‘)0_.2;} +711(-73'»)":5')d—37+:1(~1":}’s5);),—:7;

YU est le symbole d’une transformation ponctuelle infinitésimale qui
correspond aY,F : d’une maniére plus précise, nous pouvons remarquer
qu’on a identiquement

(30) YPU=Y!U,

si dans le second membre o', y, =’ sont remplacés par ¢,, 0,, ¢,. La

transformation infinitésimale Y,U ne se réduit d’ailleurs jamais & la
transformation identique, puisque, d’aprés (30), on aurait alors

Y{PU=o,

c’est-a-dire que ’équation
YT =o

admettrait toutes les solutions du systéme
XPF=XMF=...=X{"F =o.

Les transformations infinitésimales X,F, X, F, ..., X,,F,Y, F engen-
drent un groupe du (27 -+ 1)i™¢ordre; par conséquent toute équation
telle que (4) aurait «***' intégrales communes avec (&) dés qu’elle en
aurait une, (¢) et (4) formeraient un systéme en involution; I'un des
systemes de caractéristiques de (e) posséderait deux invariants
d’ordre n qui seraient en méme temps des invariants différentiels de ce
groupe d’ordre 272+ 1; nous avonsreconnu que cela est impossible en
dehors d’un cas trés particulier que nous n’étudions pas.

Nous pouvons considérer Y, F, ..., Y;F aussi bien que Y, F, et nous
voyons qu’aux transformations (28) correspondent transformations
infinitésimales ponctuelles

(31) Y U, Y,U, ..., YU,

qui ne changent pas (z); en effet, ’'une quelconque de ces transforma-
tions remplace les »** surfaces intégrales communes & (¢) et & une
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équation telle que (4) par =** surfaces déduites des précédentes a
I'aide de la transformation (28) correspondante, c’est-a-dire par »**
nouvelles intégrales de (¢).

Ces transformations (31) engendrent un groupe d’ordre j; pour
le montrer, prenons les deux premiéres Y,U, Y,U et développons
I’expression

’ ' / / 1y OU
YL(VL0)— Y3V 0) =(Vide — Vi) 9o+ (Vim— ,m)d,+(Y L—Yi) 5

£, M2y Co étant des fonctions de ', ¥, 5" formées comme %, v,, {, en
considérant Y,F au lieu de Y, F. D’aprés (30) et les égalités analogues
obtenues en changeant I'indice, nous pouvons écrire

Vg Y15 = Y (¥00) — YP (Y 00
=hXP o4+ X 0 4 2, XY 0+ 1 Y oy e 1 Y 0y

0U Ayy Agy vy Rgpy s .o ., 1 sont des coefficients constants, puisque
Y,F et Y,F sont deux transformations infinitésimales de (£), nous
supposons toujours que dans le premier membre on ait remplacé «',
¥, = par @, 9,, ¢,. En faisant le changement inverse aprés avoir
remarqué que ¢, est un invariant de (G), il vient

Yibo— Yobi=p Y2 +. 4+ Yz = .+ sy,

et cette égalité subsiste quand on substitue 2 §,, &, les fonctions n,, 1.,
puis ,, {,. On a donc

(32)  Y,(YLU) = Y,(YU) = py Y, U+ pa Yo U ..o 1, YU

Au lieu de Y|, Y, on peut associer deux quelconques des transfor-
mations Y, Y., ..., Y}, on trouve amsll(/ ) égalitéstelles que (32),

ce qui signifie que les transformations mﬁmtesunales (31) engendrent
un groupe.

Le raisonnement précédent s’étend, presque sans modification, au
cas olt (G) est un groupe d’ordre impair; il faut seulement tenir compte
du fait que I'équation

A, F=o
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est invariante relativement & I'une quelconque des transformations
Y. F, YLF, ..., Y;F(ne ).

En résumé, sil’équation (¢) admet un groupe (£) de transformations
de contact qui contienne un sous-groupe invariant (G) d’ordre supé-
rieur a l'unité, I'équation de Monge-Ampéere, déduite de (¢) par la
transformation qui correspond au groupe (G), admet un groupe de
transformations de contact dont 'ordre est égal a la différence des
ordres des groupes (E) ct (G).

Les transformations de contact que nous venons de signaler ne
sont pas nécessairement les seules qui laissent I'équation (¢") inva-
riante.

L'l. Lorsque I'équation (¢) satisfait aux conditions indiquées dans
I'énoncé précédent, on peut évidemment en déduire deux équations de
Monge-Ampeére (¢') et (¢”); les surfaces intégrales de la premicre sont
engendrées par le point de coordonnées

N roar =
@€X == Q) (1"3'; SyPyqs oo s Prn—1s [)o,n)-»
r— sy =
Yi=o0(x, ¥, 5, PGy - 3 Plin—1s Pon)s
R
=0y ( 2, ¥ 5 Py s - s Pron—1: Pon ),

ol 7, 91, 9, sont définies comme nous 'avons expliqué (n*2 et H);
suivant que (G) est d’ordre pair ou impair, les intégrales de (&)
s’obtiennent d’une maniére analogue en considérant (E) au lieu
de (G): nous nous proposons de montrer que (¢”) dérive de (') par
une (ransformation de premiére classe si; est pairetde seconde classe
sij est impair.

Généralisons d’abord I’égalité (30) : si nous prolongeons la transfor-
mation Y, U jusqu’a un ordre quelconque /, en appliquant seulement
aux él¢ments qui appartiennent & (&), nous obtenons une nouvelle
transformation infinitésimale que nous représenterons par Y’f”U,
U désignant une fonction de 2/, y', 5, p's ¢, ...y P, ,s Py.gs DOUS AVONS

(33) YU =Y'OU,

a condition de remplacer les quantités qui figurent dans le second

membre par leurs expressions en fonction de «, ¥, =, p, ¢, ...

Pisi-1s Ponse Parla substitution que nous venons d’indiquer, YU
Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — NovEMBRE 1g10. 61
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devient, en effet, une transformation infinitésimale des quantités , y,
5, Py s wevs Pinsits Pomse qui ne peut étre que YU, puisque
les 2n +1 premiers termes de cette transformation constituent le
développement de Y,"U; I’égalité (33) est établic.

Pour démontrer la proposition énoncée au début de ce paragraphe,
nous distinguerons plusieurs cas d’apres la parité des ordres de (2)
et (G).

En premier lieu, supposons ces deux ordres pairs; 'ordre de (G) est
égal & 27, j est un nombre pair; nous mettrons ce dernier point en
évidence en remplacant ; par 2¢. L'équation (¢') admet un groupe
d’ordre 27 engendré par les transformations YU, Y,U, ..., Y., U;
appelons ¢, 9, o, trois intégrales distinctes du systéme

Y 9U=0, Y"U=o, ceey YyiU=o,
et posons
S zy= o (2 shp's gy e, l)li‘,i—u P,o,i);
(34) yi=oy (2, y,shphq's ..., pll,i—l‘p/o,i))
2 =0y (2, ¥y, s\ P gy - '7Pl1,z'—u P/o,z‘)§

s, considérée comme fonction de o, y|, satisfait & une équation de
Monge-Ampére. Imaginons que dans ¢/, o), 9, nous substituions &
x,v,5,p,q, ..., p, ,,._1,])’0’[ leurs expressions en fonction des coor-
données des éléments de (); aprés cette opération les seconds mem-
bres de (34) contiennent wx, y, = et les dérivées de = dont ordre ne
dépasse pas n—+1, et ce sont trois invariants différentiels de (£) : nous
avons en effet déja remarqué que les quantités 2/, y', &/, p's ¢/, -,
D1 Do Sont égales a des invariants de (G"+7), que toute fonction de
ces quantités satisfait par conséquent a

(35) X U=o0, X@*U=o, .., X&0U=o;

par hypotheése, nous avons

LI VINY S FIEY gl 1) ! e
Yol =o, Yy %o\ =o, ces Yiio,=o

et, d’aprés (33) et les identités analogues,
(36) Y=o, Yy*oi=o, ..., Y{#gi=o;

®4, 9, satisfont naturellement aux mémes équations.
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De (35) et(36) nous concluons que 2, 2,, 2, exprimées en fonction
des coordonnées des éléments d’ordre » + 7 de (e), sont des invariants
de (Z79), c’est-d-dire que I'équation de Monge-Ampere a laquelle
satisfait =) (2}, v}) ne peut différer de (¢”) que par une transformation
ponctuelle.

Il est commode d’appeler ordre d’une transformation de premiére
ou de seconde classe le plus élevé des ordres des dérivées de = que
contiennent les expressions des coordonnées d’un point d’une inté-
grale de la transformée : dans le cas précédent on peut énoncer le
résultatauquel nous sommes parvenus en disant que la transformation
de premiére classe et du (n + )" ordre qui permet de passer de (<)
4 (e") équivaut & deux transformations de premiére classe d’ordres »
et 7 effectuées successivement.

Nous devons maintenant étudier la méme question en supposant
que I'un au moins des groupes (G), (£) est d’ordre impair : les rai-
sonnements qui vont suivre présenleront sur cer{ains points de trés
grandes analogies avec le précédent, ce qui nous permettra d’abréger.

Supposons 'ordre de (G) pair, le nombre j impair : 22 désignera
encore l'ordre de (G) et nous remplacerons j par 2¢ — 1. L’¢qua-
tion (¢') admet le groupe engendré par les transformations infinitési-

males
Y,U, Y,U, ..., Y,_,U,

et il lui correspond deux équations de Monge-Ampére; considérons,
par exemple, celle qui est déduite du systéme (C’) des caractéristiques
transformées des caractéristiques du systéme (C) de (¢). Une inté-
grale de cette derniére équation de Monge-Ampeére (¢”) est engendrée
par le point de coordonnées ¢}, o,, o) [formules (34)], ot 'on rem-
place 5" par une intégrale de (¢’) : o, 9,, o, représentent trois inté-
grales distinctes du systéme
ou U

YU =o, Y,"U = o, e Y2, U=o, - —m’)),
Po,i IP1,i-1

:O;

la derniére équation montre que o}, o,, 2, dépendent de 2', /, =, des
dérivées de = d’ordre moindre que ¢ et de p,, , + m'p, , ('); d’aprés

(1) Celle remarque subsiste méme quand ¢ est égal & deux, parce que 2, comme p’,

’

dépend seulement de &', y', 2", ', ¢'.
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des remarques antéricures (n° 8), quand on remplace ces quantités
par leurs expressions, o, 9, ¢, deviennent des fonctions de x, v, =,
Po Gs -eer Prasicrs Ponriots Pinei 1 ~F MPonsis ¢’est-d-dire des inté-
grales de

oF JF

—m
()/Jo, nei ()I’ tan+d—1

= 03,

le raisonnement fait dans le premier cas montre encore que ces
fonctions satisfont aussi aux équations (35) et (36). La conclusion
est évidente : chacune des deux transformations de seconde classe et
d’ordre n—+ 7 qui correspondent au groupe (&) peut élre remplacée
par une transformation de premiére classe et du 2" ordre suivie d'une
transformation de seconde classe et du 7™ ordre.

Passons au cas ot (G) est un groupe d’ordre impair, ainsi que (£):
nous conserverons les notations déja employées, 2n — 1 sera I'ordre
de (), et nous écrirons encore 27 au lieu de ;. La transformation
définie par les équations (17) remplace I’équation proposée par une
équation de Monge-Ampére (¢') qui admet les transformations infini-
tésimales YU, Y,U, ..., Y,,;U, et nous en déduirons une nouvelle
¢quation de Monge-Ampere (&) & Paide des formules (34), ou 2, @),
o, désignent trois intégrales indépendantes de

i
YT — THET — Ty —
YU =o, Y0 U=o, ce ey Y, U=o.

v

Exprimons ¢/, o), ¢, en fonction de «, y, 5 et des dérivées de z;
elles deviennent des intégrales du systéme

‘\'{ln«u) F= o, e X{:_,'f.lH")F = o, Y‘f1n,+f) F= o, R Y;I;j—!') F = 0;

x|, ¥, =, sont donc égales a des invariants de (E"+9) qui satisfont de
plus &
oF oF

-— m
d/’o‘n+i d/’l,zH i—1

= 0,

car les expressions de ', y’, =’ et de toutes les dérivées de ' dont
Uordre ne dépasse pas i satisfont & cette équation (n° 8). Le raisonne-
ment s’achéve comme les précédents : chacune des transformations de
seconde classe et d’ordre n -7 qui correspondent au groupe (E)
équivaut & une transformation de seconde classe et d’ordre 7, suivie
d’une transformation de premiére classe et d’ordre 7.
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Il reste & examiner le cas olt Uordre de () et/ sont des nombres
impairs, 272 — 1 et 27 —1; () a pour ordre 2(n + ¢ -- 1). Appelons
toujours (&) Péquation obtenue en appliquant & (&) la transforma-
tion (17); elle admet un groupe d'ordre impair de transformations de
contact; considérons la transformation de seconde classe déduite du
systéme (1) de caractéristiques ; elle est définie par les équations (34),
olt @', o5, =, représentent maintenant trois intégrales distinctes du
systéme

- - aU 20
Y, "U =o, Y,"U =o. Yy, U=0, . — — ' — =
) ) ‘ Iy.i dp'iia
o', o, 2, sont des fonctions de
. . " ' ’ ! ’ ! [N
X'y Y, 5 Py Gy e-es Prieas Poi-1y Pri-1 T Pos

nous avons montré (n° 8) que cette derniére quantité, exprimée en
fonction de a, v, = et des dérivées de z, ne contient pas de dérivées
d’ordre supérieur & n—+ ¢ — 15 il en est naturellement de méme pour
o', ., 9y, qui sont ¢gales, aprés la substitution, & des invariants
de (2m+-1). La transformation de premiére classe et d’ordre n+7 —1
qui correspond au groupe (E) se trouve ainsi décomposée, pour ainsi
dire, en deux transformations de seconde classe d’ordres n et 7, mais
cette décomposition peut se faire de deux maniéres distinctes : dans le
raisonnement que nous venons d’esquisser, nous avons supposé la
transformation appliquée a (¢) déduite du systéme (C) et la transfor-
mation appliquée & (¢') déduite du systeme (I'V); nous aurions pu, au
contraire, imaginer en premier lieu (¢) remplacée par une équation de
Monge-Ampére & l'aide d’une transformation déduite de (I'), puis
effectuer une (ransformation déduite dua systeme des caractéristiques
de cette derniére équation qui correspondent & (C).

Nous avons ainsi étudié toutes les circonstances qui peuvent se
présenter.

[2. Les transformations que nous avons définies dans la premiere
Partie ne s’appliquent qu’aux ¢équations qui restent invariantes pour
les transformations de contact d'un groupe d’ordre supérieur & l'unité:
¢tant donnée une équation () qui admet une seule transformation
inflinitésimale de contact, on ne peut en géncéral effectuer une transfor-
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mation de scconde classe; les raisonnements que nous avons faits
(n°5) sont en défaut; la quantité que nous avons désignée par m dépend
de s, zen méme temps que de @, ¥, 5, p, ¢.

Il y a cependant un cas a signaler; si (¢) possede un systéme de
caractéristiques du premier ordre et s'il existe un groupe & un para-
meotre de transformations de contactqui ne changent pas cette équation,
elle dérive d’une transformation de Bicklund de deuxiéme espéce
qui lui fait correspondre une équation de Monge-Ampére. Les transfor-
mations (B,) jouissent de propriétés analogues a celles que nous avons
étudiées (n° 8 et 9) et dont nous avons déduit les résultats démontrés
dans le paragraphe précédent; ces résultats subsistent quand on consi-
dére — en supposant naturellement [a chose possible — une transfor-
mation (B,) au lieu d’une transformation de seconde classe.

Nous indiquerons seulement un exemple trés simple :

L’¢quation
(37) 3r’d+1—o0

admet le groupe engendré par les transformations infinitésimales
ponctuelles
JF oF 9F ar

— x

a oy o= Zos

)

g, s, t sont quatre invariants de ce groupe; les équations

=5+ - y’:s——-’-, s'=gq
t t
définissent une transformation de premitre classe et dusecond ordre,

la transformée est I’équation linéaire

I a2 1 apl2
Xt —
si_ P Iyt

) Ty =y

Au liew d’opérer ainsi, nous pouvons remarquer que les transforma-

oo JF JF o
tions infinitésimales i engendrent un sous-groupe invariant du

précédent. A ce sous-groupe, dont , y, ¢ sont des invariants, corres-
pond une transformation de premiére classe et du premier ordre; on
vérifie immédiatement que la fonction ¢ de @ et y satisfait & une équa-
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tion linéaire; nous n’écrirons pas cette équation linéaire; nous suppo-
serons qu’on l'ait mise sous la forme ordinaire i 'aide d’une transfor-
mation de contact ('); on trouve ainsi

(39) sl——l——-—)‘_(]‘—“O'

- 3

T —M
x,, y,, 5, sont tels que
1

I
Xy =8 - rk yl‘:s-—-z, Si=q¢q —sx—1LY.

Cette équation admet un groupe i deux parameétres dontles transfor-
mations infinitésimales sont

(2, + )‘)_U _ v 9u.
A PEN z,—yy 035,

une transformation de premiére classe définie par les équations
&' = 2y, ¥ =y d=5—p1yi— g,

permet de passer de (39) 4 (38), mais on peut arriver au méme résultat
en prenant successivement, comme nouvelle fonction inconnue, les
variables indépendantes étant conservées,

l

i—(Z1+y)rn

1A

Sa

Xy — 3
52— =1

-~
~

On elfectuc ainsi sur I'équation (39) deux transformations de
M. Lucien Lévy.

13. Nous avons indiqué (n° L1) des cas de décomposition d’une
transformation en transformations d’ordres moindres; nous démon-
trerons encore, pour terminer ce travail, un résultat analogue.

Supposons que 1’équation (&) reste invariante pour les transforma-
tions de contact d’un groupe (&) et que ce groupe contienne un sous-

() Dans les applications, il peut y avoir intérét & combiner les transformations précé-
demment éludiées avee des transformalions de contact.
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groupe (G) dont l'ordre soit inférieur d’une unité a celui de (£) (');
considérons en premierlieu le cas ou (G) est un groupe d’ordre pair2n
engendré par les transformations infinitésimales

X F, Xol, o, XL F;

appelons (&) 'équation de Monge-Ampere déduite de (&) comme nous
avons expliqué (n°® 2).
Désignons par

l‘{l [:7 Xz Fv MR} in. F) in-HF

les transformations infinitésimales qui engendrent (Z), et appelonsa,,
g,, 0, trois intégrales distinctes du systéme

X@UF =0, X0UF=o, ..., X{F=o, A, F=o;

2N+l

les équations
2" =g (@, ), 5 P @y o+ Prons Ponet )y
‘}’”: ’Jz(l‘,)” 57 /)7 71 o . »1)1,1151)0,1z+l)1

PI,— . ’ ~
~ 0‘3(‘L‘7u’}1”71)$f/ﬂ "‘!pl,fl‘]JO,ll'i‘l)

définissentune transformationde seconde classe déduitedusystéme(C)
qui remplace () par une équation de Monge-Ampere (¢”); imaginons
¢critesles expressionsde ', ), =, p', ¢', 2", ¥, 5", ", ¢", ces fonctions
de 2, ¥, 5, Py @y ooy Piousrs Ponse Satisfont aux 22 + 1 équations

X2 | =0, Xy = o, ., X2 | = o, A .F=o0,
qui ne peuvent posséder plus de six intégrales distinctes : o', ¥/, =/,
P gz, y, 5 p’, q” sont donc liées par quatre relations. Une
transformation de Bicklund permet de passer de (&) & (&”). Clest
évidemment une transformation (B,); & une intégrale de (&) corres-
pond une intégrale de (&”), et chaque intégrale de (&) correspond
4 o' intégrales de (&).

Nous pouvons faire un raisonnement tout semblable quand I'ordre
de (G) estun nombre impair que nous représenterons par2n —1(nZ2),

(1) Nous ne supposons plus que (G) soit un sous-groupe invariant.
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en conservant les notations déja employées (n°5). ', v/, =, p’, ¢’ sont
des fonctions de @, ¥, =, P, ¢, -..5 Pins Pons qui satisfont aux
équations

X" F =0, XU/*VF=o, ., XmF=o, A,,F=o.

Appelons X,, Fla transformation infinitésimale qui, aveec X, F, X, F, .. .,

X,,— F,engendre (£); une transformation de premiere classe fait cor-

respondre & (¢) une équation (¢”) dont les intégrales sont engendrées
<

par I'élément de coordonnées a”, y”, =", p”, ¢"; ces coordonnées

peuvent étre exprimées en fonction de @, ¥, =, p, ¢, .-.; Pias Ponss

(n°2) et sont des intégrales du systéme ‘

X@#F =0, X{*UF=o, ..., X@NF=o, X{UF=o.
Les équations

X(IH'H)F:O, X HOF —o,

o XEHF=o

n’ont que six intégrales distinctes; il en résulte encore qu’une transfor-
mation (B,) remplace (¢") par (¢”), et inversement.
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