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SCIt LES

TRANSFORMATIONS D'UNE CLASSE DTOATIONS
AUX

DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDREL1JL» UI.liJllJ-1;

PAR M. J. CLAIRIN,
Professeur à l'Université de Lille.

Introduction.

Ce travail est consacré à l 'étude de transformations qui permet tent
de remplacer, par une équation de Monge-Anipère, une équation aux
dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes si
cette équation admet un groupe de transformations de contact dépen-
dant de deux paramètres au moins : les principaux résultats démontrés
dans la première Partie ont été indiqués dans deux Notes commu-
niquées à l'Académie des Sciences ( ( ) .

Nous ferons usage des notations généralement adoptées; oc et y
désignant deux variables indépendantes, nous représenterons par^
une fonction de ces deux variables et nous poserons

ûb as
^}=^ ^-Jy'

- àïz — àïz - àîz

^'•""^ ^à^àr7 "~ ày2'

Pour les dérivées d'ordre supérieur nous emploierons la lettre p
affectée de deux indices; nous écrirons

__ à^-i^
P1^—'^)^^

i et /, comme toutes les lettres écrites en indice, désignent des

( i ) Comptes rendus, novembre et décembre 1906.
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nombres entiers positifs, la somme i-r-j est égale ou supérieure à
trois ; quelquefois nous nous servirons de notat ions semblables pour
les dérivées secondes, que nous représenterons par p ^ ^ y p^^ p^^ au
lieu de r, s, t,

Nous aurons à considérer simultanément p lus ieurs systèmes con-
stitués d'une manière analogue par deux variables indépendantes, u n e
fonction et les dérivées partielles de cette fonction ; nous emploierons
toujours les lettres qui viennent d'être ind iquées , en ajoutant, s'il y a
lieu, un signe distinctif.

Désignons par F(^, y, z , p , q, . . . , p^n-,, p , ^ ) une fonction conte-
nant, outre les variables indépendantes, s et ses dérivées d'ordre
inférieur ou égal bn; — ? — seront les dérivées de F prises par rapport
à x et à y en appl iquant le théorème des fonctions composées :

dF à¥ àF aï à¥ d¥ à¥
—— =. —— -4- p —— -4- r—— 4- S—— 4- . . . 4-/?'»,^—i -.———— "+~/-?l,/^ '">———?

cix ô\v ' àz àp àq l " ' àp^n-i àp^n
d¥ à¥ à¥ 0^ à¥ â¥ à¥
—— == —— 4- <] —— -h -S'—— 4- t—— +. . . +/..'i,/;. •-:———— -hpo./i-n -1———•dy àv l as àp ôc/ ' ' ^1.^-1 àp^n

Nous ferons de même pour toutes les dérivées de F : si k est un
entier supérieur à l 'unité, —p , ̂ . ? • • • seront les différentes dé-
rivées d^ordre k de F.

I.
1. L'équation

( s ) r - ^ f ( x , y , z , p , € ^ s , t) == o ( 1 )

et celles qu'on en déduit par des dérivations successives permettent
de calculer en fonction de a?, y, z , /^ y , ,$•, t, p^.^ p^^ ..., p^-o po,n
touteâ les dérivées d'une intégrale z jusqu'à l'ordre n inclusivement,
quel que soit n ; nous supposerons toujours que cette opération ait été
effectuée et qu'on ait seulement laissé subsister dans les formules les
2/ï 4-3 quantités qui viennent d 'ê t reénumérées. Ces quantités, qu i

(1) Un changement de variables permet toujours de remplacer une équation aux dé-
rivées partielles du s-econd ordre par une équation où figure r\ on peut alors imaginer
que cette dernière équation soit résolue par rapport à r.

Pour la théorie générale de ces équations, voir GOURSAT, Leçons sur les équations aux'
dérivées partielles du second ordre.
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définissent analytiquement la position d'un élément d'ordre T?, apparte-
nant à une intégrale de (s) — ou, comme ,nous dirons pour abréger,
appartenant à (e) — peuvent être appelées les coordonnées de cet élé-
ment.

Les dérivées ^iemes ——? ———^ ... d'une fonction F de ces 2n -4- 3dx" da^-^dy
coordonnées sont des fonctions des coordonnées des éléments d'ordre
TÎ -h k de (&) ; après que. r, p^;, . .^ p^^k-i auront été remplacées par
leurs valeurs, en y supprimant les ternies qui contiennent les déri-
vées (n -4-' ^y^^de s, il reste des expressions que nous représenterons

/'^•FN /• d^-F \par —T. , . . . . ? • • - •1 \ dx k j \ dx'^ -~1 cly j
Nous ne considérerons que le cas où l 'équation en \

^^-^=0
as ' àt

a deux racines distinctes m et p-; (£) possède alors deux systèmes de
caractéristiques ("C") et (F) ; les caractéristiques d'ordre n du système (T)
sontdes multiplicités deoc^ éléments appartenant à (c), dont les in -r 3
coordonnées satisfont aux équations différentielles

dy == PL dx^ dz == p cl^c -\- €/ dy.

(i)

^rt-2/
d p ^ — f d x - ^ - s d y , . . . , dp^n-^-— 'j—^dx +/Jï,/,-i dy,

dq •==. sdoc-+-tdy^ . . . , dp^^-,^ ^i,//.-i dx -i-^o,/^ ^J?

(^M—i /^
-̂̂  i <n?.y -h <^i,«--i 4- w <^o,«, == o ;

en permutant m et ^ on aurait les équations des caractéristiques du
système (G).

Les fonctions F(^',y, z, p , q, s, t, .. . , /?i ,»-i»po,»)? telles que rfF soit
nul le quand dx^ r/y, âf^, dp, dq, ..., rf/^,/;-i, û?/>o,^ satisfont aux équa-
tions (i) (1), sont les intégrales communes aux équations
, , â¥ àT( 2 ) -—— — m -,——— == o,

^Po^ Op^n-i

/'^F\ fdF\ /^-l/'\ âF
(ô) ^^K^)"^^^)^^

( 1 ) On dit alors que F est un invariant du système (F) de caractéristiques. Le mot
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L'effet d'une transformation de contact telle que (s) devienne

(i) r +7(^ Jî ^ /^ ^ t s>. 0 =• o

est évidemment de remplacer le système des équations ( 2 ) et (3) par

, ,, à¥ — ()f
(a/ —====— ïn -—======= o,

<)p(},n (^1,^-1

(3/ (^^(^^1^}-!^
\^} \dyj \ d y ^ ] ôp^

pour calculer pi, par exemple, on chercherait la transformée de

dy •=- [j. clx^

et l'on remarquerait quelle doit se réduire à

dy == [ j , dx ;

d'ailleurs m et p< sont liées par les relations

— - àj —— àj
m 4- [J. == —:? ^2 [j. -= —=.

(h- àt

Les équations (2) et (2)' sont transformées l'une de l'autre. Si, en
effet, on imagine écrites les 2/z 4- 3 formules qui définissent la trans-
formation de contact pour les é léments d'ordre n de (Y) et de (c)^
parmi les coordonnées des éléments de ( c ) seules p^n-\ ^ A>,% ^é~
pendent de p\,n-\ 6t /^^ (1) , la transformation de l'équation (2) ne

, . . , / . , ()F àFpourra contenir que les dérivées -=—7 _ et sera nécessairement
Ôp^n-l àp^n

l'équation (2y.
Supposons que (s) admet te un groupe cont inu (G) de transformation s

de contact, appelons (G^) le groupe obtenu en prolongeant (G) jusqu'à
l'ordre n et en ne considérant que les 2/24-3 coordonnées des élé-
ments de (&) , ce qui est possible puisque ces éléments forment u n

invariant a dans plusieurs passages deux sens différents; j'ai tâché d'être assez précis pour
éviter toute confusion.

(1) Ce raisonnement ne s'applique pas lorsque n est égal à l'unité.
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ensemble invariant relativement, au groupe; il résulte des considé-
rations précédentes que l'équation (2) et îe système formé par (2)
et (3) sont invariants relativement à (G"" ), c'est-à-dire relativement à
toute transformation finie ou inf ini tés imale de ce groupe.

2. Supposons que le groupe continu ("G) des transformations de
contact qui laissent (s) invariante ait pour ordre un nombre pair in et
soit engendré par les transformations int inifcésimales

X.F, X.F, . . . , X,«F;

les transformations

X^-F, X^F. . . . . X^F,

qui engendrent (G-^), se déduisent des précédentes en prolongeant
jusqu'à l'ordre ri, à condition de. supposer que F contienne seulement
les coordonnées des éléments d e ( & ) et d'exprimer en fonction de ces
coordonnées les coefficients de

ÔF ()¥ àV àF
as àt ' àpi,n-\ ' àpQ.a

Les invariants de (G^) satisfont au système d'équations

X^F^o, X'^F^o, . . . , X^F^o,

qui possède toujours au moins trois intégrales distinctes c i , epa, ©3; il
n'en possède d'ailleurs pas un plus grand nombre si X^'F, X^'F, ...,
X^F ne sont liées par aucune relation linéaire; admettons d'abord
qu'il en soit ainsi.

Considérons une surface intégrale quelconque (S) de (s); les coor-
données des éléments de (e) qui engendrent cette intégrale dépendent
de deux variables; en remplaçant ces coordonnées par leurs expres-
sions dans o,, o,>, ©3, et en é l iminant ces deux variables, il vient une
équation que nous écrirons

( 4 ) ^^^(Pl. °2)-

En général, l ' équat ion précédente et ( & ) admettent co2" intégrales
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communes déduites de (S) àPâide des transformations du groupe ^G);
la fonction co(0i , o.) dépend d'une infinité de constantes arbitraires.

Les intégrales communes aux équations (4) et (e) satisfont, en outre,
aux équations

, -\ -7- 1 - ,-/-,c/'j;; au d^i ^ ?,)ûo (T/îpa
"d^c ~~ ()0[ dx ' à0î dx '

ch^ __ à^} d^ àw do.2
Tty ~ ̂  dy à^î dy

qui donnent

dos ^9-2 ^?3 ^a ^?1 ^93 __ ^?1 ^?3

Z^ 7/7 """ '̂ 7 ̂ ' __ <)^ d.r dy dy dx __ àcù ^
do^ d o ^ , ^ 9 . 1 ^a ~~ JQ^' ^©i ^9s _ ^9i ^9 2 ~~ ^9-2
" ï̂" ^7 """ 777 7l^ dx dy dy dx

Les premiers membres de ces dernières équations contiennent
œ, y , s, p, q, ..., p,^ ïh^ ; ce sont des invariants du groupe
(G^^) ( ^ ) , puisque dans les seconds membres figurent seulement les
invariants ç^ ©2 de (G^).

Posons
^ x'-=. îpi(^,j, 3./î, ^, •S t. ' • • .7^ i , / / -npo, / / ) i

(5) , y=92(^,J^,/), ^7, .î, ̂ .. ̂ P^n-l,Po,n).

[ z'= 9^(.T',r, s,/.?, q, .s-, ^ . . . , / - ' i ,»- i>^o, ,z) ;

à chaque intégrale de (s) les équations précédentes font correspondre
une surface; nous allons montrer que toutes les surfaces ainsi obtenues
sont, en général, les intégrales d'une équation aux dérivées partielles
du second ordre.

Les équations

^ ̂  y ^1 _,_ / ̂  ̂  d^ -^ pi ^îl + ̂  ̂
<î/.r A ^ û?.r:' /./y c/y c^/

donnent les dérivées de z ' considérée comme fonction de oc' ety'; en

( l t) D'une manière générale, (G^) désigne le groupe formé de la même manière que
(G^3), en prolongeant. (G ) jusqu'à l'ordre // ; la signification de X^ F, X^ F, ... est aussi
évidente.
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résolvant, i l vient

(6) [

do-^ d^^ 1 dçDs do^
, d.v dy dy dx , . , ,

7/== -.——-————-——— = ̂ (.r y, ̂ .p, cy,.ç, t, . . .,/?t^,/.,^.,,.,..i),C/QI do^ c'Api do^ > i ^ • ^ . --t / < .

/te dv dy dx

<'/c3i <r/03 do^ do-^
, d.r dy dr d.v , . , ,<7 = rfy7^r3^-^ ̂  lLÎ(;r'r' -''/'; y' ̂  '' • • •-^."'^-•^^

dx dv dy da:

les derniers membres de ces égalités sont, nous l'avons vu, des inva-
riants de (G^-^).

Les dérivées secondes de r-' se calculent de la même manière :

\ d^i f/Oa rîU'i d0î
, dx dy d'y dx , .r "'^^r-^r^j;"''7'^17'7'-"'7^'7'^^ •••'^'-'-^'•"-^-

dx dy dy dx

Jçi d'il^ d^i d^i
, . , cfx dy dr dx , , .
(7) { S '== ̂  ^^————^——^^^(^.J .^^^/^S^ • • ^.^1,^+1. PC,/r+a) '

dx dy dy dx

dcQi .̂2 dca^ d^.^
, dx dr dr dx , .

t== riçT^^S"̂  =ro rîy! "^ '7's' ̂  ' ' -1JP••"4-1 '^•""2) '
^ dx dy dy dx

TiTi, îs^, ^3 sont des invariants du groupe (G^4"^); on le démontrerait
en répétant le raisonnement indiqué plus haut .

Un invariant de (G^) ou de (G^0) est un invariant de (G^-^);
nous avons donc trouvé hui t invariants de (G^4 '23); mais ce groupe ne
peut admettre plus de sept invariants d i s t inc t s , puisque ces invariants
sont les intégrdies du système complet

X^F^o, XY^^F^o, ..., XV^^F^ro,

qu i contient 271-h 7 variables ( 1 ) ; i l existe donc entre ces invariants

(^Lcà équations précédentes sont indépendantes, puisque, par hypothèse, X^F,
X^F, .. . , X^'/i F ne sont liées par aucune relation linéaire et homogène.

Ânn. Éc. Norm^ ( 3 ) ; X X V I Ï . — OCTOBBI"; 1910. 58
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une relation

(8) i ï(<?î , ©2! 93.^1' ̂  ^1' TO^T^mO,

c^est-à-dire que ̂ (^y) satisfait à l 'équation du second ordre
/ / \ H^.y^ -v' '-/ ?/ /"/ /J ç7 / / ' ) — r »( 6 ) tl (, ̂  ^ J •} ^ ^ ? i c/ ; / î ° ? l' J — °«

Cette équation est une équation de Monge-Ampère : il est évident que
les équations (5) et (6) font correspondre à toute multiplicité (M/^+i)
formée de co1 éléments unis du (T'i-l-ïy^^ordre qui appa r t i ennen tà (&)
une multiplicité (M",) d'éléments unis do premier ordre et qu'à une
intégrale de (s) contenant (M/n-i) correspond une intégrale de la
transformée qui contient (M^) . Si (M/,,,,,) est une multiplicité caracté-
ristique de (s), il existe une inf ini té d'intégrales de (c) qui cont iennent
(M^,);à ces intégrales qui dépendent d'une infinité de constantes
arbitraires correspondent des intégrales de la transformée qui sont
tangentes tout le long de ÇM\) ; d'ailleurs, à deux intégrales qui ont en
commun tous les éléments de (M^), mais non des éléments d'ordre
plus élevé, correspondentdeuxintégrales dont le contact le long de (M7,)
est du premier ordre seulement puisque, d'après les formules (7), les
valeurs de /'/, s\ l ' dépendent de/?^^i,po^^a ( 1 ) ; (M^) est dans ce cas
une caractéristique du premier ordre de l'équation transformée. Cette
équation possède deux systèmes de caractéristiques du premier ordre
qui correspondent aux deux systèmes de caractéristiques de ( & ) ; c'est
donc une équation de Monge-Ampère.

Nous allons d'ailleurs montrer qu'on peut diriger les calculs de
telle sorte que H contienne linéairement r ' y s ' y t\ Imaginons qu'on
él imine d'abord pi^-n et ^0^+2 entre les équations (7) ; vs^ ^2, r^
étant des polynômes du premier degré en p^n+ï ^t po^w on trouve
une relation de la forme

(9) A r f + B À • / ~ ^ C ^ + ï ) = o ;

(1) CTI, isTzî 'CTS sont, en général, des fondions indépendantes de 7^1,^+1, po^n-^; lors-
qu'il en est autrement, on ne peut pins raisonner comme nous venons de faire; supposons,
par exemple, que pi^n^-i et 7?o,«+2 figurent seulement par la combinaison pi,^-i-i -i-w/;o^/-i-â
dans •OTI, ^3,^3, si (My^-i) ûst une caractéristique d u système (G), r\ s ' , t ' onL des valeurs
bien déterminées en chaque point de ( M ' i ) .
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A, 13, C, D désignent des fonctions de <x, y, ,s, p , q, . . . , p,^, po^.,.
Il reste à éliminer ces quantités entre les équations (5), (6) et (q); le
résultat sera nécessairement de la forme suivante :

^^f,/,^\p.qr)rf-+-^(^,yf^',pf,qf)sf

-4- yO^J^ ^P'î ^) / / -+- oO^r^^/^^) ^o,

ce que nous voulions établir (1).
Les raisonnements précédents sont en défaut si r " , s\ t ' ne sont pas

des fonctions indépendantes de p^n,.^ p^n+ï ?' n» calcul qui n'offre
aucune dilTiculté montre qu'il en est ainsi seulement lorsque ̂  et ̂
satisfont à l'équation
/ . à¥ àF(10) - — — — — / n - — — = = o ,

àpo,n+l àp^n

on à l'équation obtenue en remplaçant rn par [JL. Dans ce cas, o,, o.,,
Ç a ? f^? ^2 sont des intégrales du système formé par

•V(^-H) v — „ Y ( /z+1 ) y _ „ \{n+i) u _ ,„
^^l •»• —— '-'5 A-2 -«• —— <->i . . . , A.^ l1 —— 0

et l'équation (lo) ou l'équation analogue; ces 2/z-t-i équations sont
indépendantes, puisque nous avons supposé que X^1 F, Xi^'F, ....X'.^F
ne sont liées par aucune relation linéaire et homogène, il n'existe donc
pas plus de quatre intégrales distinctes, et l'on peut déduire des sys-
tèmes (5) et (6) une équation

(ii) K(^,y,^^)=o;

la transformation (5) fait alors correspondre à l'équation du second
ordre proposée une équation du premier ordre.

Avant d'examiner si cette circonstance peut se présenter, nous ferons
encore une remarque : nous avons admis que la relation entre o,, y^ ©3
qui correspond à une intégrale de (s) peut être écrite sous la forme (4) ;
il y a exception quand 93 ne figure pas dans cette relation; ^ et ^
sont alors nécessairement deux invariants de l'un des systèmes de
caractéristiques de (s). D'ailleurs, un changement de notations très

( l ) Uno démonsLraLion semblable à celle qui est indiquée plus loin (n0 5) pourrait être
faite ici également.
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simple -- il suffit de permuter 03 efc 03, par exemple — permet tou-
jours de revenir au cas général; l 'équation transformée de (s) est alors

./=o.

3. Observons d'abord que, 27^ é t an t l'ordre du groupe (G) , l 'une au
inoins des fonctions y , , ç^, 03 dépend effectivement des dérivées
d'ordre n de z : le raisonnement développé plus haut montre toujours
que

^©3 <r/(p:2 ^93 r/92 ^91 < î̂p 3 r/cpi ^©3
r/^ ciy dy dx dx dy cl y dx
do^ d.Q^ C/Oi €i,Q^ C/C3( <'/CO.j ^Oi ^^

dx dy dv da? dx dy dy dx

sont des invariants dont l 'un au moins est distinct de o,, 0^, c^,
puisque la fonclion co(oi , cp^) renferme une infinité de constantes
arbitraires; ces expressions ne contiendraient aucune dérivée d'ordre
supérieur à n si les quanti tés x, y, .s, p , q , s , ( , ..., 7^1^-2, po.ra-i f igu-
raient seules dans î p i , y^ , 03 ; le groupe (G^) posséderait donc plus de
trois invariants, ce que nous avons reconnu impossible.

Supposons que la transformation (5) fasse correspondre à (s) une
équation de Monge-Ampère et considérons une des intégrales

(^ /) ^=s^'.y'}

de cette équation ; les intégrales correspondantes de (£) doivent satis-
faire à

(l'a) 93 =r ^ (©^Og) ;

les équations déduites de cette dernière par dérivation sont équiva-
lentes aux équations

(.3) ^=^-, .^=^-,</9i ^92

on le vérifie aisément d'après les expressions de ^ , , f^ [formules (6)"|.
Puisque '^, et ^2 sont des fonctions indépendantes de p^.^ /Y^i-o on
peut calculer toutes les dérivées de z d'ordre supérieur à n en fonc t ion
des dérivées dont l'ordre ne dépasse pas n, celles-ci devant satisfaire
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à (12) et à (s) ainsi qu'aux équat ions obtenues en dérivant. Lesinté-
grales communes à (s) et à (12) sont donc les intégrales d 'un système
de 2// équations aux différentiel les totales et ne peuvent dépendre de
plus de 12/2. constantes arbitraires. Elles dépendent d'ailleurs bien de
'in constantes, le système est complètement intégrable : en effet, les
équations déduites de ( î3 ) en dérivant peuvent être remplacées par

__ (̂  _ à\^ à2^-
^J—— """;——T 5 î^^—— "",————~)——7 OlJg == ———-,

^?î " à^^ÔQî à^

et ces trois équations ne sont pas indépendantes, puisque c^, o^» °;î?
d^, f^, în-i, r^, ^3 satisfont à la condition (8) et que g représente une
intégrale de (£'). Ainsi, à une intégrale quelconque de {€} corres-
pondent cc2^ intégrales de l 'équation proposée; on peut évidemment
obtenir toutes ces intégrales en appliquant à l 'une d'elles les transfor-
mal ions du groupe (G).

Au contraire, si les surfaces déduites des intégrales de (c) par la
transformation (5) satisfont à une équation telle que (n), à chacune
d'elles correspondent des intégrales de ( & ) dépendant d 'une in f in i t é
de constantes arbitraires. Conservons les mêmes notat ions; supposons
que (i/) soit une surface intégrale de (n), nous avons à chercher les
intégrales communes à (s.) et à (12); en dér ivant les deux membres
de (12), on trouve des équations équivalentes à(i3). Ceséquations(i3)
ne sont pas indépendantes, parce que y,, c^, 93, A, , d^ sont liées parla
relation

K ( < p i , 92, ©3, ^,4;2)==o,

et la même relation existe entre ç^ 925 g{^\^ Ça)? —L^ —^ (£) ̂  (I2)
forment un système en involution, l 'intégrale générale dépend d 'une
fonction arbitraire. Toute intégrale de (s) satisfait donc à une équation
telle que (4) qui a ce00 intégrales communes avec (£"); cette dernière
équation est alors intégrable par la méthode de M. Darboux, l 'un des
systèmes de caractéristiques, (C) ou (F), possède deux invariants qui
sont en même temps des invariants de (G^) ; nous avons déjà vérifié
que, dans ce cas, la transformation étudiée permet de remplacer (a) par
une équation du premier ordre.

Il n'est pas évident que deux fonctions de x, y, z, p , y, ..., p^-i,
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pç,^ puissent être à la fois des invariants de (G1^) et de l ' un des sys-
tèmes de caractéristiques; aussi nous allons indiquer un exemple.
Gon sidérons l'équation

r-^f(s)-=o',

elle admet le groupe des transformations ponctuelles

.r =:S 4- Ai, y =7, ^ == ,3 4- ̂ .f -1- ?.3j -4- }.,.

qui dépendent des quatre paramètres A, , } ,̂ "Xg, X,,. y et ^ 4- j jr-r^ sont
deux invariants de l'un des systèmes de caractéristiques et du groupe
précédent prolongé jusqu'au second ordre. Si l'on définit une trans-
formation par les équations

r ds
^=s, y'=y' j f^Y

on trouve que ^(^/, y) satisfait à

p ' ^ o .

4. Nous avons supposé que les équations

X^F^o, X^I^o, . . . , X^F=o

sont linéairement indépendantes; nous allons montrer que cette hypo-
thèse est toujours réalisée. Si les premiers membres de ces équat ions
étaientl iés par des relations linéaires et homogènes, (G^) posséderait
certainement quatre invariants distincts ç,, cp^, y^ ç,, puisque le
système précédent comprendrait moins de in équations indépen-
dantes; une intégrale quelconque de (s) et toutes les intégrales déduites
de celle-ci a l'aide des transformations du groupe (G) satisferaient à
deux équations de la forme

(l4) ?3-— ^i(9n ?2)=°î ?4—-^â(?n Pa) ^O?

où o^ et (Oa représenteraient des fonctions dépendant d 'une infinité de
constantes. Les intégrales communes à (s) et à un système tel que(i4)
ne contiennent jamais in paramètres arbitraires, à moins que les deux
équations (i4) ne soient en involution avec (s), leurs premiers
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membres étant des invariants de l'un des systèmes de caractéristiques.
Trois invariants de (G^) seraient alors des invariants de ce système de
caractéristiques : supposons, pour fixer les idées, que ç a » ?;î< 9', so ient
des invar iants de (T). Il ne peut arriver que deux de ces fonctions —
ç^ et 03 par exemple — contiennent seulement les dérivées des d'ordre
inférieur à 72; à une caractéristique d'ordre n — i du système (G) et à
toutes les caractéristiques homologues correspondrait, en elïet, une
équation telle que

( i5) ^•^^(Çâ)?

qui aurait seulement co2^-1 caractéristiques communes avec (£). Le
système (F) admett ra i t donc deux invariants d'ordre îi; n ne pourrait
être supérieur à deux.

Nous nous bornerons à l'étude du cas où n est égal à deux ( ' ) .
X,F ,X^F , XgF, X,.F sont liées par des relations linéaires et homo-

gènes dont le nombre est au moins égal à celui des relations qui existent
entre X^F, X^F, X^F, X^F; en dehors des invariants de (G) le
groupe (G^) ne possède pas plus de deux invariants; il est permis de
supposer que 92 est un invariant du premier ordre. Lorsque (F) admet
un tel invariant , il. ne peut y avoir pour ce système de caractéristiques
deux invariants du second ordre ; imaginons donc que ç;, soit également
du premier ordre : (s) est une équation de Monge-Ampère avec l'in-
tégrale intermédiaire (i5).

Par hypothèse, ç^ et ç^ sont invariantes relativement à un groupe
d'ordre supérieur à Puni té ; les équations

[W,o,]-W^=o, [W,93-]-W^=o,
OZ UÀS

où W représente une fonction de.r,r, ,s, p , q, admettent deux intégrales
distinctes W^ W^. W^ 0(w1) satisfait, quelle que soit la fonction 6,
aux équations précédentes. Il existe un groupe d'ordre infini qui laisse
invariantes o^? ?;} <3t par conséquent l'équation (&).

(i) Le cas ou // est égal à l'unité a déjà été traité {Comptes rendus, mai 190-2; Bulletin
delà Société mathématique, t. XXX, 190^ p. 1 0 0 ) ; certains des raisonnements précé-
dents ne seraient pas applicables dans ce cas particulier.
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5. Nous considérerons maintenant une équation

( s ) /• -4- /( -r, r, ^, p, q, s, t ) = o,

qui admet un groupe cont inu (G) de transformations de contact dont
l'ordre est un nombre impair 2/? — i (/^2), et nous démontrerons
qu'il est possible de faire correspondre à (s) deux équations de
Monge-Ampere.

Les notations seront tout à fait analogues à celles que nous avons
déjà employées.

Représentons par

XiF, Xq F, ..., Xs/^iF

les transformations infinitésimales qui engendrent le groupe (G) etpar
VWP Y(rt)Tp VW TpA, 1 , A g 1. , .... ^//-i r

les transformations infinitésimales qui engendrent (Gr^), c'est-à-dire
les transformations infinitésimales précédentes prolongées ju squ ' à
l'ordre n et dans lesquelles on a seulement laissé subsister les coor-
données rr, j/, z, p , c / y s, l, ..., p^n-~\ï P^n des é léments d'ordre n
appartenant à (î).

Nous avons vu (n° 1) que l'équation

, „ ÔF à¥
An r = -,—— — m -——— z=. o

àih,n àpl,n-\

est invariante relativement au groupe (G/,); elle est donc invar iante
relativement aux transformations inf in i tés imales de ce groupe, et les
équations

(16) X^P=o, X^F^o, . . . , X^;^F=o, A / , F = o

forment un système complet qui possède trois intégrales distinctes,
puisque les variables x, y, z , p , q, . ' ^ p ^ n - ^ P ^ n sont au nombre de
2/1 -4- 3 ; nous admettrons d'abord que les équat ions

^-DF _ Q v-( / /~i5p — /.. v( / / - i )Tr — „•"•i •• — '-"î •i^iî A- — u') • ' • i •^m-i *• — 0?

et par conséquent les équations (1:6), sont indépendantes .
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Désignons par o,, ©a, 03 les trois intégrales distinctes du système
(16), et posons

x'-=Q^{x,y^,p,q, . . .,pi,n-i,7.?o,,,),
y^ ©af^r, :;,/), //, . . ., pi.n-i,p^n),

,^:=93(.y,j, ^,7.?,^, . . .,7->i,»-i^o^);

à chaque intégrale de (e) les équations précédentes font correspondre
une surface; nous voulons établir que ces surfaces sont.» en général,
les intégrales d'une équation de Monge-Ampère.

Comme précédemment, on trouve

p1^ ^ ^ ( x , y , z , p , q , .

q ' ' == ^ > ^ { x , y , z , p , q , .

/•^CTiO^j,^,^^, .

^:=OT20r,y,^,^ .
t^js^.y.z.p.q, .

• • 5 Ri,m jPo,/t+-l )?

• • ? Pi,n^ pQ,n+i ) î

• - •} Pl,n-ï-i-> Po,n+î)i

• • 5 /?l,/^-+-lî /-^O, 7^4-2);

• • î Pl^i+-ïi PO,714-2)^

^, ^2^ ^i » ^2? ^3 étant toujours calculés de la même manière ; ̂  et '̂
sont des invariants de (G^"^), ^1, CT^, ^3 des invariants de (G^"^).

TI r*r»., 1 i i j ^i ^l ^-ï ^^^ ^•i ^^ 1 -11 sumt de calculer dans — ? —? — — 5 — — 5 -7-? —— les termes ouïdx dy dx ci y dx dy 1

contiennent les dérivées ^z+iy6"1^ de ^; de remplacer p^^~\ P^11 1e1

valeur obtenue en dérivant (n — i) fois par rapport à y les deux
membres de (e) et de tenir compte des relations

àf
m+^=^

ôf
^--ii-

pour voir que —h; " " » -p- et, par conséquent, ^ et ^2 satisfont àdy
l'équation

< i- ÔF âF
• m -—— —^ o.

î,«
A/,^.1 ,̂  == -,———

^O^+l

De même, î3'^, ^3, GT;, satisfont à

à¥
àpQ,n+î

A/^aF
àV

• m -———— rr: 0 ;
^i,«n

, o^» y;i? ^ i? '^2» ^'o ^2» .̂1 sont des intégrales du système
X^F-^o, X^^F^o,

^/ÎM. Êc. Norm., ( 3 ) , X X V I I . — OCTOBHK K ) I O
X^^F^o, A,^F=:o;

59
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ce sont en effet des invariants de (G^'4'^), c'est-à-dire des intégrales
des 2/? — i premières équations du système précédent; de plus, nous
venons de voir que r^, r^, ^3 satisfont à la dernière équation, il en est
ainsi également pour ç ^ , o^ ©3 ^^ 4^ q111 ne contiennent pas les
dérivées d'ordre n +• 2 de s. Ce système de 27?, équations indépendantes
où figurent 271+7 variables ne peut admettre plus de sept intégrales
distinctes; il existe donc une relation

H ( ? l > ?2? ?3) ^ l î^^l?^^) ==0

entre les huit intégrales que nous avons trouvées ou, ce qui revient au
même, z\x\y1') satisfait à l'équation du second ordre

(E') HC^j^^/^^r^^^Q^o.

C'est une équation deMonge-Ampère ; nous allons, en effet, montrer
qu'elle possède deux systèmes de caractéristiques du premier ordre,
que nous désignerons par (C') et (P), et qui correspondentrespective-
ment aux deux systèmes (C) et (F) de caractéristiques de ( & ) .

A u n e multiplicité (M^4.i) composée de co1 éléments unis d'ordre
n •+• ï appartenant à (e) correspond une multiplicité (M\) de ce1 élé-
ments unis du premier ordre. Supposons que (M//.n) soit une mul t i -
plicité caractéristique du système (F); elle supporte une inf in i té de
multiplicités caractéristiques d'ordre n -i- 2, et à chacune de ces der-
nières les équations (17)? (17)' font correspondre une multiplicité
du second ordre qui est supportée par (M^) ( i ) et dont les é léments
appart iennent à l 'équation (Y). Cette équation admet, par conséquent,
une famille de caractéristiques du premier ordre qui sont les trans-
formées des caractéristiques d'ordre n -+-1 du système (F).

Lorsqu'un élément Çx, y, ^, p , y, . . < , jp^-iî p^n) engendre une
multiplicité caractéristique (M/^) d'ordre n du système (C), le point
Ç^\ y\ s') correspondant décrit une courbe; en chaque point de cette
courbe les valeurs de^/, q1 sont déterminées, puisqu'el les ne dépendent

( ] ) Ces muhiplicitcssont disLinctes, puisque T.TI, n^, ^3, qui dépendent de pi,n+ï^pu,ii-\-^
contiennent seulement pi,n+\ •+• mpQ^i^ ; le long d'une caractéristique d'ordre n -4-1 du
système (F), c'est pi,n..M 4- [ip 0,7^4-2 qui a en chaque point une valeur déterminée égale
, c/po,/-._i•' ^O^-M

dx
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que des coordonnées des éléments de (A'L) et de y^ + wp^+i?
expression qui en chaque point de (M/^) est é^ale à -/-0^- La multipli-
cité engendrée par l'élément x\.y\ ^9 p\ q ' estime multiplicité carac-
téristique du premier ordre de (s7); elle sert en effet de base à une
inf in i té de multiplicités composées d'éléments unis du second ordre
{x^y, z\ /Y, /, r ' , s\ l ' ) qui appartiennent à l'équation (Y), puisque
les fonctions ^y ^2? ^3 contiennent, outre les coordonnées des élé-
ments de (M,,), p^n, po,n-^^ Pi.^-n -+-^po,m-2- Aux caractéristiques du
système (C), comme à celles du système (F), correspondent des
caractéristiques du premier ordre de (£'), ce que nous voulions dé-
montrer.

L'équation transformée ne renferme pas de terme en rY-— /3 : les
caractéristiques (P) satisfont à l'équation différentielle

d y ^ y ' dx^

a" étant donné par l'égalité
<r/©2 <^©2

^ clx cl y
p' = ~ d ^ , ^ " ;

^ + fj' JJ

le second membre contient.^, y, z et les dérivées de z jusqu'à l'ordre n
— la vérification n'offre aucune difficulté — ; de plus il est évidem-
ment invariant relativement aux transformations de (G^); il satisfait
donc aux équations

^W-D F ̂  ̂  x^-n ) F ̂  o^ _ ^ x^) ? =. o, A/^i F =: o

et peut s'exprimer en fonction des cinq intégra!es < p i , 9^, <ps, ^, ̂  de
ce système, u/ dépend seulement de x\ y\ ^, p\ </; on en déduit
immédiatement le résultat annoncé.

6. Avant de discuter les résultats précédents, observons que le
système (16) possède toujours deux intégrales dis t inctes qui sont des
fonctions de Xy j, z et des dérivées de z jusqu'à l'ordre n — i seule-
ment; il est permis de supposer que ces intégrales sontç^ et ça? tandis
que y;, dépend des dérivées n^^.

Le raisonnement qui a été fait pour établir qu'à une caractéristique
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d'ordre n -+-1 du système (F) correspond une caractéristique du pre-
mier ordre de l 'équation (s') se trouve en défaut quand t^, CT_>, ^y
sont indépendants de /?^-n 4- mp^^^. En se reportant aux formules (7)
et en développant les calculs, on voit que cette quantité ne figure pas
dans îsr,, n^, ^3 si ̂  et. ^2 ne contiennent pas p ^ ^ -^mp^^i ou si ç^
et (pa satisfont aux égalités

do)^ d(pi _ ^92 ^^a _
dx dy <â r <^y

Nous laisserons de côté cette dernière hypothèse; en effet, dans ce
cas, y, et Ça seraient deux invariants du système (F) de caractéris-
tiques; à une intégrale de (e) ne correspondrait pas une équation de
la forme (4)? on aurait une relation entre 9, et cpa seulement. Nous
reviendrons sur ce point.

Lorsque les seules variables qui figurent dans ̂  et 'spa sont ^ ,y , ^,
p , q, ..., p^n-^ po,nf ces fonctions satisfont, comme c p i . c p a , ^ , au sys-
tème

v-( / ( ) ip—„ -YWp—r . •VW •V—^A.i 1 — 0, A.2 A1 — 0, . . . , -^în-i K ~— ^i

qui ne peut admettre plus de quatre intégrales distinctes ; q^, îpa» ?;}?
^u ^2 et par conséquent x\ y\ z\p^ q ' sont liées par une relation; la
transformation (17) remplace (s) par une équation du premier ordre.

Remarquons aussi que les coordonnées d'un élément d'ordre n + 2
d'une caractéristique (G) satisfont aux équations

. y , ':= p}.,n~^~ ^^/?o,7^-+-l'

d'pon . ,, , (dm dm\ fdllf\
^=(m~^(^,^+^^0+^+m^^po,^-^^

s iCT^CTa, ^3 dépendent de p^ny po,n^\f P\,n+i +• ̂ o^+a P^ l'intermé-
diaire des seconds membres des équations précédentes, la démons-
tration de l'existence d'un système de caractéristiques du premier
ordre correspondant au système (C) est inapplicable; c'est le seul cas
d'exception.

Écrivons l'équation ^^(^Y)
d'une surface (S7) transformée d'une surface intégrale (2) de (e); les
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équations (s) et

(18) 93=:^-(c?i, 9.2)

admettentco2^ intégrales communes déduites de(S) par l'application
des transformations du groupe (G). Les équations obtenues en déri-
vant les deux membres de (18) équivalent à

(19) ^=^ ^=^-à^i ^92

Supposons que 93, ^, ^2 sont des fonctions indépendantes de p^n-\^
P^ P\,n+ ^0,^+1 ; il est possible de calculer/?,^,..^/^ et par consé-
quent toutes les dérivées d'ordre supérieur, en fonction de celles dont
l'ordre ne dépasse pas n — i et de x, y , s. D'ailleurs le système (19)
donne par dérivation des équations équivalentes à

1-!U j TT c/ 0 __ u § —— ^"^ïDi == •———5 CTa'== ———;—? î»7^r=: ———•àQ\ à(Di ào^ à^?

ces équations (19) et (20) sont donc résolubles par rapport à /?^,
.Po,n-n? ce (^ul ne pourrait être réalisé si CT^, 1^2, ^3 contenaient seule-
ment les deux fonctions de^p^, ^o,%+i? /^,»-M -+' ^Po^+s q^i^ nous avons
indiquées.

Examinons le cas où y 3, r^, 4^ n^ so^t pas des fonctions indépen-
dantes dep^n'-^pQ^pi,n-+' ^(M-M 5 elles satisfont alors à une équation
telle que

à¥ à¥ àFu -———— 4- ç -—— -^ ̂  -—— == o,
àp^n-~\ Op^n àp^,,

où ^, ^, w représentent des fonctions de se, y , s et des dérivées de z ;
ci et opa, qui ne contiennent pas de dérivées d'ordre supérieur à n — i,
satisfont à la même équation, y ^ , (pa, 93, ̂ o ^2 sont cinq intégrales du
système formé par cette équation et par

X^F=o, X^F^o, . . . , X^F=O, A^F^o;

les 2/1+1 équations de ce système sont indépendantes, puisque les
équations

X^-^F = o, Xr1^ =0, . . . , X,^ F = o
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le sont; il existe une relation entre c p i , o^, 03, d^, ^ a î ^ transformée
de (£') est une équation du premier ordre.

La transformation (17) fait donc correspondre à (s) une équation
de Monge-Ampère ou une équation du premier ordre : la discussion
qui précède permet de distinguer les deux cas. Les équations (18)
et (19) peuvent être résolues par rapport à /^,^-i, /?o,//? P\,n -+- ^0.714-1
quand ©3, ^, ̂  sont des fonctions indépendantes de ces trois quan-
tités; la recherche des intégrales communes à (s) et à (18) se trouve
ramenée à l 'intégration d'un système de in — i équations aux diffé-
rentielles totales; ce système est complètement intégrable, car nous ne
trouvons que deux équations distinctes pour calculer p^n? po,n+\ '•
puisque cp^ ©2, ç^ ^, ^2, rsr,, T^, ̂  sont liées par la même relation

à^' as' à^^ à^y r)'2^ i» i , ,. / \ Aque Oo îpo, ,°", —L? —•> —i -.——î —i 1 une des équations (20) esti t î ? . - ? û 9 ̂  ^^ ^çp^ (?cpi^o.2 ^95 1 v /

une conséquence des autres et doit être supprimée; en éliminant
entre celles que l'on conserve p^n+-\ +^0,^4-2» ^ l'ôste une équation
que l'on associe a celle qui a été formée en tirant de (18) et (19) la
valeur de p^,n+mp{}^^' A. une intégrale de l'équation de Monge-
Ampère (£') correspondent co27"-1 intégrales de l 'équation donnée.

Au contraire, si la transformée est une équation clu premier ordre,
c'est-à-dire s'il existe une relation entre ép i , o^ 93» ^ i ? ^2? ^'s équa-
tions (19) déduites de (18) en dérivant se réduisent à une seule, (s)
et (18) forment un système en involut ion; le groupe (G^) possède
alors deux invariants qui sont en même temps des invariants de r( '),
cette condition nécessaire est suffisante; on s'en assure comme dans
le cas d'un groupe d'ordre pair,

Nous avons admis qu'à une intégrale arbitrairement choisie de (s)
correspond une relation de la forme (4); une permutation d'indices
permet toujours de supposer cette hypothèse réalisée.

En résumé, la transformée de (&) est une équation de Monge-
Ampère, à moins que le système (F) de caractéristiques ne possède
deux invariants qui soient aussi des invariants de (G^).

( 1 ) La dernière équation (16) montre qu'une intégrale de ce système qui contient
eHectivement les dérivées jz""1108 cie z n'est pas un invariant du système (C) ; on doit se
demander s'il n'y a jamais deux invariants de (G^-"0) qui soient des invariants de (C) ;
nous montrons dans le paragraphe suivant que deux tels invariants ne peuvent exister,
sauf dans un cas très particulier.
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Cette circonstance exceptionnelle peut 'se présenter; nous le mon-
trerons en considérant l ' équat ion

r — qs 4- i > f ~- o,

qui admet le groupe à trois paramètres formé par toutes les transla-
t ioHS; q + \/<72 -— 4p et 2^ •— (<74- Vy2 — 4jp)^ sont deux invariants
d'un système de caractéristiques.

7o Le système

X^-1 ) F === o, X^" n F = o, . . . . X^ F r= o

possède toujours deux intégrales distinctes — que nous continuerons
à désigner par ç,, ç^ — ; nous allons rechercher s'il est possible
que ces intégrales soient deux invariants de l 'un des systèmes de
caractéristiques, — de r pour fixer les idées. Supposons qu'il en soit
ainsi; toute solut ion de ( £ ) satisfait à u n e équation te l le que

( 2 1 ) ^ ^ ^ ( p i ) ?

qui a ce2""1 caractéristiques communes avec ( & ) ; ces caractéristiques
appartiennent au système (C), et ces caractéristiques peuvent être dé-
duites de l'une d'entre elles à l'aide des transformations du groupe (G).
A chaque caractéristique de (C) correspond en effet une équation
entre ç, et ç^ qu'on obtient en substituant aux coordonnées des
éléments d'ordre n — i leurs expressions en fonct ion d'un paramètre
et en él iminant ce paramètre; cette équat ion ne change évidemment
pas quand on remplace la caractéristique par u n e de ses transfor-
mées.

Sur une intégrale quelconque du système formé par (&) et (21),
considérons deux caractéristiques d'ordre n du système (C) et une
caractéristique d'ordre n du système (T); nous les désignerons res-
pect ivement par les lettres (c), (co), (y). La remarque qui v i en t d'être
faite montre qu'il existe une transformation de (G) qui change la
caractéristique d'ordre n — i contenue dans (co) en la caractéristique
du même ordre contenue dans (<?); cette transformation change
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d(Q^

d'ailleurs (co) en (c) puisque —y- est à la fois un invariant de (G^3) et
^y

du système (F), et prend par conséquent la même valeur quand on
remplace .2', j, 5, p , y, ... ,p^u-\ » JY», d'abord par les coordonnées de
l'élément d'ordre ^ commun à (<^) et (y), puis par celles de l'élément
commun à (c) et (y). Nous n'avons fait aucune hypothèse particu-
lière sur le choix de (c), (c^), (y); nous devons en conclure que deux
éléments quelconques d'ordre n d'une caractéristique du système (F)
sont homologues.

Les équations

(22) X^F:=o, X^F=:o, . . . , X^F=:o

admettent quatre intégrales distinctes qui sont les invariants de
cidî.^

(G^); <p,,, o^, —y- sont trois d'entre elles; appelons cp,. la dernière;

. ^" ,d'après ce qui précède, y^ prend la même valeur quand on y remplace
les variables par les coordonnées de deux éléments d'une caracté-
ristique (F); ©4 est un invariant de ce système, qui ne peut d'ailleurs
posséder deux invariants d'ordre n, y/, est un troisième invariant
d'ordre inférieur à n; signalons, en passant, que cela implique l'exis-
tence d'une relation linéaire entre X^F, X^-^F, .... X^F.

Il y a donc trois invariants dont les ordres ne dépassent pas n — i;
nous pouvons achever en faisant un raisonnement presque identique
à celui qui a déjà été exposé (n° 4). Si n dépasse trois, l'existence de
deux invariants d'ordre 7 2 — 2 est impossible, — une caractéristique
d'ordre n—2 du système (G) n'aurait que co2"-3 transformées — ;
d'autre part, la théorie générale nous apprend que (F) ne saurait
admettre deux invariants d'ordre n — i, à moins que n ne soit égal
à deux ou a trois, on trouve les mêmes équations que dans le para-
graphe déjà cité.

Pour terminer, nous montrerons que, exception faite pour les équa-
tions précédentes, le système

X^F^o, X^-^F::=:o, . . . , Xi^F^o
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est formé d'équations indépendantes. lîn effet, si ce système comprenait
moins de 272— i équations distinctes, (G^"15) posséderait trois inva-
riants 9 i? 92? ç;t; à chaque intégrale de (^) correspondrait une relation
entre ces invariants à laquelle satisferaient également les ce272-1 inté-
grales homologues de l'intégrale considérée. Les intégrales communes
à (e) et à une équation ou figurent seulement oc;, y , z et les dérivées
de z d'ordre inférieur à n ne peuvent dépendre de 2 / 1 — 1 paramètres
sans que les deux équations soient en involution ; deux invariants de
(G^"^) seraient alors des invariants de l'un des systèmes de caracté-
ristiques; on retrouve la question qui vient d'être étudiée.

8. Pour former le système (i 6), nous avons associé aux équations (22)
l'équation

A^F =o;

à la place de cette dernière nous aurions évidemment pu prendre
l'équation
{ ^\ V) ^ ÔF à¥

(•î3) B^F =-.———^-i———^o-
àp^n Ôp^n-ï

Les équations (22) et (23) admettent trois intégrales distinctes <I>i ,
<î>2, ^3, en posant

œ"=i^^œ,f,z,p,€j, .^.p^n^p^n^

(2 /^) • yff=^î{^,y^.p^q^".pi,n-^p^n^
^=^3(^,y^,p q . . . •^1,71-1,^0^);

on fait correspondre à chaque intégrale de (s) une intégrale d'une
équation de Monge-Ampère {€'). Des équations (24) on déduit

p^^i^y» ̂ /^,. '^pi^po^i)>
q " == W^ ( x, y, z, p, <7, . .., pi^, Po,n+i ) ;

W^ et W^ ayant des expressions analogues à celles de ^ et ^2, il
suffirait de remplacer y, , cpa? fs P^ï* ^i? ^2? ^ s '

Les dix fonctions <p^ 9^ 93» f^» ^2? ^i. ^2. ^n y^ ̂  sont des
intégrales du système

Y(M+DP——/ . Y (/;+!) T|7 —,- ^ VI'^+DF ^ .^^ r — o, A.2 r — o, . . ., X2//L\'r ^r- o;

ces 27% — r équations sont indépendantes et contiennent 2/2-h 5
Ànn. Éc, JVorm., (3), XXVïI. — OCTOBRE 1910. 00
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variables, elles ne peuvent admettre plus de six intégrales distinctes;
par conséquent, les dix fonctions que nous avons énumérées sont liées
par quatre relations. On peut donc établir, entre les éléments du
premier ordre de coordonnées (^',y', ^,p\ y'), Ç^,y\ z ' ^ p " , y"), une
correspondance définie analytiquement par quatre équations; (Y) et (y7)
peuvent être déduites l'une de l'autre à l'aide, d'une transformation de
Bàcklund. Cette transformation est de première espèce; à une inté-
grale de (c') correspondent ce2"-1 intégrales de (&) qui forment un
ensemble invariant relativement au groupe (G); à ces intégrales de (s)
il ne correspond qu 'une intégrale de (s"), les intégrales de (s7) et ( e " )
se correspondent une à une.

II.

9. Dans cette seconde Partie nous étudierons quelques propriétés
des transformations que nous venons de définir : pour abréger le
langage, quand il conviendra de préciser, nous appellerons transfor-
mations de première classe celles qui correspondent à un groupe d'ordre
pair, transformations de seconde classe celles qui correspondent à
un groupe d'ordre impair; dans ce dernier cas, nous devons distinguer
les transformations obtenues en associant au système (22) l'une des
équations

A,/, F --=o, B,/F=:o;

la première sera dite déduite du système de caractéristiques (G),
l'autre du système (F).

Nous avons déjà indiqué (n08 2 et 5) que les multiplicités transfor-
mées des caractéristiques de l'équation donnée senties caractéristiques
de la transformée; la démonstration de la proposition réciproque ne
présente aucune difficulté.

En opérant comme nous avons fait pour trouver les expressions '^,
^2î ^15 ^2? ^3 des dérivées premières et secondes de z ' considérée
comme fonction de x \ y ' ' , nous pouvons calculer les dérivées d'ordre
plus élevé. Montrons que p\^^p^^wt égales, quel que soit k, à. des
fonctions de x, y , z et des dérivées de z jusqu'à l'ordre n •+• k\ le
résultat a été vérifié pour les dérivées des deux premiers ordres;
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admettons qu'on ait une égalité telle que

p'^^i == p(.y, y , ^ , p , q, . . . , ^i.^A--2^o^4-A-i );

en différentiant, nous obtenons

/y ,̂., ̂ r'+^o./^j^ ̂ ^l + ̂ ^j;

si nous remplaçons^/et rfyparâ^ etrfç^, il vient deux équations qui
donnent pour p\^-^ /VA- ^es expressions de la forme indiquée. Ces
expressions sont des invariants du groupe (G^^) formé en prolon-
geant (G) jusqu'à l'ordre n 4- k-, on s'en assure en répétant la démon-
stration fa i te pour les dérivées des deux premiers ordres.

On vérifie également, en raisonnant de proche en proche, que les
dérivées (/z 4- À')1"^ de -s ne figurent dans les expressions de p\ ̂ p
PQ k î118 P^ ^a combinaison p^n+k~-\ •+- ^po,^/. si la transformation con-
sidérée est une transformation de seconde classe déduite du système (G )
de caractéristiques.

Remarquonsencoreque,sirélément,(.r,y, z , p , y, . .• ,p^4-/c--t, j^o,n+A-)
décrit une caractéristique du système (F), l 'é lément correspondant
(rr^j' ',^,^',^/,...,^^!,^^) décrit une caractéristique de^^eii
remplaçant dans la dernière égalité dy et d y ' par JJL dx et ^/ dx' ( * ), res-
pectivement il vient

fcîv>i dQ^\ , , . . „ dû (l^

[^ ̂ ^) ̂  • 1 4-^^) -; ̂  ̂  ̂ ^<

II suffit de développer le second membre pour voir quej^ ̂  + ^TY/,
s'exprime en fonction de x, y , s, des dérivées de z dont l'ordre ne
dépasse pas n -4- k — i et de p^n+k-i 4- ^^o,ra'-/c; de plus, le coefficient
de cette dernière quant i té est nul dans le cas d^une transformation de
seconde classe déduite du système (G).

( ' ) [JL' a toujours la valeur indiquée précédemment (n° 5) :

(f^.) dîD->
, _ T/^ ~ ̂  777

k d o i d ̂  i—— -.p. î  —^—
( i X ( ( Y



47^ t ï- CLAllUN.

Si l'une des équations (s), (£') est intégrable par la méthode de
M. Darboux, il en est de même de l'autre.

Supposons d'abord qu^il s'agisse de la transformation de première
classe définie par les équations (5) et que l'un des systèmes de carac-
téristiques de (s"), par exemple le système (C/) qui correspond à (C),
possède un invariant d'ordre À; en y substituant à x/, y\ z\ p\ q\ ...,
Pi k~-\9 P'o^ l^urs expressions, on obtient évidemment une fonction de
.r,y, z , p , q, . . . , p^^^^, ?o^+/c qui "^ change pas de valeur quand
on remplace successivement ces quantités par les coordonnées de deux
éléments du système (C), cette fonction est un invariant du système (C)
de caractéristiques ; l'ordre de cet invariant ne peut dépasser n 4- k\ à
chaque invariant du système (G') correspond ainsi un invariant de (C).
Au contraire, si l'on sait seulement qu'il existe un invariant pour l'un
des systèmes de caractéristiques de (e), (C')pour fixer les idées, il
n'est pas permis d'en déduire l'existence d'un invariant pour (G').
Supposons maintenant que (C) possède deux invariants; une intégrale
quelconque de (&) satisfait alors à une équation

(a5) F(^,y,5,p,^, . . . ,7^1^-1, /?o,/) = o,

si / désigne le plus élevé des ordres des deux invariants, le premier
membre de (2$) est une fonction de ces invariants. L'intégrale consi-
dérée satisfait aussi aux équations obtenues en dérivant

, /,. d¥ ^F ^F(26) ^o, ^=o, .., ^——o.

En même temps que les équations (^5) et (26), imaginons écrites les
formules qui donnent x\ y ' , z1, p\ q ' , ..., p\^_^ /\^; nous consti-
tuons ainsi un système de l\n •+- 2/-+- 4 équations entre lesquelles on
peut éliminer les quantités x, y , z, p , y , . . . , /?i^H-^-o Po,2n+i q111 ̂ "t
au nombre de [\n -+- 2/+ 3 ; nous obtenons ainsi une équation d'ordre
n 4- / au plus, à laquelle satisfont toutes les intégrales de (£') qui sont
les transformées des intégrales communes a (e) et à (25). On en
déduit que (G') possède au moins deux invariants dont l'ordre ne
dépasse pas n -+- /.

Étudions la même question dans le cas de la transformation de
seconde classe déduite du système (G), qu i est définie par les éqna-
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tiens (17). A un invariant d'ordre k du système (C') correspond un
invariant de (C) dont l'ordre est n + k — i ou un nombre plus petit;
en effet, le raisonnement déjà développé montre encore qu'il correspond
à l'invariant de (C/) un invariant de (C) d'ordre n -+- k au plus; les
dérivés d'ordre n -4- k disparaissent d'ailleurs, d'après la remarque
faite sur l'expression de p\ ̂ ^ •+• ^ p ' ^ ^ La fonction transformée d'un
invariant d'ordre k du système (F') est un invariant de (F) d'ordre
inférieur ou égal à n 4- k.

Comme dans le cas d'une transformation de première classe,
l'existence d'un invariant pour l'un des systèmes de caractéristiques
de (e) n'entraîne pas nécessairement l'existence d'un invariant pour
le système correspondant de caractéristiques de (s/). Si le système (G)
possède deux invariants dont l'ordre ne dépasse pas /, en répétant le
raisonnement fait dans le cas d 'une transformation de première classe,
on voit que (CV) admet deux invariants d'ordre n •+• l ou d'ordre
moindre. Imaginons maintenant que le système (F) admette deux
invariants d'ordre /au plus; une intégrale quelconque de (s) satisfait
encore à une équation telle que (aS). Dérivons an — i fois; il vient les
équations

^/F __ ^F c^îll__LV_
d y ~ ° ' d^^01 " " c/y^-1 ~oî

«-" u ./

auxquelles satisfait l'intégrale de (e) considérée; écrivons aussi les
formules qui donnent^', y, z\ p ' , q\ ..., p\^^ p'^,^., ; nous avons
ainsi 47^-^-^-^-I équations, entre lesquelles on peut éliminer les
i\n -+- a/ quanti tés

x^ y - s z') Pi ^1 - - • î /-^2,^-./«»3. //o^.+./_.2, /^1,2/(4-/-2-+-/^o,2^4-/-l-

On en conclut qu'il existe au moins deux invariants de (F) dont les
ordres sont inférieurs ou égaux à n •+• l — i.

10. Le théorème que nous allons établir dans ce paragraphe nous
permettra de montrer la possibilité de décomposer dans certains cas
une transformation de première ou de seconde classe et de la remplacer
par une suite de transformations plus simples.

Pour fixer les idées, considérons une transformation de première
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classe, désignons par/ un nombre entier positif et supposons que le
groupe (G) engendré par les transformations infinitésimales

(27 ) X.F, X^F, < . . , X,.F

soit un sous-groupe invariant d'un groupe (S) d'ordre 2/1+y pour
lequel (&) reste invariante. Appelons

(28) Y.F, Y.F, . . . , Y.F

les transformations infinitésimales de contact qui, avec les transfor-
mations (27), engendrent (3). Appliquons à lafonction ç< les transfor-
mations précédentes ou, plus exactement, les transformations précé-
dentes prolongées jusqu'à l'ordre n\ les transformations (27) ne
changent pas y, ; les résultats des transformations (28) peuvent être
représentés par

Y'^o,, Y^o,, ..., Yy^,,

en employant toujours les mêmes notations pour les transformations
infinitésimales prolongées. Considéronspar exemple Y/^ y i ; puisque (G)
est un sous-groupe invariant de (S), il existe une relation

(9,9) XW(Y, /^J-Y^UX, /^l)=^XY<J9,-^-^X^ icpl+...+^X^9,,

où e^ e^, . . . , (ï^n sont des constantes ; d'ailleurs, en tenant compte des
égalités

X/'-o, = X^(?i =:...-= X^9i = o,

la relation (29) donne
X^Y^ 91 )=:o

et les égalités
^^^^^..^^(^o^^o

s'établissent de la même manière. On en déduit que Y;" y, peut s'expri-
mer à l'aide de c p , , ç^ ^3 seulement; écrivons

Y^'9i--:=ti(9i ,9.^ 93),

et les deux égalités analogues

Y^^^yh^i,?:^), Y'^^îi^i,^^),

qu'on démontre par un raisonnement identique.
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Désignons par U une fonction quelconque de A-', y\ z ' et posons

Yiu^c^^r^^^+^^^y^^^+ç^^y^/)^;

Y ^ U est le symbole d'une transformation ponctuelle infinitésimale qui
correspond àY,F : d'une manière plus précise, nous pouvons remarquer
qu^on a identiquement

(3o) Y ^ U ^ Y i U ,

si dans le second membre ^ , y , ^f sont remplacés par cp , , c?^, y;,. La
transformation infinitésimale Y'/U ne se réduit d'ailleurs jamais à la
transformation identique, puisque, d'après (3o), on aurait alors

Y ^ U ^ c

c'est-à-dire que l'équation

admettrait toutes les solutions du système

X^F = X.^5 F =... = Xi/^F = o.

Les transformations infinitésimales X^F, X^F, ..., Xa^F.Yi F engen-
drent un groupe du (2/2 -4- i)1™0 ordre; par conséquent toute équation
telle que (4) aurait oo2"4"1 intégrales communes avec (s) dès qu'elle en
aurait une, (e) et (4) formeraient un système en involution; l'un des
systèmes de caractéristiques de (e) posséderait deux invariants
d'ordre n qui seraient en même temps des invariants différentiels de ce
groupe d'ordre 2/24-1; nous avons reconnu que cela est impossible en
dehors d'un cas très particulier que nous n'étudions pas.

Nous pouvons considérer Y^F, ..., YyF aussi bien queY^ F, et nous
voyons qu'aux transformations (28) correspondenty transformations
infinitésimales ponctuelles

(3i) Y , U , Y,U, . . . , Y;U,

qui ne changent pas (s); en effet, l 'une quelconque de ces transforma-
tions remplace les co2^ surfaces intégrales communes a (e) et à une
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équation telle que (4) par ^o2^ surfaces déduites des précédentes à
l'aide de la transformation (28) correspondante, c'est-à-dire par ao2"
nouvelles intégrales de (e).

Ces transformations (3i) engendrent un groupe d'ordre y; pour
le montrer, prenons les deux premières Y^U, YyU et développons
l'expression

Y /,(Y,U)~Y,(Y /,U)=(Y^,-Y^O^+(Y^,-Y^O^+(Y,Ç,-Y;^

^2» ^2» ^2 étant des fonctions de x\y\ z ' formées comme ^, r\^ '(, en
considérant Ya F au lieu deY^F. D'après (3o) et les égalités analogues
obtenues en changeant l'indice, nous pouvons écrire

Y^.-Y^^YV^Y^oO-Y^^Y^^O
=^XW9l+^XVl)(p,+...+^X^9,+^YWyl+^

où X^ ^2» ..., ̂ » f ^ i ? • — ? p-y sont des coefficients constants, puisque
Y<F et YaF sont deux transformations infinitésimales de (S), nous
supposons toujours que dans le premier membre on ait remplacé ce',
y, ^ par y^ cp^ Çs- En faisant le changement inverse après avoir
remarqué que (f^ est un invariant de (G), il vient

Y;^~Y,^-=^lY/^/4-...-4-^Y;^=^^+...4-^^

et cette égalité subsiste quand on substitue à ^ ,^2 les fonctions Y), , y]a,
puis ^, '(a. On a donc

(32) Y; (Y;U) - Y,(Y, U) = ̂ Y, U + ^Y,U 4-...+ ^.Y;.U.

Au lieu de Y^, Y^, on peut associer deux quelconques des transfor-
mations Y7,, Y , , . . . , Y^ on trouve ainsi/^^ égalités telles que (32),
ce qui signifie que les transformations infinitésimales (3i) engendrent
un groupe,

Le raisonnement précédent s'étend, presque sans modification, au
cas où ( G) est un groupe d'ordre impair ; il faut seulement ten ir compte
du fait que l'équation

A,F=o
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est invariante relat ivement à l ' u n e quelconque des transformations
Y F Y F Y - F ( n ° 1 ^1. j .1. 9 A. ^ A 5 . . . , .1 y 1 ^11 1 J .

En résumé, si l 'équation (s) admet lin groupe. (S) de transformations
de contact qui con t ienne un sous-groupe inva r i an t (G) d'ordre supé-
rieur à l 'unité , l 'équation de Monge-Ampère, dédui te de (s) par la
transformation qui correspond au groupe (G), admet un groupe de
transformations de contact dont l 'ordre est égal à la différence des
ordres des groupes (S) et (G).

Les t ransformat ions de contact que nous venons de signaler ne
sont pas nécessairement les seules qui laissent l 'équation (c') inva-
riante.

11. Lorsque l 'équation (&) satisfait aux conditions indiquées dans
l'énoncé précédent, on peut évidemment en déduire deux équations de
Monge-Ampère (£') et (s^); les surfaces intégrales de la première sont
engendrées par le po in t de coordonnées

;z/== o; (^,y, z,p, q, . . ̂ pi,n-i,po,n).
y:=:o^(.z-,j-, z , p , <7, . . .,7?i,rt-i,/^,/^

z'-==.Q^x,y, ^p,</, . . .,,/^^-iipo,/J,

où ç^, 9^, o;i sont déf in ies comme nous l'avons expliqué (n^ ï et 5);
suivant que (G) est d'ordre pair ou impair , les intégrales de (e")
s 'obtiennent d 'une manière analogue en considérant (S) au lieu
de (G) : nous nous proposons de montrer que (V) dérive de (s/) par
une transformation de première classe siyest pair et de seconde classe
siy est impair.

Généralisons d'abord Pénalité (3o) : si nous prolongeons la transfor-
mation Y, U jusqu'à un ordre quelconque /, en l 'appl iquant seulement
aux é léments qui appa r t i ennen t à (£'), nous obtenons une nouvel le
transformation inf ini tésimale que nous représenterons par Y^'U,
U désignant une fonction de x ' , y , z\p\ € / , ...,7^, ^ _ i < p o , z ? "ous avons
(33) Y^U^YWU,

à condit ion de remplacer les quantités qui f igurent dans le second
membre par leurs expressions en fonction de x, y^ z , p , y, ....
p^n+i-i9 P(),/H-/* P^11 ̂  substitution que nous venons d' indiquer, Y^U
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devient, en effet, une transformation inf ini tés imale des quantités ^*,y,
s, /?, y, ..., pi^^, /?o^ qui ne peut être que Y^U, puisque
les 2Yz -4- i premiers termes de cette transformation constituent le
développement de Y^U; l'égalité (33) est établie.

Pour démontrer la proposition énoncée au début de ce paragraphe,
nous distinguerons plusieurs cas d'après la parité des ordres de (S)
et(G-).

En premier lieu, supposons ces deux ordres pairs; l'ordre de (G) est
égala 2/?, / est un nombre pair; nous mettrons ce dernier p o i n t en
évidence en remplaçant y par 2?. L'équation (s') admet un groupe
d'ordre 2^ engendré par les transformations Y^U, Y^U, . . . , Y'^-U;
appelons ç^, cp^, c^ trois intégrales distinctes du système

\7 l { i ) f] — „ y r ^ i ) TT __ /y Y^'-' H — n1 l u — ° ? i î u — ° î • • * • » ^ î i u — ° ?

et posons

S .y^ __ -,-/ l ^ •\'< i-7 f^1 ri1 r^ r/ \^i — Çt v^ î j ' z '>P î ^ i ' • * • ^r,/-ii/-^o,i'h
(34) Ji == ̂  (^,/. ̂ J^ '7^ • • - ̂ ,/-i^^o,.).

-s'i == 93 (^î y, ̂ , p'^ q ' , . . •, /?i,/-i. po,/-) î

s^, considérée comme fonction de^ , , j ^ , satisfait à une équation de
Monge-Ampère. Imaginons que dans o\, yf,, y^ nous substituions à
x'\ y , ^ y p ' - , q\ . • . , p\^^ p'o t leurs expressions en fonction des coor-
données des éléments de (s); après cette opération les seconds mem-
bres de (34) contiennent ^,y, z et les dérivées de/s dont l'ordre ne
dépasse pas n+i, et ce sont trois invariants différentiels de (B) : nous
avons en effet déjà remarqué que les quantités x1', y, z\ //, </, ...,
P\,i~^ P^i sont' égales à des invariants de (G^^), que toute fonct ion de
ces quantités satisfait par conséquent à
/ 0^\ 'Vin+t'} î ] _ r\ Y («.+/) n _ r\ V ' ^+^TT _ ^ •^00; AI U—0, X^ ' U — 0 , ..., A.^ U — 0 ,

par hypothèse, nous avons

Y^o^o, Y^Q^=:O, . . . , ¥^91=0

et, d'après (33) et les identités analogues,

(36) Y^cp^o, Y^'o^o, ..., Y^ç^o;

f^ 9» satisfont naturellement aux mêmes équations.
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De (35) et(36) nous concluons que^,, oi,o^ exprimées en fonction
des coordonnées des éléments d'ordre //. -4- i de (s), sont, des invariants
de (^S'"^), c'est-à-dire que l 'équation de Monge-Ampère à laquelle
satisfait ^(•^py,) ne peut d i f férer de (s") que par une t ransformat ion
ponc tue l le .

Il est commode d'appeler ordre d'une transformation de première
ou de seconde classe le plus élevé des ordres des dérivées de z que
cont iennen t les expressions des coordonnées d 'un point d 'une inté-
grale de la transformée : dans le cas précédent on peut énoncer le
résultat auquel nous sommes parvenus en disant que la transformation
de première classe et du {n -+- z)^11"' ordre qui permet de passer de (&)
à (V) équivaut à deux transformations de première classe d'ordres n
et i effectuées successivement.

Nous devons maintenant étudier la même question en supposant
que l'un au moins des groupes (G), (S) est d'ordre impair : les rai-
sonnements qui vont suivre présenteront sur certains points de très
grandes analogies avec le précédent, ce qui nous permettra d'abréger.

Supposons l'ordre de (G) pair, le nombre y impair: 2 n désignera
encore l'ordre de (G) et nous remplacerons y par il — i. L'équa-
tion (£') admet le groupe engendré par les transformations infinitési-
males

Y ^ U , Y,U, . . . , Y^JJ,

et il lui correspond deux équations de Monge-Ampère; considérons,
par exemple, celle qui est déduite du système ((7) des caractéristiques
transformées des caractéristiques du système (G) de (&). Une inté-
grale de cette dernière équation de Monge-Ampère (V) est engendrée
par le point de coordonnées ç^ , ç^, <py [formules (34)], où l'on rem-
place ^ par une intégrale de (Y) : ç? 9^, ç^ représentent trois inté-
grales distinctes du système
Y^U^o, Y^U=o, . . . , Y^U=o, -^L-^^L-^o;

"/-o,/' '-'n,/-!

la dernière équation montre que ©p 9^, o^ dépendent de x ' , y \ z\ des
dérivées de z' d'ordre moindre que i et de /^.i + ^p'o^ ( ( ) ; d'après

( 1 ) Celle remarque subsiste même quand i est égal à deux, parce que w', comme ^,
dépend seulemeni de .^y, 37, 7/5 q'.
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des remarques antér ieures (n° 8), quand on remplace ces c[uantités
par leurs expressions, o',, o^, ç^ dev iennent des fonc t ions de a?,.y, ï,
jj, y, ..., p^n-n-i^ ^o,"+/-n P i , ^ / - i+^o .»+- /» c'est-à-dire des inté-
grales de

<)F ^F-,——— — ni -,———— =: o ;
^P 0, // 4-f ^ t, il 4- / — 1

le raisonnement fait dans le premier cas montre encore que ces
fonctions sa t i s font aussi aux équations (35) et (36). La conclusion
est évidente : chacune des deux transformations de seconde classe et
d'ordre n+i qui correspondent au groupe (S') peut être remplacée
par une t ransformat ion de première classe et du ^ième ordre suivie d'une
transformation de seconde classe et du i1^ ordre.

Passons au cas où (G) est un groupe d'ordre impair, ainsi que (S) :
nous conserverons les notations déjà employées, 2/2 — i sera l'ordre
de (G), et nous écrirons encore 2.1 au lieu dey . La t ransformation
définie par les équations (17) remplace l'équation proposée par une
équation de Monge-Ampère Ç^) qui admet les t ransformations inf in i -
tésimales Y^U, Y^U, ..., Y^U, et nous en déduirons une nouvelle
équation de Mongc-Ampère (s") à l'aide des formules (34), où cp',, ©^
o^ désignent trois intégrales indépendantes de

. Y^U^o, Yf'[J=ro, . . . , Y^[J=o.

Exprimons o'p o^, cp^ en fonct ion de x, y , z et (les dérivées de z ;
elles deviennent des intégrales du système
X^Fr^o, . . . , X^F=ro, Y^F^o, . . . , Y^F^o;

^,y^ z[ sont donc égales à des invariants de (S^-^) qui satisfont de
plus à

â¥ <)¥-——— „ m ———— ^ Q
àfh^w àp^n-^i-i

car les expressions de x'\ y\ ^ et de toutes les dérivées de z dont
l'ordre ne dépasse pas i satisfont à cette équation (n° 8). Le raisonne-
ment s'achève comme les précédents : chacune des transformations de
seconde classe et d'ordre n-^r-i qui correspondent au groupe (S)
équivaut à une transformation de seconde classe et d'ordre/?, suivie
d'une transformation de première classe et d'ordre ?.



SUR LES TRANSFOnMATÏOlNS D'UNE CLASSE D'ÉQUATIONS, ETC. 4^5

I I reste à examiner le cas où l'ordre de (G) e t / sont des nombres
impai rs , 2/2 -— i et ' l i — i ; (S) a pour ordre 2(7?. 4- i — i). Appelons
toujours (s') l 'équat ion obtenue en appl iquant à (c) la transforma-
t ion (17 ) ; elle admet u n groupe d'ordre i m p a i r de transformations de
contact; cons idérons la t ransforinal ion de seconde classe dédui te du
système (P) de caractéristiques; elle est définie parles équat ions (34),
où o\, o7,, 0^ représentent ma in tenan t trois intégrales distinctes du
système

Y^U-o, Y ^ U = o . . . . . Y^U-o. . ^L-^—^-^o.
^/\i,/ ^ r i ' r - i

o^ o^, c^ sont des fooclions de

^', y ' , z 1 , /Y, q^ .... p i , /_2» Po,l-i^ pL-i4-^/^,/;

nous avons montré (n° 8) que cette dernière quant i té , exprimée en
f o n c t i o n de <r, y, ^ et des dérivées de ^, ne cont ien t pas de dérivées
d'ordre supérieur à n + i — i; il en est na ture l lement de même pour
c^, c/,, o^, qui sont égales, après la subs t i tu t ion , à des invariants
de (S^"0). La t ransformat ion de première classe et d'ordre n 4 -?— i
qui correspond au s'œupe (3) se trouve a ins i décomposée, pour ainsi
dire, en deux transformations de seconde classe d'ordres n et i, mais
cette décomposition peut se faire de deux manières distinctes : dans le
raisonnement que nous venons d'esquisser, nous avons supposé la
transformation appl iquée à (s) déduite du système (G) et la transfor-
mation appliquée à (c/) déduite du système (P); nous aurions pu, au
contraire , imaginer en premier l ieu (s) remplacée par une équation de
Monge-Ampère à l'aide d'une transformation déduite de (F), puis
effectuer u n e transformation déduite du système des caractéristiques
de cette dernière équation qui correspondent à (C).

Nous avons ainsi é t u d i é toutes les circonstances qui peuvent se
présenter.

12. Les t ransformat ions que nous avons définies dans la première
Partie ne s'appliquent qu 'aux équations qui restent invar ian tes pour
les transformations de contact d'un groupe d'ordre supérieur à l 'uni té:
étant donnée une équation (s) qui admet une seule transformation
in f in i t é s ima le de contact , on ne peut en général effectuer unet ransfor-
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mafcion de seconde classe; les raisonnements que nous ayons faits
(n0 5) sont en défaut ; la quantité que nous avons désignée par m dépend
de s, t en m ê m e temps que de ;r, y, s, p , y.

Il y a cependant un cas à s ignaler ; si (^s) possède un système de
caractéristiques du premier ordre et s'il existe un groupe à un para-
mètre de transformations de contactqui ne changentpas cette équation,
elle dérive d'une transformation de Backlund de deuxième espèce
qui lui fait correspondre une équation de Monge-Ampère. Les transfor-
mations (B^>) jouissent de propriétés analogues à celles que nous avons
étudiées (n0'5 8 et 9) et dont nous avons déduit les résultats démontrés
dans le paragraphe précédent; ces résultats subsistent quand on consi-
dère — en supposant naturellement la chose possible — une transfor-
mat ion (B^) au lieu d'une transformation de seconde classe.

Nous indiquerons seulement un exemple très simple :
L'équation

(87) 3 /^4- i==o

admet le groupe engendré par les transformations infinitésimales
ponctuelles

àF àF àV (W^—, -—, —, oc —,
àx ôy as ôz

cf, s, t sont quatre invariants de ce groupe; les équations

x'-=s-\--^ y=:5—j, z'-==.q

définissent une transformation de première classe et du second ordre,
la transformée est l'équation linéaire

r/ -y/2_ n' 'v1'1
(38) , /»^____^_o.^yc^—y)

Au lien d'opérer ainsi, nous pouvons remarquer que les transforma-
tions infinitésimales —» x—- engendrent un sous-groupe invariant du
précédent. A ce sous-groupe, dont x, y , q sont des invariants, corres-
pond une transformation de première classe et du premier ordre; on
vérifie immédiatement que la fonction q de x et y satisfait à une équa-
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tion l inéaire; nous n'écrirons pas cette équation l inéaire; nous suppo-
serons qu'on l'ait mise sous la forme ordinaire à l'aide d'une' transfor-
mation de contact (1); on trouve ainsi

w •"-^^
( 3 D ^ 1 y ^ f ^\ sont tels que

^ -=: s 4- y ji -=. s — - î ^i -= q - ̂  — ^r*

Cette équa t ion admet un groupe à deux paramètres dont les transfor-
mations infinitésimales sont

,dU i OV
(^i-4-^)^5 „ _.. TR".C/^i .x/i —— j l t/^l

une transformation de première classe définie par les équations

^ = x,, y'==yi, ^ = ̂  — pi yi — ^/i ̂ i

permet de passer de (3<)) à (38), mais on peut arriver au même résultat
en prenant successivement, comme nouvelle fonction inconnue, les
variables indépendantes étant conservées,

^2=:^ i—(<r i"hyi )^ i ,

- / — - ^i—-^z _^—^—q,.

On eftectue ainsi sur l'équation (3c)) deux transformations de
M. Lucien Lévy»

13. Nous avons indiqué (n° il) des cas de décomposition d'une
transformation en transformations d'ordres moindres; nous démon-
trerons encore, pour terminer ce travail, un résultat analogue.

Supposons que l'équation (&) reste invariante pour les transforma-
t ions de contact d'un groupe (S) et que ce groupe contienne un sous-

( i ) Dans los applications, il peut y avoir intérêt a combiner les transformations précé-
demment étudiées avec des transformations de contact.
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groupe (G) dont l'ordre soit i n f é r i e u r d 'une uni té à ce lu i de (3) (1);
considérons en premier l ieu le cas où (G) est un groupe d'ordre pair 2/1
engendré par les t ransformat ions in f in i tés imales

X,F, X.F, .... X^F;

appelons (s') l 'équation de Monge-Ampère déduite de (c) comme nous
avons expliqué (n° 2).

Désignons par

X,F, X.F, . . . , X,,F, X^F

les transformations inf ini tésimales qui engendrent (S), et appelons G"( ,
cr^ 0-3 trois intégrales distinctes du système

V'(/z4-l)1P —— r\ V'(^-H) U _ r\ \"(^-H'. V __ r» A V __ ^ .-^i r — °î -S A — 0, . . ., ^î/t+i l — °î A^.-^.i r — o ,

les équations
^== O- lC^^J-^ i ^ î^ î • • : p l , n ,po ,n+ l ) ,

y ' - ^ ^ ^ x . y . z , p , q , . ..,p^,t,pQ,n+ï},
Z^ Œ^(^,J',Z,p, q, ..,pi,n,po,n+l)

définissentune transformation de seconde classe dédui tedu systéme( C )
qui remplace (c) par une équation de Monge-Ampère { ^ / } ; imaginons
écrites les expressions de x , y\ ^ , p ' , y\ -T'\ y\ z\ ///, y", ces fonctions
de Xy y , z, p, y, . . . , p ^ ^ ^ , pû,n+ï satisfont aux 'in 4- i équations

V'(»+2) F — ^ Y(/;.+23 F — /. Y'''^4 '2^ î^ _ n 4 F — n.tY^ J,' —— U, ^Y^ t —— 0, . . . , •^2/i r —— -'» A/^-i-.a l' —— 0^

qui ne peuvent posséder plus de six intégrales distinctes : o c ' , y ' , r/,
p ' , q\ •x'1\ y " y z " , p'\ q" sont donc liées par quat re relations. Une
transformation de Bàcklund permet de passer de (s') à (c^). C'est
évidemment une transformation (B_>); à une intégrale de (s7) corres-
pond une intégrale de (s."), et chaque intégrale de (s''') correspond
à 331 intégrales de (£')•

Nous pouvons faire un raisonnement tout semblable quand l'ordre
de (G) est un nombre impair que nous représenterons par 2 n — i (^^2),

( 1 ) Nous ne supposons plus que (G) soit un so Lis-groupe invariant.
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en conservant, les no ta t ions déjà employées (n°5). ̂ \y', z ^ p ^ q ' sont
des fonctions de ce,, r, ^, py q-, - . . , pi,719 Po,n+i q111 satisfont aux
équations

X s ' f t+DC' _ ,̂  "Y ( / / -M) |f7 _. /^ • 'Y(//+15 J7' —— /-y A ÏT — r».•^ A"' — 0, A-^ r —- 0, • ' • f .A.>^—,^ i — (^-» -A/i+l i" — <-)•

Appelons Xa^F la transformation infinitésimale qui, avecX^F ,X2F , . . . ,
X^^^i F, engendre (S); une transformation de première classe fait cor-
respondre à (s) une équation (s") dont les intégrales sont engendrées
par l'élément de coordonnées x'^ y\ z\ p\ cf; ces coordonnées
peuvent être exprimées en fonction de oc, y , s, p , y, . . . , j?^, /?o^+.i
(n0 2) et sont des intégrales du système

•v(^+i)p—/. Y^+Dp—n v - ( M + i 5 p — ^ Y( r t+ i )p—^A.^ r — u, ^v^ r — u, . . ., ^v^rt-.! A — u, •^«•a/z •i- — v"

Les équations
Y ( "+1 )17—n Y (" .4-1)17—/- . V ( / t + l ) p — o.A. ^ r — o, A 3 r — o, . . ., -;v g ̂ _ i i- — u

n'ont que six intégrales distinctes; il en résulte encore qu'une transfor-
mation (B^) remplace (£') par (s.'7), et inversement.

AH.IZ. Éc. Norm.y (3) , XXVII. — NOVEMBRE 1 9 1 0 . 02


